Vol. XTI, 1960 455

Kritische Drehzahlen unter Torsion und Druck
bei Beriicksichtigung des Eigengewichtes

Von Horst LEIPHOLZ, Stuttgart, Deutschland?)

1. Einleitung

Es sollen einfach besetzte Wellen mit mehrfach beaufschlagten Turbinen-
scheiben betrachtet werden. Die Wellen seien zusitzlich durch I3 auf Torsion
und durch B und q auf Druck beansprucht.

Das Torsionsmoment I werde durch die Turbinenscheibe in die Welle
eingeleitet; P greife als Einzelkraft an den Enden der Welle an; g sei eine
kontinuierlich verteilte Langskraft (zum Beispiel Eigengewicht); § und q
mogen stets die Richtung der unverformten Wellenachse beibehalten; 9B set
semitangential. Die Welle sei von gleichbleibendem kreisférmigem Querschnitt;
die Biegesteifigkeit a und die Torsionssteifigkeit ¢ sind daher konstante Gréssen.
Alle Verformungen, die die Welle erleidet, seien sehr klein.

Bekanntlich [172) werden die kritischen Drehzahlen durch die Torsions- und
Druckbeanspruchung der Welle beeinflusst. Untersuchungen hieriiber sind auch
von H. Z1GLER [2] durchgefithrt worden, der insbesondere gezeigt hat, dass das
Problem fiir die angenommene Belastung konservativ ist und dass die Annahme
eines semitangentialen Momentes fiir mehrfach beaufschlagte Scheiben be-
sonders sinnvoll ist.

Unter den gemachten Voraussetzungen und ohne Beriicksichtigung der
Kreiselwirkung gilt, wie man bei H. Z1EGLER [3] nachliest, die Beziehung

Oi=—, 1)
wobei wy, die kritische Drehzahl, s die Masse der Scheibe und « die Einflusszahl
fiir die Durchbiegung der Welle an der Stelle ist, wo die Turbinenscheibe sitzt.
Das ganze Problem besteht also in der Bestimmung von «.

Es sei noch besonders darauf hingewiesen, dass sich die kritische Drehzahl
nur deshalb in der einfachen Bezichung (1) darstellt, weil das Torsionsmoment
als semitangential vorausgesetzt worden ist. Die Begriindung hierfiir ist in der

zitierten Arbeit von H. ZIEGLER angegeben.

1) Inmstitut fiir technische Mechanik, Technische Hochschule Stuitgart.
%) Die Ziffern in den eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 471,
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Als neu gegeniiber fritheren Arbeiten soll jetzt & auch noch unter Beriick-
sichtigung von ( errechnet werden.

2, Differentialgleichungen und Randbedingungen

An Hand von zwei Beispielen soll die Aufstellung der Differentialgleichun-
gen und der Randbedingungen gezeigt werden. Die Uberlegungen lassen sich
dann leicht auf andere Fille tibertragen.

2.1 Die fliegende Welle

Die fliegende Welle ist in Abbildung 1 dargestellt. Sie ist mit dem unteren
Ende in einem «langen» Lager eingespannt und erfihrt am oberen Ende durch
eine Horizontalkraft § eine Auslenkung.

Abbildung 1
Die fliegende Welle.

Die Belastungen haben folgende Komponentendarstellung:
"EB:W/ix’, iy', 1‘},
$= (0 0 P,

g = (0 0, g1,
$= ( H, H, 0),
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und der Tangenten-Einheitsvektor der Stabachse ist
t=&,y,1) =, by 1). (3)

Fiur kleine Auslenkungen der Wellenachse hat man fiir die Komponenten
des inneren Stabmomentes die Beziehungen

M,=ax" ‘
Mx:_ay”’ (4)
W = c¢1 = konst., J

wobei 7 die infolge der Torsion auftretende Verwindung pro Lingeneinheit der

Welle ist.
Durch Anwendung des Schnittprinzips und der statischen Gleichgewichts-

bedingungen erhilt man

1
ax'=—Wy +- Wy () + H{—2) + P[x() — «]

l4

+ [ a0 0 — @ de,

z

)
1
ay’'=Wyx' — - W x'(l) + H,({ — 2) + Ply(l) - y]
1
+ [ 4 [y(0) — yE&)] .
Es seien noch weitere Bezeichnungen eingefiihrt:
!
P [q@a
w H, H, “ 5

w= b=t =T gy -t ()

und es werde (3) verwendet. Dann erhilt man aus (5) durch Differentiation:

fwt g =~ By, |
I .I (7>
ty—wtx+g(z)ty=—hy. f

Das ist ein lineares, inhomogenes Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
mit teils konstanten und dem variablen Koeffizienten g(z). Abhangige Variable
sind die Komponenten #, und ¢, des Tangenteneinheitsvektors, unabhingige
Variable ist z, welches die Linge der Wellenachse vom unteren Ende her zdhlt.
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Als Randbedingungen hat man
2.11: wegen der Einspannung des unteren Wellenendes:

t,=0, t,=0 fir z=0, (8)
2.12: als Momentenbedingung am oberen Wellenende:

Wi

Y

fur z2=1. 9)

IS S

W,

2.2 Die beiderseits gelagerie Welle

Wie Abbildung 2 zeigt, soll die Welle beiderseits «lange» Lager haben, so
dass ihre beiden Enden als eingespannt gelten kénnen.

77 Wy (zg)

e

(o) Fwy)
] AT
X ‘ P+0jqdz 4 | P+fqdz
| LD
¥
b v
a 2]

Abbildung 2
Die beiderseits gelagerte Welle.

Fir die an der Welle angreifenden Belastungen gilt wieder (2), fiir die Kom-
ponenten des inneren Momentes (4). Zusitzlich braucht man jetzt fur die
Rechnung noch die an den Lagern auftretenden Auflagerkrifte. Diese haben



Vol. X1, 1960 Kritische Drehzahlen unter Torsion und Druck

die Komponenten:

A= H A5 Do) -y,
A,=H, LZ?A T ZWz %' (z,) — %' (0)],
B=H% e -y Ol
B=H% V(0 v,

und es ist z, der Wert von z, der angibt, wo die Turbinenscheibe sitzt.

459

(10)

Wieder durch Anwendung des Schnittprinzips und der statischen Gleich-

gewichtsbedingungen liest man aus Abbildung 2 ab

2.21: fiir den Bereich 0 = 2 < z,:

H
ax'=—Wy + Wy'(O)_sz,px—x/qdz
6

z
~

+ / q(¢) [#() — %(2)] dC,

!

Wx' () —A,z—-Py—y /nqdz
0|/

ol o

(ly//:Wx/__

+ / 9(0) v(a) — y(©)] 4,

0

2.22: fiir den Bereich z, < 2 < [:

ax’ —— B (I—2) _Px-/q@) [3(2) — %(0)] 4L,

t
ay”:~3y(l—2)~Py—/cI(C)[y<2)~y<4“)]d§. J'

Verwendet man auch hier (3), (6), sowie

(11)

(12)

(13)

und differentiiert man (11) und (12), so hat man die beiden Differentialglei-

chungssysteme
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2.21: fir den Bereich 0 <z < z.:
ty +wt, +g@) b= —a,,
6wt +gl)t,=—q
und 2.22: fir den Bereich z, < z < [:
ty + 8(2) £ = B..,
£+ g t,= B,

In diesem Fall gelten folgende Randbedingungen:

2.23: wegen der Einspannung der Wellenenden:

t,=0, ¢,=0 fir 2z=0, z=1,

2.24: aus Stetigkeitsgriinden:
tx(Zs—O)stx(Zs-{—O),
bz, —0) =1, (z,+0),

2.25: wegen der Unverschieblichkeit des oberen Wellenendes:

n

/h@w+/ugnzm (=

%

0 zg

3. Die allgemeine Losung der Differentialgleichungen

ZAMP

(16)

(18)

Von den bisher aufgestellten Differentialgleichungen sind (7) und (14) vom
gleichen Typ. Wie man ihre Lasungen erhilt, soll am Beispiel des Systems (7)

gezeigt werden:
Man fithrt die komplexen Gréssen

o=t +1 £,
h=h,+1ih,
ein und erhilt statt (7):
o —two +go=—h.
Als neue Bezeichnungen seien
_ w
u=—-,
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benutzt, dann wird aus (20):

o' +2iug— (W +TV)o=—h, (22)
was sich mit der Transformation
o =re tuz (23)
auf
' —Vr=—heits (24)

zuriickfithren lasst. Die zu (24) gehtrende homogene Gleichung
" —Vr=0 (25)

sei die «Basisgleichung» genannt, denn ihre linear unabhingigen Fundamental-
I6sungen #; und #, beherrschen die weitere Rechnung. Der Charakter von #;
und 7, ist bestimmt, wegen V und der Bedeutung von g, durch die Art der
Lingsbelastung ¢(z).

Unter Verwendung der Wronskischen Determinante

7y 7e
4 ’
LERRE

W = (26)

»

die in diesem Fall eine Konstante ist, erhilt man durch Variation der komplexen
Integrationskonstanten % und B fiir die inhomogene Differentialgleichung (24)
die allgemeine Losung

729171+Q372+;%—(71/1’261'”5(12*—72/716i"5d2>. (27)
o 0

Hieraus folgt, wegen (23), als allgemeine Losung der Differentialgleichung (22):
z 3
o= [QI T Br,+ % (7'1 / 7y lUZ dy — 72/71 giuz dz)] e~tuz, (28)
0 ]

Das ist dann aber auch die gesuchte Losung des Systems (7), wenn man noch
die durch (19) und (21) festgesetzte Bedeutung von g, # und # beachtet.
Ganz entsprechend erhilt man mit

=0, +7ra, (29)
als allgemeine Ldsung von (14):

0= [@71+ 372+%<71/72 ei”Zdz—zfz/rl ei“dz>] e~ivz . (30)

0 0
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Als letzte der bisher betrachteten Differentialgleichungen kénnen die
Gleichungen des Systems (15) mit ¢ und mit

B=B.+i8, (31)

auf die Form
0" +eo=4 (32)

gebracht werden, die vom Typ der inhomogenen Basisgleichung (24) ist. Be-
zeichnet man die Fundamentallgsungen von

r+eg)r=0 (33)

mit 7§ und 7§, und die zu (33) gehérende Wronskische Determinante mit Ws,
so bekommt man daher, ganz entsprechend wie bei (24), fiir (32), durch. Varia-
tion der Konstanten, die allgemeine Losung

+.M€_<~7§/r§dz+7§/7§dz>- (34)

0 0

0=Gr+Fr

[ST4Y

3.1 Die Berechnung von o

Wie (1) zeigt, kennt man die gesuchte kritische Drehzahl w,, bei gegebener
Scheibenmasse m, vollkommen, wenn es gelungen ist, die Einflusszah! « fiir die
Durchbiegung der Welle an der Stelle z = z, anzugeben.

Der Bedeutung von g entsprechend gibt

s
o(a) ~ [ ods (35)
0
gerade die Durchbiegung der Welle in vektorieller Form unter den in den Ab-
bildungen 1 und 2 gezeigten Belastungen.

Wie schon H. Z1EGLER [4] gezeigt hat und wie es auch hier die weitere
Rechnung bestitigen wird, ist es dem Wirken eines semitangentialen Torsions-
momentes zu verdanken, dass die Welle sich unter einer beliebig gerichteten
horizontalen Kraft § in Richtung der Kraft § verschiebt. Das heisst aber:
Auslenkung v(z,) und Kraft § haben gleiche Wirkungslinie. Wihlt man also
fir die Komponenten von § Krifte vom Betrag 1, so wird auch n(z,) Kompo-
nenten haben, die betragsmaissig gleich sind, und dieser gemeinsame Betrag
ist das gesuchte a.

Die weitere Rechnung hat demnach so zu verlaufen, dass man

Zs

A
o(z) = [ gdz

J

unter der besonderen Bedingung § = 1 + ¢ (was sich in entsprechenden Werten
fiir %, « und § ausdriickt) errechnet und den Realteil (oder den gleichgrossen
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Imagindrteil) von p(z,) ermittelt. Dann ist
a = Re(v(z,)) fir $=1+7. (36)
Fiir p stehen die Losungen (28) oder (30) zur Verfiigung

;
(wﬁrde man mit (34) rechnen, so wire v{z,) = — / 0 dz) ,

2

in denen aber noch Integrationskonstanten vorkommen. Die Anwendung der
in Absatz 2 gegebenen Randbedingungen gestattet jedoch die Bestimmung
dieser Konstanten. Es ist nur noch nétig, auch die Randbedingungen
komplex zu schreiben. Aus (8) wird

o=0 flir z2=0; (37)
aus (9) wird
Q’:é—z’wg fir z2=1; (38)
aus (16) wird
o=0 fir 2=0 und z=I; (39)
aus (17) wird
0(5—0) =g (z+0); (40)
und aus (18) wird
23 I
[ ol az+ /Q(z) dz=0. (41)
0 zg

Hat man mit Hilfe der Randbedingungen (37), (38) oder (39) bis (41) die
Integrationskonstanten ermittelt, so steht der Berechnung von o(z,) und dar-
iiber hinaus von & nichts mehr im Wege. Die wirkliche Durchfithrung der bisher
nur angedeuteten Rechnung soll am Beispiel der fliegenden Welle erfolgen.

4. Kritische Drehzahl fiir die fliegende Welle

Fiir diesen Fall muss man (28), (37) und (38) benutzen. Durch Anwendung
der Randbedingungen (37) und (38) auf die allgemeine Ldsung (28) von g er-
hilt man fiir die Integrationskonstanten:

! 4

i) / 7y €M% dz — ;(]) / 7, 6% dz
U = — 7f0) 55— 710 75(0) — 7'(1)07 ) ’
) 1 2 2 ll (42>
ri(l) | v e dz — wv(l) | vy dz
B=n0) A 0/ 0/
W 71() 72(0) — 73(2) 74(0)
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Mit den Abkiirzungen

R C L D A C Tt
11— 0 ] 12— 0 3
w(3) w(3) .
b= _AOAO 5l 10
oy 0
W
(1) (i)
und mit (42} folgt dann aus (28):
; 7 I
o= 71'/1'2/; <d11 7 g—iuz/ ¥y ginz gy + a ¥y g_iuzf71 eiunz do
6 0
1 !
A4 byq 7o e iUz / Vg L2 dz+ byg vy e t? / 7y €47 dz (44)
g '
+n e"'”/ g €85 dz — 7, e‘f”/ 7y eiu2 dz) ,
g g

womit man n(z,) nach (35) errechnen kann.
Vor Ausfithrung der nach (35} vorgeschriebenen Integration sollen weitere
Abkiirzungen eingefiithrt werden:

: ;
S = /7lsinuzalz, Séﬂ:/vzsinuzdz,
o 0
[4 I (45)
Sie = /7’1C05%Zd2, Séc::/rzcosuzdz.
0 6
Hiermit erhdlt man:
! .
[rueeds [rensdn = (S5 SESD (S S-S,
)}
:
/716 ””’dz/ einz gy = (S92 4. (S1)2, 6)
9
1
/,,26 1ufdz 75 eiur gy — (Sé2)2+ (Ség)z)
0 0
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4 4
[reeiwnde [ de= (S S04 SE SR — i (S S SRS,

0 ]

! z 14 2
/l:rl e—i”/yz ei“dz} dz—/{@ e—i"zfyl e“‘zdz] dz =
h i 0 0

L (46)
! ! !
= /71 cosu z SL dz + /71 sinw z S2 dz — /72 cosu z S0 dz
0 0 0
!
- / vy sinu z X dz + i (S1 S — S0 S10y
0
Benutzt man ausserdem die Bezeichnungen
Lys(l) = Si(; Slzg + Si(s) 5;2, L) = (5112)2 + (Sig)z’
L0 = Spp S0 — S St Lall) = (S5)? + (Se0)*,
14 I I
L() = / ¥y COsu 2 S0 dz + / vosinu z S0 dz — / 74 cosu z Sy dz (47)
0 0 0
!
- /1/1 sinu z S dz,
0

so lasst sich mit (44) bei Verwendung von (45 bis 47), die Ausrechnung von
(35) schreiben:

() = o {agy L) + 7 L] + arg LyfD) + by Laf)

(48)
+ b1 [L1p(l) — ¢ LKO)] — LY +7 Lis(@)} -
Es ist aber immer, wie man an Hand von (43) nachpriifen kann,
apy—b,+1=0, (49)

so dass bei (48) wegen (49) die imaginidren Terme aus der geschweiften Klam-
mer herausfallen und man

o(z) = %{le(l) (@11 + big) + @y Ly(l) + by Ly(l) — L)} (50)

hat. Daraus ersieht man, dass das Wellenende sich tatsichlich unter einer
beliebig gerichteten horizontalen Einheitskraft um die Strecke « in Richtung
der Kraft verschiebt.

ZAMP XI/30
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Aus (50) erhidlt man die gesuchte Einflusszahl «, indem man fiir 4 = 1/a
setzt. Das ergibt:

it ALl [+ big! + 23 L) + by L) — L@} (D)

Die Gleichung (51) kann fiir alle moglichen Lastverteilungsgesetze g¢(2)
angewendet werden.

Der Fall g = 0 wurde bereits von H. ZIEGLER behandelt. Hier besteht die
Druckbelastung nur aus der Einzelkraft P, die an den Enden der Welle an-
greift. Mit p T2

vﬁ:—V:g—k%z—:;—}—W:konst, (52)

heissen daher die Fundamentallésungen der Basisgleichung (25):

7, = sinvg z ,

(53)
¥y = COSYy 2. [
Das gibt:
70 =0, #(0)=1, 7(l)=wvgcosvyl, 7y(l)=— vysinvyl,
0
W= —yv,, W 1= — Uy COSYo L,
so dass man nach (43)
apn=—1, ap=—tgvl, by;=0, b,=0 (54)
erhalt,
Setzt man (54) in (51) ein, so ist
- 1
w=—- s {‘ Liy(l) —tgvgl- Ly{l) — LU)} - (55)

Verwendet man fiir die Ausrechnung von L(J), L,(!) und L,(/) die Formeln
(45-47) und fiir 7, und #, (53), so ergibt sich:

L@ = 7% [(1 + 2 ‘;DMZ) sinvg ! cosul — E—M;ﬂ cosvy lsinul — v l] ,
2
L) = % [2 + ﬁ/}tj—a — sin?yy [ — 2 ﬁ;;ﬁ cosvy I cosu ! 56)

avg it . ,
—2413— sinvg I sinu Z],

L)) = —;— [sinvg ! cosu I — sinv, L cosvgl] .

Dies, in (55) eingesetzt, fithrt nach einigen Zwischenrechnungen zu

1 Tog+u* a _ Zui sinul;_] 57
[~00 P tg vl TP cosugl . (57)
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Der Ausdruck (57) stimmt aber genau mit einer fiir diesen Lastfall auf anderem
Wege von H. ZIEGLER [5] berechneten Formel tiberein, wenn man den Unter-
schied in der Bezeichnungsweise beseitigt:

den Bezeichnungen in dieser
bei H. ZIEGLER entsprechen Arbeit
w - == —2u
o _ 29,

b - = - Pla.

Der Fall g(z) = ¢ = konst. soll jetzt neu in diese Arbeit aufgenommen
werden.

Als Fundamentallésungen der Basisgleichung (25) hat man fiir ihn:

71 =3" Jys (% 33/2) ,

2 (58)
7y = 32 ]~1/3(§33’2),
mit
s=af W pBg, l
: 59)
_ P qr T _q (
=t tie Py l

0
Die Funktionen (58) sind in (26, 43, 45-47) zur Berechnung von W, W( Z>’

A1y, B1a, b1ps U190 L(), Ly(2), Ly(l) und Ly,(2) zu verwenden. Dann hat man alles
fir die Bestimmung von « nach (51) zur Verfiigung.

Die Rechnung muss im konkreten Fall numerisch erfolgen, da sich wegen
der Kompliziertheit der Funktionen die nach (45) und (46) vorgeschriebenen
Integrale wohl kaum geschlossen ausrechnen lassen. Die Durchfithrung der
Rechnung wird zur Erlduterung der Formeln an einem Zahlenbeispiel vorge-
nommen. Fiir die Bestimmung der Funktionen [, und j_,,; konnten die
Tafeln von WaTsoN [6] benutzt werden, da die Argumente fiir das gewihlte
Beispiel alle positiv reell bleiben.

Gegeben seien:

g=103kp/m, T =2-10%kpm, a=10kpm?, [=3m.
Es ist die Konstante W wegen

ar, 2

“ar P8 T (“3 33'2)’ (60)
dav 2

d; = 61/33 ]—2[3( 3 33/2)
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W= BB 332 ([ Jos + Joajs J-a9)

= p Zgin T
7T

3
3

Mit den gegebenen Werten errechnet man nach (59) und (21):

3-1038

105

z=13-10"2 (10-%)~25 —

102
B=g — 107,

. 8
%1% ~13-10-2,
(10-2) 13
21092
2108

z=0215 (13 — 2) ,

— 0,316.

ZAMP

(61)

Die weitere Rechnung wurde in Tabelle I durchgefithrt. Mit den Werten

der Tabelle I erhilt man fiir / = 3 durch numerische Differentiation:

7.(3) =7(0095—8 0,352 + 8 - 0,738 — 0,835) = 0,196,
1
1’;(3)— 2( 0,612 + 8- 0,428 + 8 - 0,056 — 0,307) = 0,246 .
Tabelle I
z 0 1 2 3 4 5 6
3 2,795 2,580 2,365 2,150 1,935 1,720 1,505
312 1,673 1,606 1,539 1,466 1,393 1,311 1,229
332 4,657 4,173 3,652 3,151 2,703 2,253 1,856
o =2/33%2 3,11 2,78 2,44 2,10 1,80 1,50 1,24
Juslo) -0,094 | 40,059 | +0,229 | +0,396 | -+0,530 | 40,637 | 40,701
J_u3l0) —0,429 | —0,381 | —0,278 | — 0,128 | +0,040 | +0,234 | +0,421
74(2) =312+ Jy5l0) | —0,160 | +0,095 | +0,352 | 40,581 | 40,738 | 40,835 | +0,862
7o(2) =312+ J_1,4(0) | —0,718 | — 0,612 | — 0,428 | — 0,188 | +0,056 | +0,307 | +0,517

Damit und mit #,(3) und 7,(3) aus Tabelle I erhilt man nach (43)

!

Ay =——
@y =

bll -

0,718 - 0,196
0,101
0,718 - 0,246
0,101
0,160+ 0,196
0,101
0,160 - 0,246

by = —- =

0,101

— 1,393,
1,749,
0,315,

— 0,390

W<O> = — 0,160 - 0,246 + 0,718 - 0,196 = 0,101,
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und nach (61) ‘
W — % .0,215 - 0,866 — 0,178 .

Die Berechnung der in {47) festgelegten Werte -erfolgt durch numerische
Integration in Tabelle II, aus der man

SP=0464, SP=-0474, S)=-1340, SP=0513,
! K
/ rycosu z Sy, dz = — 0,057, / 7y sinu 2 S, dz = — 0,074,
[} 0
! !
/rl cosu 2 S,,dz = — 0,601, /71 sinu z S,, dz = — 0,189
0

0
herausliest, womit man eben nach (47)

3) =—1,340-0,464 — 0,474 - 0,513 = — 0,865,

3)=  0,4642 + 0,474 = 0,440,

1

L15(3)
L, 3)
L,(3) = 1,340% 40,5132 = 2,059,
L@

3)= 0,601 + 0,189 — 0,057 — 0,074 = 0,659
erhilt.
Jetzt steht alles zur Verfugung, um nach (51) errechnen zu kénnen:
— ' 1
%= G778 7105 [(— 1,393 + 0,390) - 0,865 + 1,749 - 0,440 4+ 0,315 - 2,059

—0,659] = 1,203 - 10-4.

Zum Vergleich sei noch nach Formel (41) gerechnet und dazu angenommen,
dass die Langskraft nicht verteilt sei, sondern als Einzelkraft P =3-103kp
an den Enden der Welle angreift. Alle anderen Daten sollen unverdndert
bleiben.

Dann hat man nach (52):

o  3-10%8  40-10%

% =155t 7 1gw0 = 13-10-2, 9,=3,606-10"1,

und es ist bereits bekannt: # = — 0,316, %2 = 10 - 10~2. Hiermit gibt (57):

_ 1 13-10-2 + 10 - 102 10 o
L= 37008 [ 3,606 - 101 “3igs - 18 (3,606-1071-3)
20,316 . sin (0,316 - 3)

R A, [ S A — . —4
3108 cos (3,606 - 101 - 3) 3] 1,913 - 10-¢.
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Tabelle 11
z 0 1 2 3
wz 0 ~0,316 - 0,632 ~0,948
cosy 5 1 0,950 0,807 0,583
sinu 2 0 -0,301 -0,591 -0,812
¥, cosu 2 —0,160 0,090 0,284 0,339
7, sinu z 0 -0,029 ~0,208 ~0,472
75 COSU 2 -0,718 —0,581 —0,345 -0,110
7, sinu z 0 0,184 0,253 0,153
2
SP = / 7, cosu z dz 0 ~0,035 0,152 0,464
0
z
sP = / vy sinu z dz 0 —0,015 -0,134 ~ 0,474
0
z
SR = /72 cosu z dz 0 - 0,649 —-1,112 —1,340
0
:
Sy = / #ysinu 2 dz 0 0,092 0,310 0,513
0
Sp- vy cosu z 0 0,020 - 0,052 —0,051
S0 pysinu 2 0 —0,003 ~0,034 —0,073
S0y cosu z 0 - 0,058 ~0,316 - 0,454
SRy sinu z 0 —0,003 — 0,064 - 0,242
s
/ S0y, cosu z dz 0 0,010 — 0,006 0,057
0
k4
/ Sy sinu z dz 0 —0,002 —0,020 —0,074
0
z
/s;‘j v, cosu z dz 0 ~0,029 -0,216 ~0,601
0
-4
f Sy vy sinu z dz 0 -0,002 —0,036 —0,189
0
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Nach (1) ist das Verhiltnis der zugehorigen Drehzahlen (o, fiir die konti-
nuierliche Liangskraft ¢, w,p fiir die entsprechende Einzelkraft P):

Y 1,913
kg ]/_'gﬁ — 1,217,
Wy p 1,293

woraus man ersieht, dass man bei Beriicksichtigung der kontinuierlichen Ver-
teilung der Last eine merkliche Erhéhung der kritischen Drehzahl erhalten
kann.
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Summary

The paper deals with the critical angular velocities of continuously loaded shafts.
A method is given for the solution of the problem and an example is presented
which shows that the critical angular velocities increase, when, instead of a
single concentrated load on the ends, the shaft carries a continuous load of the
same magnitude.

{Eingegangen: 16, Mirz 1960.)

Steady-State Thermal Stresses in an Elastic Cone’)

By Roxuro Muki and EL1 STERNBERG, Providence, R. I., U.S.A.2)

1. Introduction

The stress analysis of circular cones, and of bodies bounded by two coaxial
conical surfaces with a common vertex, has received repeated attention in the
linear theory of elasticity. Thus MicHELL [2]3) established the solution appro-
priate to a semi-infinite solid cone under a concentrated force of arbitrary
orientation, applied to the vertex. L. FoppL [3] disposed of the analogous pure
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