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Kritische Drchzahlcn untcr Torsion und Druck 
bci Bcriicksichtigung des Eigengcwichtes 

Von HORST LEIPHOLZ, Stuttgart, Deutschland ~) 

1. Ein le i tung  

Es sollen einfach besetzte Wellen mit mehrfach beaufschlagten Turbinen- 
scheiben betraehtet  werden. Die Wellen seien zus/itzlich durch ~ auf Torsion 
und dutch ~ und q auf Druck beansprucht. 

Das Torsionsmoment ~ werde durch die Turbinenscheibe in die Welle 
eingeleitet; ~ greife als Einzelkraft an den Enden der Welle an; q sei eine 
kontinuierlich verteilte Liingskraft (zum Beispiel Eigengewieht); ~ und q 
mSgen stets die Richtung der unverformten Wellenachse beibehalten; ~ sei 
semitangential. Die Welle sei yon gleichbleibendem kreisf6rmigem Querscbnitt ; 
die Biegesteifigkeit a und die Torsionssteifigkeit c sind daher konstante Gr6ssen. 
Alle Verformungen, die die Welle erleidet, seien sehr klein. 

Bekanntlich [1] 2) werden die kritischen Drehzahlen dutch die Torsions- und 
Druckbeanspruchung der Welle beeinfiusst. Untersuchungen hiertiber sind aucb. 
yon H. ZlEGLER [2] durchgefiihrt worden, der insbesondere gezeigt hat, dass das 
Problem ftir die angenommene Belastung konservativ ist und dass die Annahme 
eines semitangentialen Momentes ftir mehrfach beaufschlagte Seheiben be- 
sonders sinnvoll ist. 

Unter den gemachten Voraussetzungen und ohne Beriicksichtigung der 
Kreiselwirkung gilt, wie man bei H. ZIEGLER [3] nachliest, die Beziehung 

60; -- (1) 

wobei co k die kritische Drehzahl, m die Masse der Scheibe und ~ die Einfiusszahl 
fiir die Durehbiegung der Welle an der Stelle ist, wo die Turbinenscheibe sitzt. 
Das ganze Problem besteht also in der ]3estimmung von ~. 

Es sei noch besonders darauf hingewiesen, dass sich die kritische Drehzahl 
nnr deshalb in der einfachen Beziehung (1) darstellt, weil das Torsionsmoment 
als semitangential vorausgesetzt worden ist. Die Begrtindung hierfiir ist in der 
zitierten Arbeit von H. GIGGLER angegeben. 

1) Institut ffir technische Mecha~ik, Technische Hochschule Stuttgart. 
2) Die Ziffern in den eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeiehnis, Seite 471. 
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Als neu gegeniiber friiheren Arbeiten soil jetzt d auch noch unter BeriJck- 
sichtigung yon q errechnet werden. 

2. Differentialgleichungen und Randbedingungen 

An Hand yon zwei Beispielen soil die Aufstellung der Differentialgleichun- 
gen und der Randbedingungen gezeigt werden. Die {3berlegnngen lassen sich 
dann leicht auf andere F~lle tibertragen. 

2.1 Die/liegende Welle 

Die fliegende Welle ist in Abbildung 1 dargestellt. Sie ist mit dem nnteren 
Ende in einem <dangen~> Lager eingespannt und erf~ihrt am oberen Ende durch 
eine Horizontalkraft 5~ eine Auslenkung. 

/ ~ tp 

I~ qlz; 

z I W 

b 
Abbildung 1 

Die fliegende "Welle. 

Die Belastungen haben folgende Komponentendarstellung" 

1 , 1 , '} 
W 2 x ,  2 v 1 

'~ ( O, O, ~') 

q =  ( 0, 0, q) 

( Hx, H~, il) 

(2) 
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und  der Tangen ten-Einhe i t svek tor  der Stabachse ist 

t = (x', y ' ,  1) = ( t . , /v ,  1 ) .  (3) 

F a r  kleine Auslenkungen der Wellenachse ha t  man  ftir die Komponen ten  
des inneren S t abmomen tes  die Beziehungen 

M p  
= ~ x t t  

M x = - -  a yH,  

W = c z = kons t . ,  

(4) 

wobei  ~ die infolge der Torsion auffre tende Verwindung pro L~tngeneinheit der 
Welle ist. 

Durch  Anwendung  des Schnit tpr inzips und  der s tat ischen Gleichgewichts- 
bedingungen erh~It man  

x" = - w y'  + -12 w y'(1) + ~x (z  - ~) + p Ex(l) - xl l 

r + I f q(~') [x(~) - x(z)] d~, 

/ (51 
a y" = W x'  1 [ -- ~ W x'(Z) + ~y(l  -- z) + PEy(Z) -- y~ 

J ,4 [ 

+ / q(O Ey(O - y(~)~ d~. 
/ z 

Es seien noch weitere Bezeichnungen eingeffihrt" 
l 

P + / q (0 d~ 
W H x H v z 

d 

- h ,  = �9 k~ g(~) = (6 )  a ; a ' ~ "  a, ' 

~ n d  es werde (3) verwendet .  Dann  erh~ilt man  aus (5) durch Differentiat ion:  

< + ~ t '  + g(z) r = - hx 

t "  - ~ < + ~,(z) t~ = - i % .  
Y 

(7) 

Das ist ein lineares, inhomogenes Differentialgleichungssystem 2. Ordnung 
mi t  teils kons tan ten  und dem var iablen Koeffizienten g(z). Abh~ingige Variable 
sind die K o m p o n e n t e n  t~ und ty des Tangenteneinhei tsvektors ,  unabh~ngige 
Variable ist z, welches die L/inge der Wellenachse vom unteren Ende her z~ihlt. 
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Als Randbedingungen hat  man 
2.11: wegen der Einspannung des unteren Wellenendes: 

I x = 0 ,  t y = 0  fiir z = 0 ,  

2.12: als Momentenbedingung am oberen Wellenende: 

1 

ftir z = I .  
c t t ' ~  1 v 2 Wt~ 

(s) 

(9) 

2.2 Die beiderseits gdagerte Welle 

Wie Abbildung 2 zeigt, soll die Welle beiderseits dange>~ Lager haben, so 

dass ihre beiden Enden als eingespannt gelten k6nnen. 

4 P 

: P+fqdz 
! o 

tW 

Z 

~Ty p 
- -  - - ~ D ,  

 ff'(zZ 2 Iil zs 

i 

gW 
Y 

b 
Abbildung g 

Die beiderseits ge!agerte Welle. 

FiJr die an der Welle angreifenden Belastungen gilt wieder (2), fiJr die K o m -  
ponenten des inneren Momentes (4). Zus~itzlich braucht  man. jetzt  ftir die. 
Rechnung noch die an den Lagern auffretenden Auflagerkr~ffe. Diese haben 
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die K o m p o n e n t e n  : 

A . = H  l - - z ~  ~ W 
X T ~ ~ [y'(O) - -  y ( z , ) ~ ,  

z~ W , / 
B .  = H . 2 -  + 2 l [y (zs) --  (0)],  

w r . ' (o)  - x '(Zs)],  B,= H,5  

(lO) 

u n d  es is t  z s de r  W e r t  v o n  z, der  ang ib t ,  wo die T u r b i n e n s c h e i b e  s i tz t .  
W i e d e r  d u r c h  A n w e n d u n g  des  S c h n i t t p r i n z i p s  u n d  der  s t a t i s c h e n  Gle jch-  

g e w i c h t s b e d i n g u n g e n  l ies t  m a n  aus  A b b i l d u n g  2 ab  

2.21" ffir den  Be re i ch  0 _<_ z --< z, : 

l 

a X n W y '  1 [ = - -  + - 2  W y'(O) - A ~ z  - P x - x q dz 
,J 

0 

z 

+ j r162 Ix(z) - x(r de,  
o (~) 

Z 

1 
a y " =  W x ' - - ~ W x ' ( O ) - A v z - P y - y  / q d z  

~ 

+ /q(r [y(z) - y(r d~, 
d 
0 

2.22"  ftir  den  Be re i ch  z s ~< z ~ l :  

l 

a z"  = - B~ (l - z) - P x - f q(r Ix(z) - x (r  d ~ ,  
z 

l 

/ '  = - B ,  (z - z) - P s - / r162 [y(z)  - s ( r  d r  

02) 

V e r w e n d e t  m a n  auch  h ier  (3), (6), sowie 

A .  B x Ay B~ 
% = - a - '  1 5 . = - a  ' % =  a - '  flY-- a ' (13) 

u n d  d i f f e ren t i i e r t  m a n  (11) u n d  (12), so h a t  m a n  die  be iden  Di f fe ren t i a lg le i -  
c h u n g s s y s t e m e  
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2.21: fiir den Bereich 0 _< z G z,: 

ts + w t' + g(z)  t~ = - ~ y 

t" - -  w t '  + g(z) t v = - -  % x 

und 2.22:  fiir den Bereich G <- z <-- l: 

t ;  + g(z)  tv = ~v. 
In  diesem Fall  gelten folgende Randbedingungen:  
2.2 3: wegen der E inspannung  der Wellenenden" 

t ~ = 0 ,  t g = 0  ftir z - - 0 ,  z = l ,  

2 .24:  aus Stet igkei tsgrt inden'  

t~ (z,  - o)  = t~ (~, + o ) ,  

tv % - o)  = t~ (~, + o ) ,  

2.2 5: wegen der Unverschieblichkeit  des oberen Wellenendes: 

Z8 

f tAz) d~ + .,,[ t~(~) & = o, (i = ~, y).  
0 Z.s 

{14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(1.8) 

3. Die allgemeine L6sung der Differentialgleichungen 

Von den bisher aufgestell ten Differentialgleichungen sind (7) und (14) yore 
gleichen Typ .  Wie man  ihre L6sungen erh~ilt, soll am Beispiel des Systems (7) 
gezeigt werden : 

Man ftihrt die komplexen Gr6ssen 

= t~ + i t y ,  (19) 

h - :  h ~ + i h  v 

ein und erh~ilt s t a t t  (7): 

9" - i w o' + gQ = -- h .  (20) 

Als neue Bezeichnungen seien 
W 

2 '  
(21) 
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benutzt, dann wird aus (20): 

~" + 2 i u ~ -  (u s + V) ~ = - h ,  

was sich mit der Transformation 

(22) 

auf 
= r e-iUz (23) 

r" - V r = - h e i"z  (24) 

zurtickftihren l~isst. Die zu (24) geh6rende homogene Gleichung 

r " - V r = O  (25) 

sei die <{Basisgleichung~> genannt, denn ihre linear unabMngigen Fundamental- 
16sungen r I und r 2 beherrschen die weitere Rechnung. Der Charakter yon r,  
unct r2 ist bestimmt, wegen V nnd der Bedeutnng yon g, durch die Art der 
L~tngsbelastung q(z). 

Unter Verwendung der Wronskischen Determinante 

W =  rl, r2, , (26) 
~1 T2 

die in diesem Fall eine Konstante ist, erh~ilt man durch Variation der komplexen 
Integrationskonstanten N und ~3 fiir die inhomogene Differentialgleichung (24) 
die allgerneine L6sung 

r = g f r  1 + ~ 3 r 2 + / ~ _ _  rl r 2 - r  2 r 1 . (27) 
0 

Hieraus folgt, wegen (23), als allgemeine L6sung der Differentialgleichung (22): 

~ =  9 I q + 9 3 r ~ +  W r 1 r 2 d u ' - d z - - r 2  r l d " * d z  e - i u z .  (28) 
o 

Das ist dann abet auch die gesuchte L6sung des Systems (7), wenn man noch 
die durch (19) und (21) Iestgesetzte Bedeutung yon 6, h und u beachtet. 

Ganz entsprechend erh/ilt man mit 

als allgemeine L6sung von (14): 

o 

= ~ + i % (29) 

0 

(30) 
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Als letzte der bisher betrachteten Differentialgleichungen k6nnen die 
Gleichungen des Systems (15) mit 9 und mit 

fl = fix + i fig (31) 
auf die Form 

9" + g(z) ~o = fl (32) 

gebracht werden, die vom Typ der inhomogenen Basisgleichung (24) ist. Be- 
zeichnet man die Fundamentall6sungen yon 

r" + g(z) r = 0 (33) 

mit r~ und rg, und die zu (33) geh6rende Wronskisehe Determinante mit WG 
so bekommt man daher, ganz entsprechend wie bei (24), fi~r (32), dureh Varia- 
tion der Konstanten, die allgemeine L6sung 

o = ~ r ~ +  ~r~ + -  ~T~ - r  r~ + r  rl ~ . (34) 

3. l D i e  B e r e c h n u n g  yon 

Wie (1) zeigt, kennt man die gesuchte kritische Drehzahl co k, bei gegebener 
Scheibenmasse m, vollkommen, wenn es gelungen ist, die Einflusszahl ~ ftir die 
Durchbiegung der Welle an der Stelle z = z, anzugeben. 

Der Bedeutung yon 9 entsprechend gibt 

5 8 

= / o dz (35) 
m 

D(Zs) 
0 

gerade die Durchbiegung der Welle in vektorieller Form unter den in den Ab- 
bildungen 1 und 2 gezeigten Belastungen. 

Wie schon H. ZIEGLER [41 gezeigt hat und wie es auch hier die weitere 
Rechnung best~itigen wird, ist es dem Wirken eines semitangentialen Torsions- 
momentes zu verdanken, dass die Welle sich unter einer beliebig gerichteten 
horizontalen Kraft  5 in Richtung der Kraft 5 verschiebt. Das heisst aber: 
Auslenkung u(zs) und Kraft 5 haben gleiche Wirkungslinie. W~hlt man also 
ft~r die Komponenten yon 5 Kr~ifte vom Betrag 1, so wird auch ~(zs) Kompo- 
nenten haben, die betragsm~ssig gleieh sind, und dieser gemeinsame Betrag 
ist das gesuchte ~. 

Die weitere Rechnung hat demnach so zu verlaufen, dass man 

2S 

~(z,) = / q dz 
0 

unter der besonderen Bedingung 5 = 1 + i (was sich in entsprechenden Werten 
fiir h, ct und/5 ausdriickt) errechnet und den Realteil (oder den gleichgrossen 
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Imagin~irteil) von ~(z,) ermittelt .  Dann ist 

= fti  5 = + i .  (36)  

Ftir Q stehen die L6sungen (28) oder (30) zur Verftigung 

wtirde man mit (34) rechnen, so w~ire ~(z,) = - ~ d z  , 

in denen aber noch Integrat ionskonstanten vorkommen.  Die Anwendung der 
in Absatz 2 gegebenen Randbedingungen gestat te t  jedoch die Best immung 
dieser Konstanten.  Es ist nur  noch n6tig, auch die Randbedingungen 
komplex zu schreiben. Aus (8) wird 

~ ) = 0  ftir z = O ;  (37) 
aus (9) wird 

1 . 
~ ' =  2 - ~ w ~  ffir z = l ;  (38) 

aus (16) wird 
= 0  ffir z = O  und z = l ;  (39) 

aus (17) wird 
o~ (z ,  - O) = e (Zs + 0); (40) 

und aus (18) wird 
z s l 

(41) 
0 z$ 

Hat  man mit  Hilfe der Randbedingungen (37), (38) oder (39) bis (41) die 
In tegrat ionskonstanten ermittel t ,  so steht  der Berechnung yon ~(z , )und  dar- 
tiber hinaus yon ~ nichts mehr  im Wege. Die wirkliche Durchft ihrung der bisher 
nur  angedeuteten Rechnung soll am Beispiei der fliegendeu Welte erfolgen. 

4. Kr i t i s che  D r e h z a h l  fiir die f l i e~ende  Welle  

Ft~r diesen Fall muss man (28), (37) und  (38) benutzen.  Durch Anwendung 
der Randbedingungen (37) und (38) auf die allgemeine L6sung (28) yon ~ er- 
h~tlt man ftir die Integrat ionskonstanten:  

l l 

]/~(~) d f ~'2eiuz dz-- ~/,(1) / ~'l eiUz dz 
h o o 

= - r2(O) -w- ri(z) r~(O) - r~(1) rl(O) ' 
l z (42) 

r~(1) / r~e iuz dz-- r,(l) / fl e*UZ dz 
h o o 

: r l (O)  W r i ( l  ) r2(O ) - r6(1 ) rx(O ) 
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Mit den Abkiirzungen 

(7) ,' w = i ~(o) ~(o) 
, i (0  q ( ~ ) '  

~(o) ri(z) ~'do) y~(z) 

bl 1 r~(O) ri(l) bl ~ _ rl(O) r;(1) w(7),  (o3 
und mit (42) iolgt dann aus (28): 

(43) 

f h 
e =  W a~r~e-i~-" r~elu~dz + a ~ 2 r l e - ' " ~ d f  r~d"~dz  

0 0 
I l 

b r e - i z ' z /  e iuz i . z /  eiuzdz (44) + 11 2 r2 d z +  b~2r 2 e- r~ 
0 o 

+ ~ ' l~ - iuz  / T z ~ i U z ~ Z - - ~ ' 2 e - f u z  / f l e i u z d z )  
J J ' 

o 0 

womit man I)(z,) nach (35) errechnen kann, 
Vor Ausftilarung der nach (35) vorgeschriebenen Integration solIen weitere 

(45) 

Abkiirzungen eingeftihrt werden: 

S~1 ~ = / rl s inuz  dz , S~~ = f r 2 s inuz dz , 
5 o 

S~~ S~~ = d/ r2 c~ z dz " 
0 o 

Hiermit erMlt man: 

r l 

/ / = i[~io lo zo to ~, ~-~,,, d~ ~.> ~,,,, ~ ( s l  ~ s~ ~ + s L  ~ s'g) + , ~  s~, - s , ,  s ~ ) ,  
0 o 

/ f ~/1 6 - i u z  dz  ~'1 e iuz  dz  : (Si~ 2 -~ k~ lM , 

0 0 

l l 

/ r 2 e - ' " ~ d z  / r ~ e " d z =  'S'~ 2 ,<'~ 2c] -{- \~2sl  * 
o 

(46) 
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l l 

= S2c -@ S i s  S2s ) - -  i (81r S2s - S l s  S2c ) , 
J J 
0 0 

i [ i  l i J /  l r l e  -~u~ r2e iuzdz  d z - -  r2e - i ~  r l e i " ~ d z  d z =  

o o L 0 } (46) 
1 l l 

; 71 COS UZ S z0 dZ -~ f Yl sin u z  S~ d z -  [ r2 c o s u z  S~ ~ dz 2c ~ ,J 
0 0 0 

l 

[ r~ ~in u ~ s~7 dz + i (sit sit - sl ~ s~7). 
0 

Benutzt  man ausserdem die t3ezeichnungen 

L 1 2 ( ~ )  = Slit S27 ~- S~7 Sl~ , L I ( Z )  = t~lc]{ql~ ~_ (Sis)/02 , 

zt~(z)_ = s~ ~ s~7 - s~ ~ s~7 , z~(z) : ,~-~,'~'~ + (s~,)'~ 

l Z I 

f so f f ~o (47) L(I) -- r 2 cosu z Sic dz + r 2 s inu z S[ ~ dz - r 1 cosu z S2~ dz 
d 

0 o 0 
l 

( rl sin u z S~ ~ dz ,  

o 

so I/isst sich mit (44) bei Verwendung yon (45 his 47), die Ausrechnung von 
(35) schreiben : 

o(z,) h } = W-{g l l  [Lie(l) + i L * ( i ) ]  + a12 LI(/) - / h i1  Z2(/) (48) 

+ b ~  [L~(z) - i z~(z)] - Z(Z) + i zT~(z)}. 

Es ist abet immer,  wie man an Hand von (43) nachpriifen ]<ann, 

all -- b12 + 1 = 0 ,  (49) 

so dass bei (48) wegen (49) die imagin/iren Terme aus der geschweiften Klam- 
met herausfallen und man 

D(Zs) = ~-{L12( / )  ~11 -]- ble] @ 6~12 LI(/) q- bll g2(l )  - -  L(/)} (50) 

hat. Daraus ersieht man, dass das Wellenende sich tats/ichlich unter einer 
beliebig gerichteten horizontalen Einheitskraft urn die Strecke 0~ in Richtung 
der Kraft verschiebt. 

ZAMP XI]30 
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Aus  (50) erh~ilt m a n  die gesuch te  E in f lu s szah l  ~, i n d e m  m a n  ffir /2 = 1/a 
se tz t .  D a s  e rg ib t :  

1 
= ~ - ~ { L 1 2 ( [ )  [all -~- bl2q + a12 Ll(l  ) --  bll L2(l ) - L(I)}.  (51) 

Die  Gle i chung  (51) k a n n  ffir alle mSgl i chen  L a s t v e r t e i l u n g s g e s e t z e  q(z) 
a n g e w e n d e t  werden .  

D e r  F a l l  q - 0 w u r d e  be re i t s  v o n  H.  ZIEGLER b e h a n d e l t .  H i e r  b e s t e h t  die  
D r u c k b e l a s t u n g  n u t  aus  de r  E i n z e l k r a f t  P ,  d ie  an  den  E n d e n  der  Wel l e  an-  
greif t .  Mit  w 2 P T ~ 

2 V = g + 4 a + 4 ~  kons t .  (52) W 0 . . . . . . .  

heissen d a h e r  die F u n d a m e n t a l l 6 s u n g e n  der  Bas i sg l e i chung  (25) : 

r 1 = sin v o z 

1'2 : COS 7) 0 Z .  

(53) 

Dies,  in  (55) e ingese tz t ,  f i ih r t  n a c h  e in igen  Z w i s c h e n r e c h n u n g e n  zu 

1 [ v ~ + u  s a 2 u a  s i n u l '  1] 
= -TP-- t ~ v ~ -  -P-  tg  v o 1 P cosvo I " (57) 

D a s  g ib t  : 

rl(O ) - - 0 ,  r2(O ) = 1 ,  r ~ ( l ) = v  ocosv  o l ,  r ~ ( l ) = - v  os inv  o l  

W=-Vo ,  W(~)=-voeosvol, 
so dass  m a n  n a c h  (43) 

a l ,  = - -  1 , a 1 2  = - -  tg  v o I ,  b u = 0 ,  b l ~  = 0 ( 5 4 )  

erh~ilt. 
S e t z t  m a n  (54) in (51) ein, so i s t  

_ 1 { _  Ll~(l) _ t g  v o l .  Ll( l  ) -- L(/ )} .  (55) 
a v  o 

V e r w e n d e t  m a n  fi ir  die A u s r e c h n u n g  y o n  L(l),  Ll( l  ) u n d  Llz(1 ) die  F o r m e l n  
(45-47) u n d  fiir  r 1 u n d  r 2 (53), so e rg ib t  s ich:  

= ~  1 +  2 s inv  o l  c o s u l  p cosy o l s i n u l - v  o l  , 

~v~ 
LI(/) = ~ 2 + a  2U2ap sin2vo / _ 2 _ _ p _ c o s v o l c o s u l  

(56) 
a ~ ) o U  . ] - 2 ~ p  s t ay  o l s i n u l  , 

L12(l) = a ~sinvo 1 cosu  l - s inv  o I cosy  o l 1 ~ -  
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Der Ausdruck (57) s t immt aber genau mit einer far diesen Lastfall auf anderem 
Wege yon H. ZIEGLER [51 berechneten Formel fiberein, wenn man den Unter- 
schied in der Bezeichnungsweise beseitigt" 

den Bezeichnungen entsprechen in dieser 
bei H. ZIEGL~R Arbeit 

w - - 2 u  

a 2 v o 
b P / a .  

Der Fall 
werden. 

Als Fundamentall6sungen der Basisgleichung (25) hat man ftir ihn" 

rl = 31/2 J1/~ (23~/2) , 

mit 

q(z) = q  = konst, soll jetzt neu in diese Arbeit aufgenommen 

(58) 

3 : ~ f l - 2 / ~  _ fllz3 z ,  ] 

P q z T" tl (59) 
~ = = ~ - + - a - +  4 a  2 f l - -  q j - - ~ - .  / 

(05 Die Funktionen (58) sind in (26, 43, 45-47) zur Berechnung von W, W l ' 

all, g12, bll, bl~, L(I), Ll(l  ), L2(l) und L12(l ) zu verwenden. Dann hat  man alles 
far die Best immung yon k nach (51) zur Verftigung. 

Die Rechnung muss im konkreten Fall numerisch erfolgen, da sich wegen 
der Kompliziertheit der Funktionen die nach (45) und (46) vorgeschriebenen 
Integrale wohl kaum geschlossen ausrechnen lassen. Die Durchfiihrung der 
Rechnung wird zur Erl/iuterung der Formeln an einem Zahlenbeispiel vorge- 
nommen. Far  die Bestimmung der Funktionen fl/3 und ]-1~3 konnten die 
Tafeln yon WATSON [6] benutzt werden, da die Argumente far das gew~hlte 
Beispiel alle positiv reell bleiben. 

Gegeben seien : 

q = 1 0  a k p / m ,  T = 2 - 1 0 9 1 2 k p m ,  a : 1 0 5 k p m  2, l = 3 m .  

Es ist die Konstante W wegen 

-dz~ = fl~j3 8 J2/3 3~/2), 

dr1 = _ _  f l l ] 3  

(60) 
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gleich 
W ='fl118 ]3/2 (]1[3 J~2[3 Jr- J - l /3  .[-213) =/~113 3 sin ~ (61) r" ~ 3 " 

Mit den  gegebenen  W e r t e n  e r rechne t  m a n  n a c h  (59) u n d  (21)'  

3 �9 10 a 40"  l 0  s 10 a 
- -  105 + 4 .  101o 1 3 . 1 0  - 2 ,  f l = T 6 ~ = 1 0 - 2 '  

z = 1 3 . 1 0  -2 (10-2) -2/a --  (lO-2)*m z = 0,215 (13 --  z) , 

2" 10 9t2 
u = 2 -  lO 5 --  0 ,316 .  

Die wei tere  R e c h n u n g  wu rd e  in  Tabe l l e  I durchgef i ihr t .  N i t  den  W e r t e n  
der  Tabe l le  I erh~ilt m a n  ffir I = 3 du rch  n u m e r i s c h e  Di f fe ren t ia t ion"  

r~(3) = ~-2 (0,095 - 8 -  0,352 + 8 �9 0,738 - 0,835) = 0 ,196 ,  

r~(3) = ~ 2  ( -  0,612 + 8 . 0 , 4 2 8  + 8 . 0 , 0 5 6  - 0,307) = 0 ,246 .  

Tabel le  I 

z 0 1 2 3 4 5 6 

3 

~I12 
3312 

a = 2 / 3  33t2 

Jx/a(0") 

J-l,d,~) 

rt(z) = 31 ~. JlI~(~) 
r2(~) = 31 I~. j _ v .  (~) 

2,795 

1,673 

4,657 

3,11 

- 0,094 

- 0,429 

- 0,160 

- 0 , 7 1 8  

2,580 

1,606 

4,173 

2,78 

+ 0 , 0 5 9  

- 0 , 3 8 1  

+ 0,095 

- 0,612 

2,365 

1,539 

3,652 

2,44 

+ 0 , 2 2 9  

- 0,278 

+ 0 , 3 5 2  

- 0 , 4 2 8  

2,150 

1,466 

3,151 

2,10 

+ 0,396 

- 0,128 

+0 ,581  

- 0 , 1 8 8  

1,935 

1,393 

2,703 

1,80 

+ 0 , 5 3 0  

+ 0,040 

+ 0 , 7 3 8  

+ 0 , 0 5 6  

1,720 

1,311 

2,253 

1,50 

+0 ,637  

+ 0 , 2 3 4  

+0 ,835  

+0 ,307  

1,505 

1,229 

1,856 

1,24 

+0 ,701  

+ 0,421 

+ 0,862 

+ 0 , 5 1 7  

D a m i t  u n d  m i t  r1(3) u n d  rz(3) aus  Tabe l l e  I erh~ilt m a n  n a c h  (43) 

W(01)=-0,160.0,246+0,718"0,196=0,101, 
0,718 �9 0 ,196 

- -  1 ,393 ,  
a l l  - -  0 , i 0 1  

0,718 �9 0 ,246 
- 1,749 ,  

~ 1 2  = 0,101 

b n  = 0,160 �9 0 ,196 _ 0 , 3 1 5  
0,101 

bl ~ = _ 0 , 1 6 0 .  0 ,246 _ _ 0,390 
0 , 1 0 1  
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u n d  n a c h  (61) 

W = 3 . 0 , 2 1 5  �9 0 , 8 6 6  = 0 , 1 7 8  . 

D i e  B e r e c h n u n g  d e r  i n  (47) f e s t g e l e g t e n  W e r t e  e r f o l g t  d u r c h  n u m e r i s c h e  

I n t e g r a t i o n  i n  T a b e l l e  I I ,  a u s  d e r  m a n  

S~ ~ = 0 , 4 6 4 ,  S~ ~ = - 0 , 4 7 4 ,  

l 

/ r~ c o s u  z Sic dz = - 0 , 0 5 7 ,  

o 

l 

f rl e o s u  z $2, dz = - 0 , 6 0 1 ,  

0 

S~~ = - 1 , 3 4 0 ,  S~ ~ = 0 , 5 1 3 ,  

z 

j " f2 s i n  u z Sis dz = - 0 , 0 7 4 ,  

0 

I 

f r~ s i n u z  S2s dz  = - 0 , 1 8 9  

0 

h e r a u s l i e s t ,  w o m i t  m a n  e b e n  n a c h  (47) 

L12(3 ) = - -  1 , 3 4 0  �9 0 , 4 6 4  - -  0 , 4 7 4  �9 0 , 5 1 3  = - -  0 , 8 6 5 ,  

L 1 (3) = 0 ,4642  + 0 , 4 7 4  e = 0 , 4 4 0 ,  

L~ (3) = 1 ,3402  + 0 ,5132  = 2 , 0 5 9 ,  

L (3) = 0 , 6 0 1  + 0 , 1 8 9  - -  0 , 0 5 7  - -  0 , 0 7 4  = 0 , 6 5 9  

e r h / i l t .  

J e t z t  s t e h t  a l l e s  z u r  V e r f t i g u n g ,  u m  n a c h  (51) e r r e c h n e n  z u  k 6 n n e n "  

1 
0,178 �9 1 0  5 [ ( -  1 ,393  + 0 ,390)  �9 0 , 8 6 5  + 1 ,749  �9 0 , 4 4 0  + 0 ,315  �9 2 , 0 5 9  

- -  0 ,6593 = 1 ,293  �9 10  - 4 .  

Z u m  V e r g l e i c h  se i  n o c h  n a c h  F o r m e l  (41) g e r e c h n e t  u n d  d a z u  a n g e n o m m e n ,  

d a s s  d i e  L ~ i n g s k r a f t  n i c h t  v e r t e i l t  se i ,  s o n d e r n  a l s  E i n z e l k r a f t  P = 3 �9 103 k p  

a n  d e n  E n d e n  d e r  W e l l e  a n g r e i f t .  A l t e  a n d e r e n  D a t e n  s o l l e n  u n v e d i n d e r t  

b l e i b e n .  

D a n n  h a t  m a n  n a c h  (52) :  

2 3 .  103 4 0 .  10  s 
v~ = 105 ~- 4 -  10 - ~ ~  = 13 �9 10 -~  , v o = 3 , 6 0 6  �9 10  -1  , 

u n d  es  i s t  b e r e i t s  b e k a n n t  : u = - -  0 , 3 1 6 ,  u 2 ~ 10 �9 10 -2. H i e r m i t  g i b t  (57) : 

1 [ 13 �9 10-~ § 10 �9 10 -3  1~ �9 t g  (3 ,606  �9 10  -1  �9 3) 
- -  3 �9 103 3 ,606 �9 10 -1 3 �9 103 

�9 s in  ( 0 , 3 1 6 -  3) ] _ 2 0 , 3 1 6  �9 1 0 5  - - 3  - 1 , 9 1 3 - 1 0  - 4  . 
3 . 103 cos  (3 ,606 -  10 - 1 .  3) J 
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T a b e l l e  I I  

z 0 i 2 3 

COS~ g 

s i n  u z 

71 COS U z 

71 s i n u  z 

7 2 COSU Z 

r 2 s i n u  z 

z 

S zO ; 7  l c o s u z d z  
I c =  J 

0 

z 

sZOIs = ; r  l s i n u z d z  
,J 

0 

z 

Sz~ f 2c = ~2 COS?,~ Z d z  

0 

z 

S ~0 = ; r 2 s i n u  z d z  2s .J 

0 

S zo . ~2 COS~ Z lS 

S z~ �9 r 2 s i n u  z 
l s  

szO 
�9 7 1  C O S U  Z 2C 

S z~ �9 r 1 s i n u  z 2s 

S zO 7 2 c o s  u z d z  
lc  

0 

S l s  7 2 s in~t  z dz 

o 

z 

/ s~ ~ ~1 c o s u  ~ d~ 

0 

z 

/ S~Os s i n u  z dz 

0 

0 

1 

0 

- 0 , 1 6 0  

0 

- 0 , 7 1 8  

0 

- 0 , 3 1 6  

0 , 9 5 0  

- 0 , 3 0 1  

0 , 0 9 0  

- 0 , 0 2 9  

- 0 , 5 8 1  

0 , 1 8 4  

- 0 , 0 3 5  

- 0 , 0 1 5  

- 0 , 6 4 9  

0 , 0 9 2  

0 , 0 2 0  

- 0 , 0 0 3  

- 0 , 0 5 8  

- 0 , 0 0 3  

0 , 0 1 0  

- 0 , 0 0 2  

- 0 , 6 3 2  

0 , 8 0 7  

- 0 , 5 9 1  

0 , 2 8 4  

- 0 , 2 0 8  

- 0 , 3 4 5  

0 , 2 5 3  

0 , 1 5 2  

- 0 , 1 3 4  

- 1 , 1 1 2  

0 , 3 1 0  

- 0 , 0 5 2  

- 0 , 0 3 4  

- 0 , 3 1 6  

- 0 , 0 6 4  

- 0 , 0 0 6  

- 0 , 0 2 0  

0 - 0 , 0 2 9  

0 - 0 , 0 0 2  

- 0 , 2 1 6  

- 0 , 0 3 6  

- 0 , 9 4 8  

0 , 5 8 3  

- 0 , 8 1 2  

0 , 3 3 9  

- 0 , 4 7 2  

- 0 , 1 1 0  

0 , 1 5 3  

0 ,464  

- 0 , 4 7 4  

- 1 , 3 4 0  

0 , 5 1 3  

- 0 , 0 5 1  

- 0 , 0 7 3  

- 0 , 4 5 4  

- 0 , 2 4 2  

- 0 , 0 5 7  

- 0 , 0 7 4  

-- 0,601 

--0,189 

ZAMP 
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Nach (1) ist das Verh~tltnis der zugehhrigen Drehzahlen (~%q ffir die konti- 
nuierliche L~ngskraft q, o)~p fiir die entsprechende Einzelkraft P):  

e%p ] / 1 , 2 9 3  --  1,217, 

woraus man ersieht, dass man bei Beriieksichtigung der kontinuierlichen Ver- 
teilung der Last eine merkliche Erhhhung der kritischen Drehzahl erhalten 
kann. 
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Summary 

The paper  deals wi th  the  crit ical angular  velocities of cont inuous ly  loaded shaf ts .  
A m e t h o d  is g iven . fo r  the  solut ion of the  p rob lem and  an example  is p re sen ted  
which shows t h a t  the  critical angular  velocities increase, when,  ins tead  of a 
single concen t r a t ed  load on the  ends, the  sha f t  carries a cont inuous  load of the  
s ame  magni tude .  

,(Eingegangen: 16. M~irz 1960.) 

Steady-State Thermal Stresses in an Elastic Cone 1) 
By ROKURO ~{UKI and ELI STERNBER~, Providence ,  R. I., U.S.A, ") 

1. I n trod u c t ion  

The stress analysis of circular cones, and of bodies bounded by two coaxial 
conical surfaces with a common vertex, has received repeated attention in the 
linear theory of elasticity. Thus MICH~LL [21 a) established the solution appro- 
priate to a semi-infinite solid cone under a concentrated force of arbitrary 
orientation, applied to the vertex. L. F6PPL [31 disposed of the analogous pure 
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