
Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe. 
Von 

K. Wagner in K61n. 

Einleitung. 

Wit bezeichnen die Komplexe ~), die der Fig. 1 a bzw. 1 b oder einer 
Unterteilung 2) derselben homSomorph sind, mit K~ bzw. Kb. Den Iol- 

Fig. 1 a. Fig. 1 b. 

genden Satz von Kuratowski ~) wollen 
wir als bekannt voraussetzen: 

I. Em Komp]ex im Raum l~Bt sich 
dann und nut dann in die Ebene ein- 
betten, wenn er weder einen K~ noch 
einen K~ als Teilkomplex enthMt. 

Bezeichnen wit einmal die Gesamt- 
heir der Komplexe, die keinen Ka enthalten, kurz m i t a  (analog b), so 
ist also die Gesamtheit der ebenen Komplexe gleich dem Durchschnitt a .  b 
(-~ schraffiertes Gebie~ in Fig. 1'). Die ebenen Komplexe sind also dutch 

die Ka und Kb charakterisier~. Die folgenden Be- 
trachtungen beschr~nken sich nun auf eine Teil- 
menge ( =  a* in Fig. 1') yon a, die die ebenen 
Komplexe umfaBt. Zun~cbst einige Bezeichnungen: 
1. Wit sagen kurz, dab wir einen Komplex K 1 auf  

Fig. 1'. einen Komplex K~ z~ammenziehen k6nnen, wenn 
man mit Hilfe des folgenden Prozesses, beliebig oft  

nacheinander ausgefiih~, K~ aus K~ erh~It: Man ]asse eine Kante auf die 
L~nge Null zusammensehrumpfen und 15sche hiernach yon je zwei Kanten  
eine derselben au.s, falls sie die gleichen Ecken (also zwei Ecken doppelt) 

1) Ein I~omplex K ist ein System endlich vieler Jord~nb6gen (-- Kanten yon 
K) im Raum und der Endptmkte derselben (~ Ecken yon ~). Je zwei I(anten 
sind, h6chstens bis auf gemeinsame Endpunkte, punktfremd, und je zwei Eeken sind 
dutch h6chstens eine Kante verbunden. -- Wit k6nnen ~nnehmen, daI3 die Kanten 
speziell Strecken shad, da bekanntlich jedor Komplex einem Streekenkomplex und 
insbesondere jeder ebene Komplex einem ebenen Streckenkomplex hom6omorph ist 
(s. Jahresberioht der Dt~ch. Math.-Ver. 46, S. 28). 

2) Ein Komplex entsteht durch Unterteilung eines gegebenen Komplexes, in- 
dem man einfach auf den KaSten des letzteren neue Ecken einfiihr~. 

a) Sur le probl~me des courbes gauohes en topo]ogie. Fund. Math. l& 
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verbinden *). 2. Wir sagen yon einem Komplex, da~ er die Eigenscha[t E 
hat, wenn er sich nicht auf einen K~ zusammenziehen l~Bt. 3. Eineu 
Komplex mit  der Eigenschaf~ E bezeichnen wit mit K*. Insbesondere 
bezeichnen wit einen K* mit K*, wenn jeder K* + k ~) die Eigenschaft E 
nieh~ mehr hat, sich also auf eiuen K~ zusammenzieheu l~il~t,. Die Kv* 
sind also in bestimmtem Sinue vollst~ndig. 

Aus I. und einer Arbeit ~ des Verfassers folgt unmittelbar: 
II. Jeder ebene Komplex ist ein K*, hat also no~wendig die Eigen- 

schaft E.  Jeder Dreieckkomplex K s ~) ist ein K~*. 
Die K* (und K*) sind also dutch die Eigeuschaft E, d. h. durch die 

K~ allein charakterisiert. Wit iuteressieren uns nun flit die Gesamtheit 
der K* ( =  a* in Fig. Y), insbesondere der K~*, Wit wollen also mit 
anderen Worten untersuchen, wie weir uns die K* noch aus der Ebene 
hinausfiihren. Im fo]gendeu soll gezeigt werden, dab man die Gesamt- 
heit der K* und mithin der K* als deren Teilkomplexe vollkommen be- 
herrscht. 

Betrachten wit einmal alle diejenigen Dreieckkomplexe K s ( =  einfache 
Ks), die keinen yon einem Dreieck verschiedenen Dreieckkomplex als 
echteu Teilkomplex enthalten, feruer den Komplex K o (Fig. i5'), der aus 
der Koutur  eines M6biusschen Bandes sowie vier Kanten besteht, die 
das MSbiussche Band in vier Rechtecke zerlegen. Die Gesamtheit dieser 
Komplexe sei ~ .  Also 

= {einfache Ks,  K0}. 

Die folgenden Untersuchungen fiihren zu dem 
S a t z :  Die Gesamtheit clef Koml~lexe K:  

K -~ ~ K~ (alle K~ beliebig aus ~;  n .~ 1, 2 , . . . )  mit der Bedingung 

(/i~r n ~= 1): 

K i .  Z Kj  ~-~ k~ oder : D~ ( =  Kante oder = Dreieck, i : 2, 3 . . . .  , n, 
j-~-I 

und ~nit der Einsch~'~i,nkung s), daft i~n 1. Falle, [alls K~ ein Dreieckkom~olex 

4) Bes~eht. K aus einer K~nte k allein, so l~Bt sieh K nur auf den Nullo 
komplex 0 zusammenzlehen, abgesehen yon dem trivialen Fall, dal~ K unver~nde~ 
bleibt, tier obige :Prozel] also Null mM ausgefiihrt wird. 

~) k (---~ Kante) verbindet zwei beliebige Ecken yon K* (---~ Endpunkte v6n B~w 
die dutch keine Kante yon K* bereits miteinander verbunden sind, und i~ ~onst 
mit K* punk~fremd. 

u) Zwei Bemerkungen fiber Komplexe. Math. Anna]en l l .  o, S. 317, Bemerkung A. 
v) K s ~ ebener S~reokenkomplex, bei dem jedes der Gebie~, in die er die 

Ebene ~erleg~, yon einem Dreieck berande~ wird. 
s) Is~ die Einsehr~nkung nich~ erfiillt, so erhalten wir wohl einen ~*, ab~r~ 

keinen Kv*. 
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ist, die Kante ]~t zu keinem Dreiec]c]complex der Summe geh6rt, d.h. K s 
nicht an einen Dreieckkomplex gehe/tet wird) ist mit clef Gesamtheit der K* 
identisch (bis au/ die trivialen Elemente 0 ~ NuUkomplex un~l k = Kante). 
D. h. jeder K* (ausschl. 0 und ~) lgflt sich, wie oben angegeben, aus den Ele- 
menten yon ~ zusammenhe]ten und jecler Komplex K, den wit  so aus den 
EIementen yon ~ zusammenhe]ten, ist ein K*. 

!B bilde~ also in bestimmtem Sinne eine Basis der K~*. Der Satz ist 
yon einer allgemeineren Bedeutung, weil er in einem engen Zusammenhang 
mit  dem Vierfarbenproblem steht und bier zeigt, an welche Eigensehaft 
de~ Ebene der Vierfarbensatz eigentlieh gebunden ist. Einer Landkarte L 9) 
wollen wir dual denjenigen ebenen Komplex K zuordnen, der in jedem 
Land genau eine Ecke hat und dessen Kanten je zwei Ecken aus benach- 
barren ~~ L~indern yon L verbinden. LSsehen wir einmal in L die ge- 
meinsame Grenze ~) zweier benaehbarter Liinder aus. L'  sei die Land- 
karte, die auf diese Weise aus L entsteht, K '  ihr dualer Komplex. K'  
entsteht dann aus K, indem man die Kante  yon K, welehe die beiden 
benaehbarten L~nder yon L verbindet, auf 0 zusammenzieht. LSsch~ 
man nun in L naeheinander die gemeinsamen Grenzen mehrerer L~nder 
aus, so wollen wit hieffiir kurz sagen, dal~ wir einige L~nder yon L ver- 
einigen. Man sieht also, da~ mit  der Vereinigung einiger L~nder yon L 
das Zusammenziehen des dualen Komplexes in bestimmtem Sinne parallel 
geht. Der Vierfarbensatz besagt nun, dal~ wit die L~inder einer jeden 
Landkarte L in der Ebene oder dual die Ecken eines jeden ebenen Kom- 
plexes K mit  hSehstens vier Farben f~rben kSnnenl~). Wir wollen jetzt  
einmal die Landkarten L abstrakt als Systeme yon Dingen ( =  L~nder) 
betraehten; hierbei sei willkiirlich (d. h. unabh~ngig yon der Ansehauung) 
zwisehen je zwei der L~nder eine Festsetzung getroffen, ob dieselben be- 
naehbart sind oder nieht. Wir lrSnnen nun jeder (abstrakten) Landkarte 15 
(analog der Ebene) dual einen Komplex K im Raum zuordnen ~). L l~fit 

9) L _~ Aufteilung der Ebene in endlich viele, punktfremde Gebie ~e (----- L~nder 
yon L). 

10) Zwei L~nder heiBen bensehbart, wenn es um einen gemeinsamen Rand- 
punkt derselben eine K~eisseheibe gibt, in der jeder Punkt zu einem der beiden 
L~nder oder deren Rand geh6r~. Vg]. die Arbeit: Bemerkungen zum Vierfarben. 
problem (I); J~hresberieht der Dtsch. Math.-Ver. 46 (t936), S. 26. 

11) ~__ iKenge der Randpunkte, die eine Umgebung besitzen, in der nut Punk~e 
der beiden Lknder oder 1~ndpunkte derselben liegen. 

1~) So dal~ je zwei ben~chbarte L~nder yon L, bzw. je zwei Ecken an derselben 
Kante yon ~ versehieden gef~rb~ sind. 

18) Die L/~nder yon L sind eineindeu~ig den Eolren yon K zugeordnet~ Zwei 
~cken yon K sind dann und nut damn dureh eine Kante yon K verbunden, wenn 
die den beiden Eeken entspreehenden L~nder y o n  L benaehbart sind. 
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sieh dann und nur dann in der Ebene realisieren, wenn der duale Kom- 
plex K von L sieh in die Ebene einbetten l~Bt. Ferner ist der duale 
Komplex K yon L dann und nut  dann ein K*, wenn L die folgende 
Eigenschafl E hat:  In L gibt es keine ftinf paarweise (d. h. zu je zwei) 
benachbarten L~nder, gleichgiiltig wie wir die L~nder yon L vereinigen. 
Wie aus dem Satz fiber die Basis der K* folgt, ist jeder K*, mithin aueh 
jeder K* mit  hSehstens vier Farben ~rbbar  ~), sofern der Vierfarbensatz 
richtig ist. Also {olgt: Falls der Vierfarbensatz richtig ist, so kSnnen wit 
die L~inder einer jeden Landkarte L, welehe die Eigenschaft E hat, mit 
h6chstens vier Farben f~rben ~), gleiehgii]tig ob wit L in der Ebene reali- 
sieren kSnnen oder nicht. Mit anderen Worten ist also die Eigensehaft E 
fiir die Gfiltigkeit des Vierfarbensatzes hi~reivhend und notwendigx~). 

w 

Die Basis der K*. 
Wit beweisen zun~ichst einige Hilfssiitze fiber die K~*. 

I. V o r a u s s e t z u n g :  K = K I ~ K  ~, 
K 1 �9 K s = D [ =  Dreieck oder = k (Kante), = e (Ecke), = 0 (Null- 

komplex)], K lii•t sieh auf einen Ka zusammenziehen. 
B e h a u p t u n g :  Entweder K~ oder K 2 l~l~t sieh auf einen K~ zu- 

sammenziehen. 
Bewei s :  Naeh Voraussetzung lgBt sich K auf einen K~ zusammen- 

ziehen. Hierbei werde K 1 bzw. K s auf K'I bzw. K'~ zusammengezogen. 
Also ist 

K ,  = K'I + K~, wobei der Durehschnitt yon K'I und K~ entweder D 
oder k, e, 0 ist. Hieraus folgt abet, dal~ K~ ganz entweder in K'x oder 
K~ liegt. D . h .  es ist entweder K'I = K ,  oder K ~ = K ~ ,  w. z. b. w. 

Aus I. folgt: 

I'. V o r a u s s e t z u n g :  K = K 1 +  K s (K 1 und K~ =~ 0), 

K 1 . K ~ = e  (oder = 0 ) .  

B e h a u p t u n g :  K t K ~ * .  
Bewe i s .  Wit kSnnen annehmen, da~ sieh K auf keinen K~ zu- 

sammenziehen l~l~t, da sonst die Behauptung erfiillt ist. Im ersten 

14) ~xtmlich dem Zusammenziehen k~nnen wit in einem Komplex K x zwei be- 
]iebige Eeken, die durch keine Kan~d verbunden sind, identifizier~n. Gelangen wlr 
mit l~flfe dieses Prozesses, beliebig oft naeheinander ausgefiihrt, yon ~:1 zu ~ ,  so 
sagen wir hie fftir, dab K 2 aus K 1 'dutch Identifizieren en~s~eh~. Der Vierfarben- 
~atz is~ dann mi~ dem allgemelne~en' S~tz ~quivMent. Jeder K* I~B~ sich duroh 
Identifizieren in ein Tetraeder (Dreieck oder Kante) iibeffiihren. 
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Falle K 1.K~ = e sei k~ bzw. k 2 eine an e liegende Kan~e yon K~ und 
K S. k sei eine neue Kante, die die beiden yon e verschiedenen Eeken 
yon k l mad k S verbinde. Es sei kx ~-k S q-k ---- D. D, K1 und desgleichen 
K S ls sieh auf keinen Ka zusammenziehen, also nach I. auch die Summe 
K l q - D  und (K~q-D) q -K S = K + k .  D.h.  K ~ = K * .  Im zweitenFalle 
K a �9 K S ----- 0 sei k eine neue Kante, die eine Ecke yon K I mit einer Ecke 
yon K~ verbinde. Wie angenommen, 1~i1~r sieh K, also K~ und K~, und 
natiirlieh k auf keinen K,  zusammenziehen, also nach I. ebenso aueh 
( K 1 + k ) + K ~ - - - - - K - + k .  D.h.  K ~ : K * , w . z . b . w .  

II. V o r a u s s e t z u n g :  K = K~q-K, ,  
K1.  K 2 = D. 

B e h a u p t u n g :  K ist dann und nut dana ein K*, wenn sowohl Kt 
wie K~ ein K* ist. 

Beweis :  Wir setzen zun~chst voraus, dab K~ wie K~ ein Kv* ist. 
Naeh I. l~I]t sieh dana K auf keinen K~ zusammenziehen. Wit miissen 
also noeh zeigen, dab K beziiglich der Eigenschaft E vollsti~ndig ist. 
A n g e n o m m e n ,  K sei nicht vollst/~ndig, d. h. K + k liel]e sich nicht auf 
einen K a zusammenziehen. Wegen der u yon K~ und K~ 

verbindet dana k eine Ecke e I yon K~ mit einer 
f 

~ ~ e 2  Eeke e 2 yon K~, wobei weder et noch e~ auf D 
~--~v- ~ i [ ~  , liegt, e sei eine Ecke von D, k' die Kante mit 

I den Endpunkten e~ und e, und k" die Kante mit 
den Endpnnkten e~ und e (Fig. 2). Dann folgt zu- 
n~chst, dal] k' zu K~ und /r zu K~ gehSr~, fails 

x~  es einen Polygonzug P in K gibt, der entweder et 
Fig. 2. oder e~ mi~ e verbindet und bis aui seinen End- 

punkt e m i t  D fremd isg.  Denn P liege etwa 
in K~. Dann 1/iI~t sieh K~ + P -5 k auf K~ + k', mi~hin auch K + k auf 
K, + k' zusammenziehen. Wegen der Annahme ls sich somit K 1 -k/c' 

Fig. 3. 1. Fall. 2. Fa!l. 3. Fall, 

auf keinen K a zusam/nenziehen. Da K 1 vollst~ndig ist, gehSrt aIso k' 
zu K,. Wir kSnnen nun K~ -k k' + k auf K 2 -t- k" zusammenziehen. 
Hieraus schliei]t man analog, dai~ k" zu K~ gehSrt. Wit mtissen also drei 
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Fglle unterscheiden, je nachdem e~ (desgl. e~) mit einer Ecke, zwei oder 
drei Ecken yon D verbunden ist (Fig. 3). Im 1. Falle fol~ aus I'. K 1 =~ K*. 
Im 2. Falle sei D~ das mit D benachbarte Dreieck dutch e~, k~ die ge- 
meinsame Kante yon D und D~, und k '  verbinde die beiden k~ gegen- 
iiberliegenden Ecken yon D und D~. Nun l~il~t sich D + D~ + k' sowie 
(Kt -- D) -k kt auf keinen K~ zusammenziehen, mithin nach I. auch deren 
Summe K~ + k'; d.h.  K~ =~ K~*. Im ]etzten Fall ist e~, desgleichen e, mit 
den drei Ecken von D verbunden. Diese sechs Kanten bilden zusammen 
mit D und k einen K~ im Widerspruch zur Annahme. Mit den drei F~llen 
isg der erste Tei] der Behauptung bewiesen. -- U m g e k e h r t  sei nun K 
ein K~*. Dann fo]gt 1. K~ und K, lassen sich auf keinen K~ zusammen- 
ziehen, und 2. K~ und K~ sind vollstiindig. Denn andernfalls k6nnen wit 
K1 und K~ dutch I-Iinzufiigung weiterer Kanten in vollst~ndige Komplexe 
fiberftihren. Dann w~ire abet nach dem ersten Tell der Behauptung K 
kein Kg gewesen, ttiermit isg die Behautotung bewiesen~). 

IIl. V o r a u s s e t z u n g :  D z sei ein Dreieok in K~. k~ sei eine Kan~e 
yon D,. In K~ sei analog D 2 und k~ gegeben. 
l~ings k~ und k~ zusammen und verbinden die k~ 
und k~ gegeniiber]iegenden Ecken yon D 1 und D~ 
durch eine neue Kante k. Wir bilden also den 
Komplex (Fig. 4): 

K = K  t + K ~ + k ,  K 1.K~ = k  1=]~2. 

K t wie K~ sei ein K~. 

B e h a u p t u n g :  K ist ein K~. 

Wir herren K~ und K~ 

Fig. 4,. 

Beweis:  D 1 +D~ + k ist ein K*. Also ist nach II. auch 
K 1 + D~ -]- k ein K*, mithin auch 
K ~ + K 1 W k  , w. z. b. w. 

IV. Voraus se t zung :  K = K  1+K~,  K 1.K~---k. 
B e h a u p t u n g :  K ist dann und nur dann ein K~*, wenn K1 wie K~ 

ein K~ ist und es wenigstens in einem der beiden Komp]exe K 1 und K~ 
kein Dreieck dutch k gibt. 

Beweis:  Wir nehmen zun~chst an, dal~ K ein K* ist. Dann ist 
auch K1 und K 2 ein K*. Denn erstens l ~ t  sich K~ und K~ auf keinen 
K~ zusammenziehen und zwei~ens ist K 1, desgleichen K~ volls~indig, da 
sonst naoh I. K ~ K* w~e. Nach III. gib~ es somit wenigstens in einem 
der K 1 und K~ kein Dreieck dutch k. Umgekehrt sei je~zt K 1 wie K l 
ein K* uncl wenigstens in einem der beiden Komplexe K I u n d  K~ 
etwa in K~ -- gebe es kein Dreieck dutch/c (Fig. 5). Zun~chst folgt aus I., 

15) Mit Hilfe der Dreieckkomplexe K3 erh~lt man nach dem Hilfssa~z nleht- 
ebene Kv*. 
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daI~ sich K auf keinen K ,  zusammenziehen lgl~t. Wir mtissen uns also 
noch davon iiberzeugen, da~ K vollstiindig ist, d. h. da~ sich K + k" auf 
einen K~ zusammenziehen l~il~t. Da K~ und K~ volIst~indig sind, miii~te 

k' sine Ecke el aus K~ mi6 einer Ecke e s 

Fig. 5. 

aus K s verbinden, wobei weder e~ noch e s 
auf k liegt. Wit kSnnen nun e~ mit jeder 
der beiden Ecken yon k dutch sines Polygon- 
zug in K~ -- k verbinden, da andernfa]ls nach 
I'. K~ keia K~ w~ire, e sei sine Ecke yon k, 
die mit e 1 dutch keine Kante yon K 1 ver- 
bunden ist. Ferner sei P sin Po]ygonzug in 

K , -  k, der e~ mit e verbindet. Dann l~I~t sich wegen der Vollstiindig- 
keit yon K~ der Komplex K 1 ~- k' -r P, mithin auch K ~- k' auf einen Ka 
zusammenziehen. Also ist K sin K~*, w. z. b. w. 

V. V o r a u s s e t z u n g :  K' sei sin echter Teilkomplex von K, 
K' wie K sei sin K* (K' 4 = 0, k und D). 

B e h a u p t u n g .  K- - - -K I + K ~ ,  K1 .K  2 - = D  (K1 und K s=~D)  oder 
K =  K I + K ~ ,  K 1.K s = / c  (K 1 und K ~ k ) .  

Beweis :  e sei eine Ecke von K, die nicht zu K' geh6rt. Es gibt  
eine solche Ecke e, da K' sin echter Teilkomplex yon K ist und beide 
Komplexe vollst~ndig sind. Die Gesamtheit der Kanten, zu denen man  
in K yon e aus gelangen kann, ohne eine Ecke yon K'  zu 10assieren, 
bfldet einen Komplex K r K~ sei der Komplex aus den iibrigen Kanten 
yon K, K~ = K -- K~. K~ enthiilt also K'. Nach Konstruktion Iiegen 
die gemeinsamen Ecken yon K 1 und K~ s~mtlich auf K'. Also sind diese 
Eoken paarweise, d.h. zu je zwei dutch Kanten yon K', mithin yon K s 
verbunden. Denn zwei beliebige dieser Ecken von K" sind durch zwei 
Polygonziige P und P' in K~ m i t e  verbunden. Nun liil~t sich K' + P ~ P '  
auf K' + k zusammenziehen, wobei k die beiden Ecken yon K'  verbindet. 
K' + k liiBt sich also auf keinen K~ zusammenziehen; d. h. k gehSrt zu K ' .  
Da K sich auI keinen Ka zusammenziehen ]~i3t, kann also K 1 mit K~ 
h6chstens drei Eoken, d.h. sin Dreieck gemeinsam haben. Nach I'. nmfl 
abet K~ mit K s mindestens zwei Ecken, d .h .  sine Kante gemeinsam 
haben. Hiermitdst dis Behauptung bewiesen. 

Im Anschlui~ an .u bezeichnen wir einen K* als einen sin/aches K*, 
wens er keinem. ~r 0, k und D verschiedenen K* aL~ .echten Teilkomplex 
~nthiilt. 'Wie  aus .V.~ II. uncl IV. folgt, bildet also die Gesamtheit der 
e~fachen K~* ia bestimintem Sinne sine Basis der K*. Zu dieser Basis 
gehSren sicher alle ein~aohen Dreieckkoml01exe K S, die also keinen yon 
einem Dreieek verschiedenen Dre!eckkomplex als echten Teilkomplex ent- 
halten. Im folgenden lemon wit nooh einen nichtebenen, einfacl~en K*~ 
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( =  Ko) kennen~6). Es wird gezeigt, daf~ die Basis der K* mit diesem 
/t7 o und den einfachen K~ (und den trivialen Elementen k und 0) bereits 
erschSpft ist. 

w  

AulsteUung der Basis. 

Wit kommen nunmehr zu den entseheidenden Hilfss~tzen. 
u  V o r a u s s e t z u n g .  K* nieht eben (d. h. K* l~[]t sich nicht in 

die Ebene einbetten). 
B e h a u p t u n g .  K* = K , - b  K~, wobei K~ und K~ genau drei oder 

zwei Ecken ~7) gemeinsam haben und aul]erdem die Eckenzahl yon K~ 
wie yon K~ im ersten Falle ~ 3, im zweiten Falle ) -  2 ist. 

B eweis. Wit kSnnen zun~chs~ annehmen, dal] K* zusammeah~ngend 
ist is). Es sei dann K sin ebener Teilkomplex yon K* maximaler Kanten- 
zahl. Es folgt, dal] aueh K zusammenh~Lngend ist, da K yon maximaler 
Kantenzahl ist. Ferner verbindet jede Kante yon K * - - K  zwei Ecken 
yon K, Wit wollen im fo]genden jede solche Kante eine Briicke yon K 
nennen. Es sei nun b eine Briicke yon K. K-{-b ist nicht eben. Da 
K q -b  infolge der Definition des K* keinen Ka enthMt, mull es also 
nach dem Satz I der Einleitung in K % b einen Kb (Fig. lb)  geben. Also 
liegt in K - b  b die Fig. 6 ~0). P ist das e~ und e~ (--- Endpunkte yon b) 
trennende Polygon. Die Gesamtheit der 
Briicken yon K, die zwei Ecken im Inneren 
(bzw. im _~u~eren) yon P oder eine Ecke im 
Inneren (bzw. ~_ulleren) yon P mit einer Ecke 
auf P verbinden, bezeiehnen wit einmal mit 
B 1 (bzw. B2). Ferner sei B,~ die Gesamtheit 
dex Briicken, die eine Ecke im Inneren mit 
einer Ecke im ~_ul]eren yon P verbinden. 
Sodalm bezeichnen wit einmal die Gesamt- 
heir der Kan~en, die yon e 1 (bzw. e2) aus 

11 g8 

~ig. 6. 

in K -b B1 -b Bg erreichbar sind, ohne P zu passieren, mit K'I (bzw. K1). 
Dutch Hinzufiigung weiterer Kanten zu K~ und K'I' konstruieren wit nun 

16) K0 enthRlt kein Dreieck, so" dab also auch der Hilfssa~z IV an dem Aufb~u 
der Kv* aus den Elementen der Basis be~eilig~ is~. 

17) Und eventuell Kanten, die diese Eoken verbinden. 
is) D.h. K* l~ t  sich nicht als Summe zweier punktfremder, yon 0 ver- 

sohiedener Komplexe darstellen. 
19) Hierbei kann speziell der Polygonzug, der in der Fig. 6 yon el, desgleiehen 

es, nach der n~chsten mit O markier~en Ecke verl~uf~, 0 sein. In den Zeichnungsn 
stellen wit der ~bersicht wegen eine Brticke durch einen Bogen d~r. 

Mathematis~he Annalen. 114. 37 
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schrittweise die beiden Teilkomplexe K' und K" von K* wie folg% Wit 
nehraen an, da~ wir dabei bereits bei den beiden Teilkomplexen K~ und 

t t  t ~ 

K,, yon K* angelangt sind. Von Kn und K~ setzen wir voraus: 1. Der 
Durchschni~b yon K~ und K~'~ besteht hSchstens aus Ecken yon P, 2. yon 
K~,, desgleichen K;~ aus kann man keine weiteren Kanten yon K + B 1 + B~ 
erreichen, es sei denn, dal3 man P passiert. Es sei nun bl~ eine Brficke 
aus B I v die nut eine Ecke mit K~ + K~ -- etwa mit K~ -- gemeinsam hat. 
Wir fiigen nun zu K~ die Kante b~ ~ und die Gesamtheit der Kanten hin- 
zu, die man von K~ aus fiber b~2 in K + B~ + B.~ erreichen kann, ohne 
P zu passieren. Auf diese Weise erhalten wir aus K~ einen Komplex 
K~+~. l~iir K~+~ und K~ gelten nunmehr die analogen Siitze 1. und 2 ,  
mithin auch far die Komplexe K;~0 und K~0, zu denen wit schlieBlich am 
Ende der Konstruktion gelangen. Jede Briicke aus B~ ist also entweder 
mit K~ s +K"m punktfremd oder ihre beiden Endpunkte liegen auf 
K~o + K'm. Der Komplex K' (s. oben} entstehe aus K,'~ 0 durch I-IJnzu- 
fagung aller Bracken aus Bi~ , deren Endpunkte beide auf K~0 liegem 
(Analog K" aus K~,o. ) Die Sa~ze 1. und 2. behalten also auch far K' 
und K" ihre Giiltigkeit. Es sei B'~ die Gesamtheit der Bracken aus B~ 2, 
die eine Ecke yon / / '  mi~ einer Ecke yon K"  verbinden. Dann folgt: 
Jede Kante /~ yon P -~ K* -- (K' + K" + B12) hat mit K' + K" + Bi 
hSchs~ens Ecken auf B gemeinsam, d.h. 3. der Durchsehnitt yon /~ mit 
K' + K " +  B'~ besteht hSchstens aus Ecken von P. Denn wir unter- 
scheiden die beiden F~ille, dal~ /~ entweder zu K + B~ 4-B~ oder zu B ~  
gehSrt. H~tte dann k mit K' + K" + B' ~ eine Ecke gemeinsam, die nicht 
auf P liegL so hiitte im ersten Falle k nach Konstruktion yon K' und K" 
in einem der beiden Komplexe aufgenommen werden massen; ira zweiten 
Falle wire die Konstruk~ion der K" und K~ nieh~ zu Ende gefahrg 
worden. Insgesamt haben wit also K* zerlegg in: 

K* = K' + K" + B~  + P. 

Nach 1., 2. und 3. sind K' und K", sowie K ' 4 -  K" und P hSchstens 
his auf Ecken yon B punktfremd. B'~ ist d i e  Gesamtheit der Bracken 
aus B~v dig K' mit K" verbinden. Nach der :Fig. 6 hat K', desgleichen 
K "  mit P, :d.h. mit P mindestens zwei Ecken ~0) gemeinsam. 

Wit bewei~en.zun~hst die Behauptung fiir den Spezial]all, da~ B~s 
nut aus der Briioke b best~ht (Fig. 6). Also: 

! 

Annahme .  Bl~ ~ b. 
Es folg~ dann sol6r~, dab entweder K' oder K" hSchstens-zwei Ecken 

(d.h. naeh ]Fig. 6 genau zwei Ecken) mit P gemeins~m hs;t. Denn 

~o) Im folgenden ist ~ent~cheidend, dsB sioh in der l~ig. 6 die beiden Ecken- 
p~ere yon K' und K" suf P trennen. 



Ebene Komplexe. 579 

andernfalls g~be es yon e~ aus auBer den beidea Polygonzt~gea P'~ und P'  
der Fig. 6 noch einen weiteren P'3 in K',  die in drei verschiedenen 
Punkten von P enden und sonst mit P punktfremd sind. Desgleichen 
g~be es analog yon e 2 aus drei Polygonziige P',', P'2' und P'~' in K". 
Dann liel~e sich aber unter Berfieksichtigung der Ful]note ~o)der Kom- 
plex P + P~ + P~ -~- P'3 + P'I' + P'~' + P's' + b auf einen Ka zusammen- 
ziehen, mithin aueh K*, im Widerspruch zur Definition. Wit kSnnen 
also annehmen, dal~ K' mit P aur zwei Eckea gemeinsam hat. Die 
beiden Komplexe 

K, = K' + b, 

Ka = K " +  

erfiillen dana aber die Behauptuag, womit der Spezialfall bewiesen ist. 
e' sei eine beliebige, feste Eeke von K',  die nicht auf P liegt ~1). Wir 

bezeichnea nun eiaen Teilkomplex yon K' als ein Ende E um e', wenn 1. 
e' zu E geh6rt, 2. E m i t  P fremd ist und 3. 2' mit dem Komplex 
K ' - - E  nut eine Ecke e gemeinsam hat. e trennt also E yon K ' - - E .  
Wir nennen e die trennende Eeke von E. Jedes Ende ist zusammen- 

hiingead, da dasselbe ftir K' gilt. E sei ein anderes Ende um e' mit 

der trennenden Ecke ~. Dann liegt eatweder e in ~ oder ~ in E . . D e n n  

wir verbinden e' mit e dutch einen Polygonzug in E. Falls dieser aus E 
austritt, so mug dies in ~ geschehen, d.h. g getiSrt zu E. AndernfaJls 

liegt e in E. Wir behaupten nun, dag auch E + E ein Eade um e' mit 

der trenneadea Ecke e oder ~ ist. Dean E + E erftil]t die Bedingungen 1. 

und 2. Nach 3. hat E ~ E  mit K ' - - ( E + E )  entweder nut eine der 
beidea Eeken e und ~ (evt. e = ~) oder beide zugleich gemeinsam. Der 
erste Fall liefert die Behauptung. Im zweiten Falle l~igen aber beide 

Eeken e uad ~ sowohl in K'  -- E wie in K'  --  E und, wie wit eben sahen, 

entweder in E oder E entgegen der Definition von E und E. Mithin ist 

E + E ein Ende um e'. Also gibt es ein g~'6/3tes Ende E' um e' (ev~. 
E' ----- 0). Wir bezeiehnen E' als ein Eade yon K'. Je  zwei Enden yon 
K' sind also punktfremd. Die folgenden Betraehtungen k5nnen wir da- 
dureh vereinfachen, dal~ wir uns alle Enden yon K'  und K" auf 0 zu- 
sammengezogen denken. Wir wollen also fin Iolgenden annehmen: 

A. huller 0 gibt es in K'  und K "  kein Ende. 
Wir miissen dana bei der Zerlegung yon K* ia die beiden Summanden 

K 1 und K~ nut darauf aehten, dal~ alle Briicken aus B'l~, die eine Eoke 
gemeinsam haben (d. h. deren Endpunkte urspriinghch in demselben Eade 

~1) Die Betraoh~ungen gelten analog fiir K". 
37* 
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yon K' ode~ K" lagen), zugleich entweder in K~ oder K~ aufgenommen 
we~den, e' sei jetzt eine beliebige, nicht au[ P gelegene Eeke yon K'. 
Wit behaupten: 

B. Es gibt von e' aus in K' zwei bis auf e' punktfremde Polygonziige 
nach P, yon denen wenigstens einer in e~ oder e~ der Fig. 6 endet. (Ana- 
log fiir e" und K"). 

Denn nach der Fig. 6 und der Konstruktion yon K' gibt es iiber- 
haupt zwei Polygonziige in K', die e' mit den beiden Ecken e'~ und e~ yon 
P verbinden. Nun sei P~ einer dieser beiden Polygonziige, etwa der- 
jenige, der in e'~ endet. Betrachten wir einmal einen weiteren Polygonzug 
Pl in K', der yon e' aus zun~ichst ein Stiick auf P~ bis zu einer Ecke 
e ~ e~ von P~ verl~uft, sich dana yon P~ trennt und, ohne wieder P~ zu 
treffen, auf P endet. Wit un~o, rscheiden dana die beiden F~lle: 1. nile g 
und P verbindenden Polygonziige yon K' passieren die Ecke e, und 2. es 

gibt einen Polygonzug P' in K', der e' mit P verbindet, abet e meidet. 
Im 1. Falle folgt e = e', a]so B., da nach A. jedes Ende yon K' gleich 0 
ist. Jim 2. Falle kSnnen wit PI (exklusive e'l) und Pi  mit Hflfe yon P' so 
abiiadern, dal3 das gemeinsame Stiick [e'e] der beiden Polygonziige ver- 
kiirzt wird. Dutch Wiederholung der Betrachtlmgen auf die beiden ab- 
ge~derten Polygonziige erh~lt man schliel}lich die beiden gesuchten 
Polygonziige yon B. Wit beweisen nun allgemein die Behauptung des  

tLilfasatzes VI fiir den 
F a l l  I. K' hat  auf P mindestens drei Ecken. 
Dann hat  K"  auf P nut zwei Ecken, da sich sonst mit den Schltissen 

des Spezialfalles K* auf einen K~ zusammenziehen lii~t. Nach B mtissen 
wit die F~lle a), b) und c) der Fig. 7 unterscheiden. 

e; .,,/ 

Fig. 7s. Fig. 7b. Fig. 7c. 

Wit machen zun~chst fii~ a) trod c) die E i n s c ~ n g ,  da~ e~ yon 
e'~' und e~' verschieden ist, T ' s e i  nun die Gesamtheit der Kanten yon 
K', die yon den Kanten. vpa.B~9 .aus auf einem Polygoazug in K' z u  

erreichen sind, ohne e~ oder ~ne E.cke yon P zu passieren. Vedolgen wit 
einmal einen solehen Polygonzug P! yon ]7,. Wie man sich leicht an 
Hand der Fig. 7a, b und .e ,ifibet~gt~ ~Im~iert P '  keine Ecke yon 
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P'~ -~ P'~ + P'z, da sieh andernfalls K* auf einen K~ zusammenziehen l~i3t; 
ferner endet P' auf P hSchstens in den Ecken e'~' oder e,~'. Also hat Y' 
mit K ' - -  V' und P hSchstens die Eeken e~, e'~' und e~' gemeinsam. Ftir 
V' ~ 0 erfiillt also 

K 1 : K " +  B ' I ,+  V' 

K 2 :  (K ' - -  V ' ) + P  

die Behauptung, und fiir V' : 0 (d. h. alle Kan~en yon B'I~ enden in et): 

(2) K, = K" + Bh 
K~=K'+P. 

Es bleibt noch iibrig, dab itir a) oder c) e8 . . . .  -~ el oder es = e~" ist. hus 
Symmetriegriinden kSnnen wit annehmen: el -~ e'~' (Fig. 7 'a und e). Im 
Falle a) sei V' wie oben bestimmt. P'  sei ein Polygonzug yon V'. 
P' passiert die Polygonziige P~ oder P~ nieht, da andernfalls eutweder 
K* sieh auf einen Ka zu~mmenziehen l~flt oder (falls P'  zuvor noch 
Pi passieren wiirde) man zur Fig. 7b gelangt, die erledigt ist. Des- 
gleiehen endet P'  auf P hSchstens in e','-= e'~ oder e~'. Mithin erfiillen 
die Gleichungen (1) oder (2) die Behauptung. Im letzten l~alle e) be- 
riieksiehtigen wit, dab wit die folgende Annahme maehen kSnnen: In K'  

p ~ e;=e'k 

l~ig. 7'~. 

:~e/'-ej 
l 

Fig. 7' e. 

gib~ es keinen Polygonzug, der (elel] 2~) + (ele) mit (eel), (eel) oder P 
(exklusive el = e'/ und e;') verbindet und bis auf seine Endpunkte mit 
der Fig. 7'e punlrtfremd ist. Denn ein Polygouzug, der (el el] mit (ee'l], 
(eel] oder mi~ P (exklusive e~' und e~') verbindet, verhilft uns zu den in 
Fig. 7 und 7 'a erledigten F~llen. Verbindet der Polygonzug im andereu 
Falle (e I e) mit (e e'l] oder (e e~], so kSnnen wit das gemeinsame Stiick [et e ] 
analog den Sehliissen des Beweises yon B. verkiirzen. In dem letzten 
Falle sehIieBlich liegen die Endpunkee des Polygonzuges auf (e 1 e) und P, 
wobei der Endpunkt auf P yon den vier markierten Eeken auf P der 
l~ig. 7'0 versehieden is~. Wix kSnnen dann abet den Polygonzug an 

~) Kurze Bezeiehnung ffir den Polygouzug, der in der Fig, 7"o yon e' naeh 8 
el verlguft. Die eckige Klammor bedeutet inklusive, die runde Klammer exklusive 
des betreffenden Endpunktes. 
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Stelle yon (ee'l) oder (ee'2) in die Fig. 7'c setzen, so dab sich die beiden 
Eckenpaare auf P wie bisher trennen. Da hierdurch das gemeinsame 
Stack [e 1 e] verkarzt wird, gelangen wir also am Ende entweder zu der 
Fig. 7' a, die erledJgt ist, oder zu der Fig. 7' e, in der die gemachte An- 
nahme erfiillt ist. F' sei nunmehr die Gesamtheit 'der Kanten yon K', 
die von den Kanten yon B'12 aus auf einem Polygonzug in K' zu er- 
reichen sind, ohne e oder P zu passieren. P '  sei ein Polygonzug von V', 
der also weder e n o e h  eine Ecke yon P iibersehreitet. Unter Beriiek- 
sichtigung der ]etzten Annahme endet P '  auf P h6chstens in e~----e'~ 
oder e2'. Mithin hat F' mit K ' - - F '  und P hSchstens die drei Ecken 
e, e~' und e~' gemeinsam. [e 1 e~] sowie [e~ e] ist in F' enthalten, d a b  in 
e I ~= e endet. Also erfallt 

K 1 = K" + B'I~ -~ F', 
(3) 

K~ = (K' -- V') -b 
die Behauptung. 

Mit den drei F~illen ist der Fall I vollst&ndig bewiesen. 
Fa l l  II. K'  wie K" hat auf P genau zwei Ecke~a. 
Nach der Bemerkung ]3 liegt also in K* die Fig. 8. Wie im Fall I 

massen w Jr mehrere F~ille unterscheiden. 
1. B'~ enth~ilt zwei punktfremde Bracken b~ und b~ (Fig. 9), die mit 

e~ q-e~ punktfremd sind (d. h. b, b 1 und b 2 sind paarweise punktfremd). 
Wit behaupten, dal~ sich dann K* auf einen K, zusammenziehen 

l~tl]t. Wit nehmen einmal die folgende Behauptung als bewiesen an'. 
C. Von den drei Briicken b, b~ und b~ greife man zwei willkiirlich 

heraus (etwa b~ und b~). Dann gibt es in K' zwei punktfremde Polygon- 
ziige P'  und Q', yon denen P' eine der beiden herausgegriffenen Bracken 
mit P, und Q' die Endpunkte der beiden anderen Bracken, ohne P zu 
beriihren, miteinander verbindet. 

Fig.. 8~ 

(Analog P"  und Q" in K"). 

Fig. 9. 

i n s  Symmetriegrfinden k6nnen wit dman anne]amen, dal~ P'  b 1 mit 
P,  und P"  b 2 mit P verbindet. Ziehen wir nun P', Q', P "  unit Q" auf 0 
zusammen, nehmen b 1 zu K "  und b~ zu K' hinzu, so l&l~t sich K* mit 
den Sehlfissen des SpezialfaUes auf einen K~ zusammenziehen. 
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Wit miissen uns also noch yon C. iiberzeugen, lqach B. liegt nun in 
K' -~ P die Fig. 9', in der die mit o markierten Ecken die Endpunkte yon b 1 
und be sind und die beiden mit einem Pfeil angedeuteten Polygonziige 
in zwei beliebigen, verschiedenen Punkten der beiden anderen Polygon- 
ziige yon K'  der Fig. 9' enden. Da die beiden Ecken o der Fig. 9' in K' 
verbindbar sind, ohne P zu beriihren, kSnnen wit annehmen, dab wenig- 
stens einer der beiden Endpunkte der beiden Pfeile yon e'~ und e'~ ver- 
schieden ist. Insbesondere kSnnen die beiden Endpunkte o von b~ und 

Fig. 9'. Fig. 9' a. Fig. 9' b. Fig. 9' e. 

b~ auf einem yon e'l nach e~ fiihrenden Polygonzug yon K' liegen. Wit 
mtissen also die drei F~ille der Fig. 9'a, b und c unterscheiden. An 
Hand der drei Figuren iiberzeugt man sich unmittelbar yon C., gleich- 
gtilfig wo e~ liegt. Der Fall 1. kann also nicht auftreten. 

2. B ~  enth~ilt zwei punktfremde Briicken b~ und b~, yon denen b~ 
mit el + e~ und b~ mit e~ punktfremd ist (Fig. 10). 

P ~ P b 

Fig. ] 0. Fig. 11. 

Auch dieser Fall scheidet aus. Denn nach B. gibt es einen Polygon- 
zug in K', der den Endpunkt yon b I mit P verbindet, ohne el zu iaa~ 
sieren. Wit ziehen diesen Polygonzug auf 0 zusammen und wenden C. 
auf b, b 2 und K" an. Wie wit bei dem Fall 1. sahen, liel~e sich damn 
abet K* auf einen Ka zusammenziehen. 

3. B~  enth~lt zwei punktfzemde Briicken b 1 und b2, yon denen bl 
mit e~ und b~ mit e~ punktfremd ist (Fig. 11). 

Auch dieser Fall fiihr~ zu ei~em Widerspruch, da wir sons~ K* mit 
den Schliissen des 2. FaUes auf einen K~ zusammenziehen k6nnen. 
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4. B'I~ enthi~lt eine Briicke bl, die mit e 1 -k e~ fremd ist (Fig. 12). 
Aus 1., 2. und 3. und Symmetriegriinden folgt zuniichst, da6 B'I~ 

mit b und bl bereits erschSpft ist. -- Wit nehmen zuniiehst einmal an, 
dab jeder Po]ygonzug in K' ,  der e' mit e; 

Fig. 12. 

(analog e'2) ohne Beriihrung von e'2 verbindet, 
el passiert  V' sei dann die Gesamtheit der 
Kanten von K' ,  die wir von e' aus in K'  
erreichen kSnnen, ohne e~ oder e'2 zu tiber- 
schreiten. Nach der Annahme hat  V' mit 
K ' - -  V' hSchstens die beiden Ecken e 1 und 
e'~ gemeinsam. Also erfiillt in diesem Falle 

K 1 =- V' + b ,  
K~ = K '  --  V'  ~- K "  =+ b -}= 

die Behauptung. Andernfalls liegt in K* die Fig. 12' (e 1 ~ e, eventuell 
e' -= e, entsprechend in K") ,  da wire '  erstens nach B. dutch zwei bis auf den 
gemeinsamen Anfangspunkt punktfremde Polygonziige in K '  mit  P und 
zweitens, da K'  zusammenhiingend ist, dureh einen mit P punktfremden 
Polygonzug in K'  m i t e  1 verbinden kSnnen. Wir behaupten nun, dab 

Fig. 12'. Fig. 12% 

alle Polygonziige in K' ,  die 
e I mit e'l oder e' verbinden 
und hSchstens bis auf den 
Endpunkt  e'l mit P fremd 
sind, e passieren miissen. 
Denn andernfalls g~be es 
yon e~ und ebenso yon e2 
aus drei Polygonziige, die in 
den drei verschiedenen mit 1 

bzw. 2 bezeichneten Ecken des geschlossenen Polygons e' e e'l e'l' e e" e ~ 

(Fig. 12") enden. Die Fig. 12" l~I]t sich also auf einen Ka zusammen- 
ziehen. Mithin wiirde dasselbe fiir K* gelten entgegen der Definition. 
--  Die Gesamtheit der Kanten von K' ,  zu denen wit nun in K '  yon ej 
aus gelangen kSnnen, ohne e o d e r  P zu passieren, wol]en wir mit V' be- 
zeichnen. V' hat also mit K ' - -  V' hSchstens die beiden Ecken e und e.~ 
gemeinsam. Ferner gehSrt e' nieht zu V'. Also erfiillt 

K l  = V ' - k  b , 

K~ = (K '  --  W) + K "  + b I 4- P die Behauptung VI. 

Es bleibt noch iibrig: 

5. Alle Briieken aus B'I~ enden auf K '  in e 1 (oder auf K "  in e2). 
Wit setzen : 

K 1 = K"  + B'l~ 
K 2 = K '  + P .  
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Mit diesen fiinf F~illen ist also der Fall II  vollst~ndig erledigt und 
mithin der JrIilfssatz VI bewiesen. 

VII. V o r a u s s e t z u n g :  K~* nicht eben. 
B e h a u p t u n g :  Es gilt einer der drei folgenden F~lIe: 

(1) K* = K ~ + K  s , K ~ . K ~ =  k (K~ und K s=~k), 

(2) K* = K  I + K ~ ,  K 1 . K  s = D (K 1 und K s~=D), 

(3) K * = K ~ +  T, K ~ . T  = e ~ + e ~ + e ~  (Fig. 13). 

Der Komplex T besteht aus drei Kanten, die eine Ecke ( =  Spitze yon T) 
gemeinsam haben. Keine Kante yon K~ verbindet zwel der Ecken e~, 
ej und ea ( =  Ful]punk~e yon T). 

Beweis  : Nach VI. gilt die Zerlegung K* = K~ + Ks, wobei K~ und 
Ka genau entweder zwei Ecken e und e' oder drei Ecken e~, e s und e:~ 
(und eventuell die diese Ecken verbi~denden Kanten) gemeinsam haben. Im 
ersten Falle sei k die Kante e e'. Nach dem Hilfssatz I' k6nnen wit K~ 
wie K s a u f  k, also K~* auf K t + k  und 
K s +/ r  zusammenziehen. Nach dem Hills- e~, S~ 
satz I l~iilt sich mithin die Summe 

KI + Kj + k = K* + k 

auf keinen K a zusammenziehen, d. h. k 
gehSrt zu K~*. Also gilt (1). Im zvveiten e, 
FaUe sol D das Dreieck mit den Ecken e~, Fig. 13. 
e s uad e,. Wir nehmen dann zungchst an, 

el 
Fig. 14. 

daft sieh sowohl K1 wie Kj auf D, d.h.  K* auf K I + D  und K s + D  
zusammenziehen ]gift. Aus dem Hil/ssatz I folgt daun: D geh6n zu K*, 
mithin (2). Andernfalls kSnnen wir annehmen, dab sich K s nicht auf D 
zusammenziehen tli.13t. Da nach VI. die Eckenzahl yon K s ~ 3 ist, gibt 
es in K s eine yon el, e s und e s verschiedene Ecke. Wit kSnnen an- 
nehmen, dab wix diese Ecke mit ell e s und e s dutch drei Polygonzfige 
in K s verbinden kSnnen, da der Fall (1) erledigt ist. Also liegt in K S 
die Fig. 14. (ee,] lgfit sich mit (ees] oder (ees] nioht dutch einen 
Polygoazug in K s verbinden, der die Ecke e meidet, da wir andernfalls 
K s auf D zusammenziehen kSmaten. Also Iolgt entweder der Fall (1) 
oder [e ell = k~ (Kante), desgleichen [e e2] = ks, [ees] = k 3; d. h. K s = T, 
w. z. b. w. 

Nach dem Hilfssatz II des w i erhalten wir dutch Zusammensetzung 
dez Dreieckkomplexe K s lauter K*. Wit wollen einen solohen Komplex 

mit K* bezeichnon. Es sei also K~ ~ K~) mit K(8 ~ ~-i = " 1 K(]~ = D~ 
( =  Dreieck), i = 2, 3 . . . .  , n ss). ~ ~=~ 

28) K~ isr also in besr Sinne ein verallgemeiner~er Dreieckkomplex. 
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VIII. V o r a u s s e t z u n g :  1. K v * = K  1~- T; K 1 . T - - e l ~ e ~ e  s 
{Fig. 13); keine Kante yon K 1 verbindet zwei der Ecken el, e~ und e 3 
(entsprechend dem 3. Fall des Hilfssatzes VII.), 

2. K~* enth~lt keinen anderen von 0, k und D verschiedenen K* als 
echten Teilkomplex, d. h. K* gehSrt zur Basis der K*, 

3. k~ und k~ seien zwei Kanten des Dreiecks dutch die drei Ful~- 
punkte yon T ( =  gemeinsame Ecken yon :T und K~). K~ ~- ]c~ ~- k~ isg 
Tei]komplex eines K~*. 

B e h a u p t u n g :  K* = Ko, wobei K o der Komplex der Fig. 15 isg. 
Beweis :  Wir iiberzeugen uns zun~chst davon, da/] K o ein K* ist. 

Erstens l~i~t sich K 0 auf keinen K~ zusammenziehen; denn gleiehgiiltig, 
wie wit K o auf einen Komplex mit 5 Ecken zusammenziehen, so hat dieser 
hSchstens 9 Kanten, da K o aus 8 Ecken und nur 12 Kanten besteht, 
entgegen der Kantenzahl des K~ der Fig. l a. Zweitens kSnnen wit 
K~-~ k ~) auf einen K~ znsammenziehen. Denn Fig. 15 ist der Fig. 15' 
hom6omorph. Wie ersiehtlich besteht letztere, mithin K o aus der Kontur  
1, 2, 3 , . . . ,  8, 1 eines M6biusschen Bandes, sowie den vier Kanten [15J, 
[26], [37] und [48], die das MSbiussche Band in vier Reehteeke zerlegen. 

8 

J ~ 7  

Fig. 15. Fig. 15'. 

Aus Symmetriegriinden 
brauchen wir also nur 
die beiden Falle k = [13] 
und k = [14] zu unter- 
suchen. In beiden F~I- 
len kSnnen wit aber an 
Hand der Fig. 15 leicht 
K o + k  auf einen K~ 
zusammenziehen. Also 
ist K o ein K*. Aus V. 

K~ =K~ ist. Also: 
~ A n n a h m e :  K~' = Ks, d.h. Kl+kl+k ~ 

e~ ist eben. 
~ i  ~ b sei die Kante" die el mit % ver- 

r bindet (Fig. 16). Dann ist 
K1 ~ kl ~ k~ ~ b 

nieht eben, da sonst nach dem Hflfs- 
satz II  des w 1 K~ nieht zur Basis ge- 

Fig. 16. Fig. 16a. hSren wtirde. Also hegt naeh I. der Ein-  

~) k verbindet zwei beliebige, nieht dutch eine K~nte yon Ko bereits ver- 
bundene Ecken won K o. 

folgt dann, dab K 0 ein Element der Basis ist. -- Wit beweisen zunachst 
die Behauptung fiir den speziellen Fall, dal~ in der Voraussetzung 3. 



Ebene Komplexe. 587 

leitung in K 1 ~ k~ -~ k 2 ~ b entweder ein K~ oder Kb, der die Kante b ent- 
halt. In beiden Fallen gibt es demnach in K 1 ein e 1 und % trennendes 
Polygon dureh e~ (Fig. 16a). Denn Ka bzw. Kb liegt bis auf die Kante b in 
der Ebene. Nun besteht im ersten Falle K~ aus fiinf Ecken, die paarweise 
dutch Polygonzfige (----- Polygonz~ige von Ka) verbunden sind. Von jedem 
der beiden Endpunkte desjenigen Polygonzuges yon K~, der b enth~ilt, 
gehen dana in der Ebene drei Polygonziige yon //~ aus. Die drei End- 
punkte dieser sechs Polygonziige sind durch drei weitere Polygonztige von 
K~ in der Ebene verbunden, die zusammen das e 1 und e~ trennende 
Polygon bilden. Zum zweiten Falle vergleiche man die Fig. 6. Die 
Schliisse sind dem ersten Falle analog. Das e~ und e 2 trennende Polygon 
geht dutch e~, da e L e~ und e~ e s dutch die Kanten/r und k~ verbunden sind. 
Es sei nun P das kleinste Polygon dieser Art (d. h. es gibt in K~ kein 
anderes mit dem AuBeren yon P Iremdes Polygon, das el und e~ trennt). 
K' sei die Gesamtheit der Kanten yon K~, die wir yon e~ aus in K~ 
erreichen kSnnen, ohne eine Ecke yon P zu passieren. Analog sei im 
Aul]eren yon P der Komplex K" definiert. K' und desgleichen K" hat 
auf P mindestens zwei Ecken, da sonst naeh dem Fall (1) yon VII. K*~ 
kein Element der Basis ware, Wit behaupten nunmehr: Es gibt auf P 
zwei Punktepaare (eines aus K', das andere aus K"), die sich auf P ~rennen. 
Zum Beweis betraehten wit die Polygonziige, in die P dutch die Ecken 
yon K" zerlegt wird (Fig. 16b). Ware die Behauptung nioht erfiillt, so 
miii~ten alle gemeinsamen Eeken yon K' mit P a u f  einem dieser Poly- 
gonzi~ge -- etwa auf P'  -- liegen. Denn in dem Falle, dal~ K' auf P 
eine Eeke hat, die nioht zu K" geh6rt, ist dies selbstverst~ndlich; im anderen 
Falle hat K' auf P 
hSchstens, d .h .  genau 
zwei Ecken, da sieh 
sonst K I ~ T  = K~ 
auf einen Ka zusam- 
menziehen liege. Die 
beiden Ecken sind 
dann speziell die End- 
punkte des gesuchten 
P'. P" sei der kom- 
plementiire Polygonzug 

Fig, 16b. Fig. 16c. Fig. 16d. 

yon P'  auf P. Auf P"  liegen also alle gemein- 
samen Eoken des K" mit P. K" ~- P"  hat mit K 1 -- (K" -[- P") nut 
die beiden Endpunkte yon P"  gemeinsam, da P das kleinste Polygon war. 
Ffigen wi~ nun die Kanten von T zu K " - ~ - P "  oder K ~ -  (K"- [ -P")  
hinzu, je nachdem der Endpunkt der Kante zu dem einen oder dem 
anderen Komplex geh6r~, so ist hiermit K~* in zwei Komptexe mit drei 
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gemeinsamen Ecken zerlegt. Die Kantenzahl eines jeden der bciden Kom- 
plexe ist ~ 3. Dana ist aber nach VII. K* kein Element der Basis, ent- 
gegen der Voraussetzung 2. Hiermit ist die letzte Behauptung bewiesen. 
Es folgt nun, dal3 sowohl K" wie K" hSchstens, also genau zwei Ecken 
auf P haben. Denn hi~tten K' und K" beide drei Ecken auf P, so liei~e 
sich unter Berficksichtigung der letzten Behauptung K' ~ K" -~ P ~ T, 
also K* auf einen Ka zusammenziehen. H~tte etwa K' zwei Ecken, da- 
gegen K"  dsei Ecken aus P, so mfissen wit die beiden F~lle unterseheiden, 
je nachdem e 3 zu K' gehSrt oder nicht. Der esste Fall (Fig. 16c) scheidet 
aus, da dann, wie man mit VII. feststellt, K* kein Element der Basis 
w~se. Im zweiten Falle w~ire die Spitze yon T mit e 3 und fiber e~ in 
K'  mit zwei weiteren Eeken yon P und desgleichen e~ in K" mit drei 
Ecken von P verbunden. K" ~ - K " ~  P - [ - T  liel]e sich dann abet auf 
einen Ka zusammenziehen. Wit sehen also, da~ K' wie K" genau zwei 
Ecken auf P hat, die yon ea verschieden sin& Mithin liegt in K~ die 
Fig. 16d, die zusammen mit T den Komplex K 0 (bis auf eine Unter- 
teilung der Kanten yon K0) ]iefert. Also folgt unter Beriicksiehtigung 
yon VII. (1. Fall) aus des Vollst~ndigkeit yon K o : K* = Ko, womit der 
Spezialfall bewiesen ist. 

Im allgemeinen Fa]le liegt K 1 -k k~ ~ k 2 in einem KS. Wit wollen 
einmal K~ aus seinen Ks, entsprechend dem Hilfssatz II, zusammenheften 
und dabei vessuchen, K* in die Ebene einzubetten. Naeh Konstruktion 
des K~ gibt es darin einen K~, der k~-~ k~ enthiflt. Wit legen zun~ehst 
diesen K a in die Ebene (grol~es Dreieek in Fig. 17). Es bietet keine 
Schwierigkeit, hierzu einen weiteren K s des K~ in die Ebene einzubetten, 
~alls das Dreieck in des Ebene, an das K s geheftet wesden sell, im Inneren 

Fig. 17. 

oder _~uBeren ~rei yon Ecken und Kan- 
ten ist. Sonst miissen wir zwei Fi~lle 
unterscheiden: 1. das Dreieck in der  
Ebene, an alas K S zu herren ist, enth~tlt 
kl ~ k~ entweder im Inneren (inklusive 
Dreieck) oder im ~ul~eren (inkhsive 
Dreieck); 2. das Dreieck enth~ilt k~ im 
Inneren und k 2 im ~ul~eren oder tun- 
gekehrt. Des 1. Fall fiihrt zu einem 
Widerspruch, da K~* dutch das Dreieck 
in zwei Teilkomplexe geteilt wird, die 
Eekenzahl eines jeden der beiden ~ 4 

ist, mithin nach VII. K~* kein Element der Basis w~ire im Widerspmch 
zttr Voraussetzung 2. Mit den Sohliissen des 1. Falles folgt im 2. Falle, 
daI~ K s auger dem Dseieck, das an das D~eieek in des Ebene geheftet 
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werden so]l, aus einem Kantentripel T' mit einer gemeinsamen Ecke (----- Spitze 
yon T') besteht (Fig. 17). Es fo]gt also, dal~ K* bis auf einige Kanten- 
tripel T', T", . . .  in der Ebene liegt. Hierbei sind die drei Ful3punkte 
yon T', desgleichen von 2"' . . .  die drei Ecken eines Dreiecks yon K~ in 
der Ebene, das e 1 und e~ trennt und dutch e 3 geht (Fig. 17). Da der 
Spezialfall eines ebenen K:~ erledigt ist, so kSnnen wir annehmen, da~ es 
ein Kantentripel T' gibt. Wit wollen ferner annehmen, dal~ das Dreieck D' 
dutch die drei Ful~punkte yon T' e~ im Inneren enthMt und das kleinste 
dieser Art ist. Alle Ful~punkte yon T" . . .  liegen also alff D' oder im 
~u]]eren von D'. Aus diesem Grunde wollen wit T " . . .  im fo]genden 
zum ~ul~eren yon D' rechnen, so dab also Kv* -- (T + T') in Inheres und 
.~uBeres von D' aufgeteilt ist. k' sei die e s gegeniiberliegende Kante von D'. 
Wit ziehen die an e 3 liegende Kante yon T' auf 0 zusammen (Fig. 18). 
Wit behaupten, dal~ die in D' (analog im ~uBeren yon D') liegende Teil- 
figur yon K~*, -- T die Fig. 19 oder 19' ist. Zum Beweis betracht~n wit 
zun~chst den speziellen Fall, dal~ wit e, auf K~ -- T i m  Inneren von D' 
(analog e~ iIn ~ul]eren 

.."2.. Ecken yon D' ver- 
,I 

k'/ ["..J \ I~ \ mit e~ dutch keine / J e~'~---~e, ~'-"~es .I , / ~  8 ~ o ,  
Kante von K* vet- / / /  / 
bunden ist, so folgt 
mit den bereits mehr- Fig. 18. Fig. 18'. 
reals angewandten 
Schltissen, dal~ die in D' liegende Teilfigur von K * -  T die Fig. 19 ist. 
Wir k6nnen also nunmehr annehmen, dab e 1 auf K * -  T mit den drei 
Ecken von D' im Inneren yon D' verbindbar ist (desgl. im ~_uI~eren 
yon D' fiir e~, eventuell die analoge 
Fig. 19 fiir alas ~_ul~ere yon D'). 
Dann Iiegt also in D' die Fig. 18'. 
e~ liegt auf einem der drei Polygon- 
ziige P~, P~ oder P's (even~uell e I = e). 
Wit iibexzeugen uns zunachst davon, 
dal3 yon P;, P~ und P~ = (e es] keine 
zwei dutch einen Polygonzug in D' 

/ I  , II 

Fig. 19. Fig. 19'. 

verbunden sind, der e meidet. Wit legen dazu der folgenden Betrachtung 
die Fig. 18' zugrunde. Ist etwa (e ell mit P~ oder P~ verbunden, so 
~ndern wir P~ und P~' ab und verktirzen hiermit das Stiick [e ell. L~gen 
die Endpunkte des Polygonzuges auf (e~ es] und P~ oder auf P; und P~, 
so kSnuten wir den Polygonzug zusammen mit PI' + P~ + P'a und T' in 
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jedem Falle auf D'+P'~'-4-P'~'--k P'3'~) und somit K~* nach den bekannten 
Sehliissen auf einen K~ zusammenziehen. Unter Berficksichtigung des 
1. Falles yon VII. und der Voraussetzung 2. folgt hiermit unmittelbar, 

ez dab die Fig. 19' die in D' 
~ ~ ~ gelegene Teilfigur desKv* 

ist. Die letzte Behauptung 
ist damit bewiesen. Die 
im Inneren (analog im 

~' k' J~uBeren) yon D' gelegene 

Fig. 20a. Fig. 20b. Fig. 20e. Teilfigur von K~ ist also 
die Fig. 19 oder 19'. Wir 

erhalten damit fiir K * - - ( T - ~ - T ' )  die drei F~lle: Fig. 20a, b und c. 
Der 3. Fal] (Fig. 20e) scheidet aus, da yon e~ aus nur zwei Kanten 

des K* ausgehen wi]rden. Die Fig. 20b bildet zusammen mit T -k  T' 
den Komplex K o. Wegen der Vollst~ndigkeit des K 0 scheidet damit abet 
der 1. Fall (Fig. 20a) aus. Mit diesen drei F~llen ist der ttilfssatz VIII 
allgemein bewiesen~6). -- Aus den Hilfss~tzen folgt der 

Satz: Die Basis der K* ist mi~ K o und den ein]achen K s (sowie den 
tvivialen Elementen 0 und k) bereits erscl~iip/t. 

Beweis :  Andernfalls sei K ein weiterer Komplex der Basis der K* 
minimale~ Eckenzah]. Dann gilt nach VII. K ~ K~ ~ T. k~ q- k~ ver- 
binde die drei Ful~punkte yon T. Naeh VIII. ist K~ q- k~ -k k2 in keinem 
K~ enthalten. Also mu$ wegen der minimalen Eckenzahl K~ ~ k L -b k~ 

\ ~ \ , t  

Fig. 21. 

in einem K* liegen, der sieh aus K o und 
den K s entsprechend den Hilfss/itzen II 
und IV zusammensetzt. Falls dieser K* ~= K o 
ist, so zerf~llt also K~ q- k~ + k S in zwei Teil- 
komplexe, die nur zwei Ecken gemeinsam 
haben (Fig. 21). Aus der Fig. 21 und dem 
Hilfssatz VII folgt abet sofort, da~ dann K 
kein Element der Basis ist. Es bleibt also 

nur der FallK~*-----K 0 tibrig, d.h.  K l q - k  l + k ~  liegt i n k  o. An d e r k  1 
und k S gemeinsamen Ecke liigen dann abet nur zwei Kanten yon K. Das 
ist unmSglich. Also gibt es keinen weiteren Komplex K der Basis, w. z. b. w. 

25) Wobei die drei Polygonziige P'I', P,z' und P~ die Ecke e 1 gemeinsam haben, 
in D' liegen und in den drei Ecken yon D' enden. 

~6) W/~hlen wit in der Fig. 15 da~ an der Ecke 8 gelegene Kantentripel als T, 
so erhalten wit ffir k I : [14] und k~ ~--- [47] einen ebenen g l  -~- kl -~- ks (K1 ~ K0 -- T), 
w~hrend ffir k 1 ~ [47] und k 2 ~ [71] der Komp]ex K 1 ~- k I -~- k.~ nicht eben ist. 
Man sieht also, dab in dem le~zten Hilfssatz der Spezialfall eines ebenen Ks* und der 
allgemeine Fall eines nichCebenen K~ beide tats~ehlich auftreten. 

(Eingegangen am 12. 1. 1937.) 


