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Ein Erweiterungssatz fiir monotone Mengen

Von

Haxs DEBrUNNER und PETER FLOR

Im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen iiber monotone Operatoren hat
Mixnty [6, 8] gewisse Mengen in Hilbertrdumen untersucht, die er ,,totally-M-related
sets’ nennt. Wir schlageun fiir sie die Bezeichnung ,,monotone Mengen vor. Fiir diese
Mengen hat zunidchst MiNTY [7] einen Erweiterungssatz bewiesen; dieser wurde
spiter von GRUNBAUM [4] verallgemeinert. Eine weitere Verallgemeinerung dieser
Satze ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.

Es seien X und Y zwei Vektorrdume tber den reellen Zahlen. Auf X X Y sei eine
Bilinearfunktion gegeben, die wir mit [., .] bezeichnen. Wir nennen eine Teilmenge M
von X X Y monoton, wenn fiir je zwei beliebige Punkte {(x1, ¥1) und (x2, y2) von M
gilt: [x2 — 21, y2 — ¥1] = 0. Wir beweisen nun folgenden

Satz. Es seien X und Y topologische Vektorrdume iiber den reellen Zahlen; X sei
lokalkonvex und Hausdorffsch. M sei eine beziiglich einer auf X x Y stetigen Bilinear-
funktion monotone Teilmenge von X X Y mit der Eigenschaft, daff die erste Projektion
von M (also die Menge aller x € X, zu denen es mindestens ein y € ¥ mit (x,y) e M gibt)
tn einer kompakten konvexen Teilmenge 4 von X enthalten ist. Ferner sei eine stetige
Abbildung @ von A in Y gegeben. Dann existiert x € A derart, daf} die erweiterte Menge
M U (=, ) auch noch monoton ist.

Der Satz von GRUNBAUM ist jener Spezialfall, in dem X = Y, M eine endliche
Menge und ¢ eine Homothetie ist.

Man kann unsere Behauptung auch als Fixpunktsatz fur eine mengenwertige
Funktion formulieren. Fir y € ¥, { = (&, ) € M moge Q¢(y) die Menge aller ze¢ X
bezeichnen, fiir die [z — &, y — 7] = 0 gilt. Ferner setzen wir T'(y) = 4 N (") Q¢ ().

: {eM

Mit diesen Bezeichnungen ist der formulierte Satz offenbar gleichwertig mit der
Aussage: es gibt ein x mit x € T pz.

In dieser Fassung wollen wir den Satz beweisen. Wir leiten ihn aus dem Fixpunkt-
satz von FAN-GLICKSBERG [2, 3] her. Dieser Satz lautet:

Ist X ein Hausdorffscher lokalkonvexer topologischer Vekiorraum, A eine kompakie
und konvexe Teilmenge von X, ist auf A eine Funktion f definiert, deren Werte konvexe
in A enthaltene nichtleere Teilmengen von X sind, und ist f oberhalb stetig (in dem Sinn,
daBin 4 x X der Graph von f abgeschlossen ist), dann besitzt f quf A einen Fixpunkt,
d. h. es existiert x € 4 mit z € fz.
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Unser A und unser X entsprechen den Bedingungen dieses Satzes. Wir wollen
zeigen, dal auch unsere Funktion 7 o ¢ den f im Satz auferlegten Bedingungen
geniigt. Zundchst hat T o ¢ tatsiichlich die Menge 4 als Definitionsbereich und
Teilmengen von 4 als Werte. Wir zeigen als néichstes, da3 diese Funktion oberhalb
stetig ist. Sei (z1, #2) € 4 X X ein Punkt, der nicht dem Graphen von 7' o ¢ angehért.
Dann liegt entweder xz nicht in 4 oder es existiert ein { = (£, ) in M, fiir welches
xp nicht in Qg (pz;) liegt. Im ersten Fall ist die Menge 4 X (X — 4) eine zum
Graphen von T o ¢ fremde Umgebung von (z1, 23) in 4 X X. Im zweiten Fall ist
w2 — &, px1 — ] << 0; die Menge aller (z,2')e d X X mit [’ — &, gz — 5] <O
ist wegen der Stetigkeit von [., .] und von ¢ eine offene Umgebung von (z1, 22}, und
es ist fiir solche (x, z') stets 2’ ¢ T gx; also gehéren diese (z, «') nicht zum Graphen
von T'o @. Damit ist gezeigt, daBl das Komplement des Graphen offen, dieser selbst
daher abgeschlossen ist; T o ¢ ist also oberhalb stetig.

Wir zeigen nun, daB simtliche Bildmengen von 7 konvex sind. Zunéchst sind alle
Q:{y) konvex; denn ist ze€ Qs (y), ' € Qs (y), so ist fir 0 <4 <1 auch Az +
+ (1= eQy);esgiltja[la+ (11— ~&y—nl=Ar—& y—nl+
+ (1 — A)[x" — &, y — n]. Ferner ist auch 4 konvex; also ist 7'(y) als Durchschnitt
konvexer Mengen konvex.

Der Schliisselpunkt des Beweises ist, daBl 7' (y) fir kein y € ¥ leer ist. T'(y) ist der
Durchschnitt abgeschlossener Mengen, von denen eine, nimlich 4, kompakt ist.
Wiére dieser Durchschnitt leer, so miilite es ein endliches Teilsystem des Mengen-
systems {4, Q¢ (y) ({ € M)} geben, dessen Durchschnitt leer ist. Mit anderen Worten:
wir konnen fiir den Rest des Beweises ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, M sei endlich. In diesem Fall lautet die Behauptung, ausfithrlich hin-
geschrieben :

Es seien Punkte x1, ...,z tn X, y1, ..., yx und y in Y gegeben; es gelte
(@ — i, y5— 9120

fiir alle Paare ¢, j. Dann gibt es ein x € X, das die Ungleichungen [x — 2;,y — y;] = 0
fiir alle 1 erfillt; und x kann sogar in der konveven Hiille der x; gewdhlt werden. (Mit
Ausnahme der letzten Bemerkung ist das gerade der eingangs erwdhnte Satz von
Mixty [7].)

Die Elemente der konvexen Hiille der z; sind die Punkte der Gestalt Zli%‘ mit
A =0 und Zli = 1. Wir haben also zu zeigen, daB das folgende System von

linearen Gleichungen und Ungleichungen 16sbar ist:

[Zlixi~mj,y~—yj]20 (jzl,,k),
(1) =0 G=1,.... k),

Sh=1.

Wir nehmen an, (1) sei unlésbar. Nach einem bekannten Satz aus der Theorie der
linearen Ungleichungen [1, theorem 3; 5, theorem III] kann man dann aus (1) durch
Linearkombination eine widerspruchsvolle Beziehung herleiten (also eine von den
Unbekannten freie und falsche Ungleichung oder Gleichung). Es mul also Zahlen
w(i=1...,%), Bi(¢ =1,..., k) und y geben, die folgende Bedingungen erfiillen:
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=0, Bi=0 G=1,...,k,
(2) ' Z“j[xi:y—yj]+ﬁi+7=0 (7’=1::k)>
7
2 lz Yy —yl+y>0.
7
Durch Elimination von y und f; entsteht

> oylz — @i,y —y]1 >0 (i=1,....k).

Multipliziert man mit «; und summiert iber ¢, so erhilt man

(3) ZM%‘[“’j“Zz',?/]>Zocioc,-{x,-——xi,yj].

17 Y .
Die linke Seite von (3) ist aus Symmetriegrinden Null; die rechte 148t sich aus den-
selben Griinden wie folgt umformen:

1
> oagley — x, gl = — > ogaylay — x, yi] = 5 > aofa; — xi, g — il 2 0,
%) ¥ %)
letzteres, weil M monoton ist und die «; nichtnegativ sind. Aus (3) ergibt sich also der
Widerspruch 0 > 0; damit ist die Annahme, (1) sei unlésbar, widerlegt.
Es sind somit alle Voraussetzungen fiir die Anwendung des Fixpunktsatzes von
Fax-GLicksBERG erfiillt; und diese Anwendung ergibt den zu Anfang behaupteten
Satz.
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