
Beitritge zur allgemeinen Topologie. I. 

Axiome ffir verschiedene Fassungen des Umgebungsbegr i f fs .  

Von 

Heinrieh Tietze in Erlangen. 

Der Begrif[ der stetigen Abbildung und damit der Begrifl der ,,topo- 
Iogischen", d.h. eineindeutigen umkehrbar stetigen Abbildung l/illt sich 
bekanntlich nieht nut im Bereieh der in einem n-dimensionalen Raum 
gelegenen Mengen 1) entwiekeln, sondern auch im Bereich allgemeiner 
Mengen, sofern fiir ihre Elemente nur gewissen Axiomen genfigende Fest- 
setzungen fiber Limes-, Umgebungs- oder Abstandsbeziehungen getroffen 
sind. Hieraus erw/ichst eine ,,all!lemeine Topologie" als Lehre yon den 
bei topologisehen Abbildungen invarianten Eigensehaften soleher als ,,topo- 
logisehe Riiume" bezeichneter Mengen~). Damit verbindet sieh die Unter- 
suchung verschiedener Axiomensysteme fiir die genannten Limes-, Um- 
gebungs- oder Abstandsbeziehungen 8) hinsichtlich ihrer Tragweite und ihres 
gegenseitigen Zusammenhanges. Hierzu sollen im folgenden BeitrKge ge- 
liefert werden. 

Speziell fiir die Urngebungsbeziehungen hat F. Hausdorff I. c. *) eine 
ausgeclehnte Theorie auf der Grundlage eines im folgenden wiedergegebenen 
Axiomensystems entwickett. Jedes System yon Beziehungen, das zufolge 
yon (als willkiirlich getroffen anzusehenden) Festsetzungen ,,Umgebungen" 
festlegt, die diesen Axiomen geniigen, ordnet sich dieser Theorie unter. 
Statt der ,Umgebungen" werden hiiufig mit Vorteil ,,oflene Mengen" und 

z) Und ~na&~g fiir ,~-dimcr~ion~t~ Marmigfaltigkeiten" in dem atlgemeineren in 
tier Analysis situs heute fiblieh gewordenen Sinn. 

s) Im Ansohlull an F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 213. 
8) Auch dot Begriff des Hi~ufungspunktes ist zum Ausgangspunkt genommen 

worden. Vgl. drei Postulate ffir ,Verdichtungsstellen" yon F. Riesz, Atti del IV. 
congresso dei Matematici, Roma 1908, t. 2, p. 19. 10bet sin viertes yon W. Grol3 
aufgestelltes Postulat fiir Hiiufungspunkte vgl. die kiirzlich erschienene Arbeit y o n  

L. Vistoris, Monatshefte f. Math. u. Phys. 81 (1921), S. 176. 
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,,umgebende Mengen" beniitzt. Fiir diese Begriffe werden in Abschnltt A 
dieses Beitrages I Axiomensysteme aufgestellt4). Zu den diesen Axiomen 
geniigenden ,,topologischen R~iumen" gehSren aber noch recht exotische 
Bildungen, wie dies Beispiele zeigen, die zur Beantwortung yon Unab- 
h~ingigkeitsfragen -- ad hoc und natiirlich nicht um ihrer selbst willen -- 
konstruiert wurden. Es werden im Absehnitt B gewisse ,,Trennbarkeits- 
axiome" besprochen, -- yon denen eines (nut in etwas anderer Formu- 
lierung) bereits von L. Vietoris, ]. c. s) aufgestellt wurde, -- dazu angetan, 
den Bereich der zu betrachtenden ,,R~ume" einzuengenS). 

Von diesen Trennbarkeitsaxiomen wird iibrigens aueh in einem Bei- 
trag II Gebraueh zu machen sein, der sieh mit der Einfi~hrung uneigent. 
licher Elemente vom Standpunkt einer allgemeinen Topologie besch~if- 
tigen soll. 

Die Untersuchung der genannten Unabh~ingigkeitsfragen fiihrte auf 
eine Art von Verteilungsproblemen, auf die wegen ihres selbstiindigen 
Iateresses etwas n~her eingegangen wird, als fiir die Erledigung jener 
Fragen unbedingt nStig w~ire. Ein solches Verteilungsproblem, auf das 
ein (der Untersuchung unzug~inghch gebliebenes) Beispiel eines topologi- 
schen Raumes fiihrte, ist das folgende: Gibt es eine in der ganzen 
xy-Ebene definierte eindeutige Funktion f(x, y), die nut der Werte 0 
und 1 f~hig ist und die auf jeder Geraden x-----constans in allen Punkten, 
hSchstens abz~hlbar unendlich viele ausgenommen, gleich 0, andererseits 
auf jeder Geraden y ~ const, in allen Punkten mlt Ausnahme hSchstens 
abz~hlbar unendlich vieler gleich 1 ist.~ Dieses Problem hat schon 
W. Sierpifiski behandelt e) und unter Bezugnahme auf die Theorie der 
transfiniten Ordnungszahlen gezeigt, dal] es gleiehwer~ig ist m i t  der Frage, 
ob das Kon~inuum die Miiehtigkeit ,,Aleph eins" hat. Die betreitenden 
Uberlegungen ~ron Sierpifiski sind als Sonderfall in jenen der l~r. 18 ent- 
halten, die mir Herr H. Hahn brieflieh mitgeteilt hat, und lassen sieh 
aueh noch auf etwas allgemeinere Fiille attsdehnen (l~lr. 19, 20). u 
sehiirft man die Forderungen des obgenannten Verteihmgsproblems (in 
unsymmetriseher Weise) dahin, dal] auf jeder Geraden y = eonst, in hSch- 
stens endlich vielen Punkten f(x, y )= 0 sein darf, so liillt sich die Un- 

4) Auf diese Axiomensysteme wurde schon gdegentlich hingewiesen, Jahre~ber. 
der Deutsch. Math. Vet. 29 (1920), S. 112, Anm. 20. 

b) Auf andere Weise hat Hausdorff durvh Abz~hlbarkeitsaxiome solche Ein- 
engungen vorgenommen. Die Beziehungen dieser Abz~hlbarkeitsaxiome zu den Trenn- 
barkeitsaxiomen werden nur gelegentlich (Nr. 23) gestreift. 

6) Sur un th6or~me 6quivalent ~ l'hypo~h~sv du continu, Bull. Aead. Scienc. 
Cracovie, 1919. Den Hinweis auf diese Arbelt und Auskunft fiber ihren Inhalt ver- 
danke ich einer freundliehen Mitteilung yon Herrn F. Hausdorff. 



292 H. Tietze. 

mSglichkeit einer solehen Verteilung, und zwar ohne Heranziehung der 
Theorie der transfiniten Ordnungszahlen:) leicht nachweisen (Nr. 16). 

A. Umgebungen yon Elementen.  - -  Offene Mengen.  --  
Umgebende Mengen. 

1. F. Hausd0rff bezeichnet als ,,topologischen Raum" eine Menge ~ ,  
deren Elementen (,,Punkten") x gewisse Teilmengen U(x), ,,Umgebungen 
von x" genannt, zugeordnet sind, und zwar derart, daft diese Zuordnungen 
Iolgenden ,,Umgebungsaxiomen" geniigenS): 

(A) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung Ll(x); 
jede Umgebung lI(x) enthiilt den Punkt x (Existenzaxiom). 

(B) Sind U(x), ~8(x) zwei Umgebungen desselben Punktes x, so 
gibt es eine Umgebung ~ ( x ) ,  die Tei]menge yon beiden ist (Axiom vom 
Durehsehnitt). 

(C) Liegt der Punkt y in U(x), so gibt es eine Umgebung l l (y) ,  
die Teilmenge von lt(x) ist (OfIenheitsaxiom). 

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen 
1I (x), Lt (y) ohne gemeinsamen Punkt (Trennbarkeitsaxiom). 

2. ~) Ist 2 eine in einem topologisehen Raum ~t gelegene Punlrt- 
menge, d.h. eine Teilmenge yon ~ ,  so heil~t x ein innerer Punkt yon 9/, 
wenn es eine Umgebung l l (x)  gibt, die Teilmenge yon 2 ist. I s t  ~i die 
Menge der inneren Punkte yon 9J, ~ die wegen (A) Teilmenge von 9~ 
ist, -- so heiflt 9~ ~ 2 -  9~i die Menge der Randpunkte yon 9/. Eine 
Menge, deren jede~ Punkt ein innerer ist, heiBt o[[ent~ (genauer ,,in 

7) Dementsprechend lassen sieh auch jene Unabh~ngigkeitsfragen ohne Heran- 
ziehung dieser Th~r ie  erledi~}en. 

8) Wie schon gesagt, treten diese Zuordnungen hier ale im fibrigen ganz wi/l- 
kqSrlivhe Fe~tsetzu~gen auf. Werden z. B. fiir die Punkte x einer euklidischen Ebene 
als U (x) alle Kreisfl~chen mit dem Mittelpunkt x genommen (= Mengen aller 
Punkte x '  mit einem Abstand x x  p ~ als ein Q ~ 0) oder alle x enthaltenden Drei- 
eeksfl~ehen oder dergl., so werden diese Festsetzungen yon uns als Sondeff~lle der 
allgemeiuen Theorie ,angesehen, wei~ sie den Axiomen (A) bis (D) gcniigen, - -  und 
n~r aus diesem Grunde (vg]. iibrigens Nr. 3). Im Wesen liegt darin keine hShere 
Willkiir ale in der Festsetzung des Abstandes bei rein analytischem Aufbau der Gee- 
metric: Punkt x -- g~ordnetes Zahlenpaar (~1, ~ ) ,  Abstand x x '  = ~/( ~1 - ~ ~ ) ~ -~ ( ~ - ~ ~ ) ~ 
(vgl. e~wa H. Beck, Koordinatengeometrie (1919), S. 2, 18), ~ oder in der Setzung 
eines (nioht weiter erkliirten) Grundbegriffes ,zwisehen" bei axiomatisehem Aufbau. 

o) Zu dieser Nummer vgl. F. Hausdorff, 1. c. g), Kap. VII, w167 2, 3. 
lo) Vgl. C. Carath~odory, Vorlesungen fiber reeUe Funktionen (1918), S. 40. DaB 

fiir den wichtigen Begriff der oflenen Menge ein eigenes Substantiv erwiinscht w~re, 
hatte F. Hausdorff, !. e. g), S. 215 mit Recht hervorgehoben und daffir das Wort 
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often"11). Ein Punkt ~ von 9~ heiBt ein Hiiufungspunkt yon ~ ,  wenn in 
jeder Umgebung lI(x) unendlich viele Punkte yon ~ liegen. ~ heiBt 
abgesehlossen (genauer: ,,in 9~ abgesehlossen"11)), wenn die Menge 91p der 
H~ufungspunkte yon 91 in ~ enthalten ist (9~p ~ 9~)~). Als ,,abgeschlossene 
Hiille" yon 9~ bezeichnet man 18) die Vereinigung (Vereinigungsmenge) 
9~ ~ 91 ~-9~z der Mengen 91 und ~ .  Es gelten die S~itze: 

(a) dede Umgebung U(x) eines Punktes z ist eine offene Menge 
(folgt aus (C)). 

(b) Wenn x nieht H~iufungspunkt yon 91 ist, dann gibt es eine Um- 
gebung lI(x) ,  die keinen yon x verschiedenen Punkt von ~I enthS.lt (folgt 
aus (B) und (D)). 

(c) Die ,,Komplementiirmenge" ~ -  9~ yon 9~, d.h. die Menge aller 
nicht zu ~ gehSrenden Punkte yon ~ ,  ist abgesehlossen, wenn ~I often 
ist und umgekehrt (folgt aus (b)). 

(d) Jede Menge, die aus allen Punkten von ~ mit Ausnahme eines 
einzigen besteht, ist oiten (folgt aus (e)). 

3. Jede neue den Axiomen geniigende Zuordnung yon Umgebungen 
U(x) zu den Elementen x derselben Menge sehaiit naeh der bisherigen 
Definition einen neuen topologischen Raum. Man sprieht jedoch weiterhin 
yon einem und demselben topologisehen Raum ~ ,  wenn die beiden Sy- 
sterne yon Umgebungen ,,gleichwertig" sind14), worunter verstanden wet- 
den soll, dab jede Menge in Dt, die eine offene Menge beziiglieh des einen 
Umgebungssystems ist, aueh otten ist beziiglieh des anderen und umge- 
kehrt, ~ eine Gleichwertigkeitsdefinition, der man auch die Fassung geben 
kann: Fiir jeden Punkt x ist in jeder Umgebung von x des einen Systems 
eine Umgebung des anderen als Teilmenge enthalten und umgekehrt (wie 
im Beispiel der Kreis- und der Dreieeksfliiehen in Anm. s)). 

Gebict gebraucht. Doeh sind ihm spi~tere Autoren hierin nieht gefolgt. Tats~ohlich 
scheint mir dieses Wort weir eher auf etw~s Zusammenhiingendes als auf oin ,Inne- 
res" hinzuweisen. 

11) Wenn n~mllch das Relative dieser Eigenschaft zum Raum betont werden soil, 
vgl. Nr. 6. 

19) Eine Menge ?l kann zugleich oiten und abgeschlossen sein, in einem zu- 
sammenhiingenden Raum ~ (vgl. Nr. 6) jedoch nut, wenn ~I gleich 9~ oder gleich 
der leeren (keinen Punkt enthaltenden) Menge ist. 

13) Nach C. Carath~odory, 1. c. 10), S. 57. Die Bezeiehnungvn 92a, ~ _  nach 
Hausdorff, 1. c., S. 219, 220. �9 ~ber Vereinigtmg ~ ~-tB und.Summe ~ - } -~  (--Vereini- 
gung zueinander punktfremder Mengen) vgl. C. Carath~odory, 1. o., S. 22, 28; 
H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I. (1921), S. 2. Uber Summen- und Pro- 
duktbildung voh Rdum~ vgl. Nr. 6. 

14) F. Hausdorf[, 1. c., S. 261, mit etwas anderem Ausgangspunkt fiir die Do- 
finition. 
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Danaeh ist es leieht, aus einem System yon Umgebungen oder aus mehroren 
gleiehwertigen weitere gleichwortige zu bilden, z. B. : 

I ~  11 (x) ein System, so behalte man yon allen Umgebungen eines jeden Punk- 
tes x nur jene bei, die Teilmengen einer bestimmt gew~hlten Umgebung yon x de~- 
selben pder  eines gleichwertigen Systems sind; oder:  

Zu den Umgebungen U (x) eines jeden Punktes x fiige man noch beliebJge 
Umgebungen yon x aus beliebigen anderen gleiehwertigen Systemen hinzu, z. B. alle 
in einer bestimmten Menge yon Systemen vorkommenden Umgebungen yon x. 

Dem Ubergang yon einem Umgebungssystem zu einem gleiehwertigen 
gegeniiber sind die in Nr. 2 erkl~irten Begrif[e ,,innerer Punkt", ,,offene 
Menge" usw. invariant. 

4. In der Gesamtheit aller Umgebungssysteme eines topo]ogischen 
Raumes, d. h. aller mit einem System gleichwertigen Systeme ist eines 
ausgezeichnet: das System aller offenen Mengen, jede derselben als Um- 
gebung jedes ihrer Punkte genommen. Dies legt nahe, von vornherein 
yon diesem System von Umgebungen auszugehenl"~). Wie alle anderen 
Systeme geniigt natiirlich auch dieses den Forderungen (A), (B), (C), (D). 
Es ist aber nieht schwer, die Frage naeh besonderen, verseh~rften Forde- 
rungen zu beantworten, derart, dab einerseits diesen Forderungen jedes 
aus allen ot~enen Mengen ~ eines topologischen Raumes bestehende Sy- 
stem geniigt und da~ andererseits jedes System yon Teilmengen einer 
Menge ~,  das diesen Forderungen geniigt, gerade das System aller of[enen 
Mengen eines aus den Punkten yon ~{ gebildeten topologischen Raumes 
ist. Eine derartige Charakterisierung der Systeme, die aus allen of[enen 
Mengen eines topologischen Raumes bestehen, leisten n~im]ieh die folgen- 
den Forderungen : 

(A ~ Jeder Punkt x (des betrachteten topologischen Raumes ~) ist 
in mindestens einer of[enen Menge (~ enthalten. 

(B ~ Haben zwei ot~ene Mengen @1, (~ wenigstens einen Punkt ge- 
mein, so ist auch ihr Durehschnitt (Menge der gemeinsamen Punkte) 
{~1" (~ eine oitene Menge. 

(C ~ Gibt es zu jedem in der Menge 9X enthaltenen Punkt x eine 
oitene Menge, die x enth~lt und Teilmenge von 92 ist, so ist ~ selbst 
eine ofFene Menge. 

(D ~ Fiir zwei verschiedene Punkte ~, y gibt es zwei ottene Mengen 
ohne gemeinsamen Punkt, yon denen die eine x, die andere y enth~lt. 

In der Tat kann man sich auf Grund yon (A, B, C, D) unmittelbar 
iiberzeugen, dal3 fiir das System der of[enen Mengen eines topologisehen 
Raumes (A ~ B ~ C ~ D ~ erfiillt sind. Sei andererseits ein (A ~ bis (D ~ 

~b) Diese Auffassung des Umgebungsbegrifles flir die jeweils betrachteten (eukli- 
dischen oder metrischen) Riiume finder marl bei C. Carathbodory, 1. c. 1o), S. 37; 
H, Hahn, I. e. is), S. 65. 
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erfiillendes System von Teilmengen (~ einer Menge ~ gegeben, so ist es 
leieht, den Punkten x von ~ ein System von Umgebungen U(x), das (A~ 
bis (D) erfiillt, so zuzuordr~en, dal~ die gegebenen Mengen (~ in ihrer Ge- 
samtheit zusammenfallen mi~ der Gesamtheit der fiir das System der H(x) 
gem~ Nr. 2 definierten oftenen Mengen. Hierzu geniigt es, als Um- 
gebungen H (x) yon x alle den Punk~ x enthaltenden Mengen (~ zu wiihlen, 
ein System, das zufolge (A ~ B ~ 0 ~ D ~ oflenbar (A, B, C, D) erfiillt. 
Die Menge der fiir dieses System der lI(z)definierten offenen Mengen 
fiillt nun tats/~ehlieh mit der Menge aller q~ zusammen. Denn jede in 
diesem Sinn oflene Menge ist zufolge (C ~ eine Menge q~ und umgekehrt 
ist jede Menge q6 als Umgebung U (x) jedes ihrer Punlcte zufolge (a) often. 

Da jedes (A ~ bis (D ~ erfiillende System (System oftener Mengen) 
auch als System yon Umgebungen angesehen werden kann, indem man 
jede offene Menge jedem ihrer Punkte als Umgebung zuordnet, so kann 
man nach Nr. 3 die Gleiehwertigkeit zweier Systeme yon offenen Mengea 
definieren und aus dem Vorstehenden ergibt sieh: Zwei Systeme von otienen 
Mengen sind gleichwertig nur dann, wenn sie vollstiindig iibe~einstimmen. 

5. Bei Untersuchung eines topologischen Raumes ist es bisweilen 
niitzlieh, alle jene Mengen als einem Punkt zugeordnet zu betrachten, die 
eine Umgebung it(x) als Teilmenge enthalten ~6) trod die als ,,x limgebende 
Mengen" H(x) bezeichnet werden mSgen~). Wit wollen zeigen, dal~ die 
folgenden Forderungen (A), (B), (~), (D) nieht nur yon jedem System 
umgebender Mengen eines topologischen Raumes erfiillt werden, sondern 
diese Systeme aueh vollstiindig kennzeichnen: 

(A) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine H(x); jede H(x) 
enth~lt x. 

(B) a) Der Durehschnitt zweier x umgebender biengen ist selbst eine 
x umgebende Menge; desgleichen b) jede Menge, die eine lI(z) als Teil- 
menge hat. 

(~) Fiir jede H(x) bildet die Menge aller Punkte y, fiir welehe H(x) 
eine y umgebende Menge ist, selbst eine x umgebende Menge. 

(D) Ist x # y ,  so gibt es eine ~(x) und eine fi(y) ohne gemein- 
samen Punkt. 

16) Die Definition dieser Mengen ist ersioht]ioh unabh~ngig yon der Wahl des 
Systems yon Umgebungen aus einer Gesamtheit gleichwertiger Systeme. Mit Hilfe 
der offenen Mengen k6nnte man die Mengen l l (x)  deflnieren als Mengen mit einer x 
enthaltenden offenen Menge als Teilmenge. 

1~) Vgl. Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 288. Die gleichzeitige Be~rachtung dieuer 
allgem~ineren Umgebungen und der Umgebungen im urspriinglichen duroh HauBdorffa 
Theorie festgelegten Sinn machte ffir die ersteren eine be~ondero Bezeiobnung notwendig, 
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Dai] das System der U(x) diesen Forderungen geniigt, ist unmittelbar 
zu best~tigen. -- Seien andererseits in einer Menge ~ den Punkten x 
Mengen ~(x) ,  die (A) bis (9 )  erfiillen, zugeordnet. Um zu zeigen, dab 
es einen aus den Punkten yon ~ gebildeten topologisehen Raum gibt, fiir 
den die R(x)  gerade mit den umgebenden Mengen der Punkte x zusammen- 
fallen, wollen wir in ~ ,,offene Mengen" definieren dureh die Festsetzung: 
Jede Menge, die fiir alle ihre Punkte umgebende Menge ist, heit~e eine 
offene Menge. Wir haben zu zeigen, dab diese oftenen Mengen (A ~ bis (D ~ 
erfiillen. Sei x ein beliebiger Punkt; zu ihm gehSrt nach (~.) eine U(x) 
und naeh (C) eine ~ l (x) ,  bestehend aus allen Punkten y, fiir welche 
lI(x) umgebende Menge yon y ist. Sei Yo irgendeiner dieser Punkte, also 
~ t ( x ) = ~ ( y o )  , so muB ~ l (x )  nach (C) such eine Yo umgebende Menge 
sein. ~ l (x)  i s t  also eine x enthaltende oflene Menge: (A ~ ist erfiillt. 
Zugleich sieht man: 

(e) In jeder ~ (x)  gibt es eine x enthaltende oftene Menge. 

Hieraus und aus (9)  folgt (D~ ferner folgt (B ~ aus (Ba) ,  (C ~ 
aus (B b). Vnsere Definition oftener Mengen erfiillt also (A ~ bis (D ~ 
d .h .  liefert einen topologischen Raum im ffiiheren Sinn. DaB nun fiir 
jeden Punkt x die Gesamtheit der in diesem topologisehen Raum den 
Punkt x umgebenden Mengen, -- d .h .  die Gesamtheit der Mengen mit 
einer x enthaltenden offenen Menge als Teilmenge (vgl. Anm. 16)) _ zu- 
sammenfMlt mit der Gesamtheit aUer ~ (x )  des gegebenen Systems, folgt 
ohne weiteres mittels (B b) und (e). 

6. Wenn man bei Einfiihrung topologiseher R~iume statt yon Um- 
gebungen yon offenen Mengen oder yon umgebenden Mengen ausgeht, so 
kann man sofort direkt mittels dieser Grundbegrifte die in Nr. 2 mittels 
des Umgebungsbegriffes eingefiihrten Begrifle ,,innerer", ,,Rand"- oder 
,,Hiiufungspunkt", ,,in ~ abgeschlossen" definieren. Man hat, wie man 
leicht sieht, in den Definitionen nut statt ,,Umgebung l I (x )"  iiberall , ,x 
enthaltende oflene Menge" bzw. ,,x umgebende Menge l I (x)"  zu setzen. 
/kueh ist aus dem Bisherigen klax, wie yon den drei Begriffen des ,,Um- 
gebungssystems", der ,,offenen" bzw. der ,,umgebenden Menge" aus jedem 
yon ihnen die beiden anderen herzuleiten sin& 

Sei bemerkt, dab alle in Nr. 2 eingefiihrten Begriffe Beziehungen einer 
Menge 2I rela$iv zum Raum 81 darstellen, in den ~I eingebettet ist. Anderer- 
seits kann man ~[ aueh fiir sieh allein sis einen topologisehen Raum an- 
aehen, wenn man als Umgebungen (in !~I) eines Punktes x yon 2 die Durch- 
sclmitte yon ~I mit den Umgebungen yon x in 81 definiert~S). Ist nun 
eine Monge ~ gemein~ame Teilmenge verschiedener Mengen 8t, yon denen 

~s) Vgl. Hausdorff, 1. c. s), S. 242. 
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jede vermSge vines in ihr einge[iihr~en Umgebungssystems einen topologisehen 
Raum darstellt, so k6nnen sehr wohl die dadureh in 9~ definierten Um- 
gebungssyseeme iibereinstimmen oder rniteinander gleichwertig sein. Dann 
erseheint ein and derselbe .Raum 9I in versehiedene Uberr~iume ~ ein- 
gebettet, .die Eigenschaften yon ~ relativ zu diesen verschiedenen l ~ u m e n  

kSnnen aber jedesmal andere sein19). Hingegen nennt man absolut ~~ 
solche topologische Eigenschaften eines Raumes 2 (oder Beziehungen yon 
9~ zu seinen Elementen und Teilmengen), die ~I zukommen, unabh~gig  
yon jeder etwaigen Einbettung in einen Uberraum. Als Beispiele hieffiir 
mSgen dienen: Zusammenhdngend heil~t ~) ein Raum 2 ,  wenn er keine 
Zerlegung in zwei punktfremde, nicht leere, in 2 abgeschlossene Teile 
~ ,  ~ (~  = !~ + ~) gestat~e~. Ersetz~ man hier das Wort abges~hlossen 
durch o/fen, so erhMt man zufolge (e) eine v6llig gleiehwertige Definition, 
die sich bei Zugrundelegung des Axiomensystems ( A ~  D ~ unmittelbar 
auf den Grundbegriff der offenen Menge stiitzt. ~ I m  Punkte x zusammen- 
hdn~end werde ein Raum 91 genannt, wenn es in 2 eine zusammenhiingende 
x umgebende Menge ~ ( x )  gibt. - -  I m  Punkte x zusammenhdnyend ira 
kleinen heillt ein Raum 2 ,  wenn jede x umgebende Menge ~ ( x )  in x 
zusammenh/ingend ist, wenn also in jeder l I ( z )  eine zusammenhiingende, 
x umgebende Menge ~ ( x )  enthalten ist~'z).-~ gusammenMingend ira 
kleinen ~'~) heist ein Raum 2 ,  wenn er in jedem seiner Punkte zusammen- 
h~ngend im kleinen ist. -- Komponente eines Raumes 9.I heillt (naeh 
Hausdorff, 1. c.) eine zusammenhi~ngende in 2 enthaltene Menge, wenn sie 
in keiner zusammenhiingenden, in 9I enthaltenen Menge als exhte Teilmenge 
enthalten ist. 

1~) Z. ]3. ist die Menge 2 der Punkto (~,Tl,~), fiir die ~=0,  ~+~/~<1  ist, 
often im Raum 9~' aller Punkte ~=0,  hingegen abgesohlossen im R~am ~ '  aller 
Punkte ~+~/2<1.  [Nut seheinbar fiJhren wir ~P, 9~", ~i als Teitmengen des drei- 
dimensionalen Raumes a/2er Punkte(Koordina.tentripel) (~, ~,~) ein. Tatsgchlich 
handelt es sich nut um die Mengen ~{', ~R 'r, 9~ und um vine mSglichst einfache Be- 
sehreibung der in ihnen festzusetzenden Umgebuagsbeziehungen; vgl. s). I 

~0) Naeh F. Klein, Math. Ann. 9 (1876), S. 478. 
~1) Vgl. Hausdorff, 1.e.~), S.244; ebeaso schon (fiir speziellere R~.ume) N. J. Lenaes, 

Am. Journ. of Math. 113 (1911), S. 303; analog sehon friiher fiir abgeschlossene Mengen 
C. Jordan, Cours d'analyse, 2. 6d. (1893), t. 1, p. 25 (d'un seul tenant). 

~) Der Begriff wurde (f/Jr metrisehe Riiume) eingefiihrt yon H. Hahn, Jahresber. 
d. Deutsoh. Math. Vet. 23 (1914), S. 318, Sitzungsber. d. Wiea. Aired. d. Wiss. 12S (1914), 
S. 2483 und in anderer Ausdrucksweise yon St. M~zurkiewiez, vgl. Fundamenta ma~he- 
matieae, 1, S. 166 und wei~re deft angegebene Zitate, ein verwandter Begriff vorher 
yon Pin Nalli, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo 82 (1911), S. 392. Vgl. ferner I~I. Hahn, 
Fund. math, 2, S. 189. Die zweite Form obiger Definition fiir allgemeine topologische 
Ri~ume wurde L c. Iv) gegeben. 

Mathemst ieehe  Annalen. 88. 20 
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Sei eine Menge punkt[remder Riiume ~i  gegeben. Als Summenraum 
27 9~ dieser R/iume werde der Raum bezeiehnet, der aus der Menge der 
Punkte Mler ~i  entsteht, wenn als umgebende Menge eines jeden Punktes 
x i von ~R i ]ede Menge erkliirt wird, die eine den Punkt x~ im Raum ~ 
u m g e b e n d e  Menge als Teilmenge enth/~lt (Beispiel bei Ubertragung des 
gewShnlichen Umgebungsbegriffes der ~ - E b e n e  auf ihre hier betrachteten 
Tei lmengen:  i alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufend; ~i die Gerade 

= i~r, ~ die Geradenmenge sin~ ~ 0). Sei bemerkt, dal~ ein Raum 
keineswegs immer der Summenraum seiner Komponenten ist2a). Auf die 
Frage, warm dies der Fall ist, kommen wir an anderer Stelle (Beitr~ge II, 
Nr. 16) zuriiek. -- Sei eine geordnete Menge punktfremder Rgume ~i ge- 
geben (m. a. W. es wird die Indexmenge der i geordnet vorausgesetzt). 
Als Produktraum I!  ~i der ~R i wird -- in naheliegender Verallgemeinerung 
von Steinitz und Fr~chet angegebener Bildungen -- der folgendermal~en 
gebildete Raum bezeichnet: Elemente sind alle geordneten Mengen 
x = ( . . .  x l . . . ) ,  die entstehen, wenn man aus ]edem Raum ~i ein Ele- 
ment x i nimmt und die x~ entsprechend ihren Indizes ordnet; als um- 
gebende Menge H(x ~  x ~  ( . . .  x~  wird jede Menge von Ele- 
menten x erkl~irt mit fo]gender Eigenschaft: es gibt zu jedem x ~ eine 
umgebende Menge U,(x ~ in ~,, so dab ~(x  ~ alle Elemente x ~ (... x, ...) 
enth/itt, fiir die jedes x~ in U~(x ~ liegt. (Beispiele: Die $~-Ebene ist 
der Produktraum zweier Geraden, der ~-Aehse und der ~]-Achse, eine Torus- 
fl~che der Produktraum zweie~ Kreislinien, eine Kreiszylinderfl~iehe der 
Produktraum einer Geraden und einer Kreislinie.) Welche Anordnung der 
Indexmenge bei der Produktbildung verwendet wird, ist fiir den Produkt- 
raum, abgesehen v o n d e r  Bezeichnung seiner Elemente, unwesentlich: 
kommutatives Gesetz, speziell also / / ~  _~ ~R~ x ~ ~ ~., x ~{~; es gilt 

t=1,2  

aber aueh distributiv 9 ~x  ( Z ~ ) : ~ v ( ~  x ~ ) .  ~') 

Uber den Relativbegriff der  ottenen Menge beweisen wit noeh zwecks 
spiiterer Verwendung den 

Satz. Wenn ~ eine im Raum 9~ o]]ene Menge is$, wobei ~ also 
selbst hierdurch als t~aum de]iniert ie$, wenn ]erner ~ eine im Raum 
o]]ene Menge ~t, dann i~$ ~ im Raum ~ o]]en. 

Bezeichnen wir n~mlich mit ~ ( x I ~  ) eine umgebende Menge des 

:~) Z. B. ist dies nicht der Fall, wenn ~ aus allen Punkten der Geraden ~ = 0 
und ~ l/n (n= 1,2  . . . .  ) besteht, wie die Betrachtung der Umgebung eines Punktes 
au[ ~ = 0 zeigt. Komponenten sind dabei die einzelnea Geradvn. 

g4) Man kann auoh, wie Frl. E. Noether gelegentlich bemerkte, die Frage naoh 
der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primfaktoren stellen, yon deron Beantwortung wir 
abet wohl noch recht entfernt sind. 
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P u n k t e s  x im R a u m  ~ ,  so sind die ~ t ( x ] ~ )  def inier t  als Durchschn i t t e  

~ . l I ( x l ~ )  und  nach  Vorausse t zung  gibt  es' fiir jeden P u n k t  x von  ~: 

eine ~ ( x i g A ) ~  und  eino ~ ( x ] ~ } ) = ~ - f i ( x I g A ) ~  , woraus  fo lg t :  

d. h. ~ (x  i 9A) ~ ~ und d a m i t  die B e h a u p t u n g .  

7. Der Ubergang, der yon jedem der drei betrachtet~n Axiomensysteme zu jedem 
anderen mSglieh ist, zeigt, dab diese drei Systeme im Wesen die gleiehe Abgrenzung 
des Begriffes des topologischen Raumes geben. Wenn wir das Wort ,Umgebung" fiir 
den Augenblick in allgemeinerer, sowohl die offenen wie die umgebenden Mengen mit- 
umfassender Bedoutung nehmen, so kSnnen wit sagen, dais die drei betraehteten 
Axiomensysteme verschiedene Auffassungen des Begriffes Umgebung darstellen. Hierbei 
wird im besonderen, wenn das System aller offenen Mengen an die Stelle eines be- 
liebigen Umgebungssystems tritt, die Forderung (C) dutch eine scMirfere ersetzt und 
zugleich der Umstand beseitigt, daiS die Mengen l l (x)  nur ein~elnen ihrer Punkte zu- 
geordnet sind, w~hrend andererseits beim Ubergang zu den umgebenden Mengen die 
Forderung (C) fallen gelassen wird. Beide Male vereinfaeht sieh gegeniiber (B) die 
auf den Durchschnitt beziigliche Forderung (B ~ bzw. (]3). lm dritten Axiomen. 
system ist (C) das ausschlaggebende Axiom. Dieses Axiom finde ich bereits in iilteren 
Aufzeichnungen (von Anfang Sept. 1913) fiber ein Axiomensystem fiir ,Umgebungen", 
zu dem Hilberts Charakterisierung yon Umgebungen in der Ebene und Fr$chets all- 
gemeine Limesuntersuchungeo die Anregung gegeben hatten 2~) und wobei die Frage 
ins Auge gefaiSt war, - -  auf die ich noch hoffe, zuriickkommen zu kSnnen, ~ nach 
einem Axiomensystem ffir Umgebungen und einem gleichwertigen fiir Limiten ( eventuell 
auch unter Erweiterung auf allgemeinere Folgen, etwa mit transfiniter wohlgeordneter 
Indexmenge2~ derart, daiS nicht nur in der iibliehen Weise aus den Umgebungen die 
Limiten, sondern auch umgekehrt jene aus diesen ableitbar sind~). Fiir gewShnliehe 
Limiten wurde 'ieh auf ein dem ersten Abz~hlbarkeitsaxiom (E) yon Hausdorff ann- 
loges Axiom geffihrt~S). Mit solchen Ab~inderungen des Axiomensystems sind natfirlich 

~'~) D. Hilbert, Math. Ann. 56 (1902)= Grundlagen der Geometric, 3. Aufl. (1909), 
S. 179; M. Fr~chet, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo 22 (1906), S. 1. 

~6) Man vgl. die R~ume, die nach Hansdorff, i. c. ~), Kap. 7, w 1, S. 214 dureh 
transfinite geordnete Mengen dargestellt werden; siehe auch diese Beitr~ge I I  das 
Beispiel in w 4. 

~) Aul~er den beiden primitiven Fr~chetschen Forderungen fiir Limes- l~ume 
(,classes L") - -  vgl. 1. e. ~), S. 5, 6 ~ genfigen aus Urngebungen abgeleitete Limiten 
eo ipso einer Reihe weiterer Forderungen, so: dalI jede aus einer Folge mit dein Limes 
x durch Umordnen, Hinzuffigen endlieh vieler Elemente, endlieh oftmaliges Setzen der 
Elemente gebildete Folge ebenfalls den Limes z hat, desgleiehen jede aus endlieh 
vielen Folgen mit dem Limes z dureh Vereinigung gebildete Folge; ferner, falls das 
erste Abziihlbarkeitsaxiom (E) - -  vgi. ~s) __ gilt, dal~ zu jeder Folge yon Folgen mit 
x als Limes der Limites: ~(~} ~,(~ �9 lira x~ (~) : x ~*} (~ = 1, 2, .), lira x {~1 : x,  Zahlen 

k~ gehSren, ao dal~ lim ~ = ~ stets, wenn h, ~/r fiir jedes ~. 
~ a o  st 

as) Vgl. Hausdorff, 1. c. ~), Kap. 8. Im fibrigen soheint mir fiir die erwiihnt~ 
Frage niitzlich, die Axiome, die die Umgebungen nur eines Punktes (bzw. die Folgen 
mit demselben Punkt als Limes) betreffen, zu unterseheiden yon jenen, die sigh suf 
mehrere Punkte beziehen. 
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Ab~nderungen des Begriffes des topologisehen Raumes verbunden, die nicht immer 
blolt in spezialisierenden Einengungen bestehen. So hat ein solches ctwas abweiehen- 
des System L. Vietoris in der sehon zitierten (z. T. vor dem Krieg, seit 1913, ent- 
standenen) Arbeit angegeben und ~ls gleichwertig mit einem auf F. Riesz und W. Gro6 
zuriickgehenden Axiomensystem ffir H/iufungspunkte naehgewiesen~9). 

B. Umgebungen yon Mengen. - -  Trennbarkeitsaxiome. 

8. Man kann dell Begriff der Umgebung, bzw. umgebenden Menge 
in folgender Weise verallgemeinern: Ist 9/ eine Punktmenge eines topo- 
logisehen Raumes ~,  go heiBe jede Menge, welehe umgebende Menge eines 
jeden Punktes x yon 9/ ist, eine 9/ umgebende Menge 1I(9/). Ferner 
heil]e jede offene, 9/als Teilmenge enthaltende Menge eine Umgebung 11(9/) 
yon 92:~~ m. a. W.: 11(9/) enth/ilt zu jedem Punkt x yon 9/ (in jedem 
zu ~ gehSrigen Umgebungssystem) eine Umgebung yon x als Teilmenge. 
Besteht 9/ aus einem einzigen Punkt x, ist also 9 / =  {x}, so fiillt 
~({x})  mit dem bisherigen l I (x)  zusammen und jede 11({x})ist  (wenn 
nieht im urspriinglichen Umgebungssystem, dann in einem gleiehwertigen) 
eine 11(x). Es gilt der eine Verallgemeinerung des Axioms (0) dar- 
stellende Satz : 

(I) Ist eine die Menge 9/ umgebende Menge 1I(9/) gegeben, so bildet 
die Menge ~ aller Punkte y, fiir welche ~t(9/) eine y umgebende Menge 
ist, selbst eine 9/ umgebende Menge, und zwar ist ~ eine offene Menge. 

9. Wie bekannt und aueh aus Beispielen ersiehtlich, die wit im 
folgenden betraehten, fallen unter den Begriff des topologisehen Railmes 
naeh der gegebenen Hausdorffschen Definition manehe ziemlieh seltsame 
Gebilde, go dal~ fiir viele Betraehtungen eine engere Abgrenzung des 
Raumbegriffs erwiinscht wird. Hausdorff erreieht solehe Einsehriiakungen 
dureh seine beiden Abziihlbarkeitsaxiome. In anderer Riehtung liegen 
die im folgenden betrachteten Einschr~nkungen. Sie kniipfen an das 
Axiom (D) an, alas wir im folgenden als ,,erstes Trennbarkeitsaxiom" 
bezeiehnen und dahin ausspreehen kSnnen, dafl es zu zwei punktfremden 
Mengen 9/, ~ stets dann punktfremde Umgebungen 1I(9/), 11(~)gib t ,  
wenn jede der Mengen 92 und f~ nut aus einem einzigen Punkt besteht. 
Fiir die wiehtigsten Beispiele topologiseher Riiume ~ sind solche punkt- 
fremde Umgebungen 11(9/), 11(!1~) aber noeh in viel allgemeineren Fiillen 
zweier Mengen 92, ~ vorhanden. Insbesondere gilt dies, sobald 9~ und 
zwei in ~ abgesehlossene punktfremde (nieht leere)Mengen sind, fiir alle 
,,metrisehen" RiiumeSl), desgleiehen aueh fiir alle dutch einen Ordnungs- 
typus (einer einfaeh geordneten Ylenge) bei entspreehender Umgebungs- 

99) 1..e. 3), S. 176. 
~o) Vgl. Carath6odory, 1. c.t~ Hahn,  1. e.~).  
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definition 3~') darges~ell~en Riiume ~ .  Dariiber hinaus gilt, wie wit zeigen 
werden (vgl. Nr. 24) flit die genannten Raumtypen die Existenz punkt- 
fremder Umgebungen Lt(9~), 1I ( ~ )  iiberhaupt stets dann, wenn yon den 
punktfremden nicht leeren Mengen 9~ und ~3 keine einen Hiiufungspunkt 
der ~nderon enth/ilt. 

Diese Aussagen stellen eine so wesentliehe Kennzeiehnung des R~um- 
oharakters der wichtigsten topologischen Pdiume dar, da~ sie als besondere 
,,Axiome" (besser w~re vielleieht zu sagen: ,,Postulate") fiir Umge- 
bungen aufgestellt und in ihren Folgerungen untemucht zu werdeu ver- 
dienen. Einen Sonderfall zweier punktfremder abgeschlossener Mengen 
~,  ~ ,  mit dem wit uns noch besonders beschi~ftigen werden, stetlt der 
Fall dar, dab die eine der Mengen, etwa ~ ,  nur einea einzigen Puakt x 
enthiilt: ~ ~ {x}. Danach gelangen wir zur Aufstellung yon Axiomen, 
die wit der Reihe nach als ,,zweites", ,,drittes" und ,,viertes Trennbar- 
keit~axiom" beaeichnen und in denen die Existe~tz, l)~nkt]rem~er Um- 
gebuugen U (92), 1~ (~)  gefordert wird : 

(g) wenn x ein beliebiger Punkt, ?3 = {x} and s~ eine beli~ige ab- 
gesehlpssene, nicht leere, den Punkt x nicht enthaltertde Menge iat; bzw. 

(h) ///r irgend zwei punkt]remde nid~t leere abgesehloaaene Mengert 
'~l, ~ ;  bzw. 

(i) tiir irgend zwei purtktlremde ~i~ht leere Mengen 9~, ?3, derert 
keine einen Hdu]ungepunkt der anderen enthdlt. 

Jedes dieser drei Axiome umfallt das vorhergehende3S). Wean wir 
eines dieser Axiome dem Axiomensystem ( A . . . D )  fiir Hausdorffsche 
Systems yon Umgebungen, oder dem Axiomensystem (A~ ~ fiir 
offene Mengen oder dom Axiomensys~em (A . .. D) fiir umgebende Mengea 
hinzufiigen, so ist es dabei nut nStig, den Begriff ,,abgesehlossen" bzw. 
,, FIiiufungspunkt" auf den betreffenden GrundbegritI ,, Umgebung" bzw. 
,,offene Menge" bzw. ,,umgebende Menge" zuriickzufiii~ren (vgl. Nr. 2, 6 ). 
3e naehdem wir unsere drei Trennbarkeitaaxiome fiir den Grundbegriff 
der Umgebung, der offenen Menge oder der umgebenden Menge ausge- 
sprochen denken, wollen wir sie der Reihe naeh mit (G), (H), (J) oder 
(Go), (HO), (do) oder (G), (H), (J) bezeichnena'). 

~) Das sind R~iume tnit einer tier ,Dreieeksungleiehung" ~ .-}-y)~ a;~ gonligenden 
Definition des Abstands ~-y = y)-x~_0 irgend zweier Punkto m, y ( ~ j  = 0 gleichbc- 
deutend mit x =  y).  Vgl. Hausdorff, 1. c.~), S. 211. 

~9) Naeh Hausdorff, 1. c. S. 214. 
~a) Dal~ jedes dleser Axiome vdrklich immer ~ioder eine stlirkere Eimohriirikung 

des Raumbegritt8 bewirkt, wird in Nr, 11, 14, 15 gezoigt. 
~4) Die Buchataben (E) ,  (F)  mSgen den yon Hausdorff so bezeichneten Abz/ihl- 

barkeitsaxiomen vorbehalten bleiben. 
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10. Wir fiihren zuniichst das dritte Trennbarkeitsaxiom in der be- 
senders einfachen Fassung an, die man erhiilt, wean man es fiir den 
Grundbegriff der oitenen Menge aussprieht: 

(I-I ~ Sind ~ ,  ~ zwei offene Mengen, deren Vereinigung gleich dem 
Gesamtraum ist: (~ ~-~) ~- 91, dann gibt es zwei punk~fremde offene Mengen 
(~,, ~ , ,  so dab (~ 4 (~1 = 91 und ~) ~- ~1 -~ 91 isb. 

DaB ein bel iebiger  topologischer Raunl diesem Axiom nicht geniigt, d. h. daft 
(H ~ koine Folgerung aus (A ~ . . .  (D ~ ist, ist etwa an dem yon Hausdorff, 1. c.~-), 
S. 264 tmgefiihrten (in1 fo]genden etwas spezialisiert wiedergegebenen) Beispiel zu 
ersehen (Beispiel ~ ) :  Man betraohte alle Punkte x einer Geraden und definiere 
als offene Mengen alle Mengen, die im gew6hnlichen Sinn often sind odor aus e/nor 
im gewShnlichen Sinn offenen Menge dureh Weglassung einer abz~ihlbaren Punkt- 
nlenge entstehen. Ist in dem so definierten topologischon Raun1 ~) bzw. ~ gleich 
der Menge aller Punkte mit Ausnahme von x ~ 0, bzw. mit Ausnahnle aller Punkte 
x = 1 : n  ( n =  l, 2, 3, . . . ) ,  so ist (H ~ nicht orfiillt. 

11. Aus (H ~ erhiilt man das zweite Trennbarkeitsaxiom (G~ 
wenn man darin ~ dutch eine Menge ersetzt, die aus allen Punkten yon 
9t mit Ausnahme eines einzigen Punktes x besteht: ~) -~ ~ -- { x }. Man 
erhiilt : 

(G ~ Ist q6 eine offene, den Punkt  x enthaltende Menge des Raumes 3t, 
dann gibt es zwei punktfremde oftene Mengen (~1, ~1, so dal~ ~ ~- (~1 = 9t 
ist und ~)1 den Punkt x enth~ilt. 

(G ~ ist eine Folge yon (H ~ -- und den Axiomen (A ~ B ~ C ~ D ~ - - ,  
da eine Menge 9 1 -  {x)  naeh Satz (d) often ist. Daft (G ~ ebensowenig 
wie (H ~ eine Folgerung yon ( A ~  D ~ ist, zeigt alas gleiehe oben an- 
gefiihrte" Beispiel ~1, in welchem ja gerade ein Fall betraehtet wurde, 
we ~ alle Punkte mit Ausnahme eines einzigen umfaBt (vgl. auch 
Anm. 85). 

12. Fiir manehe Betrachtungen ist es niitzlich, an Stelle der Aus- 
sagen (G ~ bzw. (H ~ die folgenden mit ihnen vSllig gleiehwertigen (G 1) 
bzw. (H 1) zu verwenden: 

(G 1) Zu jeder einen Punkt  x umgebenden Menge ~ ( x )  gibt es eine 
in ih~ enthaltene, abgesehlossene, x umgebende Menge ~t~ (~). 

(H 1) Ist ~l eine abgesehlossene, nicht leere Menge, so gibt es zu 
jeder 9~ umgebenden Menge ~ ( ~ )  eine in ihr enthaltene abgeschlossene, 
~I umgebende Menge ~ (~ ) .  

Wir wollen den Beweis der Gleichwertigkeit von (H ~) mit (H ~ aus- 
fiihren. Der entsprechende fiir (O 1) und (G ~ verliiuft ganz gleiehartig. 

Sei also (HO) erfiillt. Dann ist ~ (sis zu ~ punktfremd) in 91 -- ~ 
und daher in ~ enthalten : ~ t  ~ ~ --  ~1 m q~ odor 91 -- ~ ~ @1 ~ 91 -- ~ t .  
Demnaeh ist q~t (als ofiene Menge) und also auch 9 1 -  ~ t  umgebende 
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Menge von 3 { -  (~. Analog ist 91 umgebende Menge von ~ -  ~). Beim 
Beweis yon (H 1) kann man nun ~(9~) often annehmen, da es zu ~ ( ~ )  
stets eine (gem~iB Satz (f) zu bildende) oftene ~ umgebende Toilmenge 
yon ~(?1) gibt, die an Stelle yon ~(~1) genommen werden kann. Sind 
dann (~1, 91 Mengen, wie sie dem Axiom (H ~ fiir @ = ~ (~), ~ = 3{ -- 
entsprechen, so sei ( ~ l ) a = ~ ,  die ,,abgesehlossene Hiille" (vgl. Nr. 2) 
yon 91, also (9~ -  ~1)~= 3{--~1 die (oftene) Menge aller Punkte, fiir 
die 3 { -  91 umgebende Menge ist. Da nun naeh dem oben gesagten 
3{-- 91 umgebende Menge von 3{-- ~ ist, so folgt 3{-- ~ 1 ~ 3 { - -  q~, 
d.h. die abgeschlossene Menge ~ ist in @ enthalten: ~1 ~ ( ~ ) .  Naeh 
dem oben Gesagten ist aber ~)1 und daher aueh ~ 1 ~ 1  umgebende 
Menge yon 3 { - - 9 =  9~. Setzt man also ~ - ~ ( 9 ~ ) ,  so ist (H ~) er- 
fiillt. - -  Sei umgekehrt (H x) erfiillt und seien @, ~ zwei oftene Mengen 
and |  Setzen wir 3 { - - ~ = 9 ~ ,  so ist @~ ? l ,  also @ eine ~1 
umgebende Menge. Wit wenden (H ~) auf ~(~)-----@ an and bezeiehnen 
mit ~1 eine oftene ~ enthaltende Teilmenge yon ~t~(9~) (eine solche liillt 
sieh gem~il~ Satz (f) stets bilden). Es ist also ~ oder ~ x = 3 { .  
Ferner ist qfi~= 3 { - - ~ ( ~ l )  eine offene Menge ~ 3 { -  ~ ( ~ ) = 3 ~ -  qS, 
d.h. q~ ~ @1 = 3{ und somit (H ~ erftillt. 

13. Wie bereits erw/ihnt, ist eines der besproehenen Trennbarkeits- 
axiome, ngmlich (G ~ vfllig gleichwertig mit einem yon L. Vietoris auf- 
gestellten Umgebungsaxiom, das, ausgesproehen fiir umgebende Mengen, 
(in unserer Terminologie) so lautet: 

(O ~) Zu jeder den Punkt x umgebenden Menge ~ ( x )  des Raumes 3{ 
gibt es eine in ihr enthaltene, x umgebende Menge ~t~ (x), so dab 3{ -- ~ ( x )  
umgebende Menge yon 3 { -  93(x) ist. 

Ganz analog ist mit (H ~ gleichwertig die Aussage: 
(H ~) Zu jeder die abgeschlossene Menge 2 umgebenden Menge ~(9~) 

gibt es eine in ihr enthaltene 91 umgebend~ Menge ~ (9~), so dall ~ - ~t~ (9~) 
umgebende Menge yon 3 { -  ~ (~l) ist. 

Es geniige der Naehweis der Gleiehwertigkeit yon (H ~) mit (H ~) 
(und daher mit (H~ Ist in der Tat (H ~) erfiillt und ~ ( 2 )  eine die 
abgesehlossene Menge 2 umgebende bienge, dana gentigt die gemi~ll (H ~) 
vorhandene abgesehlossene Menge ~(9~) zugleieh der Aussage (H~), wie 
daraus ersichtlieh ist, dal~ 3{ - -~ (91 )  often und " - -3{ - -~ (~ )  ist. Ist 
umgekehrt (H ~) erfiillt und ~(9~) eine die abgesehlossene Menge ~ um- 
gebende Menge, ferner ~ o ( ? I ) _ ~ ( ~ )  gem~ll (H ~) yon der Art, da~ 
3{ -- ~o  (9) und daher aueh (3{ -- ~o  (~/))~ =- 3{ -- ~ (~), -- unter ~ (~) 
die abgesehlossene Hiille yon ~fJ0(9~ ) verstanden -- ,  umgebende Menge 
von 3 { -  ~ (~ l ) i s t ,  so ist ~ ( 9 2 ) ~ ( ~ I )  und (H ~) erfiillt. 
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14.  Es  wurde  schon gezeigt,  dab  das zweite T rennba rke i t s ax iom (G ~ 

y o n  den  Ax iomen  (A ~ B ~ C ~ D ~ unabh~in~ig ista6). Anderersei ts  ist  

des  d r i t t e  T r e n n b a r k e i t s a x i o m  (H ~ yon  (A ~ B ~ C ~ D ~ G ~ unabh~ingig, 

wie du tch  folgendes Beispiel belegt  werde. 

B e i s p i e l  ~e:  Die Gesamtheit der Punkte des Raumes ~t sei durch die Menge 
der Punkte des Ebenenpasres ~-e= 1 im reelIen euklidischen dreidimensionalen $ ~ ~- 
Raum dargestellt. Jeder Punkt x yon ~, fiir den ~/~<: 0 ist (wir wolien diese Punkte 
,Nebenpunkte" nennen), gelte a]s isoliert, d. h. jede z entba]tende Menge, speziell die 
Menge {x) gelte als eine z umgebende Menge. Fiir einen ,Hauptpunkt" x = (~o, 0, ~0) 
(wo $0- -4 -1 )  werde aber als umgebende Menge U (x) jede Mcnge bezeiehnet, fiir 
welche es eine ganze positive Zahl m gibt, ~o dal] in der Men~e entha]ten sind: 

1. der Punkt (~o, 0, ~'o) sowie, mit Ausnahme hSchstens abz~ih]bar unendlich 
vieler, a]le iibrigen Punkte der Geraden ~ = ~o, ~ = to; 

2. fi]r jedes n ~ m alle Punkte der Gereden ~ = - ~o, Y = 1 : (nn~- arecot ~o)-- ~ (to), 
hSchstens endlieh viele Punkte auf ]eder dieser Geraden ausgenommen. 

An der unter 2. getroffenen Festsetzung, bei der srecot den zwisehen 0 und 
gelegenen Hauptwert bedeutet, ist wesentiich nur, dab zu jedem $o abzghlbar vieIe 
Gerade ~--const .  (=~ 0) geh6ren, zu verschiedenen Werten ~:o aber immer wieder 
andere. Z. B. wiire die Festsetzung ~ ( ~ ) = n ~ - a r e c o t ~  (oder = 4 n - ~ a r e e o t $ )  
ebensogut brauchbar. 

DaI~ diese Festsetzungen (A), (B), (C-) erffillen, ist unmitte]bar ersiehtlich, 
bezfiglich (D)  geniige es, da sich die anderen Fi~lle noeh wesentlich einfacher vr- 
ledigen, zwei Hauptpunkte in versehiedenen Ebenen zu betrachten: z~ = (~l. 0, ~) ,  
z.2---(~, 0, ~2), ~ - - - - ~ .  Bilden wir dann fi(x~) aus den Punkten der Geraden 

= ~'~, ~=  ~, sowie aus allen Punkten jeder Geraden ~'=--~'~, y---q~n(~) mit Aus- 
nahme des Punktes ~=  ~ 1 4 - ~ - - ~ ,  so sind 11 (z~), U(zo) offenbsr punktfremde x~ 
bzw. x~ umgcbendc Mengen. Zugleich mit (A) his (D) sind (A ~ bis (D ~ crfiillt. 

DaB des Axiom (G ~ erfiil]t ist, ist gezeigt, wenn wit naehweisen, dal~ zu einem 
Punkt z und zu einer x nieht enthaltevden sbgeschlossenen Menge 92 (= ~ - - ~ )  
stets zueinandcr punktfremde umgebende Mengen 1I (x) and l:l (92) existieren. (Zm 
folge (e) und (f) gibt es dsnn oftene umgebande Mengen f~t~-~(x)~__~(x), 
f~x=~(PJ)~_~fi(?l), die der Au~sage (G ~ geniigen~. Ist  z ein Nebenpunkt, so 
braucht man hierzu nur t t (x )  = {x}, 1 I (92 )=~- -  {x} zu nehmen. Ist x=(~o, O, ~o) 
ein lClauptpunkt, so sei ~ ~leich der Menge sllor nicht zu ~ geh6renden Punkte der 
Gersden ~ --- ~0, ~ -- ~0, des sind alle bis auf hSchstens abz~ihlbar unendlieh viele, da 
sonst z gegen die Vorausseizung Hiiufungspunkt yon 92 wiire. Ferner sei ~ die 
Menge aller nicht zu 92 geh5renden Punkte a]ler Gemden ~" = -- ~'o, Y = q~ (~o) (n = 1, 2 .... ). 
Hierbei mul} es,ein m geben, so dab f i i r n  ::~ ~n auf jeder dieser Geraden hSchstens 
endlieh vicle Punkte zu 92 gehSren, da sonst x tti~ufungspunkt yon 9,I wlire. Often- 
bar i~t : ~ - ] - ~ = f i ( z )  eine umgebende Menge von x. Andererseits ist ~ - - l l ( z ) =  8 
eine umgebende Menge yon ~J. Ffir die Nebenpunkte yon 92 ist des klar, da fi (x)  
keinen diesor Nebenpunkte enth~lt, desgleichen ffir die Haupipunkte (~ ,  0, ~o) mit 
~ 4 ~o, ds ~ die ganze Gerade ~ = ~o, ~ -- ~ und alle Geraden ~ = -- ~o, ~ = g% ( ~ )  
vSllig enthRlt. Ist aber x~-- (~ ,  0, --~o), so enth~|t ~ yon der Geraden ~=--~'o, ~ - - ~  

3b) Des zeigt such ein Beispiel yon L. Vietoris, 1. c. 3), S. 174/175, dM (G 1) sis 
unabh~ngig yon (A . . .  D) nachweist. 
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alle Punkte h6chstens mit Ausnahme der abziihlbar unendiich vielen, fiir die ,] -- ~n (to) 
ist, und ~ enth~lt welter yon jeder Geraden ~ = ~0, ~ = ~n (~1) alle Punkte h6chstens 
mit Ausnahme des einen, fiir den ~ =-t0 ist. ~ ist also umgebende Menge aller 
Hauptpunkte x t ~: x o und somit auch yon 91. AuBerdom ist ~ = H ( ~ [ )  nach Kon- 
st.ruktion zu U (2)  punktfromd, (G ~ also erfiillt. 

Hingegen ist (H ~ nicht erfiillt. Hierzu nehmen wit fiir 91 bzw. ~ die Mengo 
aller Hauptpunkte der Ebene ~" = 1 bzw. ~ = -  1, die offenbar beide abgeschlossen 
sind, und behaupten, dab es punktfremde umgebende Mengen II (9I) und D (@) nicht 
geben kann. F(ir @=~R-91 ,  ~ )=~R--~  ist dann (H ~ nicht erfiillt. In der Tat 
nehmen wir an, es gebe zwei punktfremde umgebende Mengen ~-I(91), ~ ( ~ ) ;  indem 
wir l l (~ )  nStigenfalls dutch 9t--D(9~) ersetzen, kSnnen wir voraussetzen, es sei 

(92) + II ( ~ ) =  9~. In D (~9) ist dann (als zur Umgebung von (~:, 0, --I)  geh6rig) Iiir 
jeden Weft yon ~ sine Gerade ~ = 1 ,  V=gn(_Z) (und sogar abz~ihlbar un- 
endlich viele) ganz oder bis auf endlich viele Punkte enthalten. Das ist 
im ganzen eine Menge F yon Geraden ~ =konst .  yon der Mgohtigkeit c 
des Kontinuums. Andererseits gibt es zu jedem Weft to h~chstens abzghlbar 
viele Gerade der Menge /~, so dab der Punkt ~=~0 der betreffenden Ge- 
raden zu ~ ( ~ )  gehSrt. Denn auf jeder Geraden ~ = 1, ~ = to gehSren alle Punkte 
bis auf abz~hlbar viole zur Umgebung yon (to, 0, 1) also zu ~(9~). Bezeichnen wir 
also mit ~1 die Menge aller auf den Geraden aus P liogenden Punkte, ferner mit 
bzw. ~ die Menge jener Punkte yon ~1, die zu 11 (gJ) bzw. II (~)  gehSren, so erhalten 
wir sine Zerlegung ~1 = ?~ % ~ v o n d e r  Art, dafl in $1 auf jeder Geraden ~--konst .  
hSchstens abziihlbar unendiich viele Punkte zu ~ ,  hingegen auf jedor Geraden 

--konst. hSchstens endlich viele Punkte zu ~ gehSren. Dann miiflte aber eine Zer- 
legung derselben Art wie fiir ~ ebenso fiir die ganze S y-Ebone $ mSglioh sein, 
wie man sieht, worm man die Menge _r' eineindeutig auf die gleichmKchtige Menge 
aller Geraden ~ -: konst, der Ebene ~ abbildet. Daft aber sine splcho Zerlegung yon 
nicht mSglich ist, beweisen wir in Nr. 16. 

15. W i r  wo l l en  ~un n o c h  zeigen, d~l~ ~uch das  v i e r t e  Trennb~rke i t s -  

~xiom y o n  den ~nderen T r e n n b a r k e i t s ~ x i o m e n  un~bh~ingig, d . h .  daft ( J ~  

keine Fo lge  y o n  ( k  ~ B ~ C ~ D ~ [-I ~ ist. H ie rzu  b e t r s c h t e n  wir  dss  

B e i s p i e l  ~ oines Raumes ~ . ,  den man aus dem Raum ~ des Beispiels ~ 
durch Hinzunahme sines weiteren Punktes ~ .  folgendermaflen erh~,lt. Die Erkl~rung 
umgebender Mengen ffir allo Punkte x aus ~ beh&lt man bei; als umgebendo Menge 

(~c.) wird, jede Menge erkl~irt, die ~, enth~lt und auBerdem umgebonde Menge 
aller Hauptpunkte (beider Ebenen) mit Ausnahme h6ohstens endlieh vieler ist. 
Die Axiome ( A ~  D ~ siad dann wieder erfiillt. Seien nun g ,  ~8 zwei punkt- 
fremde abgeschlossene Mengen. Wir wolIon die Existenz punktfremder umgebender 
Mengen 11(91), 1~(,~0) naehweisen und damit zeigen, dab (It ~ ediillt ist. Da die 
Mengen 91, $5 nicht beide den Punkt x ,  zum H~ufungspunkt haben kSnnen, da sis 
ihn sonst beide enthalten miiBten, so enth~,lt wenigstens eine der Mongen, etw~ 91, 
hSchstens endiich viele Hauptpunkte. Sei x~ = ($v, 0, ~'~) sin t tauptpunkt  aus 91. 
Da x~ nieht H~ufungspunkt yon ~9 ist, gibt es auf der Oeradon ~ = ~ ,  ~ = Sv hSehstens 
abz~hlbar viele Punkte yon ~ und es gibt ein my, so .dab fiir n ~ my auf jeder Geraden 
~" = - ~ ,  ~/= ~ (~,) hSchstens endlich viele Punkte zu ~) gehoren. Mit ~(z~)  werde 
die Menge aller nicht zu ~) gehSrigen Punkte bezeiohnet, die auf der Geraden ~ =~ ~ ,  

= ~v oder auf einer der Geraden ~ = --'~,, , /=  ~ (~v) (~ => my) liegen. Es werde 
(~I) gleich der Vereinigung yon ~ mit allen ~ (zv) gesetzt (bzw. ~ (~)  = ~,  wenn 91 
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keinen Hauptpunkt enth/ilt). Dann ist tI(~l) eine umgebende Menge yon 9~. Feraer 
ist die Menge ~,--U(~I),  wie leicht zu sehen, umgebendeMenge jedes ihrer Punkte 
und daher eine D umgebende und zu ti(92) punktfremde Menge. Also ist (H ~ er- 
fiillt. Da0 aber (J~ nieht effiillt ist, folgt, wie im Beispiel ~ durch Feststellung 
der Tatsache, dad fiir die Menge 9~ aller Hauptpunkte aus ~- = ~- 1 und die Menge 
aller Hauptpunkte aus ~ = -  1, von denen keine einen H~iufungspunkt der anderen 
enthii|t, punktfremde umgebende Mengen U (9~), II (~) nieht existieren. (Zum Unter- 
schied yon Beispiel ~ sind 9~ und ~ ]etzt nicht abgesehlossen, da x. Hiiufungspunkt 
yon 9~ wie yon ~ ist, ohne diesen Mengen anzugehSren.) 

16. Wir beweisen den 

Sa tz .  Es ist nicht m6glich, die Menge ~ aller Punkte (x, y) der 
Ebene so in zwei Teilmengen zu zerlegen: ~ = ?~ ~ - ~ ,  daft au/ jeder 
Geraden x ~ konst, h6chstens abzdhlbar unendlich viele Punkte zu 
und au/ ]eder Geraden y = konst, hSehstens endlich viele Punkte zu ?~ 
gehdren. 

Beweisa6) .  W~ire { ~ :  ~ ~ - ~  eine solche Zerlegung und ist ~ eine 
abziihlbar unendliche Menge von Werten x, ferner ~.~ die hSchstens ab- 
z~hlbar unendliche Menge der Punkte  (xo, y) aus ~ ,  fiir die x o zu E ge- 
hSrt und ~ die gleichfalls hSchstens abz~ihlbar unendliche Menge der Werte 
Y ~ Yo, fiir die es einen zu ~.~ gehSrenden Punkt  (x,  Yo) gibt. Dana 
gibt es Were. y-----y~, die nicht zu ~) gehSren. Fiir einen solchen Weft 
Y ~ Yl gehSren alle Punkte  (x,  y~), fiir die x zu ~ gehSrt, nicht zu C ,  
also zu ~ ,  es gibt also auf der Geraden y ~-y~ unendlich viele Punkte  
aus ~ ,  im Widerspruch zur Annahme. 

17. In Nr. 16 is~ ein Sonderfall erledigt aus einer Klasse yon Fra.gen, 
die allgemein so lauten: 

(k) Gegeben sind vier M~ichtigkeiten m~, m~, u~, n~ ( bzw. m~, m~, m~, m~ ). 
Sei ~ = ~ ' " " ~ '  die Menge aller geordneten Paare (x~, x~) [wofiir wir auch 
(x,  y) ode~ (~, y) schreiben], wo x~ eine Menge der M~ichtigkeit m~, und 
x~ eine Menge der Miichtigkeit m~ durchlaufen sollST). Is t  ~ irgendeine 
Menge von , ,Punkten" (x~, x.~) der , ,Ebene" ~ ,  so bezeichne ~ o  die 

Menge aller Punkte  von ~)X, fiir die xa ~ x2 ist. Gefragt wird, ob es eine 
Zerlegung ~ ----- ~ -~ ~ gibt, so daft fii~ jedes x~ die Menge ~z,  eine M~ch- 
t igkeit  ~ n~ (bzw. < m~) und fiir jedes x~ die Menge ~ ,  eine Miichtig- 
keit  s n~ (bzw. < m~) hat~8). 

s6) Der Bowels verlauft durehaus parallel mit einer SehluBweise yon W. Sierpifiski; 
vgl. Nr. 18. 

8~) Verallgemeinerungen dieser Frage auf ,mehrdimensionale P~ume" yon ,Punk- 
ten" (xl, xt . . . . .  ~x) (n~>2) bleiben hier aufler Betraoht. 

8a) Diese Frage ist mir zuerst bei Untersuchung yon R~umen i~hnlich denen der 
Beispiele ~ ,  Ss (vgl. hierzu Nr. 21) in dem besonderen Fall entgegengetreten, daft 
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Dabei werde rt~ ~ lrt 1 , rt~ ~ 11t 9 (bzw. rll~ ~ m 1, 1Tt~ <~ m~) voraus- 
gesetzt. Andernfalls liegt niimlich sg) iiberhaupt kein Problem vor, da 
dann entweder die Zertegung ~ - ~  ~,  ~ ~ 0 oder die Zerlegung ~ = 0, 

-~ ~ alles leistet. Die Nummern 18. bis 21. enthalten einige Ausfiih- 
rungen fiber diese Fragcn und fiber ihr Auftreten bei Untersuchung ge- 
wisser topologischer R~iume. Die beiden Typen der Frage (k) ,  der eine 
auf die M~chtigkeiten mh, rth, der andere auf die M~ichtigkeiten mh, m~ 
beziiglich, sollen als Typus (ki) bzw. (kit) unterschieden werden. Der 
Typus (kH) umfal~t F~ille, die sich nicht zugleich in Gestalt einer Frage 
vom Typus (ki) bringen lassen, wenn niimlich eine der MiiQhtigkeiten 

1-1t p -  ~ - - ~  mad ~ = 0 oder gleich einer Grenzzahl (Limeszahl) ist. 

18. Wit betrachten die Frage (k~) ffir den Fall, dab m~ ~ m~ ~ lit, 
rt~ -~ n~ -~ ~t ~ m ist~~ Setzt man unter Berufung auf den Wohlordnungs- 
.satz mad die Theorie der transfiniten Ordnungszahlen m ~ ~,,  n = ~ 
(/~, r beliebige Ordinalzahlen), so lautet die Antwort: Eine Zerlegung der 
genannten Art ist dann und nur dann mSglich, wenn # ~ r q - 1 ,  also m 
die unmittelbar auf rt folgende Miichtigkeit ist. 

B e w ei s. Sei co~ die Anfangszahl der Zahlklasse Z (~)  und ao, a~, . . . ,  a~, . . .  
bzw. bo, b~ . . . . .  b . . . . .  (a < co,,) eine Zuordnung nller Elemente z bzw. y 
zur Menge Mler Ordinalzshlen -< w~,. Sei nun /~ = r q -1 ,  so werde ein 
Element (x, y ) =  (a~, b~) von ~ zu ~ oder ~ gerechnet, je nachdem 
,a __< fl oder g ~ /~  ist, und die Zerlegung ~ = s~ -t- ~ ist yon der Art, wie 
verlangt. Sei andrerseits /~ ~ ~ q-1 und sngenommen, es gebe eine Zer- 
legung der verlsngten Art. Sei Y eine Menge yon Elementen y yon der 

Miichtigkeit ~+~, ~ y  die Menge aller Elemente von ~ ,  fiir welche y 
'zu Y gehSrt; ferner X die Menge der Elemente x ~ x o, fiir die es e'in 
zu ~ r  gehSrendes Element (xo, y) gibt. Dana ist die Miiehtigkeit yon 
~ ,  mad daher such von X hSchstens s~+~, also < m. Es gibt also ein 

ml = m~ = c (M~iohtigkeit des Kontinuums) und nl = ns = ~0 ist (d. h. ~t~ l und ~]zs 
hSchstens abz~ihlbar u n e n d l i c h ) , -  ein Fall, der sehon yon W. Sierpi~ski betrachtet 
wurde (vgl. Anm. 6). Dieser Fall fiihrt bei Heranziehung der Theorie der Alephs 
auf die ungelSste Frage, ob c = ~l oder ~> ~ ist (vgl. Nr. 18). Demgegeniiber liel3en 
sich, wie wir sahen, fiir die RRume der Beispiele ~9~, ~B s die entsprechenden Fragen 
unter blol~er Verwendung der Nichtabz~hlbarkeit des Kontinuums erledigen. 

39) Sofern man den Satz gelten I~Bt, dab fiir zwei Miichtigkeiten m, n stets 
einer der Fii]le m~> n, m =  n, m<~u vor]iegen mul3. 

a0) In der hier vorliegenden Allgemeinheit verdanke ieh den Inhalt dieser Nr. 18 
einer freundliehen Mitteilung yon Herrn H. Hahn. Die Ausfiihrung lehnt sieh zum 
Tell an die yon Herrn Hausdorff mir vermittvlt~n Uberlegungen yon W..Sietpi~ski 
an [vgl. e)], die sieh auf den Fall n=No ,  m f c  (M~chtigkeit des Kontinuums) be- 
$iehen. Setzt man f ( a ~ , y ) = 0  oder = 1, je naohdem ( x ,  y)  in ~ oder ft liegt, so 
erh~lt man die in der Einleitung gew~hlte Form der Frage. 
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x = xx, das nieht zu X gehSrt. Dann gehSren alle Elemente (xl, y),  fiir 
die y zu Y gehSrt, nieht zu ~ ,  sondern zu ~ .  Also hat  eine Teilmengs 
von Ct~ die M/~ehtigtreit ~+1,  ~ ,  also eine Mi~ehtigkeit > rt, im Wider- 
spruch zur gemachten Annahme. 

Fiir den besonderen Fall v ~ 0 erh~ilt 
keit des Kontinuums,  so ist eine Zerlegung 
ten Art m6glieh, wenn r ~t, unmSglich, 

man:  Ist  m ~ c die M~ichtig- 
der Ebene ~ von der genann- 
wenn c > ~1 ist. 

19. Wird die Frage (kH) fiir den Fall  m 1 ~ m~ ~ m --~ ~.,,, m; =- m~ 

-~ m '  = ,~,,, ~ m betrachtet,  so ergibt sich: Eine Zerlegung der verlangten 
Art ist dann und nur dann m6glich, wenn # ~ # '  ist. Man beweist das 
dutch die gleichen Schliisse wie in Nr. 18, wobei im Fall ~t > / x '  fiir Y 
eine Menge yon der M/ichtigkeit t%, zu nehmen ist. 

20. Die gleichen Schliisse gestatten aber auch, die F'rage (k) fiir d~e 
allgemeineren FElle mh --= ~'~h' nh ~-~r bzw. ma ~ ~.-h, m '  h ~, ;  (h = 1, 2) 
zu beantworten, wenn wir fiir Fragen yore Typus (kn)  den Fall, dal~ 
/x I ~ ~t~ und die gr613ere/~ der Ordinalzahlen ~t~, ~ eine Grenzzahl (Limes- 
zahl) ist, ausschlie~en, desgleichen den Fall, dal3 /x I =/x~ : #  eine Grenz- 

t p p zahl, #~' ~=/x~ und die gr61~ere der Zahlen /~ ,  #9 gleich /~ ist41). Hierbei 
wird natiirlich ~h </~h bzw. /x~ ~ #~ vorausgesetzt (vgl. Nr. 17). Die Ant- 
wort  lautet:  Eine Zerlegung, wie verlangt, ist dann und nur dann mSglich, 
wenn #1 ~ #~ ~ ~ ~ 1 ----= v~ ~ 1, bzw. /~1 ~-- ~u~ : / ~  --~ Z~ ist. Die F~ille 
m5glieher Zerlegungen bleiben also auf die in Nr. 18, 19 mitgeteilter~ 
besehriinkt. 

Sei niimlich /x~ ~=/~,  etwa /~ > / ~ ,  wobei nach Voraussetzung beim 
Problem (kn)  #1 keine Grenzzahl sein soll und also ~x ~ -a  ~ -1  gesetzt  
werden kann. Bestiinde eine Zerlegung wie verlangt, so bezeiehne 3~ die 
Menge aller Elemente  x ==-Xo, fiir die es einen zu ~ geh5renden Punkt  
(xo, y) gibt. Offenbar ist die Miichtigkeit von ~ -~ ~ ~ ,  und daher auch 

Y 

.die yon 3~, < ~ , .  [Denn fiir (k~), wo jedes ~ eine Miichtigkeit ~ ~,,, 
hat, folgt dies aus ~,,.~% = Max (~, , ,  ~ , ) < ~ , ~ ;  fiir (kH) , wo jedes ~ 
eine Miichtigkeit ~ ~r hat, aber daraus, dab eine Summe von ~ ,  ~ ~ 
M~htigkei ten,  alle < ~,~ ~ ~ , ,  also alle ~ ~ ,  selbst < ~2 ~-- ~ < ~,~ 
ist.] Fiir ein n'ieht zu 3~ gehSrendes Element  x ~ x~, das es daher geben 
mul~, gehSren dann alle m~ Elemente (xx, y) zu Q,  d .h .  Qx, hiitte eine 
Miiehtigkeit > u~ (bzw. :> m~) gegen die Annahme. 

4~) Wesentlioh i~t dabei nur, die Fiille auszuschliel}en, wo die Anfangszahl eo~ 
der ZahlklMse Z (N~) singular ist, was nur eintreten kann, wenn ~ Grenzzahl ist, 
dann abet sioher eintritt, wenn eo~ ~>/~ ist; vgl. Hausdorf[, I. c. ~), S. 128--131. Fiir 
regulates col, aber gilt (wovon wir Gebruuch machen werden), dail ~ y ~ s / ,  ist, 
wenu die Miichtigkeit der Menge der Indizes y und jedes N~ <= N~ ist. v 
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Sei andererseits Pl ~ P~ ~- # und e t w a  p ~ ~ ~ 1 :> ~1 + 1 (bzw, 

~>/L~ > p~'). I s t  dann ~ eine Menge von Elementen x v o n d e r  Miich- 
t igkeit  ~ ,+1 (bzw. ~,~) und werden ~ und ~ wie in Nr. 16 erkliirt, so 
gelangt  man analog wie in dem dort behandelten Fall  m----c, m~-----~1, 

? 
ml  ----- ,~o zu einem Widerspruch. 

21. Fragen yon der Ar t  der zuletzt  behandelten t re ten  auf,  wenn 
man  die Giiltigkeit der Trennbarkeitsaxiome feststellen will bei Riiumen, 
die iihnlieh wie die Beispiele ~2,  ~8 nach einem der folgenden Muster 
konstruier t  werden: 

Beispiel  ~4. Oegeben die unendlichen Miichtigkeiten ntt, rag, p, m~, m~, p', 
wobei vorausgesetzt wird: ml.r nt~__~ml, m ~ m a ,  ~ ' ~ .  Der Raum 

= 9? (m~, m~, r m~, nt~, ~') besteht aus zwei ,~y-Ebenen" ~m~,ms der in Nr. 17 
betrachtoten Art, untersehieden als die Ebenen ~ = +1 und ~-=--1. Unter den 
Elemonten ~/ sei eines ausgezeiehnet und mit ~/= 0 bezeichnet, die iibrigen seien auf 
mt eineindeutig den Elementen ~ zugeordneten Klassen H (~) zu je p Elementen 
aufgeteilt. Die Punkte (~, ~/, ~) mit y ~ 0 heiflen Nebenpunkte und werden als iso- 
liert erk]iirt. Als umgebende Menge eines Hauptpunktes ~:o= (~o, 0, ~o)werde j ede 
Menge erkliirt, in der enthalten sind: 1. ~o und nile Punkte ~-= ~.o, ~ = $0 oder alle 
ausgenommen eine Menge yon der Mii, chtigkeit <~ m~; 2. fiir nile zu H (~o) gehSren- 
den Elemente y = ~/ - allenfalls eine Menge yon einer Miiehtigkeit ~ ~0' ausgenommen - 
nile Punkte ~'= _ ~ o  ~ = ~ oder alle ausgenommen eine Menge yon einer Miichtig- 
keit <~ m{. 

Be i sp ie l  ~ .  Aus dem Raum ~ = ~t (m~, m~, p, m', nt~, p') des vorigen Bei- 
spiels gewinut man unter Aufrechterhaltung der Festsetzungen fiir 9~ einen Raum 
~ .  = ~ .  (m~, m~, ~, m[, m' ~, ~', nt~*) dutch l~inza~hme eines Pnnktes =., wenn als 
U(x.)  jede x ,  enthaltende Menge erklgrt wird, die umgebende Menge ist yon allen 
Hauptpunkten, oder yon allen mit Ausnahme einer Menge yon einer Mgehtigkeit <~ mt ~ 
(hierbei m* eine unendliehe Miichtigkeit ~=ffi mr). 

Die Rg~me ~er Beispiele ~gs, ~ sind nut unwesentlioh von den Riiumen 
(c, c, ~o, so, ~ ,  so) und 9~. (c, c, ~o, So, ~ ,  so, ~o) versehieden. Ferner  erl~It man 

nur unwesentlich yon ~ (c, c, ~o, st, at, ~o) bzw. ~ .  (c, r ~o, ~ ,  s~, ~o, no) verschie- 
dene R~iume ~o bzw. ~o. aus Beispiel ~ bzw. ~a, wenn man unter Aufreohterbal- 
tung aller iibrigen Festsetzungen yon ~ und fl$~ in tier Definition der U (~) fiir oinen 
Hauptpunkt z die Bestimmung 2. dureh die folgende ersetzt: 

,2 o. Fiir jedes n > m alle Punkte der Geraden ~ = -  ~o, ~/---9~ (~o), hSchstens 
abzdldbar unendlich viele Punkte auf jeder dieser Geraden ausgenommen." 

Bei Untersuchung gerade dieser letzteren Riiume st6flt man auf das in der Ein- 
leitung genannte ungelSste Problem (vgl. Anm. 88). 

22. N i m m t  man  eines der Axiome (G ~ oder ( H  ~ zu den Axiomen 

(A~ (B~ (C~ (V ~ hinzu, so erscheint in dem betreflenden Axiomen- 
system d~/s Axiom (D ~ als ein 8pez/o~[g// yon (G~ bzw. ( H ~  beide 
oflenen biengen ~ and. ~0 bestehen aus allen Punkten  mi t  Ausnahme je 
eines Punktes.  Es sei aber ausdriieklich bemerkt,  da~ bei der gewiihlten 
Fassung der Axiome in keinem der Systeme das Axiom (D ~ eine Folge 
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der iibrigen Axioms ist, wie folgendes einfache Beispiel zeigt, fiir da~ 
(A~176 (C~ (G ~ und (H~ abet nieht (D ~ erfiillt ist: 

Be isp ie l  !t~. Es besteht ~ aus zwei Punkten und ist setbst die 
einzige nieht leers offene Menge'~). Man erkennt den Grund fiir diese 
anfangs etwas paradoxe Unabh/ingigkeit des Axioms (D ~ darin, dab (D ~ 
zusammen mit (C ~ wesentlieh ist, um die Giittigkeit yon Satz (d) (Nr. 2) 
aus dem Axiomensystem (A~ (B~ (C~ (D ~ zu erschlieflen. Man 
kSnnte geradezu den Inhalt yon Satz (d) als sin Axiom (d ~ nehmen und 
daraus zusammen mit (A~ (B~ (C~ (G ~ auf (D ~ sehliel~en. Ganz 
ebenso kSnnte man (D ~ erschliel~en, wenn man zu (A ~ B ~ C ~ G ~ die 
folgende Forderung an Stelle yon (d ~ hinzunimmt, die mit einem yon 
L. Vietoris mit (D') bezeichneten Axiom gleichwertig ist~'~): 

(d ~ ) Zu einem Punkt z und einem Punkt y # x gibt es stets eine 
offene Menge, die x enth~lt und y nicht enthMt. 

23. Sei noch sin einfaches Beispiel sines alle Trennbarkeitsaxiome erfiillenden 
topologischen Raums angefiihrt, welches zeigt, dalt keines tier Hausdorffschen Abziihl- 
barkeitsaxiome {E), (F) sine Folge tier Trennbarkeitsaxiome ist 4~) (Be i sp i e l  ~7): 
ill beatehe aus den Punkten einer Geraden. Alle Punkte x ~ 0 seien ,isoliert" 
(vgl. ~ ,  Nr. 14). Umgebende Menge des Punktes x =  0 sei jede Menge, die alle 
Punkte tier Geraden h6ehstens mit Auenahme endlieh oder abz~hlbar unendlieh vieler 
yon x = 0 versehiedener enthiilt. 

Das Beispiel zeigt zugleich, dall aueh die Hinzunahme der Trennbarkeitsaxiome 
zu den Axiomen (A) bis (D) noch nieht alle seltsamen Bildungen ausschliell~, denen 
man den Namen ,Raum" nur eben im Rahmen solcher axiomatiseher Untersuchungen 
zugestehen m~hte .  

24. Wir beweisen den 

Satz. a) 1st ~t sin metrischer 4~) Raum und sind ~ ,  ~ zwei punkt- 
]remde, nicht leers Mengen in 9~, van denen keine einen Hdu/ungspunkt 
der anderen enthdlt, dann gibt es zueinander Tunkt/remde Umgebungen 
U(!~I), U(!8); fl) das gleiehe gi~t, wenn ~ sin durch einen eizt/achen 
Ordmungstypus im ]r4her ~5) genannten Sinn dargestellter topologiseher 
a~aum ist. -- Die genannten Rdume erfiiUen also das vierte und daher 
~edes der Trennbarkeitsaxiome. 

~) Vgl. aueh L. Vietoris, I. e. 8), S. 174, Beispiel fiir Unabh~ngigkeit (D')  yon 
(A), (B), (c). 

at) 1. c., S. 174; analog i~tllt aioh dab yon Vietoria wie bier mit (D) bezeichnete 
AxiSm &us seinen Axiomen (A), (B), (C), (E) zusammeu mit (D t) folgern. 

4,) Bezfiglieh des Trennbarkeitsaxioms (G~ bzw. (G e) vgl. aueh Vietoris, 1. c., 
S. 175, Anm. 6. 

4b) VSI. el), bzw. ag). Satz a) finde~ sich bereits -- im Rahmen yon Untersuchungen 
iiber euklidisehe R~ume -- bei Hausdorff, 1. c. ~), S. 335 bewiesen, im wesentlichen 
auf die gleiche h~r beliebige metrkehe Rhume anwendbarr Weime wie oben. 
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Beweis  yon ~). Sei 0 ~ c ~ .  Jeder Punkt x yon 9~ hat einen 
Abstand e ( x ,  ~ ) >  0 von ~ .  Bezeiclmet l I (x;  ~) die (offene) Menge 
allot Punkte y, fiir die x y  <:: ~ ist, so werde 11(92) gleich der (gleiehfans 
ofienen) Vereinigung der fiir alle x gebi]deten Mengen l I ( z ; c ~ ( z , ~ ) )  
genommen. Ganz ebenso werde 1I(~) gebildet. Wiire dann z ein l~(~)  
und 1I (~)  gemeinsamer Punkt und x ein Punkt yon 9~, y ein Punkt 
yon ~ ,  so dab z in U(x;  e~ (x ,~ ) )  und in 1I (y; e~(y,9~)) liegt, so w~ire 
x-~yz<ce(x ,~)+ce(y ,? . I ) ,  was der aus x~+yzY>~g~e(x ,~  ) 
bzw. 0 (Y, 9~) ~olgenden Ungleichung ~ ~- ~-~ ~> ~ (0 (x, ~)  + e (Y, 9~)) wider- 
spricht. In dem Sonderfall, dab 9~ and ~ abgesehlossen sind, also einen 
Abstand 9 ( ~ I , ~ ) > 0  haben, kann man den Beweis offenbar noeh ein- 
father fiihren. 

Beweis  yon fl) (unter Verwendung des Auswahlpostulates). Nit 
werde die (nnter Umst~nden Ieere) Menge ~ 1 - - ~ }  bezeiehnet. Es 
kann Paare x, y yon Elemenben geben, so dab x zu 9~, y zu ~ gehSrt, 
so dab ferner die Menge ~ aller Elemente zwischen x und y zu ~ ge- 
hSrt und dab sowohl x als y H~iufungselement yon ~ sind. Eine solehe 
Menge ~ heifle ein ,,neutrales Intervall". Dann denken wir in jedem 
neatralen Intervall zwei Elemente n~, nu so gew~hlt, dab die Anordnung 
x ~ n ~ n y ~ y  bzw. y ~ n ~ < : n ~ x  gilt. Zu jedemElement z v o n  
bestimmen wit nun eine Menge ~+(x)  und unterscheiden hierzu beziig- 
lieh der Menge ~+ der Punkte > x die F~ille: a) ~+ enth~ilt ein Ele- 
ment y, so dab x ~ z ~ y ein neutrales Intervall ist. Wir setzen dann 
~+(x)  gleieh .der Menge aller Elemente z, fiir die x ~ z  <n~ gilt; 
b) x ist H~ufungselement des Durchschnitts ~ . ~ +  yon ~ und ~+, aber 
nieht des Durchschnitts ~ .~+  und es liegt nicht Fall a) vet. Wir whhlen 
ein Element n~ yon 97.:~ +, so dab jedes Element $ zwischen n a un4 x 
zu ~ geh6rt und setzen ~+(x)  gleieh der Menge aller Elomente z, flit 
die x ~ z-~ n~ gilt; e) x ist I-I~ufungselement des Durehschnittes 9~.~+; 
wir wghlen ein Element x~ yon 9 ~  +, so dab es kein Element y yon 
gibt, fii~ das x < y <  xa gilt, und setzen ~+(x)  gleieh der Menge aller 
Elemente z, fiir die x ~  z <: x~ gilt; d) x ist nieh~ Hiiufungselement 
yon ~+, d. h. es gibt ein kleinstes Element yon :~+ oder ~+ ist leeir 
und x ist das grS~te Element in ~ .  Wir setzen dann ~ + ( x ) : { x } .  
Analog werde ~ - ( x )  beziiglich der Menge ~ -  der Elemente <~ x definiert 
und ~ ( x )  gleich der Vereinigung ~ 8 + ( ~ ) 4 ~ - ( x ) ,  ierner tI(?I) gleieh tier 
Vereinigung der flit alle x yon ~ gebildeten ~ (x) gesetzt und analog 
1I(~) definiert. Hiitten nun II (9~) und 1I(~]) einen Punkt z gemein, so 
mii~te z sowohl einer ~ ( ~ )  als einer ~ ( y ) ,  etwa ~ ( Z o )  und ~(Yo)  an- 
gehSren. Sei beispielsweise x o <: Yo. Da kein ~ (~) ein Element y und 
kein ~ (y)  ein Element x ent~iilt, mull z ----- n e zu 9~ geh6ren mud es mull 
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zwei Elemente zl, z 9 in der Anordnung x o ~ z 1 < n o ~ z 9 ~ Yo geben, so 
daft ~8+(zo) dutch x o ~ z ~  z~ and !8-(yo) durch zl < z ~ y  o gegeben ist. 
Naeh der Art der Definition der ~ + ( x )  kann z.,. nieht zu !8 und als Ele- 
ment  yon !~(yo) nieht zu 2 gehSren; es ist also z~ und analog z I zu 
gehiirig. Fiir !8+(Xo) liegt daher keiner der Fiille c), d), sondern a) oder b) 
vor; daher gehSren alle Elemente  z, fiir die x o < z < z.~ ist, zu ~ ,  des- 
gleichen analog alle, flit die z 1 < z < Yo ist; es ist also Zo < z < Yo ein 
neatrales Intervall,  d .h .  fiir !3+(x0) liegt Fall a) vor und es ist z~ = n~, 
analog z~----n~ und ny----zl < z~ = n~ im Widerspruch mit  unseren Feat- 
setzungen. 1 I (2)  und ll(!D) sind also punktfremd, wie behauptet.  

[ Z u s a t z  be i  t ier  K o r r e k t u r :  Uber mir nicht zugiingliehe Literatur 
der letzten Zeit verdanke ieh der Freundlichkeit yon Herrn Hellmuth Kneser 
(GSttingen) eine Reihe kurzer Mitteilungen, denen ich entnehme, da~ ins- 
besondere in amerikanischen Zeitschriften Untersuchungen yon M. Fr6ehet 
und E. W. Chittenden ersehienen sind, die Axiomensysteme fiir allgemeine 
topologische Ri~ume (,,classes") und ihre gegenseitigen Zusammenhiinge 
zum Gegenstand haben und mi t  denen die vorstehenden Uberlegungen 
manche Beriihrungspunkte aufweisen.] 

E r l a n g e n ,  29. Mai 1922. 

(Eingegangen am 1.6. 1922.) 

Alfred AekePmann- Teubner- Gediichtnispreis. 

Der yon Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitiit Leipzig errichtete ,,Alfred Ackermann-Teubner- 
Gediichtnispreis zur FSrderung der mathematischen Wissenschaiten" ist in 
diesem Jahre dutch das Preisgerieht Herrn Professor Dr. Paul Koebe in Jena 
flit seine drei Abhandlungen ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven" in den Mathematischen knnalen I. 67 (1909), II.  69 (1910), 
I I I .  72 (1912) zuerkannt worden. 


