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Singularites rationnelles et deformations

Renée Elkik
Université de Paris-Sud, Mathématique Batiment 425, Centre d’Orsay, F-91405 Orsay Cédex, France

Le but de cet article est d’étudier le comportement, par déformations, des singu-
larités rationnelles et d’invariants numériques de singularités isolées.

Les schémas considérés seront toujours supposés de type fini sur un corps k
de caractéristique zéro.

On établit les résultats suivants:
— Toute déformation d’une singularité rationnelle est une singularité rationnelle
(Théoréme IV).
— Soit X-5S un morphisme plat dont la base et les fibres sont a singularités
rationnelles. Alors X est a singularités rationnelles (Théoréme V).
— Soit X-5S un morphisme plat de dimension relative d, a lieu singulier fini et 3
fibres normales. Pour tout point s de S soit X/~ X, une désingularisation de la
fibre X,. On définit les caractéristiques d’Euler-Poincaré partielles suivantes:

d—i—-1

xi(Xy)= .20 (- 1y lgk(s) Rd-j_i‘Ps* OX; ie[l,d—1].

J
En particulier on a:
n(X,)=lg R*! Dsx Ox;_lng—z D g Ox; +e (= l)d_z lgR? Qe Oy,
Xa-1(X)=1gR ¢ Oy,

Ces nombres sont indépendants de la résolution X-%5 X choisie et on démontre
que les fonctions s— x;(X,) sont semi continues supérieurement sur S (Théoréme I).

I. Notations— Quelques rappels
Si § est un schéma on désigne par O son faisceau structural, par Og ;, 'anneau

local d’un point s de S, par k(s) le corps résiduel en ce point. Si & est un faisceau
de Oy modules on note % le O5  module # ®0; , et X, la fibre X x Spec k(s) d’'un
Os N
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S-schéma X. On identifie quand cela est utile un faisceau &# 4 un complexe dont
I'unique terme non nul est # placé en degré O et si K™ est un complexe on désigne
par K'[n], neZ, le complexe obtenu a partir de K par translation de n vers la
gauche. On écrira souvent K' pour H/(K'). Si X% Y est un morphisme de schémas,
on note Lf*: D*(Y)—D*(X) le morphisme dérivé de f*, ({(H]).

Complexe dualisant

Soit X5 un morphisme de k-schémas de type fini. On peut définir dans D+ (X)
un complexe dualisant relatif noté wy s (f*(Og) avec les notations de [H]), dont on
utilisera la propriété suivante:

Soit X'5X un S-morphisme projectif. Pour tout faisceau quasi-cohérent %
sur X' on a dans D*(X)

Ro,RHomy (¥, wy,s)=RHomy(Ro, F, 0ys)

([H], chap. III). Si X est plongé dans un schéma Z lisse sur S, de dimension relative
n, et si w, s désigne la puissance extérieure maximale du module des différentielles
relatives de Z sur S on a: wy,s=RHom,(Oy, w,s[n]).

Supposons maintenant X et S quasi projectifs et f plat équidimensionnel de
dimension d. On peut alors représenter wy,s par un complexe borné de O, modules
cohérents et S plats concentré en degré [ —d, 0] (i.e. wys est de Tor dimension
finie sur S, d’amplitude [ —d, 0] [SGA VI]). Son homologie est concentrée en
degré —d si et seulement si f est de Cohen-Macaulay. On désigne alors par wy s
cet unique faisceau d’homologie c’est-a-dire qu’on a:

Wy )s= Wy s [d].

Pour tout morphisme T-%S le complexe dualisant relatif de X x T sur T est égal
S

4 Lh*wys. Lorsque S est le spectre d’un corps, on écrit wy pour wy,s. Dans ce
cas et plus généralement lorsque S est Gorenstein, wy s est un objet dualisant de
D*(X).

II. Désingularisation et complexe Dualisant

Soit X un k-schéma de type fini. On dit que X'-% X est une désingularisation de X
si ¢ est un morphisme, projectif birationnel et si X’ est lisse sur k. (On suppose
toujours qu'un ouvert dense de X est réduit.) Supposons X équidimensionnel de
dimension d. Le théoréme de dualité ((H. chap. IIT]) permet d’écrire dans D*(X):

R'¢, wy [d]=RHomy(R'¢, Oy, w%).

Les complexes R* ¢, Oy, €t R"pywy, ne dépendent que de X et non de la résolution
choisie X’'-5X [Hi]. De plus Grauert et Riemenschneider ont montré [G.R.] que
Rip, w0y =0,Yi>0.
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On a donc: ¢, wy.[d]=RHomy(R ¢, Ox., %)

Soitj: ¢, wy. [d]— wY, la fiéche duale de I'application naturelle i: Oy—R ¢, Oy
et soit My (resp. Ny) le troisiéme sommet du triangle construit sur i (resp. j).

On a:

A A

Ox— R0, Oy @y 0x[d] —— wy

On déduit du Théoréme de Dualité Ny=RHom, (MY, w}) et, puisque ) est
dualisant, My =R Hom,(Ny, ®%). L’homologie de ces complexes est a support
dans le lieu singulier de X. On a Nj=0 pour i< —d ou i> —prof X, Nj =
ie[—-d+1, ——profX] et Ny“ —coker¢*wx—>wx. Mi=0 pour i<—1 ou
i>d—1, My'=ker O3>0y _,, M3=0y,,, ou Oz est la normalisation de Oy,
Mi= R'(p*Ox pour i>0[1].

Quelques exemples
1) Singularités rationnelles

La définition suivante est due & Kempf [T.E., chap. I §3].

Définition. On dit que X a une singularité rationnelle en un point x (ou que x est
une singularité rationnelle de X) si 'une des deux propriétés équivalentes sui-
vantes est vérifiée:

a) My =0,

b) Ny ,=0.

Ceci implique en particulier que I'anneau local Oy , est normal et Cohen-
Macaulay.

L’ensemble des singularités rationnelles de X est un ouvert de X. On dira que
X est 4 singularités rationnelles s’il en est ainsi en tout point.

2) Supposons X de Cohen-Macaulay

L’homologic de Ny est alors concentrée en degré —d et est égale & H, =coker
(@4 @y —wy). On a alors M, =Ext'*}(Hy, wy), Vi2O0.

De maniére générale, on des1gnera par Hy le conoyau ¢, wy.—wy* Cest-a-dire
Ny 4 et par Ny le sommet du triangle:

A\

x[d]——‘—’N

Ce dernier complexe est connu sans références a une désingularisation de X.
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On en déduit par application de RHomy(., ®}) une longue suite exacte:
0—Ext®(N", wy)— Mg ' Ext’(H, 0y)—>Ext/(N"", oy) > MY,
Ext!(Hy wy)—-+-—> M4 ' Ext!(Hy, wy) =0

(Ext®(M, wy) est toujours nul).

Dans le cas particulier ou X présente une singularité isolée x tous les com-
plexes considérés ont une homologie a support dans ce point. Si I est une enveloppe
injective du corps résiduel de Oy , on a pour tout faisceau # a support x:

RHom (¥, wy) = ExXt!(#, )= Hom, (%, ]).
Et la suite exacte précédente se réduit a:
Mi=Hom(N'~*"1 1) ie[-1,d-2]
Mi~1'=Hom(Hy, I).

3) Lorsque X est Cohen-Macaulay en dehors d’un fermé F fini sur k, les
faisceaux w} = Ny sont, pour i> —d, de longueur finie sur k et on peut définir les
caractéristiques d’Euler-Poincaré partielles suivantes:

uX)=3 (-1 lg N+~ iell,d].

jz0

Si de plus les singularités de X sont 4 support dans F on définit

d—i
Yi(X)= _Z,O(— 1Ylg My /=71 ie[0,d]
et ”
Xo(X)=lgy Hy — x,(X).

Des dualités énoncées au paragraphe précédent il résulte que.
Ig, Ny "' =lg, My

et donc
uX)=y,(X) Viel0,d].

On démontrera dans la suite (Théoréme I) que les différentes fonctions introduites
ici varient semi-continiment supérieurement si X varie dans une famille plate.

III. Déformations de singularités isolées.
Semi-Continuité des caractéristiques d’Euler-Poincaré

Lemme 1. Soient R un anneau de valuation discréte essentiellement de type fini sur k,
s le point fermé de Spec R et X %S =Spec R un morphisme plat equidimensionnel de
dimension d. On désigne par j: X,—>X linclusion naturelle. Soient X'5X une dé-
singularisation de X et Z —‘”»Xs une désingularisation de X ;. Alors
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i) il existe une fléche injective naturelle: Y, w,— @, wy, telle que le diagramme

'//* w,[d] — @, Dy, [d]

Wy,
soit commutatif;

i) il existe dans D* (X)) un morphisme naturel y: Ny — Lj* Ny tel que le sommet
du triangle construit sur y ait un unique terme d’homologie en degré —d — 1.

Puisque S est local régulier wy (resp. w}) est égal & wy s (resp. wys) et wy, =
Lj* wy. Si t est une uniformisante de R on a une suite exacte 0—wy. 5wy —
wy.—0etpar [GR] R ¢, 0y, =0, 0y, =@, 0x|tQ Oy .

Ce module est indépendant de la résolution X' de X choisie. Quitte 4 modifier
X’ on peut supposer que le transformé strict de X, dans X' est une désingularisa-
tion de X, [H;], et donc se limiter au cas ou Z est une réunion de composantes
irréductibles de X.

w, est alors un sous-faisceau de wy, défini par w,=Hom,, (Oz,cox) et le
lemme résulte de cette inclusion w,—wy, .

Soit X %S un morphisme plat équidimensionnel de dimension relative d de

k-schémas quasi-projectifs. On dit que X'-% X est une désingularisation simultanée
de X sur S si @ est projectif si fog est plat et si pour tout s dans §, X est une
désingularisation de X_. On étend A cette situation les définitions du paragraphe
précédent:

OnaRie, (wy, S®k(s))=0 Vi>0,VseS [G.R] etdonc Rip, wy s=0Vi>0et

@, Wy s®k(s) =0, a)x /s®k(s) Le Théoréme de Dualité appliqué a ¢ s’écrit
donc: 9

Oy Dy rs [d] =.E_H£.m-x(R.‘P* Oy, C"3\’/s)-

On désigne par My ¢ le troisiéme sommet du triangle construit sur i: Ox—R ¢, Oy.
et on en déduit par application de RHomy(., wy/s) le triangle

Nys
O, WOy s [d] —— w.X/S
ou Ny,s=RHomy(My,s, wys).
Sij, est I'inclusion X,<~X on a
I My;s=My,, I§Nys=Ny, [1].

Lemme 2. Sous les hypothéses précédentes, il existe sur X un complexe borné de Oy
modules cohérents et S plats M° (resp. ) concentré en degré [—1,d—1] (resp.
[ —d, 0]) tel que pour tout s dans S le complexe A" ®k(s) (resp. &~ ®k(s)) soit quasi-
isomorphe @ My (resp. Ny ).
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En effet les objets My s et Ny, sont comme Oy, @y, @, Oxs €t R @, Oy, de

Tor-dimension finie sur S et il est clair que 'amplitude est celle indiquée dans
I’énoncé.
Lemme 3. Sous les hypothéses précédentes supposons de plus f a lieu singulier
relatif fini. Les fonctions s—lg,, Ny i€[—d,0] et s—x,(X,) i[0,d] sont semi
continues supérieurement sur S (c’est-a-dire constructible et ne pouvant que croitre
par spécialisation). La fonction y,(X,) est constante.

Les groupes d’homologie et caractéristiques d’Euler-Poincaré considérés sont
égaux a4 ceux de Rf, Ny, qui est quasi isomorphe a un complexe borné de Oy-
modules localement libres de type fini.

Théoréme 1. Soit f: X—S un morphisme plat equidimensionnel de dimension
relative d de k-schémas quasi-projectifs.

1) Supposons f de Cohen-Macaulay en dehors d’un fermé F fini sur S alors les
Jonctions s—lg, w} ie[—d+1,0] et s—>y(X,) ie[l,d] sont semi-continues
supérieurement sur S.

2) Supposons X lisse sur S en dehors de F alors les fonctions

s—lg, Ny, ie[—d,0],
s‘-)Xi(Xs) lG[O,d]

sont semi-continues supérieurement sur S.

1) Quitte & localiser S pour la topologie étale et X au voisinage de F on peut
supposer f affine, de sorte que le foncteur Rf, conserve I'homologie des com-
plexes. Le complexe Rf, wy est de Tor-dimension finie d’amplitude [ —d, 0] et
son homologie en degré = —d+1 est cohérente sur S. Il existe donc un complexe
L: 0L *>L79*1...10 de Og-modules plats, quasi isomorphe & Rf, wys,
tel que L soit cohérent pour tout i> —d+1 et dont 'homologie est universelle-
ment o} [SGA VI, chap. I, 5]. L’assertion 1 en résulte.

2) Supposons S réduit et soit X’ une désingularisation de.I'espace total X. Il
existe un ouvert lisse de S au-dessus duquel X’ est une résolution simultanée de X
et la semi continuité des fonctions considérées sur cet ouvert est établie dans le
lemme précédent. 11 suffit donc pour-compléter la démonstration du théoréme de
montrer que les y; sont des fonctions croissantes par spécialisation. Le théoréme
est donc conséquence du lemme suivant:

Lemme 4. Soit S=SpecR le spectre d'un anneau de valuation discréte essen-

tiellement de type fini sur k de point fermé s et de point générique n. Soit X 48 un
morphisme plat de type fini, de dimension d, et d lieu singulier relatif fini. On a alors:

lgk(s)NXil g ng(ﬂ)NXin vl g - d,
X:(X) 2 1:(X,) Viz0.

C’est une conséquence facile du lemme 1:

Désignons par j, (resp. j,) linclusion X,—X (resp. X,—X). Les modules
d’homologie et caractéristiques d’Euler-Poincaré considérées sont égales a celles
des complexes R'f,, Ny =(R'f, Ny), et Rf, Ny . Rf, Ny est quasi-isomorphe &
un complexe parfait de S modules et d’aprés le lemme 1 il existe un morphisme
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canonique Rf, Ny —Rf, Lj¥ Ny qui induit un isomorphisme sur ’homologie en
degré i> —d et une surjection en degré —d.

Corollaire 1. Soit A une k algébre locale essentiellement de type fini équidimension-
nelle de dimension d. Pour que A admette une déformation lisse il faut que Pon ait
x:(Spec )20, ie[0,d].

Pour qu’il existe une déformation lisse de A admettant une résolution
simultanée il faut que Ton ait y,(A)=0. En particulier si A est de plus Cohen-
Macaulay il faut que A soit a singularités rationnelles.

C’est clair.

Exemples. Soient X une variété projective lisse, & un faisceau trés ample sur X et
C=Spec@ H°(L®"). Soit V =S8pecSym ¥ le fibré vectoriel sur X associ¢ 4 &

nz0
le morphisme naturel ¢: ¥—C est une désingularisation de C. On a: R'g,0,=
@ H(Z®"). Le lemme précédent donne des conditions nécessaires sur la dimen-

nz0

sion de ces H' pour que C admette une déformation lisse. Soit par exemple E une
courbe lisse de genre g=1, & un faisceau localement libre de rang 2 sur E et
prenons X = IP(&)-5E, le fibré projectif sur X associéa &. Ona H*(Oy) = H*(0;)%0.
Soit O4(1) le faisceau inversible canonique sur X et  un faisceau suffisamment
ample sur E. Soit % un multiple suffisamment grand de f* 3 ®0,(1) pour que
% soit trés ample sur X. Le cone C=Spec@ H(L®") n’est pas lissifiable. En

nz0
effet on a H*(X, £®)=H*E,n,£®)=0Yn et @ H'X, ¥®")+0 puisque
nz0

H'(0y) est lui-méme non nul. On a donc Ig, R? ¢, 0, —lg, R' ¢, 0, <0.

IV. Déformations de singularités rationnelles

Théoréme 2. Soit X 5 S un morphisme plat de k-schémas de type fini. Soit s un
point lisse de S et x une singularité rationnelle de X . Alors X a une singularité
rationnelle en x.

L’idée de la démonstration est voisine de celle du lemme 1.

Quitte 4 se restreindre 4 un voisinage de x on peut supposer X (normal et)
Cohen-Macaulay. Il reste & montrer que H, , est nul cest-a-dire que si X'-5X est
une désingularisation de X ’'homomorphisme ¢, wy.— wy est surjectif.

On peut supposer que S est le spectre d’un anneau R local régulier de dimen-
sion n et raisonner par récurrence sur n. Soit donc t un paramétre régulier de R et
supposons que X, =X x Spec R/tR a une singularité rationnelle en x. Soit X"-5X

S

une désingularisation de X, X,;=X xSpec R/tR est un diviseur de X". Quitte a
A

4

modifier X’ on peut supposer que la composante irréductible de X, qui s’envoie
birationnellement sur X, est une désingularisation de X, [Hi]. Soit X] cette com-
posante, On a sur X (resp. X') les suites exactes:

O—-wy-bwy—rwy—0

(resp. 0—wy b wyx—wy, —0).
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D’autre part wy, est un sous-faisceau de wy, défini par

@y; =Homy, (Oy;, wyy)-
Par application de ¢, on obtient le diagramme commutatif suivant
Py Ox;

/

t (Y > >
0 > @, Oy — @, Oy > @, Oy, —0

.

0—— wy —— w0y —— oy, ——0

dans lequel la 1ére suite horizontale est exacte par [G.R.].
Par hypothése ¢, wy,—wy, est un isomorphisme au voisinage de x. Les
applications ¢, wy,—wy, et @, Wy —wy sont donc surjectives au voisinage de x.

Théoréme 3. Soit f: X —S un morphisme plat de k-schémas de type fini, s un point
lisse de S et x un point de X ;. Supposons que X admette une résolution simultanée
sur S au voisinage de x. Alors x est une singularité rationnelle de X si et seulement
si C'est une singularité rationnelle de X.

Compte-tenu du théoréme 2 il suffit de démontrer le » seulement si«.

Soit X’-% X une résolution simultanée. La lissité de S en s implique qu'on a au
voisinage de s Wy =Wy, s €t Oy = wy/s.

Le diagramme suivant est commutatif

(p* Dy ——> (P* wX’s=(p*wX’0®k(s) —0
s

|

Wy ——— Oy, = OxQk(s)—0.
Os

11 est clair que les deux fléches verticales sont simultanément des isomorphismes
au voisinage de x.

Théoréme 4. Soit X -5 S un morphisme plat de k-schémas de type fini. Lensemble des
points x de X ou X, ,, est a singularité rationnelle est ouvert dans X.

Soit % I'ensemble de points considéré. Il résulte du théoréme 2 que % est
stable par générisation. En effet soit x un point de % d’image s et x’ une générisa-
tion de x d’image s’ dans S. On peut supposer s’ différent de s. Soit R un anneau
de valuation discréte essentiellement de type fini de k(s') dominant 'anneau local
de s dans I'adhérence de s'. Il résulte du théoréme 2 aprés le changement de base
Spec R— S que x’ est une singularité rationnelle de Xj..

De plus # est constructible. En effet il existe un ouvert ¥ non vide de S lisse
sur k (quitte 4 réduire S) au-dessus duquel X admet une résolution simultanée.
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U f~Y(V) est I'ensemble des singularités rationnelles de f~!(V) d’aprés le
théoréme 3, et est donc ouvert.

Théoréme 5. Avec les notations précédentes supposons que s soit une singularité
rationnelle de S et soit x une singularité rationnelle de X,. Alors x est une singularité
rationnelle de X.

Quitte 4 se restreindre & un voisinage de s et de x on peut supposer griace au
théoréme précédent que S et les fibres de f sont 4 singularités rationnelles.
On montre qu'il en est de méme de I'espace total X.

Soit $'-5S une désingularisation de S, X'=X x § et ¥: Y— X' une désingu-
s
larisation de X' (donc de X). Soit:

X x¥ vy
S I

S*—¥
le diagramme obtenu.

D’aprés le théoréme 2, X' est & singularités rationnelles, on a donc Ry, Oy
=0,..

Par hypothése sur S, R ¢, O5. = Oy et on en déduit par changement de base
plat R'¢, Oy.= Oy et donc R'(¢’o ), Oy =Ox.
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