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Le but de cet article est d'6tudier le comportement,  par d6formations, des singu- 
larit6s rationnelles et d'invariants num6riques de singularit6s isol6es. 

Les sch6mas consid6r6s seront toujours suppos6s de type fini sur un corps k 
de caract6ristique z6ro. 

On 6tablit les r6sultats suivants: 
- Toute d6formation d'une singularit6 rationnelle est une singularit6 rationnelle 
(Th6or~me IV). 
- Soit X ~ S  un morphisme plat dont la base et les fibres sont ~t singularit6s 
rationnelles. Alors X est ~t singularit6s rationnelles (Th6or+me V). 

- Soit X ~ S  un morphisme plat de dimension relative d, h lieu singulier fini et 

fibres normales. Pour tout point s de S soit X'~-~X~ une d6singularisation de la 
fibre X r On d6finit les caract6ristiques d'Euler-Poincar6 partielles suivantes: 

d--i--1 
z i (Xs)=  ~ (--1)Jlgk(s)gd-j--iqgs, Ox, ie[1, d-1]. 

j=O 

En particulier on a: 

Z1 (X,) = lg R a- 1 tp,. Ox~ - lg R a- 2 q~s. Ox; +""  + ( -  1) a- 2 lg R 1 q~s* Ox',, 

Za- 1 (X~) = Ig R 1 ~o,. Ox, ~ . 

Ces nombres sont ind6pendants de la r6solution X ~ - ~ X ~  choisie et on d6montre 
que les fonctions s--*xi(Xs) sont semi continues sup6rieurement sur S (Th6or~me I). 

I .  N o t a t i o n s -  Q u e l q u e s r a p p e l s  

Si S est un sch6ma on d6signe par Os son faisceau structural, par Os,s, l 'anneau 
local d'un point s de S, par k(s) le corps r6siduel en ce point. Si # est un faisceau 
de 0 s modules on note ~ le Os,s module :~| ~ et X s la fibre X x Spec k(s) d'un 

Os S 

AA"~A_OQ1 A/'TQ/f~.AA"//A1 ~Q/r gA 
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S-sch6ma X. On identifie quand cela est utile un faisceau ~ h u n  complexe dont 
l'unique terme non nul est ~- plac6 en degr6 0 et si K" est un complexe on d6signe 
par K'[n], n~Z, le complexe obtenu ~t partir de K" par translation de n vers la 
gauche. On 6crira souvent K i pour Hi(K'). Si X ~  Yest un morphisme de sch6mas, 
on note Lf*: D+(Y)---,D § (X) le morphisme d6riv6 de f* ,  ([HI). 

Complexe dualisant 

Soit XY-L,S un morphisme de k-sch6mas de type fini. On peut d6finir dans D+(X) 
un complexe dualisant relatif not6 cox/s (f(Os) avec les notations de [HI), dont on 
utilisera la propri6t6 suivante: 

Soit X ' ~ X  un S-morphisme projectif. Pour tout faisceau quasi-coh6rent 
sur X' on a dans D+(X) 

R q~,_R Homx , ( ~  , cox'/s) = R Homx(R cp, ~ ,  cox~s) 

([HI, chap. III). Si X.est plong6 dans un sch6ma Z lisse sur S, de dimension relative 
n, et si coz/s d6signe la puissance ext6rieure maximale du module des diff6rentielles 
relatives de Z sur S on a: co'x/s = R Hom.z(O x, coz/s In]). 

Supposons maintenant X et S quasi projectifs et f plat 6quidimensionnel de 
dimension d. On peut alors repr6senter cox/s par un complexe born6 de 0 x modules 
coh6rents et S plats concentr6 en degr6 [ - d ,  0] (i.e. co'x/s est de Tor dimension 
finie sur S, d'amplitude [ - d ,  0] [SGAVI]).  Son homologie est concentr6e en 
degr6 - d  si et seulement si f est de Cohen-Macaulay. On d6signe alors par cox/s 
cet unique faisceau d'homologie c'est4t-dire qu'on a: 

cox /s = cox /s [ d] . 

Pour tout morphisme T ~ S  le complexe dualisant relatif de X x T sur Test  6gal 
s 

~t Lh* cox/s. Lorsque S est le spectre d'un corps, on 6crit co x pour cox/s. Dans ce 
cas et plus g6n6ralement lorsque S est Gorenstein, co'x/s est un objet dualisant de 
D+(X). 

II. D~singularisation et complexe Dualisant 

Soit X un k-sch6ma de type fini. On dit que X'*-~X est une d6singularisation de X 
si q~ est un morphisme~ projectif birationnel et si X' est lisse sur k. (On suppose 
toujours qu'un ouvert dense de X est r6duit.) Supposons X 6quidimensionnel de 
dimension d. Le th6or6me de dualit6 (IH. chap. III]) permet d'6crire dans D § (X): 

R" q~, cox' [d] = R Homx (R" q~, Ox., COx). 

Les complexes R'r  Ox,, et R'r x, ne d6pendent que de X et non de la r6solution 
choisie X ' ~ X  [Hi]. De plus Grauert et Riemenschneider ont montr6 [G.R.I que 
R~rp, cox, =0,  Vi>0. 
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On a donc: ~p, COx' [d] = R Homx(R'tp , Ox,, COx). 
Soitj: tp, COx' [d]---' cox, la fl6che duale de l'application naturelle i: Ox---~R'q) , 0 x, 

et soit M x (resp. Nx) le troisi6me sommet du triangle construit sur i (resp. j). 
On a: 

M'x 

/\ /\ 
Ox , R" q) , Ox ~o, COx [d] ' COx 

On deduit clu Th6or~me de Dualit6 Nx=RHomx(M'x,COx) et, puisque o x est 
dualisant, Mx=R Hom.x(Nx, COx). L'homologie de ces complexes est / t  support 
clans le lieu singulier de X. On a N~=0 pour i < - d  ou i > - p r o f X ,  t i Nx--  COx 
i ~ [ - d + l ,  - p r o f X ]  et Nxa=coker (p ,  COx,--~COx d. Mjr pour i < - 1  ou 
i>d-1 ,  Mx~=kerOx~Ox.o~, M~ off O~ est la normalisation de Ox, 
M~c=R'~o,O x, pour i > 0  [1]. 

Quelques exemples 

1) Singularit6s rationnelles 

La d6finition suivante est due/t  Kempf [T.E., chap. I w 3]. 

D6finition. On dit que X a une singularit6 rationnelle en un point x (ou que x est 
une singularit6 rationnelle de X) si l'une des deux propri6t6s 6quivalentes sui- 
vantes est v6rifi6e: 

a) Mx,x=0, 
b) NLx=0. 
Ceci implique en particulier que l'anneau local Ox, ~ est normal et Cohen- 

Macaulay. 
L'ensemble des singularit6s rationnelles de X est un ouvert de X. On dira que 

X est h singularit6s rationneUes s'il en est ainsi en tout point. 

2) Supposons X de Cohen-Macaulay 

L'homologic de N x est alors concentr6e en degr6 - d  et est 6gale/~ Hx= coker 
(q), cox '~cox). On a alors M~ = Ext i § 1 (Hx, Ox), Vi> O. 

De mani6re g6n6rale, on designera par H x le conoyau tp, cox'~cox d c'est-/t-dire 
Nx-a et par Nk" le sommet du triangle: 

uk" 

Hx [d] , N;,. 

Ce dernier complexe est connu sans r6f6rences a une d6singularisation de X. 
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On en d6duit par application de R Homx(. ,  cox) une longue suite exacte: 

0 ~ E x t ~  '', COx)~ Mx 1-~ Ext ~ (H, cox)~Extl (N '', ~ox)~ M ~ , 

Extl (Hx , COx)--}...--* M~- 1--~Ext~ (Hx, ~x) ~ 0 

(Ext~ COx) est toujours nul). 
Dans le cas particulier o~ X pr6sente une singularit6 isol6e x tous les com- 

plexes consid6r6s ont une homologie ~ support dans ce point. Si Ies t  une enveloppe 
injective du corps r6siduel de Ox. x on a pour tout faisceau ~ ~t support x: 

R H o m x ( ~ ,  COx) = Extd( ~ ,  e~x) = Homox(~ ,  I). 

Et la suite exacte pr6c6dente se r6duit ~: 

M ~ = H o m ( N ' - ~ - I , I )  i e [ - -  1, d - 2 ]  

M~ -1 = Hom(Hx,  I). 

3) Lorsque X est Cohen-Macaulay en dehors d'un ferm6 F fini sur k, les 
faisceaux i ,i COx = N~ s0nt, pour i>  - d ,  de longueur finie sur k et on peut d6finir les 
caract6ristiques d'Euler-Poincar6 partielles suivantes: 

z~(X) = ~(- -1 )J lgkN~ i+j-d ie[-1, d]. 
j_>_o 

Si de plus les singularit6s de X sont ~t support dans F on d6finit 

d - i  

~bi(X) = ~( - -1 )~ lgkM~ -~-i-1 ie[0, d] 
j=o 

et 
Xo (X) = lg x H x - XI (X). 

Des dualit6s 6nonc6es au paragraphe pr6c6dent il r6sulte que 

lgk N x  i-1 =lgkM ~ 

et done 

x~(x)=~/~(x) vie[0, d]. 

On d6montrera dans la suite (Th6or6me I) que les diff6rentes fonctions introduites 
ici varient semi-continfiment sup6rieurement si X varie dans une famille plate. 

III. D6formations de singularit~s isol~s. 
Semi-Continuit6 des caract6ristiques d Euler-Poincar6 

Lemme 1. Soient Run  anneau de valuation discrdte essentiellement de type fini sur k, 

s le point fermd de Spec R et x f - ~ s  = Spec R u n  morphisme plat equidimensionnel de 
dimension d. On ddsigne par j: Xs~---~X l'inclusion naturelle. Soient X '  ~-~X une d~- 
singularisation de X et Z ~--~ Xs une d~singularisation de Xs. Alors 
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i) il existe une fldche injective natureIle: ~ ,  coz---~go, cox; telle que le diagramme 

~ ,  coz [d] , go, COx; [d] 

\ /  
COX~ 

soit commutatif ; 
ii) il existe dans D+(X~) un morphisme naturel y: N~ --~Lj* N} tel que le sommet 

du triangle construit sur ~ ait un unique terme d'homologie en degrd - d -  1. 

Puisque S est local r6gulier COx (resp. COX') est 6gal ~ COx/s (resp. COX'~s) et COX, = 
Lj* COX. Si t est une uniformisante de R on a une suite exacte 0~COx,~Ox,-* 
COx;--~0 et par [G.R] R" go, COx; = go, COx; = go, ~ tgo, COx.. 

Ce module est ind6pendant de la r&olution X' de X choisie. Quitte ~t modifrer 
X' on peut supposer que le transform6 strict de X, dans X' est une d6singularisa- 
tion de X, [Hi], et donc se limiter au cas off Z e s t  une r6union de composantes 
irr6ductibles de X'~. 

COz est alors un sous-faisceau de COx; d6fini par Ogz=Homx;(O z, COx;) et le 
lemme r&ulte de cette inclusion COz~--~x;. 

Soit X ~ S  un morphisme plat 6quidimensionnel de dimension relative d de 
k-sch6mas quasi-projectifs. On dit que X'~-~X est une d6singularisation simultan6e 
de X sur S si go est projectif si fo  go est plat et si pour tout s dans S, X', est une 
d6singularisation de X~. On 6tend ~t cette situation les d6finitions du paragraphe 
pr6c6dent: 

On a Rigo,(COx,/s| Vi>0, Vs~S [G.R] et donc Rigo, COx,/s=O Vi>0 et 
Os 

go,(COx,/s| COx,/s| ). Le Th6or6me de Dualit6 appliqu6 ~ q~ s'6crit 
donc: os Os 

go, cox'/s [d] -- R Homx(R" go, Ox., coX~s). 

On d&igne par Mx/s le troisi~me sommet du triangle construit sur i: Ox~R'go , 0 x 
et on en d6duit par application de R Homx(. ,  cox~s) le triangle 

Nx/s 

go, cox'/s [ d ]  - -  ' cox/s  

off Nx/s = R Hom x(Mx/s, coX/s). 
Sij~ est l'inclusion X~---~X on a 

L* Mx/s=M'x,, L* Nx/s=Nx, [13. 

Lemme 2. Sous les hypotheses pr~cddentes, il existe sur X un complexe born~ de 0 x 
modules coh~rents et S plats ~ "  (resp. W')  eoncentr~ en degr~ [ - 1 ,  d - 1 ]  (resp. 
[ -  d, 0]) tel que pour tout s dans S le complexe J l ' |  (resp. ~h/"| soit quasi- 
isomorphe d M'x, (resp. Nx). os os 
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En effet les objets Mx/s et Nx/s sont comme Ox, cox/s, tp, tox,/s et R'q~,O x, de 
Tor-dimension finie sur S e t  il est clair que l'amplitude est celle indiqu6e dans 
l'6nonc6. 

Lemme 3. Sous les hypotheses prdcddentes supposons de plus f & lieu singulier 
relatif fini. Les fonctions --~ i s lgk(s)N~s i ~ [ - d ,  0] et s-*;ci(Xs) i e [0 ,d]  sont semi 
continues sup~rieurement sur S (c'est-~-dire constructible et ne pouvant que croitre 
par sp~cialisation). La fonction Xo (Xs) est constante. 

Les groupes d'homologie et caract~ristiques d'Euler-Poincar6 consid6r6s sont 
6gaux ~t ceux de R f ,  Nx/s qui est quasi isomorphe ~ un complexe born6 de 0 s- 
modules localement libres de type fini. 

Th6or6mel. Soit f :  X---~S un morphisme plat equidimensionnel de dimension 
relative d de k-schEmas quasi-projectifs. 

1) Supposons f de Cohen-Macaulay en dehors d'un ferm~ F fini sur S alors les 
fonctions S---~lgk(~)to~s i e [ - d +  1, 0] et s---~xi(X~) i~[-1, d] sont semi-continues 
sup&ieurement sur S. 

2) Supposons X lisse sur Sen  dehors de F alors les fonctions 

s lgk(s~N]s i t [ - d ,  0], 

s--~zi(X~) i~ [-0, d-J 

sont semi-continues supdrieurement sur S. 
1) Quitte A localiser S pour la topologie 6tale et X au voisinage de F on peut 

supposer f affine, de sorte que le foncteur R f ,  conserve l'homologie des com- 
plexes. Le complexe R f ,  tox/s est de Tor-dimension finie d'amplitude I - d ,  (3] et 
son homologie en degr6 _>_ - d + 1 est coh6rente sur S. I1 existe donc un complexe 
E: O--~L-a---~L-n+I-~...L~ de Os-modules plats, quasi isomorphe fi Rf ,  to'x/s, 
tel que/~ soit coh6rent pour tout i > - d +  1 et dont l 'homologie est universelle- 

[SGA VI, chap. I, 5]. L'assertion 1 en r6sulte. ment tox 
2) Supposons S r6duit et soit X' une d6singularisation de. l'espace total X. I1 

existe un ouvert lisse de S au-dessus duquel X' est une r6solution simultan6e de X 
et la semi continuit6 des fonctions consid6r6es sur cet ouvert est 6tablie dans le 
lemme pr6c6dent. I1 suffit donc pourcompl6ter  la d6monstration du th6or6me de 
montrer que les X~ sont des fonctions croissantes par sp6cialisation. Le th6or6me 
est donc cons6quence du lemme suivant: 

Lemme4.  Soit S = S p e c R  le spectre d'un anneau de valuation discrete essen- 
tiellement de type fini sur k de point ferm~ se t  de point gEn&ique tl. Soit X Y--~S un 
morphisme plat de type fini, de dimension d, et ~ lieu singulier relatif fini. On a alors: 

lgk(s)N~ >lgk(~)N~. Vi__>-d, 

z,(xA>=z,(x,) vi>=0. 

C'est une cons6quence facile du lemme 1: 
D6signons par j~ (resp. j,) l'inclusion X~--~X (resp, X,--,X).  Les modules 

d'homologie et caract6ristiques d'Euler-Poincar6 consid6r6es sont 6gales ~ celles 
des complexes R'f , ,  Nx, = ( R ' f ,  Nx) . et R' f ,  N'x~. R ' f ,  N x est quasi-isomorphe 
un complexe parfait de S modules et d'apr6s le lemme 1 il existe un morphisme 
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canonique R f ,  N x ~ R f ,  Lj* N x qui induit un isomorphisme sur l 'homologie en 
degr6 i>  - d  et une surjection en degr6 - d .  

Corollaire 1. Soit A une k algdbre locale essentiellement de type fini ~quidimension- 
nelle de dimension d. Pour que A admette une d~formation lisse il faut que l'on ait 
xi(SpecA) > 0, ie[0,  d]. 

Pour qu'il existe une d~formation lisse de A admettant une r~solution 
simultan~e il faut que l'on ait Zo(A)=0. En particulier si A est de plus Cohen- 
Macaulay il faut que A soit d singularit~s rationnelles. 

C'est clair. 

Exemples. Soient X une vari6t6 projective lisse, ~ un faisceau tr~s ample sur X et 
C = S p e c  (~)H~174 Soit V =Spec  Sym f f  le fibr6 vectoriel sur X associ6 ~t ~e 

n>0 

le morphisme naturel ~0: V---~C est une d6singularisation de C. On a: Ritp, Or= 
(~) Hi(~| Le lemme pr6c6dent donne des conditions n6cessaires sur la dimen- 

n>0 
sion de ces H i pour que C admette une d6formation lisse. Soit par exemple E une 

courbe lisse de genre g >  1, 8 un faisceau localement libre de rang 2 sur E et 
prenons X = IP(r E, le fibr6 projectif sur X associ6 ~t g. On a H 1 (Ox) = H 1 (OE) ~ O. 
Soit Ox(1 ) le faisceau inversible canonique sur X et g u n  faisceau suffisamment 
ample sur E. Soit L~ un multiple suffisamment grand de f*$,~C| ) pour que 
Z~a soit tr6s ample sur X. Le c6ne C=Spec(~)H~ a| n'est pas lissifiable. En 

n>0 

effet on a H2(X,.~e|174 et (~HI(X, .~ |  puisque 
n_~O 

H ~ (Ox) est lui-m6me non nul. On a donc lg k R 2 4o, 0 v - lg k R ~ tp, Ov < 0. 

IV. D6formations de singularit~s rationneiles 

Th~or~me 2. Soit X ~ Sun  morphisme plat de k-schemas de type fini. Soit sun  
point lisse de S e t  x une singularit~ rationnelle de X s. Alors X a une singularit~ 
rationnelle en x. 

L'id6e de la d6monstration est voisine de celle du lemme 1. 
Quitte A se restreindre ~t un voisinage de x on peut supposer X (normal et) 

Cohen-Macaulay. Il reste h montrer  que Hx, x est nul c'est-h-dire que si X'~--~X est 
une d6singularisation de X l 'homomorphisme tp. egx,--->o9 x est surjectif. 

On peut supposer que S est le spectre d'un anneau R local r6gulier de dimen- 
sion ne t  raisonner par r6currence sur n. Soit donc t u n  param6tre r6gulier de R et 

supposons que X t = X x Spec R/tR a une singularit6 rationnelle en x. Soit X'~-+X 
S 

une d6singularisation de X, X~ = X x Spec R/tR est un diviseur de X'. Quitte ~t 
S 

modifier X' on peut supposer que la composante irr6ductible de X~ qui s'envoie 
birationnellement sur Xt est une d6singularisation de X t [Hi]. Soit X~ cette com- 
posante. On a sur X (resp. X') les suites exactes: 

O--+O)x-~ Ogx---~Ogxt.--~O 

(resp. O~o~x,~Ox,~O~x; ~O). 
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D'autre part coxl est un sous-faisceau de cox; d6fini par 

coxl = H~ Ox~, cox;). 

Par application de tp, on obtient le diagramme commutatif  suivant 

q~, COx I 

/ 
0 ~ ~o, cox' t ~ cp, co x, ) ~0, COx; ~ 0 

1 1 1 
0 ~ COX t ~ cox ) coxt ~0 

dans lequel la 16re suite horizontale est exacte par I-G.R.]. 
Par hypoth6se r coxi-+cox, est un isomorphisme au voisinage de x. Les 

applications ~0, cox;~COxt et ~0, cox,~COx sont donc surjectives au voisinage de x. 

Th6or6me 3. Soit f :  X--~ S un morphisme plat de k-schemas de type fini, sun  point 
lisse de S e t  x un point de X s. Supposons que X admette une r~solution simultan~e 
sur S au voisinage de x. Alors x est une singularit~ rationnelle de X si et seulement 
si c'est une singularit~ rationnelle de X s. 

Compte-tenu du th6or6me 2 il suffit de d6montrer le ))seulement sic(. 
Soit X ' ~ X  une r6solution simultan6e. La lissit6 de S en s implique qu'on a au 

voisinage de s COx' = COx'/s et cox = cox/s. 
Le diagramme suivant est commutatif  

~o, CO x, ,~o, cox~=~o, COx,| ,0  
Os 

1 1 
cox ' coxs = cox| ,0 .  

Os 

II est clair que les deux fl~ches verticales sont simultan6ment des isomorphismes 
au voisinage de x. 

Th6or6me ~ Soit X Y--~S un morphisme plat de k-schemas de type fini. Eensemble des 
points x de X o~ Xs(x) est d singularit~ rationnelle est ouvert dans X.  

Soit q/ l'ensemble de points consid6r6. I1 r6sulte du th6or6me 2 que ~ est 
stable par g6n6risation. En effet soit x un point de ~/d ' image s e t  x' une g6n6risa- 
tion de x d'image s' dans S. On peut supposer s' diff6rent de s. Soit R u n  anneau 
de valuation discr6te essentiellement de type fini de k(s') dominant l 'anneau local 
de s dam l'adh6rence de s'. II r6sulte du th6or6me 2 apr6s le changement de base 
Spec R-- ,S  que x' est une singularit6 rationnelle de Xs,. 

De plus ~/es t  constructible. En effet il existe un ouvert V non vide de S lisse 
s u r  k (quitte/t  r6duire S) au-dessus duquel X admet une r6solution simultan6e. 
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q l c ~ f - l ( V )  est l'ensemble des singularit6s rationnelles de f - l ( V )  d'apr~s le 
th6or6me 3, e tes t  donc ouvert. 

Th6or6me 5. Avec  les notations prdcOdentes supposons que s soit une singularitd 
rationnelle de S e t  soit x une singularitO rationnelle de X s. Alors x est une singularitd 
rationnelle de X .  

Quitte ~ se restreindre ~ un voisinage de s e t  de x on peut supposer grfice au 
thgor6me pr6c6dent que Se t  les fibres de f sont fi singularit6s rationnelles. 

On montre qu'il enes t  de m6me de respace total X. 

Soit S'~--~S une d6singularisation de S, X' = X  x S' et ~b: Y--~X'  une d~singu- 
s 

larisation de X' (donc de X). Soit: 

X< *' X'~ * Y 

f f '  

S~ * S' 

le diagramme obtenu. 
D'apr6s le th6or~me 2, X' est ~ singularit6s rationnelles, on a donc R'~b. O r 

~Ox,. 
Par hypoth6se sur S, R" ~o. 0 s, = 0 s e t  on en d6duit par changement de base 
R" ' plat tp. 0 x, = 0 x et donc R'(~0'o ~k). O r = 0 x . 
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