
Stiirungstheorie der Spektralzerlegung. 
II. M i t t e i l u n g .  

Ste t ige  A b h ~ n g i g k e i t  d e r  S p e k t r a l s c h a r  y o n  e i n e m  P a r a m e t e r .  

Von 

Franz Rellich in Marburg (Lahn). 

Fiir Operatoren mit diskretem Spel~trum (Integraloperatoren veto 
Fredholmschen Typus, Differentialoperatoren veto Sturm-Liouvilleschen 
Typus) ist die Frage naeh der stetigen Abh~ngigkeit der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen von einem Parameter in Arbeiten yon H. Weyl, R. Courant 
und anderen beantwortet wordenl). Hier wird die entsprechende Frage 
ffir beliebige selbstadjungierte (nieht notwendig beschr~nkte) Operatoren 
gestellt und beantwortet. Dabei werden durchwegs an Stelle yon Opera- 
toren, die von einem kontinuierlichen Parameter abh~ngen, Folgen yon 
Operatoren gesetzt. Jeder so gewonnene Satz fiber Fo]gen yon Operatoren 
l~l~t sich unmittelbar als ein Satz iiber Operatozen ausspreehen, die yon 
einem kontinuier]ichen Parameter abh~ngen, was in einem Fall (Satz 3) 
ausfiihrlich formuliert wird. 

Die Kenntnis der ersten Mitteilung wird hier nirgends beniitigt. Ffir 
die Grundtatsachen aus der Theorie des Hilbertschen Raumes vgl. das 
bekannte Lehrbuch yon M. H. Stone, Linear Transformations in Hilbert 
Space .. . .  New York 1932. 

w 

Konvergente und gleiehm~gig konvergente Folgen besehriinkter 
Operatoren, sterile Abhiingigkeit yon einem Parameter2). 

Es sei ~ ein Hilbertscher Raum. Das innere Produkt zweier 
]~lemente x ,y  aus ~ sei (x,y); I x / ~  ~ix,-~). ,,Operator" bedeute stets 
,:linearer Operator". 

1) Ausfiihrllcher Literaturnabhweis in dem Encyklop&dieartikeI yon HeUinger 
und Toepli~z, insb. Nr. 35, S. t~I27--1530. 

~) Die Definitionen in diesem Paragraphen sind wohlbekannt. Vgl. F. Riesz, 
Les syst~mes d'6quations lin~aires k une infinit~ d'inoonnues, Paris 191'3. 

Mathematische Annalen. 113. 44 



678 F. Rellich. 

D e f i n i t i o n  1. Die Folge beschr~nkter Operatoren A(1),A (~) . . . .  
konvergiert gegen den beschr~nlr~en Operator A, wenn es 

1. ein k gibt mit I A ('') x[ ~ k lxl far a l l e n  und x. und wenn 
2. fiir jedes x gilt lira I A ( - ) x -  A x[ = 0. ~) 

IS ---~ co 

D e f i n i t i o n  2. Die Folge beschriinkter Operatoren A (1), A (2) . . . .  in 
konvergiert gleichm~il]ig gegen den beschr~nkten Operator A in ~, wenn 
zu jedem ~ > 0 ein N existiert, so daft [A(n)x - Ax[  ~ ~lxl wird f'tir 
a l l e n  > N und alle x. 

D e f i n i t i o n  3. Fiir jedes s aus dem Intervall ~ ~ s <__ Q~ se 
ein besehrKnkter Operator A (e) erklRrt. Er heiftt stetig im Punkte s 
(0~ ~ So <:  ~)  hinsichtlich des Parameters e, wenn aus lira sn = s o, 

~l ---~ oo 

~1 ~___ e~ ~ ~ folgt: A(s,,) konvergiert gegen A(e0). Er heiftt stetig im 
Intervall 0~ ~ e __< ~ hinsiehtlieh des Parameters e, wenn er in jedem 
punlct des Intervalles stetig ist. 

w 

Konvergenz and stetige Abhilngigkeit der Spektralschar. 
S a t z  1. D/e Folge beschr~nkter symmetriseher Operatoren A~I), A (s) . . . .  

kanvergiere (Def. 1, w 1) gegen den beschrdn~en symmetrischen Operator A. 
Die (linksstetige) STektralschar yon A (n) sei p(n), die yon A sei P~. Es 
8el ~o kein Punkteiyenwert yon A. Dann konvergiert ~aoV(n) gegen P~o. 

B e w e  is. I. 0ffenbar geniigt es, den Satz fiir 2 0 = 0 zu beweisen. 
Auf Grtmd der Definition der Konvergenz yon A(~), A (s) . . . .  gegen A 

gibt es eln k, so daft I A (~)xl ___~ k I x l ,  ]Axl  ___~ k lx l  gilt. Ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit daft k <: 1 angenommen werden. Dana  

+2 +i 

ist A(~)= ~2dP(a ") und A = S.~dPx. 
~ 1 .  - - 1  

II  '). Aus 
o +x +1 

~") P'o" = ~ a ~  ("'= �89 ~ (a - i ~ l ) d P ~  ), ~P0=  �89 ~ (a - I~ l )de~  
--I - - 1  --I 

folgen mit der Bezeichnung 

~I + O) ~"~= ~l,~el "), ~ = J ' l a l d e ,  
- - 1  - - 1  

8) Nach einem aUgemeinen Satz yon St. Banach folgt die Bedingung 1 aus 
der Bedingung 2, kGnnte daher auch weggelassen werden. 

4) Zu den Sehritten II. und I I I .  vgl. F. J. Wecken, Zur Theorie linearer Ope- 
ratoren, Math. Annalen 110, S. 722--725. 
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die Gleichungen 

(2) A ('~ P~") = �89 (A (") -- B(")), A Po = �89 (A -- B). 

I I I .  F i i r l ) . l ~ _ ~ l i s t i 2 , = 2 ( ~ v ) ( ~ - - l ) ~ ;  f i i r g a n z e s N > 0  daher 

B(') = ~ -- 1]V d P ) +  '*-- 1]"alP ) 
1 v ~ O  __1 T M  1 

N +1 

= ,=oZ (v~) [(A~176 - 1 ]v+  ; ,=Z+  ,(~) [~* - - .  1]'d P(~'). 
--1 

Subtrahiert man davon den entsprechenden Ausdruck fiir B. so 
ergibr sich 

N 

v = N + l  
Wegen der Konvergenz yon A( "> gegen A lind der Konvergenz der 

c o  
~ e i h ,  Z (~/I  f01g' da~aus di~ Ko~-ive]~,enz voi). B 'n' ,eg,I). B (bea~llt~ 

I B(") x I ~ i x I)" Subtrakiel~ man die zweite der Oleichungen (2) yon 
der ersten, so erhi l t  man 

(4) (X(~) --  A) P(o~>+ X ,-o/P~) _ Po) = �89 (A(~)-  A) -- �89 (BC~> --  B) 
und daraus fiir jedes x, y 

i(A (P(o " ) -  Po) x,y)l  ~ i ( (A(">-A) ~(o,)X,v)i + �89 ((a<n)_ ~)  x ,y) l  
+ �89 i((B (n> --  B) x, Y) i 

Ix]. i(A('O-- A)y  I + �89 I 
+ �89 (n) -  B ) x t .  [vl.  

IV. Aus der letzten Formel folgt 
lira ((Pi" - P,) x, A y) = 0. 

Nach Voraussetzung is~ ~t o = 0 kein punlrteigenwert yon A, also A x =J: 0, 
wenn x ~ 0. Deahalb liegt .die Menge der Elemente A y in ~j dicht, 
wen-  y gamz ~ durchliiuft; sonst giibe es ein x ~ 0 mit  (x, A y) = 0 
fiir alle y, (Ax,  y) = 0 fiir aUe y, also A x =: 0. Da aullerdem 
I(P(o')-Po)xl _~21~1 ist, so gilt lira (P(o')X,x')= (Pox, d )  f '~  jedes 

x, x' aus .~ (d. h. P(o') , ,konvergiert schwach" gegen Po). Daraus wegen 

((P(o ") - Po)  x, (P(o-> - Po)  x) 
= (P(o ~) x, ~) + (Pox, x) - (P(o') x, Pox) - (Po x, t~2) x) 

sogar lira P(0n~ x----- P0 x, womit  Satz 1 bewiesen ist. 

44* 
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Von Satz 1 gilt die Umkehrung: 
S a t z  2. Es seien A (1), A (~) . . . .  und A beschrdnkte symmetrische 

Operatoren mit gemeinsamer Schranke I A x I ~_~ k Ix I und [ A (n) x I ~- k Ix I 
]ib" aUe n und x. Die (linksstetige) Spektralschar yon A(n) sei P(f), die 
yon A sei P~. Fiir jeden Weft yon ~, der nicht Punkteigenwert yon A ist, 
konv~giere P~('*) gegen Px. Dann konvergiert A (') gegen A (Def. 1, w 1). 

B e w e i s :  Es ist 
~ - 2 k  + 2 k  

(A~,) x,y) = ~ 2 d (P?) x, y), (A x,y) = ~ ~d (P~x,y), 
- - $ k  - - 2 k  

also 
+ 2 k  - b $ k  

( (a("  - -  A) x, y) = ~ X d ( ( P i " - -  P~.) x, V) = --  ~ ((Pi. ~, - -  P~) x, y) d ~, 
- - i l k  - - 2 ] r  

+ $ k  

I ((~(",-  a) ~,y) l _~ l yl ~ I(el ")-  P~) �9 IdA. 
- - 2 k  

Setzt man y = (A (n) - - A ) x ,  so wird 
+ 2 k  

[(A(")-- A)x] ~ ~ I(P(~")--P~)x[dl. 
- - 2 k  

Naeh Voraussetzung hat  die Funktion ]~()~) = I(P~ (') --  P~)x] f i i r n - ~  oo 
und jedes A, das nicht Punkteigenwert yon A ist, also fiir jedes ~ bis 
auf eine abz~ihlbare Menge, den Grenzwert Null, auflerdem ist [], (A) I <2 2. 

Daraus folgt lira I f~(A)dA ~ 0, also I ( A ( ' ) - -A )x l  ~ O, n - .  oo, 

womit Satz 2 bewiesen ist. 
Aus Satz 1 folgt naeh Def. 3, w 1 unmittelbar 
S a t z  3. Der beschr~nkte symmet~'ische Operator A (e) sei hinsi~htlich 

des Parameters e stetig im Intervall ~ ~ e ~ ~ .  Seine Spektralseha~" 
heifle P~ (e). Wenn ~o kein Punkteigenwert yon A (%) ist, dana ist P~ (e) 
hinsichtlich des Parameters e stetig im Pun]ct e o. 

Satz 1 bleibt nicht richtig, wean man in Yoraussetzung und Behaup- 
tung ,,konve.rgiert" durch ,,konvergiert gleichm~i~ig" (Def. 2, w 1) ersetzt. 
Daa sieht"man aus folgendem Beispieh Es sei ~.~, 9g, . . .  ein vollst~ndig~ 
normiertes' Ort hog0nalsys~em a u s ~  und A der symmetrische b e s e h r a n ~  

1 ~, gi!t. Dana ist ~o 0 kein Punkt-  Operator, fiir den A ~" ~- ~- ~ . 

eigenwer~ yon A. Bezeichnet P~ die Sl~e~tralschar yon A, so ist P~ ~ 0 ,  
1 

Setzt man A(') ----- A , so konvergie~ A (~) gleichm~il~ig gegen A. Dir 

linksstetige Spektralschar P~(') yon A(') ist fti~ ~ = 0 gegeben durch 

Pi ") �9 = Z (z, ~.) ~ X (~, ~') ~o,. 
1 �9 I ' ~ > n  V-~<o 
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Also I P(~') 9 ~ + 1 [ = 1, I P0 9" + ~} = 0. Daher konvergiert P(o") nicht 
gleichmiil3ig gegen P0. 

In einem wichtigen Spezialfall liigt sich die gleiehmi~gige Konvergenz 
abet beweisen. Es gilt niimlieh 

S a t z 4. Die Fotqe beschr~nkteT, symmetrischer Operatoren A (~), A<~),... 
konvergiere gleichmdflig (Def. 2, w 1) gegen den beschrankten symmetrischen 
Operator A. Die (linksstetige) Spekt~,alschar yon At,) sei P(~"), die yon A 
sei P~. Das Spektrum yon A sei leer in einem Intervall 1 2 -  2o] < d 
um 2 o. Dann konvergiert P(~'~) 91eichmafliq gegen P~o. 

Beweis .  Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit sei 20 ---= 0. Erkliirt 
man  wie im Beweis zu Satz 1 den Operator B (') dutch Formel (1), so 
tolgt aus (3) die gleiahmiil~ige Konvergenz yon B(") gegen B und aus (4) 
die gleichmiiBige Konvergenz yon A P(o ") gegen A Po. Da A eine besohr~nkte 
Reziproke besitzt, konvergiert /~o gleiehmi~l~ig gegen Po, womit Satz 4 
bewiesen fist. 

w 

Isolierte Punkteigenwerte endlicher u 

H. Weyl ~) hat gezeigt, dall man aus einem Operator mit  reinem 
Punktspektrum (lurch Addition eines vollstetigen Operators, der naoh 
J. v. Neumann u) beliebig kleine Norm haben kann, einen Operator mit einem 
reinen Streckenspektrum herstellen kann. Punkteigenwerte bleiben daher 
ira allgemeinen bei ,,stetiger St6rung" nieht einmal erhalten, erst recht 
brauchen sie nicht stetig mit dem Stb'rungsparameter zu variieren. Wohl 
abet gilt eine solche stetige Abhiingigkeit fiir isolierte Punkteigenwerte 
endlieher u Es gilt ni~mlich 

S a t  z 5. Es sei A ein sy~metrischer, beschrankter Operator in ~ ritit 
dem h-/achen Punkteigenwert 2; dieser Punkteigenwert sei isoliert, d.h. in 
dem g-Intervall 2 -- d 1 < # < 2 + d~ (dt > O, d~ > O) sei das Spektrum 
yon A,  abgesehen yon kt ~ 2, leer. Die symmetrischen beschzanktcm Opera- 
toren A<I),A (~), .. .  m6gen gleiehmaflig gegen A konvergieren (Def. 2, w 1). 
Dann gilt /iir hinreivhend gro~e n: 

1. A (7') besitzt h Punkteigenwevte X~ ), . . . ,  X(h "), die mit ~ -~ ~ geqen 
konvergieren. 

2. Sing qJ(~") . . . .  , q~(a ") arthogonale , normierte Eiyenetemente van A (n) mit 
h 

den Bigenwerten 2~ n) . . . . .  2~ ) un~ ist P(")x = Z (x, ~?))q~"), dann kon- 
t = 1  

~) Rend. del Circ. Math. di Palermo 27 (1909), S, 373--392. 
8) Ae~ual. seient, et ind. 229 (t935). 
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vergiert P(~) mit  n ~ ~ g le ichm~ig  gegen den Projektionsoperator P,  der 
zu dem Eigen~'aum des Eigenwertes ). yon A ffehlirt, und es ist P(~) der 
Projektionso~erator yon A (n), der zu dem Intervall 2I ~ )~ ~ 23 geh6rt, wo 
21, 2~ Zahlen mit  ). -- d 1 ~ 21 , ~ ~ 2 + d~ bedeuten. 

B e w e i s .  I. H i l f s s a t z  1. Es seien Till, ~ . . . .  lineare Teilr~iume 
mit den l)rojektionsoperatoren Q(1), Q(~) . . . .  und es sei ~ ein h-dlmen- 
sionaler Teilraum mit dem Projektionsoperator Q. Die Operatoren Q(") 
mSgen fiir n -~ a~ gleiehm~Big gegen Q konvergieren (Def. 2, w 1). D a n n  
gibt es ein N derart, dab fiir a l l e n  :> N die Dimension yon ! l~ gleich 
h ist. 

Z u s a  t z. Verlangt man nieht gleiehmiiBige Konvergenz der Q(') 
gegen Q, sondern nut Konvergenz (Def. 1, w dann ist fiir alle hin- 
reichend groBen n die Dimension yon !l}~, grS~ergleieh h (Halbstet igkeit  
der Dimension). 

Der Beweis yon Hilfssatz 1 wird mit dem Beweis des Zusatzes be- 
gonnen. W~ire die Behauptung des Zusatzes falsch, dann g~be es eine 
Teiffolge n: der ganzen Zahlen mit n~ ~ r i -+  ~ derart, dal~ die 
Dimension yon ~ - i  kleiner als h wiire. In ~ ,  das die Dimension h hat ,  

gibt es dann eine Folge yon E]ementen w~ derart,, dal3 w; orthogonal zu 
allen Elementen von Effn~ steht und die L~nge 1 hat. Ohne Besehr~nkung 

der Allgemeinheit daft man annehmen, da~ die o& konvergieren; sons t  
wiirde man eine konvergente Teiffolge auswiihlen. Also co, ~ o~, i -~ 0r 

1 = 1. Wegen Q("~) o~ = 0 ist 

(Q('~ ) o~, w) = (Q(~, ) (eo~ - w), w , -  o~ ) = IQ(~,)(w,-  o~)1 ~ __~ Iw, - col~; 

aus lira (Q('*~) o~, o~) = (Q w, o~) = (~o, ~) folgt der Widerspruch (o~, co) = 0. 
i --)* r 

Damit  ist der Zusatz bewiesen. Unter den Votaussetzungen des Hiffs- 
satzes 1 mu~ abet  s alle hinreichend groi~en n die Dimension yon ~ .  
aueh kleinergleieh h sein. Sons~ gs es ns eine Folge yon Ele-  
menten w~ ans ~ mit 

l o c i = l ,  Qeo~- -O ( k =  I, 2 . . . .  ). 

Nun wahle man ein N derart, dal~ ftir alle . n ~  57 und alle x gilt 
I (Q(~) -Q)x l  ~ �89 Dann fo]gr aus 1 = [w~, I ---'--I(Qr ) - Q )  eo~ I ~ :  �89 
(fiir n~ ~ N) der Widerspruch. Dami~ is~ Hflfssatz 1 bewiesen. 

II. Es seien 2~, 2~ zwei Zahlen mit  2 --  d~ ~ ~ <: 2 ~ 2~ <: ~ + d~. 

Bezeiehnet P~) bzw. P~ die Spektralsehar yon A (") bzw. A, dann kon- 

vergier~ naeh Satz 4 P ~ ) -  P~) gleiehmiil~ig gegen Pz~ - Pzt = P. Nach  
dem eben bewiesenen Hilfssatz 1 mu~ daher flit alle geniigend grol~en n 

"(~) "(") gehSrigen Teilraumes gleich h sein die Dimension des zu , ~ , ~ -  r~1 
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Also mu~ A (n) in jedem Intervall 2~ ~ 2 ~ ~ genau h Punkteigenwerte 
haben, wean nut ~ hinreichend grol~ ist. Daraus ergeben sieh unmittel- 
bar die Behauptungen von Satz 5. 

w 

Selbstadjungierte, nicht notwendig besehr~inkte Operatoren. 

Bei der "~ U bertragung des bisherigen auf nieht beschr~nkte Operatoren 
sind zwei Punkte  zu beachten: erstens werden bei der Definition der 
Konvergenz von se]bstadjungierten Operatoren gewisse Voraussetzungen 
fiber einen gemeinsamen Definitionsbereich benStigt; zweitens wiire die 
direkte Ubertragung der Definition 2 fiir die gleichm~flige Konvergenz 
zu eng, sie wird daher sinngem~l~ erweitert. 

D e f i n i t i o n  4. In einem Teilraum 92 eines Hi]bertschen Raumes 
sei ein Teilraum 92' gelegen. Der Teilraum 92' yon 92 liegt ,,dieht in 92 
in bezug auf die Form (x, x)- -b(Ax,  A x)", wenn zu jedem x aus 92 
eine Folge x 1, x~, . . .  aus 92' existiert, fiir die 

lira [ x ~ - - x { = 0 ,  lira { A x ~ - - A x l - ~ 0  

gilt 7). 
D e f i n i t i o n  5. Die Operatoren A, A(*), A (~), . . .  seien der Reihe 

naeh in den dichten Teilri~umen 92, ~I(x), 92(~) . . . .  yon ~ erklgrt. A(") kon- 
vergiert gegen A, wean der Durchsehnitt ~ yon 2, 92(m+ x), 92(m+ ~), . . .  fiir 
hinreiehend grolles m dieht in 92 in bezug auf die Form (x, x) -~- (A x, A x) 
]iegt (Def. q:) and wenn ffir alle x aus ~ gilt lira ] A ( " ) x - - A x  I ~--0. 

A r konvergiert gleiehm~f~ig gegen A, wean dartiber hinaus zu jedem 
> 0 ein N derart gehSrt, dal3 fiir n > N und alle ~ aus X) gilt 

IA(') x -- A x I ~ ~ {Ixl § IA xl}. 

H i l f s s a t z  2. Die Operatoren A, A (~), A(~),... seien bzw. in den 
dichten Teilr~umen 92, 2(~), 92(~) . . . .  eines Hilbertsehen Raumes ~ erkliirt. 
A habe die besehr~akte Reziproke S, and A (~) die beschriinkte Reziproke S(") 
(fiir alle x aus 92 ist also S A x  = x, fiir nile x aus ~ hegt S x in 92, 
A S x  = z, und das entspreehende gilt fiir A(') in 92c~) und S(')); es gebe 

Werm A(') gegen A konvergiert (Def. 5), dana konvergiert S(') gegen 8 

7) Zu dieser Definition vgl. K. ~riedrichs, Spektraltheorie halbbeschr&nkter 
Operatoren und Anwondung auf die Spektralzerlegung yon Differentialoperatoren, 
Tell I, Math. Ann. 109, S. 465--487. 
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(Def. 1, w 1). Wenn Ar gleichm~iBig gegen A (Def. 5) konvergiert, dann 
konvergiert Sr ~) gleichm~flig gegen S (Def. 2, w 1). 

Beweis .  I. In 9 gib~ es einen diehten Teilraum ~'  derart, dal~ [fir 
jedes x aus ~ '  das Element y ~ Sx in 2) (Def. 5) ]iegt. Sonst g~be es 
ein z t 0 aus 9,  mit dem ffir jedes y aus ~) gelten wiirde (z, Ay)  ~ 0. 
Da ~ in !~I dicht in bezug auf die Form (x, x ) +  (A x, .4 x) liegt, gilt 
diese Gleichung sogar fiir jedes y aus ~I. W~hlt man also y = S z, so 
folgt der Widerspruch (z, z)----0. 

II.  Fiir jedes x aus ~ '  ist (S( '~ -- S) x = (S ('~) A S - S(") A(~) 8) x 
fiir hinreichend grol~e n, also 
(6) - S)  x l k I(A - S 

und daraus lira I(S on) - S ) x  I ~ 0 zuniichst flit alle x aus ~',  wegen 
7t  - - ~  o o  

I (S( 'o- -~)xl  ~ 21r I aber dana flit atle x aus 9,  womit die Kon- 
vergenz der S (~) gegen S bewiesen is~. 

III .  Wenn A (n) gleichm~ig gegen A konvergiert, dann gibt es zu 
jedem ~ > 0  ein N derart, dab fiir alle n > N  und alle x aus ~ '  gilt 

8 a z t  man das in (6) ein, so erh~It man I(S ( n ) - S ) x  I <~ ~Tk(k+ 1)Ix [ 
zun~chst flit alle x aus ~' ,  dann wie eben fiir alle x aus ~,  womit die 
gleichmii~ige Konvergenz yon St-) gegen S bewiesen ist. 

S a t z  6. Die Operatoren A,  A (~), A (2) . . . .  seien in einem ]complexen 
Hilbertsohen Raume ~ selbstadd'ungiert und es konvergiere A ~  gegen A 
(Def. 5). Die (linksstetige) Spelctralsohar yon A(') sei P(x ~o, die (links- 
stetige) Spektralsvhar yon A sei P~. gs  sei & lcein Punkteigenwert yon A. 
Dann konvergiert P(~) mit n -~  ~ geqen P~o. 

BeweisS).  Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit sei ~o = 0 .  
Bezeichne R (~) bzw. R(, ~) die Reziproke yon A (n) + i bzw. A(~) - - i  und R 
bzw. R .  die Reziproke yon A + i ,bzw. A -  i. Setzt man 

D (~) ---- R (~) + R(,') = 2 R(, ~) A (~) R~m, D = R + R ,  = 2 R ,  A R 

und bezeichnet mit  Q~) bzw. Qa die Spektralschar yon D(~) bzw. D, dann 

ist -o'(~) = Q~) und Po = Qo. Wegen ]R(~)x[ ~< Ix[, ]Rx[ _____< Ix[ liefert 
Hi]hsatz 2 die Konvergenz der D(~) gegen D. Da 2o = 0 kein P~m~- 
eigenwert yon D ist (aus R . A . R  q~ = 0 folgt A Rq~ = O, R q~----O, 

= 0), konvergiert nach Satz 1 Q(o, ~), gegen Q0, womit der Satz 6 be- 
wiesen ist. 

-8) Vg], F. RieBz, Uber die lino~ren Transfor~ationen des komplexen Hilber~- 
sohen Raumes, Aet~, Szeged 5, S. 19--54. 
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Sa tz  7. Aufler de~ Voraussetzungen des Satzes 6 seien die beiden 
weiteren Voraussetzungen er/iillt: 1. A(') konvergiert gleichm~flgg gegen A 
(Def. 5); und 2. In einer Umqebunq 1t -- 4ol ~ p yon ~o ist das Spektrum 

yon A leer. Dann konvergiert D(~) gIeichm~flig gegen P~o (Def. 2, w 1). 

Beweis .  Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit sei 2 o -~ 0. Da in 
einer Umgebung yon t 0 ~-- 0 das Spektrum yon A leer ist,, gibt es ein T ~ 0, 

p 
so dab ]Ax] ~ p l x l  fiir alle x aus 2 gilt. Man setze ~ = 2 ( p ~ - l ) "  

Dann gibt es (Def. 5) ein N, so dal~ f'tir a l l e n  ~ N und alle x aus ~ gilt 

_-> I l(p- = 

Also besitzt A (n) (ftir geniigend grol~es n) eine beschril.nkte l~eziprol~e S ('~) 

mit IS<n) xl <2 [xl, erst recht ISxl  ~_~ -~Ix[ fiir die Reziproke S v o n A ;  

yon der Beschriinkung ,,fiir geniigend grol~es n"  befreien wit uns, indem 
wit endlich viele A (n) weglassen und umnumerieren. Nach Hilfssatz 2 
konvergiert S (') gleichmii~ig gegen S. Fiir die Spektralsehar Q~) yon S (~) 
bzw. Q~ yon S gilt: 

Q~o ~) = P(o "), Qo = Po. 

l~laeh Satz 4 konvergiert Q(o ~) gieichmgl~ig gegen Qo, also aueh P(o ") gleich- 
m ~ i g  gegen Po, w. z. b. w. 

S a t z  8. Die Operatoren A, A (1), A (2), ... seien in einem komTlexen 
ttilbertschen Raume ~ sdbstadjungiert und es konvergiere A (n) gldehmaflig 
qegen A (Def. 5). Es sei I ein h-]aeher isolierter Punlcteigenwert, in dem 
i~-Intervall 2 -- d 1 ~ # ~ t -i-, d~ (dl ~ O: d~ ~ O) sei das SpeIctrum yon A, 
abqesehen yon # = i,  leer. Dann gelten die Behauptungen des Satzes 5. 

De~ Beweis verl~uft wie der Beweis zu Satz 5; an Stelle des 

Satzes 4 wird dabei der Satz 7 benutzt. 

(Eingeg~ngen am 21.8. 1936,) 


