Automorphismen von Homotopiekettenringen.
Von

Kurt Reidemeister in Marburg.

Die Abbildungen eines Homologickettenringes eines Komplexes auf
sich lassen sich bekanntlich nach Wahl je einer Basis fiir die Ketten
jeder Dimension durch eine Reihe von Matrizen darstellen und nach
Hopf') 14Bt sich aus den Spuren dieser Matrizen eine Invariante der
Abbildung zusammensetzen. Ahnlich soll hier eine algebraische Dar-
stellung firr Abbildungen eines Homotopiekettenringes eines Komplexes
abgeleitet und das Analogon fiir die Spureninvariante aufgestellt werden.
— Die Bedeutung dieser Invariante fir stetige Abbildungen des Kom-
plexes auf sich ist unschwer zu erraten: Lieferte die Hopfsche Spuren-
invariante die algebraische Anzahl der Fixpunkte schlechthin, so liefert
die neue Invariante die algebraische Anzahl der Fixpunkte jeder Fix-
punktklasse?). Jedoch soll im folgenden nur die algebraisch-kombina-
torische Seite der Frage behandelt werden.

1. Zunichst moge der Homolopickettenring®) eingefithrt werden. Unter

af (=12 ..., a)
verstehen wir die k-dimensionalen Zellen (kK = 0, 1, ..., #) eines Funda-
mentalbereichs eines n-dimensionalen universellen Uberlagerungskomplexes,
unter y, v,, v die Elemente der zugehérigen Fundamentalgruppe, unter
z = 2n7y, (n, ganz rational)

die Elemente des Gruppenringes der Fundamentalgruppe. Die Ketten der
Dimension & werden alsdann durch
“p
# =X
=1
it beliebigen z, geliefert. Diese Ketten bilden eine freie Abelsche
Gruppe mit den Operatoren y. Jede Kette besitzt eine Randkette

R(") = Xz, R(a)),

1) Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel, Gottinger Nachr,
1928, S.127.

2) Zum Begriff der Fixpunktklasse bei Flachenabbildungen vgl. J. Nielsen,
Untersuchungen der Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flachen, Acta Math.
50 (1927), S.189.

3) Vgl. K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Hamb. Abhdl. 10
(1934), S. 211
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die sich aus den Berandungsmatrizen

Cp—1
Ri)= 2 ™" ((=1L2 .., k=12 ..,7)

j=1
berechnen liBt; R (R (x)) ist die Nullkette. Die Kettengruppe mit den
aufgeprigten Berandungsrelationen wird der Homotopiekettenring des
Komplexes genannt.
Unter einer Basis der Ketten k-ter Dimension verstehen wir ein
System
br G=1,2 ... o)

von Ketten, das aus der Grundbasis af durch unimodulare Transformation
mit ganzen rationalen Koeffizienten oder durch Matrizen, deren Haupt-
diagonalelemente gleich Gruppenelementen yp; und deren iibrige Elemente
gleich Null sind, oder durch eine Folge derartiger Abinderungen hervor-
geht. Die b bilden tatsichlich in dem weiteren Sinne eine Basis, daB
sich alle Ketten x¥* auf eine und nur eine Weise aus den b’ linear kom-
binieren lassen.

Unter einer k-dimensionalen Erweiterung eines Homotopiekettenringes
verstehen wir die Hinzunahme von zwei Basiselementen b,'ﬁku, b',ik__ll_l
mit den Berandungsrelationen

R(b£k+1) = b’;,_.—_l1+1» R(bﬁ[_11+ ) =0;
unter Reduktion eines Homotopiekettenringes verstehen wir den inversen
ProzeB.

2. Wir wenden uns jetzt den automorphen Abbildungen von Homotopie-
kettenringen, zu. Damit

T (s = ¥ (k=0,1,..., 7
ein Automorphismus ist, muf
(1) T(st+ ) = T () + T (&),
(2) Trs)=7T()
und schlieflich
(3) T (R(x%)) = R(T ("))

sein; die Eindeutigkeit von T wird nicht gefordert.

Aus (1) und (2) folgt insbesondere, daB T eine Abbildung des
Gruppenringes und der Fundamentalgruppe auf sich induziert, die wir
ebenfalls mit T bezeichnen wollen. Nach (1) ist

T(?”t”z) = anT(yi)

und durch zweimalige Anwendung von (2) folgt
T (.7 = T() T (v
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Die im Gruppenring induzierte Abbildung ist also ein Automorphismus
desselben.
Aus (1) und (2) folgt ferner, daB

T =T(Zza) = 2T () I(a)
ist. Indem wir ' '
T(a) = Ztiq
setzen, konnen wir also die Abbildung 7' durch den Gruppenautomorphis-
mus 7 (y) = y einerseits und die Matrizen tf,- andererseits festlegen, und es ist
T(Zz.af) = X T(x)4,q.
H ij
SchlieBlich wenden wir uns der Bedingung (3) zu. Es ist einerseits
T(R(Zz,a)) = T(ZzR(a)) = 2T ()T (R(a)
und andererseits
R(T(Xz.0) = R(Z T(z) T(a)) = X T(z;) R(Ta})).
Die Bedingung (3) ist also allgemein erfiillt, wenn sie fiir die Grundbasis
erfilllt ist. Fiir die Grundbasis aber erhalten wir einerseits
(R(at)_T(yru ):ZT(TU)t;lla§ '
il
und andererseits ’
R(T(a))) = R(Zt505) = St e
g J
Notwendig und hinreichend fiir (3) ist also die Bedingung
4) Etfﬂ]kl = T(Tfj) t;z_x-
7 I
3. Eine entsprechende Matrizendarstellung der Abbildung erhilt man
unter Zugrundelegung irgend einer anderen Basis bf. Wie hangen diese

Matrizen miteinander zusammen ?
Geht bf aus af durch eine ganzzahlige unimodulare Transformation

b= X n,j a}‘
J
hervor, so ist T (n;) = n,; und daher T(bf) = Z ny; T (a;). Hieraus

J
folgert man leicht, daB die zur Basis b’ gehorige Abbildungsmatrix 4
aus #; durch Transformation mit der Matrix n,, hervorgeht.
Fassen wir den zweiten Fall

. bf = Y af
ins Ange. Hier ist

T ) = T (yu) Z450f = T (1) (Ztia) YiE' B,
7
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also die zugehorige Abbildungsmatrix

Ly = T () t¥5x'-
Fir das weitere ist die Einwirkung dieser Abanderungen auf die Spur

k k
§ = Ztiz
i

von Bedeutung. Beim Ubergang von ¢, zu #; indert sich die Spur
nicht. Denn die 7;, sind mit allen Elementen tfj vertauschbar, man
kann die gewohnliche SchluBweise ilber das Verhalten der Spur bei
Multiplikation anwenden.

Beim Ubergang von ::,J zu 5, geht die Spur s* in

= %‘ T (y.x) tu)’zk
iiber. Das gibt Anla zu der folgenden Definition: Zwei Gruppenelemente y
und 9" mogen beziiglich T konjugiert heifien, wenn es ein Gruppenelement x mit

Y = Ty
gibt. Die nach T konjugierten Elemente bilden eine Klasse, weil die
angegebene Beziehung transitiv ist. Ist nun 2 irgend ein Gruppenring-
element,

T = 21y,

so moge unter |z| die Summe von Klassen nach T konjugierter Elemente
(2] = Zn, T (=) yaes
mit beliebigen Variablen x; verstanden werden. Alsdann konnen wir das

Verhalten der Spur s* bei Basiswechsel einfach so ausdriicken:
[s%| blexbt bev Busiswechsel unverindert.

4. Wir wollen jetzt das Verhalten einer Abbildung in einem reduzier-
baren Homotopiekettenring feststellen. Es sei

(5) R(6,) =105, ROL ) =0,

und weder i noch Y ' trete sonmst in den Berandungsrelationen der
g + 1- bzw. g-dimensionalen Basiselemente auf. Es ist also

._1’

a) Ha' =0 (=12 ..., %41
®) by re,_, =0 (GFEa), 7, ,=0 (7 =+ ),

) fopaq_, =1

d) raq .. =0 =12 ..., 25

Wir betrachten nun neben T’ die Abbildung 7", welche in dem durch
Fortnahme wvon bl ‘ und qu’_‘l reduzierten Homotopiekettenring durch

die folgende Festsetzung erklart wird: Es sei T'(z) = T'(«) fiir alle
Mathematische Annalen. 112. 39
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Elemente & des Gruppenringes, die Matrizen ts von T” seien wmit denen
von T fiir alle Dimensionen % % ¢, ¢ — 1 identisch und fiir £ = ¢, ¢ — 1
mogen sie durch Streichung der letzten Zeile und Kolonne aus den
Matrizen von T entstehen. Diese Abbildung hat offenbar die Eigenschaften
(1) und (2). Die Eigenschaft (3) priifen wir mittels der Gleichungen (4),
die ohne weiteres fir k 4= ¢4 1, ¢, ¢ — 1 erfiillt sind. Fir k=qg-+1
ist nach (6a)

STO NG = ST g

J i<ey
und fiir ! < «, ergeben sich daher gerade die Bedingungen

ol = 20 ol

J

Fir k=g —1 ist nach (6d)

a—1 g1 9—1 g—
Xty = X bty o,
J J<‘zq71

and fiir ¢ < «,_, ergeben sich daher die Bedingungen
ZuiT et = 2T TR L
2

Fir £ =g und ¢ < ag, ! << ag—; lst nach (6b) sowohl

2= X thr,
. 2 J<aq
als wie
2T =2 Teh)gh
J i< %y
es ergibt sich also auch

tha = ZT’(“J) th_l’

und damit ist die Abblldung Vi als eine automorphe des reduzierten
Ringes erkannt. Der Ubergang von T zu 7' mége eine Redulktion von T
genannt werden.

Wir beachten schlieBlich die fiir k =g, ¢ = «;, I = «,—, nach (6b)
resultierende Gleichung

= T('rZ et

2 .l
2g aq Te Gy 1 %g—1?

¢ %9 —1

die nach (6c¢) besagt, dafl
q — 41
(7) tq “q tq 1% —1
ist. Mithin gilt fiir die Spuren von 7"
.. §9—§'0—1 = 59— g9,
Und in Analogie zur Sparenformel ergibt sich, wenn wir

s= 3 (—1ps

k=
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setzen, |s| als eine Invariante der Abbildung sowohl bei Basiswechsel als
wie ber Reduktion.

Unter der Erwesterung einer Abbildung wollen wir den Ubergang von
einer Transformation T eines Homotopiekettenringes zu einer Abbildung 7'
eines durch Hinzunahme zweier Basiselemente (5) erweiterten Ringes
verstehen, aus der umgekebrt durch Reduktion sich wieder 7" ergibt.
Um das zu erreichen, sind die Elemente

Haps tayi (=12 ...,a)),

—_ —1 .
z;«qu 13tqq_1,1 (.7 = 1! 2;--->°‘q—1)

der Bedingung (4) gemiB zu bestimmen.
Fir 2 = ¢+ 1 und ! = «, ergibt sich nach (6a)
ZT(":I;_!) t;a .
]<a ¢
Firk=¢g—1 und ¢ = o,—, ergxbt sich nach (6d)
gt o4 =0,

j<ltzq‘_1 q— 1J Jl
und fiir £ =g¢ und ¢ = «;, ! < ay_,, sowie fir k= g¢ und 1 << &,
! = «,_, ergibt sich nach (6b)
S8 =Tl )t

I< &y

t, 1 = X Tu)ert
1a=q aqtzq__l J<a . 4 ja

Diese Gleichungen sind erfiillt, wenn
tga:tq':‘o (7‘<d~q):
tj—’;ql =1, ;=0 (7 <<og—1)

gesetzt wird. Schlieflich ist noch (7) zu beriicksichtigen. Man kann
also stets eine Abbildung in den erweiterten Ring erweitern, und zwar
auf verschiedene Weise, aber be: allen Erweiterungen bleibt (s| tnvariant.

5. Ein triviales Beispiel fiir eine Abbildung 7T ist die Zuordnung

T, (z%) = pak
Die Matrizen tf,- ergeben sich zu pd;,, wo §,, gleich 0 oder 1 ist, je
nachdem ¢ 5 j oder ¢ = j ist. Die zugehdrige Abbildung des Gruppen-
rings ist
T,(z) =»pzy

Ist T eine beliebige Abbildung, so ist das Produkt 7' T, wieder eine
automorphe Abbildung. Dieselbe Transformation erhilt man in 77T
mit 7 = T (y). In der Tat ist

TT (=T =T@ Te=T;T ().
39%
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Dabei gilt fiir den im Gruppenring induzierten Automorphismus
TT (@)= T@ey )=y T(a)y~' = T7 T (@)

Die Matrizen von T T, ergeben sich zu ¥ tfj, wenn £ , die von T sind,
und entsprechend die Spuren zu y s*, wenn s* die von T sind. Unter ||’
verstehen wir die aus z entstehende Summe von Klassen nach T 7T,
konjugierter Elemente. Alsdann ist die Spureninvariante von I’ 7, gleich
|7s|. Dieselbe ist durch y und [s| festgelegt. Die zu ¥y, nach T T,
konjugierten Elemente sind niamlich

TTy(%i)'Q—;yi'xz_l - ?_T(”i)‘}’z”z—l,

d. h. jede Klasse nach T konjugierter Elemente geht durch Multiplikation
der Elemente mit 7 von links in eine Klasse nach 7 T, konjugierter
Elemente iiber, und um |y s|' aus |s| zu bilden ist nur jede Restklasse
aus [s| durch die entsprechende Restklasse nach T'T, zu ersetzen. —
Dies Verhalten ist von Wichtigkeit, wenn man die Abbildungen des
Homotopiekettenringes mit den Abbildungen des Komplexes selbst in
Beziehung setzen will. Denn einer Komplexabbildung ist eindeutig eine
Klasse von Abbildungen T 7', mit beliebigem y zugeordnet.

6. Wir wollen der Abbildung 7T beziiglich der Grundbasis af, die
jetzt Simplizes bedeuten mégen, die Beschrinkung auferlegen, daB t;
gleich + 9, ,, oder 0 sein moge, wo ¥, ,, ein Gruppenelement sei. Solche
Abbildungen wollen wir ,einfach” nennen. Wir fragen bei einfachen
Abbildungen nach denjenigen Simplizes &af, die von ihrem Bild 7'(£af)
positiv oder negativ iiberdeckt werden. Dies ist dann und pur dann der
Fall, wenn

Tt r=+1

ist, wenn also -+ ¢; der durch 1 reprisentierten Restklasse konjugierter
Elemente angehért. Wahlen wir in diesem Fall £af an Stelle von af als
Basiselement, so erkennt man, dafl ein weiteres Simplex & £af dann und
nur dann von seinem Bild (und zwar in demselben Sinne, wie &at
von seinem Bild) iiberlagert wird, wenn & ein Fixelement bei dem
Automorphismus T

ist.

Kommt in |st| die durch 1 reprisentierte Klasse s; mal vor, so ist
st also die algebraische Anzahl der Basiselemente af, zu denen es ein £ af
gibt, das von seinem Bilde positiv oder negativ iiberdeckt wird. Falls
T(£) = £ keine Losung hat auBer der Eins, so ist also X (— 1) s} die
Hopfsche Spur der Abbildung 7.
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Um fiir eine Abbildung T T, die Simplizes zu bestimmen, die von
ihren Bildern iiberdeckt werden, ist die Gleichung
T, 76 =7 TE 7 76,8 = 1
aufzuldsen. Dieselbe ist gleichwertig mit
TE G &1 = +71,

Soll diese Gleichung fiir dasselbe Indexpaar ¢,k wie bei der Abbildung T
auflosbar sein, so ist dafiir notwendig und hinreichend, daB 7 —! derselben
Klasse nach T konjugierter Elemente angehort wie ., daB also 71 zu
der durch 1 reprasentierten Klasse gehort und daher

7= =T ()
gesetzt werden kann.

Allgemein sieht man, dal es zu jedem +¢,,, welches in dieselbe
Klasse wie 7! gehért, ein Element & ar gibt, welches von seinem
Bilde T T, (& a}) positiv oder negativ iiberdeckt wird. Hat die durch 71
reprisentierte Restklasse in |s| den Koeffizienten s, und die durch 1
repréasentierte Restklasse in |y's| den Koeffizienten s;, so ist also s; = ss.

(Eingegangen am 23. 10.1935.)



