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Zwei Bemerkungen iiber transzendente Zahlen

Von
Peter Bundschuh, Kéln

( Eingegangen am 6. Mirz 1979)

Abstract. Two Remarks on Transcendental Numbers. In the first part theorems of
BAKER are used to prove the transcendence of special values of power series whose
coefficients are values of certain ordinary Dirichlet series with coefficients forming a
periodic sequence of algebraic hnumbers. Especially the transcendence of y (2) 4+ C'is
shown for all rational z which are not integers, y denoting the logarithmie derivative
of the gamma function and ¢ Euler's constant. In the second part the
intimate connection between SCHANUEL’s conjecture and the arithmetic nature of

s8]
z y(r)n~° s=3,4,5,... is studied where y (n) denotes the number of distinct
n=2

representations of n in the form «® with positive integers @, b. This function
was recently introduced by GoLOMB.

Einleitung

Sei A: = (a,,)u1,2, .. €ine unendliche periodische Folge komple-
xer Zahlen und v = v (U)e N, baw. p = p (A)e N ihre Vorperioden-
bzw. Periodenlinge, d.h. es sei a,,,=a, fir alle m > v, aber
Qyip # Oy, falls v 3£ 0 ist. Zu U werde W*: = (af),_; , . definiert
durch die Festsetzung a}: =a, fir m >v bzw. a¥: =a,, +up fOT
L <m < v, fallsv # 0ist; hierbei bedeutet x die eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl mit (v +1 —m)/p < u < (v +1 — m)/p + 1. Offen-
bar ist W* reinperiodisch mit der Periodenlinge p und wir nennen 9 *
die reinperiodische Fortsetzung von U ; ist U selbst bereits reinperio-
disch, so stimmt U* mit A dberein.

In §1 dieser Note betrachten wir gewdhnliche Dirichletreihen

mit periodischer Koeffizientenfolge 2. Die sicher in Re s > 1 konver-
gente Reihe moge dort die Funktion f(s; 2) definieren. F (z; ) sei

20*
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die mindestens in |z| < 1 durch die Potenzreihe
Y fn; AWz
n=2

festgelegte Funktion. Wir behaupten zunéichst

Satz 1: Ist W: = (a,,) eine unendliche periodische Folge algebrai-
scher Zahlen und ist F wie soeben angegeben, so gilt fiir jedes rationale

h h
Emith, keN,h <k:DieZahl F E; A | ist entweder transzendent oder

gleich der algebraischen Zahl

FUR Y (@ — ) (nkm — B)

m=1
wobei (af) die reinperiodische Fortsetzung von W bedeutet.

Ist insbesondere A reinperiodisch, so macht der Satz die Aussage,

h
daBl ¥ E; QI) transzendent ist, sobald es nicht verschwindet. Von

besonderem Interesse ist natiirlich der Fall, wo die zweite Alternati-
ve ausgeschlossen twerden kann; auf diesem Wege findet man z. B.
das folgende

13

r
Korollar 1: Bezeichnet v : =7 die logarithmische Ableitung der

Gammafunktion und C die Eulersche Konstante, so ist y(z) + C
transzendent fir jedes rationale, nicht ganze z.

Wahrend noch nicht einmal die Irrationalitdt von C bekannt ist,
wurde bereits verschiedentlich die Transzendenz von Zahlen bewie-
sen, in die C als Summand eingeht. So zeigte MAHLER [5] z. B. die
Transzendenz von C — n Y, (2)/2J, () fiir jedes algebraische z # 0,
wenn J, bzw. Y, die Bessel-Funktionen erster bzw. zweiter Art der
Ordnung Null bezeichnen ; siehe hierzu auch VAANANEN [8]. Weitere
Korollare zu Satz 1 werden in §1 angegeben.

In §2 betrachten wir die von GoLoMB [3] eingefithrte Funktion
y:N\ {1} = N, die fir n e N, n # 1 erklirt ist durch die Festsetzung

y (n): = card {(a,b)e N*|a’ = n}.
Mit elementaren Methoden wurde in [3] die Irrationalitét von

e o]
Y y(n)q ™ far jedes ge N\ {1} gezeigt; weiter wurde
n=2 .
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Y y(n)n~ Z n*—1)7" fir Res > 1 (*)
=2 ne2

bewiesen, so daf} die arithmetische Natur der in Re s > 1 konvergen-
ten Dirichletreihe

Zz y(n)n~

an der Stelle s = 2 vollstandig geklart ist: Die Reihe hat dort einen
rationalen Wert, namlich % Wir wollen uns hier die Frage vorlegen,
was iber Zy (n)n~° fir s = 3,4,5, ... ausgesagt werden kann, und
beweisen zu diesem Zweck

Satz 2: Ist seN, s = 2 und sind &,: <g—>,a=0,...,s—ldie

verschiedenen s-ten HEinheitswurzeln, so ist

L, _' T e SIER) + 1
e — 1 = —1’
o# 82

wobet 6 gleich 1 bzw. 2, falls s ungerade bzw. gerade ist, und e (z) wie
wblich abkirzend fiir exp (2miz) steht.

Nimmt man hier z. B. s =4, so wird wegen (*) und Satz 2

: Z y(m)n ™t =% —-Z—cotghn;

sind also = und e” algebraisch unabhingig (vgl. etwa [9], Conjecture
7.5.6), so ist )y (n)n~* transzendent. Eine allgemeinere Folgerung
aus Satz 2, die allerdings ebenfalls nur ein bedingtes Resultat
darstellt, ergibt sich aus der Richtigkeit der nachfolgenden, noch
unbewiesenen

Yermutung von SCHANUEL: Sind o, ..., x,€C diber Q) linear unab-
hingig, so ist der Transzendenzgrad des Korpers

Q oy, @, ,eXp(oy),. .., exp(a,))

tber Q mindestens n.

Man vergleiche [9], Conjecture 7.5.2, auch fiir weitere Folgerun-
gen aus der Schanuelschen Vermutung; diese ist die allgemeinste
Vermutung, die sich auf Transzendenzeigenschaften von Zahlen
bezieht, die mit der Exponentialfunktion zusammenhingen.
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Korollar 2: Unter Annahme der Schanuelschen Vermutung ist

Y. v (n)n”* transzendent fiir jedes gerade se N, s > 4.
=2

§ 1 Transzendenz von Potenzreihen mit Dirichletreihen als Koeffizienten

Unter Verwendung der in der Einleitung eingefithrten Bezeich-
nungsweise zeigen wir zunichst Satz 1. Es gilt in |2| < 1

ii mi;l a’"(@ =m21 a"‘%)?(l B %>1 - (1)
N

wobei die in der zweiten Summe rechts auftretende Folge (a;%),,_; 2 ..
h
reinperiodisch mit der Periodenlidnge p ist. Wir tragen nun z = 7 mit

k., k wie in Satz 1 in diese zweite Summe ein, die wir dann X, nennen,
und formen diese mit Hilfe einer auf JENSEN (laut [6], S.20)
zuriickgehenden Methode um. Schreiben wir dazu jedes me N in
eindeutiger Weise in der Form m =¢p + v mit e {l,...,p} und
o€ Ny, so wird

=2j‘§< ! - ! > 2)

k{cp+7)— k(ocp+7)

Fithren wir nun weiter fiir N,7eN, 7 < p, 1€ Z, 2 < kv die Summen

N-1

Sy(h;r):= Y (klep+7)—2)""

=0

ein und bedeutet o eine beliebige (k p)-te Einheitswurzel, so wird

kr—1 kz—1 ©N-—-1
Y, TSy Iim = Y YT kop ) —4) =
i=kr—kp i=kt—kp =0
i (3)
71
=2, ot
o= 10

Nun ist fir jeZ

kz—1 kr—1

Yo Y oAy (n) = Y Sy r)zw? @)

A=ki—kp A=kt—kp
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wobei Z Summation {iber alle (kp)-ten Einheitswurzeln bedeutet.
Da ) o' " gleich kp ist fiir A = j (modkp) und gleich 0 sonst, gilt

insbesondere fiir die j mit 0 < j < k, daf diese Summe genau fiir1 = j
den Wert & p hat und fiir alle anderen A zwischenkt — kpund kv — 1
verschwindet. Somit ergibt sich aus (3) und (4) fuir 0 <j <%

7\7kp1
SN(j ___Z *k'r Z
o=1 Q
Im Hinblick auf (2) betrachtet man nun die Partialsummen
S Nkpl
hZ a¥(Sy (h;7) — Sy (0,7)) = -— Z (0" — 1)(2 %o ) )Y~
=1 kpw;é] = Zo

Die Summe iiber ¢ konvergiert bei N — oo bekanntlich fur jedes
komplexe w mit |w| <1, w # 1 gegen — log (1 — w), wobei log den
Hauptwert des komplexen Logarithmus bedeutet. Somit gewinnt
man aus (1) die explizite Formel

h B N
F(z:”) Z (@, “am)“@m—h)ﬁ-

3 ()
+—Y (1 —oh Za*w ) log (1 — o).
kpw;él

Damit folgt Satz 1 unmittelbar aus

Satz A (BAKER [2], S.11) Sind o, ..., 0,,04.81, .., B komplexe
algebraische Zahlen mit Byay . ..o, # 0, so0 st

ﬂo +ﬂ] IOgO(.] 4+ ... +/3n10goﬁn # 0
[iir jede Bestimmung der komplexen Logarithmen.

Wenden wir Satz 1 an auf die spezielle Folge A mit a,, = 1 fiir alle
meN, soist f(s; ) die Riemannsche Zetafunktion ¢ (s) und daher ist
F (z; A) hier

=§C(")Z

und dies ist positiv fiir jedes positive reelle z kleiner als 1. Nach Satz 1
haben wir daher eine Hilfte von



298 P. BUNDSCHUH

Korollar 3: Fiir ze Q, 0 < |z| < 1 ist Z (2) transzendent.

Nun ist nach [6], 8.38 in |z2| <1 fir den Hauptwert des
Logarithmus
zn

logl' 1 —2)= ) s,

1

n
mit s;: = C (Eulers Konstante), s,,: = (n) fir n = 2, also

s

—p(=2)=C+_20) ©

und daher ist y (z) + C transzendent fir jedes ze Q@ n (0,1), woraus
sich Korollar 1 ergibt, wenn man die aus der Funktionalgleichung
der Gammafunktion folgende Formel

1 1
W(Z+9)=;I§_—1+~--+;+w(2) (7)
fir geN, zeC, z#0,—1,—2,... beachtet. Ist nun 2eQn
N (— 1,0), so folgt auch die zweite Hélfte von Korollar 3 aus (6) und
Korollar 1.

Aus (6) und (7) sieht man iibrigens fiir jedes ge N

g 1
vig)+C = ZI;E@

wenn man unter leeren Summen wie iiblich die Zahl 0 versteht.

Die meromorphe Funktion @ (z): = y (2) + C hat in der komple-
xen Ebene Nullstellen genau an den Stellen z = 1 bzw. z = 2;, wobei
die z; reell sind und in den offenen Intervallen (—j —1, —j),
j=0,1,... liegen. Man sieht ndmlich nach logarithmischer Differen-
tiation der bekannten WeierstraBschen Produktdarstellung von
I'(z)7! direkt die Partialbruchdarstellung von @:

<1 1
2= % (i)

woraus sich

o¢]

Im®(x+1y) = Z (x+n—1724+4)""1#0

fiir reelle y # 0 und z ergibt. Daher hat @ nur reelle Nullstellen, die
samtliche einfach sind, wie man aus
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(@)=Y (x+n—1)"2>0 (8)
n=1
feststellt. Den letzten Teil der Behauptung iiber die Nullstellen von
@ entnimmt man schlieflich der Formel
it 1
Pl@)=(e—1) ) o

n=1

die @(x) > + 0 bei =1 —-¢g, x<1—¢g bzw. &(x) > — o0 bei
x—>1—g,x>1—g fiir jedes ge N zeigt.

Uber diese Nullstellen folgt nun unmittelbar aus Korollar 1 das

Korollar 4: Alle von 1 verschiedenen Nullstellen der Funktion
p (2) + C sind reelle Irrationalzahlen.

Sei nun g€ N fest und y ein beliebiger Charakter mod ¢g. Nimmt
mannuna,,: =y (m)furm = 1,2, ..., soist Wreinperiodisch mit der
Periode ¢; f (s; A) wird nun die L-Reihe L (s; g, x) und man erhalt aus
Satz 1

Korollar 5: Sei ge N ein Charakter modq. Dann gilt fiir jedes
z€Q n (0,1): Entweder 1st z Ln;q,y) 2" gleich Null oder transzen-

n==2
dent. Ist y = y, der Hauptcharakter, so kann die erste Alternative nicht
etnireten.

Es sei angemerkt, daB, wenn Y L(n;q,yx)z"

n=2

Kreis 0 < |z] < 1 tiberhaupt eine Nullstelle besitzt, diese in

2] > ( 6@ 1>‘1 > 0,228
12 — #*

im punktierten

liegen muBl. Das ergibt sich mittels trivialer Abschitzungen aus
L@ignl >t = X m™=2="0 baw. |Linig.n)<C@) fir

mz2
n=3,4,....
Definiert man wie iiblich (vgl. etwa [1], S.807)

ee]

pE®:i= Y (1) A=Y @u+1)7

m=1 w=0

p(s): = ZO(* ' @2u+1)7%
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wobei die mittlere Reihe in Re s > 1, die beiden anderen in Res > 0
konvergieren, so ist

n(s) = (1 =2"72(s), Als) =Lis;4,50) = (1 = 27°)L (),
ﬁ(S) =L(8;4:=x1): (9)

wobei y; den Nichthauptcharakter mod 4 bedeutet. Mit

gilt
Korollar 6: Fiir alle ze Q mat 0 < |2| <1 sind H (z), A(z), B(?)

transzendent. Fiir alle rationalen, micht ganzen z ist y(z) — 1/)<§>
transzendent.

Die Transzendenz der Zahlen (10) fiir Q0 n (0, 1) folgt aus ithrem
Nichtverschwinden in Verbindung mit Satz 1. Mit (6), (7), (9), (10) ist

im Kreis |z| < 1
H (2) =z<tp<—§)—w(—z)> - 1.

G (2): =§(1 + H(—27) _—:2(1/)(2) —-1,1;(%)) in |z| <1,

Definiert man

s0 ist nach (7) und der Verdoppelungsformel fiir ¢ (vgl. [1], S. 259)

G@+U=2G+w@—wei%>=
z 2

1 . D) (11)
=2(;+¢<§> + log4 — w(z)>=;+10g16 — G (2)

und daraus

Gz4+2)=—

2(z+1)+G(z). (12)

Nach (8) ist ' (x) > 0 in R, also p in R* streng monoton wachsend,
also G () > 0 fir xe R*. Nun ist nach (11):
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2
G(1 —z) =logl6 +;H(z). (13)

Ist 26Q@n(0,1), so ist G'(1 —2) nach (5), (13) eine von Null
verschiedene Linearform in Logarithmen algebraischer Zahlen # 0
mit algebraischen Koeffizienten und somit transzendent nach Satz
A. Damit ist H (z) also auch fur ze @ n (— 1,0) transzendent und
ebenso @ (z) fiir die rationalen z mit 0 < |z| < 1; die Transzendenz
von @ (z)furze Q \ Z folgt hieraus direkt mittels (12). Der Beweis fiir
die Transzendenz der Zahlen A (z), B(z) fir ze Qn(— 1,0) kann
analog wie fiir H (z) gefithrt werden.

Wihrend wir bisher lediglich quantitative Transzendenzresulta-
te erhalten haben, wollen wir nun auch quantitative Ergebnisse

formulieren. Dazu stiitzen wir uns auf den folgenden Satz von
BakEr [2], S.22:

Satz B: Sind o,...,a,,00,01,. -, 8. algebraische Zahlen mit
% . ..o, # Ound Graden < dund sind die Hohen der o bzw. B; héchstens
A bzw. B = 2, so gilt: Entweder verschwindet

L:=fy+ pilogey + ... + f,loga,

oder es ist | L| > exp (— clog B), wobei ¢ > 0 eine effektiv berechenbare
Konstanie ist, die nur vorn n, d, A und den gewdhlten Zweigen der
Logarithmen abhdngt.

Hieraus leitet man leicht ab, indem man sich (5) und die Beweise
der Korollare 1, 3 und 6 nochmals ansieht:

Korollar 7: Ist 6 eine der transzendenten Zahlen Z (), H (z), A (2),

B)ymitzeQ,0 <|z]<1lbew. p(2) +C,p(z) — v g>mitze@\z,

so gilt fiir jedes algebraische B eines Grades < D und einer Héhe < H
mit H = h(0):

|6 — 8l > exp{—¢,(6,D)log H).

Dieses Approximationsmal3 besagt seinerseits, wenn man sich
der Klasseneinteilungen von KoksMa bzw. MAHLER (vgl. [7],
Kap.III) bedient, daB3 die in Korollar 7 genannten transzendenten
Zahlen 0 keine U*-Zahlen im Sinne der Koksmaschen und damit auch
keine U-Zahlen im Sinne der Mahlerschen Klassifikation sind.
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§ 2 ScHANUELS Vermutung und eine Dirichletreihe von Goroms

Wir geben hier erst einen Beweis fiir Satz 2, dessen Aussage fiir
§ = 2 trivial ist; fiir s = 4 kann man das Resultat in [4], S. 109 mit
Quellenangabe finden.

Ist Ay fiir NeN der positiv umlaufene Rand des Quadrats mit
den vier Eckpunkten (N + 3) (4 1 + ) in der z-Ebene, so betrach-
ten wir die Integrale

1 [mcotgnz
TNy =50 =1 *
iw
mit s wie in Satz 2, die wir mittels Residuensatz auswerten : Die Pole
des Integranden im Innern von 1y liegen bei z=0,%+1,...,+N
bzw. bei den Stellen z = £,: = e(o/s), 0 < 0 < 5. Als Residuen des
Integranden an den Stellen z=ne€{0,+2,..., & N} ergibt sich
(n* —1)7!, was bei ungeradem s auch fiir z = — 1 gilt; bei geradem s
wird das Residuum an z= —1 gleich (1 — s)/2s, wihrend das
Residuum an z = 1 fiir jedes s gleich (1 — s)/2 s ist. Es verbleiben die
Stellen z=£,,1 < o< s~ 1, 0% s/2, die

e(&,) + 1

e () —
als Residuen beitragen. Da |z cotgnz| auf 1y unabhéngig von N
beschrinkt ist, gilt I (N)= 0 (N'"*) und man erhilt Satz 2 nach
Ausfiihrung des Grenziibergangs N — oo0.

Definiert man w, fiir se N, s > 3 im AnschluB} an die Formel in
Satz 2 durch

Lo
—nf ~* cotgm E———E

é 1

-1 2 - — ——ow,, 14
PRCEEE 5o (14)

so wird nun «, > 0 fiir alle diese s behauptet. (14) schreibt sich fiir
ungerades bzw. gerades s als

1 1
B I
n;(" )" 1s 25"
b N =1 ! ! 1%
aw. 3 ()T =1 -l e

und wir haben offenbar Z (n' — 1)7! fiir gerades ¢t > 4 nach oben
abzuschéitzen : n>2
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Y- <Y T T L )T < Y R

nz2 n>z2 nz2

<! j ey =247 (1~ 3) .
1

Hieraus folgt sogar w, > 3 fiir alle s > 3.

Wir zeigen nun wie Korollar 2 aus der Vermutung von SCHANUEL
folgt. Bekanntlich ist das Kreisteilungspolynom @, (X ) das Minimal-
polynom von &: =& =exp (2ni/s). Der Grad von @, ist ¢: = ¢ (s)
mit Eulers Phifunktion, also

o,(X)=X"+a, X" ' +...4qeZ[X]

Jedes &,,0 < o < s kann daher in eindeutiger Weise geschrieben

werden in der Form

E,=by,+by 64+ ... +b,_ & =
(16)
=bo,s + b &+ by 1.8

mit gewissen b, ,e Zund 1,&,,. .., &, _; sind iiber Q linear unabhéngi-
ge komplexe Zahlen und dasselbe gilt auch fiir die ¢ Zahlen 271,
2nié,...,2nié,_ . Ist die Vermutung von SCHANUEL richtig, so ist
der Transzendenzgrad des Korpers

K:=Q(&ai,e(),....eE, )

iiber Q@ mindestens ¢. Nach (16) sind alle e (£,) € K und nach (14), Satz
2 und wegen w, > 0 ist

e e+
0 Fw, =71 0;] fue—(f:)‘t—l_EK
a#s[2

fiir alle seN, s > 3.
Wire nun w, algebraisch (iiber Q),sosei 4, X* + ... + 4,e Z[X]
sein Minimalpolynom, d. h.

A, QL @) 4+ 4,=0.

g

Der Koeffizient von (z4)* verschwindet nicht und so kann geschlos-

sen werden, da3 der Transzendenzgrad von K iiber Q hochstens
@ — 1 wire. Daher folgt fiir jedes se N, s > 3 aus der Schanuel-

schen Vermutung mit (14) die Transzendenz von ) (n°—1)7', was
n|z=2
nach (*) Korollar 2 beinhaltet. Es sei vermerkt, daf fiir ungerade
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8 = 3 nur noch die Transzendenz mindestens einer der beiden Zahlen
o0

[e¢]

Z y(m)n~° bzw. Y, (n° + 1) geschlossen werden kann; es treten
=2 n=1

hier die von der Auswertung der Riemannschen Zetafunktion an den

ungeraden Argumentstellen > 3 wohlbekannten Schwierigkeiten

auf.
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