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Z w e i  B e m e r k u n g e n  f iber  t r a n s z e n d e n t e  Z a h l e n  

Von 

Peter Bundschuh, K61n 

(Eingega~wen am 6. Miirz 1979) 

Abstract. Two Remarks on Transcendental Numbers. In the first part theorems of 
BAKER are used to prove the transcendence of special values of power series whose 
coefficients are values of certain ordinary Dirichlet series with coefficients forming a 
periodic sequence of algebraic numbers. Especially the transcendence of~ (z) + C is 
shown for all rational z which are not integers, yJ denoting the logarithmic derivative 
of the gamma function ~nd C Euler's constant. In the second p~rt the 
intimate connection between SCI-IANUEL's conjecture and the arithmetic nature of 

09 

y (n) n -~, 8 ~- 3,4, 5 , . . .  is studied where y (n) denotes the number of distinct 
n=2  
representations of n in the form a b with positixTe integers a, b. This function 
was recently introduced by GOLOMB. 

Einleitung 

Sei 9A: = (am)~=l, 2 .... eine unendliche periodische Folge komple- 
xer Zahlen und v = v (92) e N0 bzw. p = p (92) E [~ ihre Vorperioden- 
bzw. Periodenl/~nge, d.h.  es sei am+p = an ffir alle m > v, aber 
av+p # av falls v # 0 ist. Zu 92 werde 92*- a* , ---- ( re)m=1,2 .... definiert 
durch die Festse tzung a~*: = am ffir m > v bzw. a*" =am+zp ffir 
1 ~< m ~< v, falls v r 0 ist ; hierbei bedeutet/~ die eindeutig bes t immte  
natfirliche Zahl mit  (v + 1 - m)/p  ~ # < (v + 1 - m ) /p  + 1. Often- 
bar ist 92* reinperiodisch mit  der Periodenl/~nge p und wir nennen 92* 
die reinperiodische Fortsetzung von 92; ist 92 selbst bereits reinperio- 
disch, so s t immt  92* mit  92 fiberein. 

In w 1 dieser Note  be t rachten  wir gew6hnliche Dirichtetreihen 
~G 

~ m -~ 

m ~ l  

mit periodischer Koeffizientenfolge 92. Die sicher in Re  s > 1 konver-  
gente  Reihe m6ge dort  die Funk t ion  f ( s ;  92) definieren. F (z; 92) sei 

20* 
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die mindes tens  in I zl < 1 durch  die Potenzre ihe  
o~ 

~ f (n ;92 )z  ~ 
n ~ 2  

festgelegte Funk t ion .  Wir  behaup ten  zun~chst  

Satz 1: Ist 92: = (a~) eine unendliche periodische Folge algebrai- 
scher Zahlen und ist F wie soeben angegeben, so gilt fiir jedes rationale 

hmi th ,  k ~ N , h  < k :D ieZah IF(h ;92 )  istentwedertranszendentoder 

gleich der algebraischen Zahl 

k - l h  ~ ~ ( a m - a * ) ( m ( k m - h ) )  -1, 
m = l  

wobei (a*) die reinperiodische Fortsetzung yon 9,1 bedeutet. 

Is t  insbesondere 92 reinperiodisch,  so m a c h t  der Satz die Aussage, 

dab F ( ~ ;  9 2 ) t r a n s z e n d e n t  ist, sobald es n icht  verschwindet .  Von  

besonderem Interesse  ist nat t i r l ich der Fall, wo die zweite Alternat i-  
ve ausgeschlossen%verden kann ;  au f  diesem Wege findet m a n  z. B. 
das folgende 

F' 
Korollar 1: Bezeichnet 9 :-=--~ die logarithmische Ableitung der 

Gammafunktion und C die Euler~che Konstante, so ist ~ (z) + C 
transzendent fiir jedes rationale, nicht ganze z. 

W/~hrend noch  n ich t  e inmal  die Irrationalit/~t yon C bekann t  ist, 
wurde  bereits verschiedent l ich die Transzendenz yon Zahlen bewie- 
sen, in die C als S u m m a n d  eingeht.  So zeigte MAnLEI~ [5] z. B. die 
Transzendenz  yon C - ~ Y0 (z)/2 J0 (z) fiir jedes algebraische z r 0, 
wenn  J0 bzw. Y0 die Besse l -Funkt ionen  erster bzw. zweiter Art  der  
Ordnung  Null  bezeichnen ; siehe hierzu auch V/~/~N/~NE~: [8]. Weitere 
Korol lare  zu Satz 1 werden  in w 1 angegeben.  

In  w 2 be t rach ten  wir die yon GOLO]~B [3] eingefiihrte F u n k t i o n  
~, : ~ \ {1 } -~ ~ ,  die f/Jr n e [~, n r 1 erkl~rt  ist durch  die Fes tse tzung 

(n): -~ ca rd{ (a ,b )e  ~ l a  b -~ n}. 

Mit e lementaren  Methoden  wurde  in [3] die I r ra t ional i t~ t  yon  
co 

r (n) q-~ fiir jedes q e ~ \ {1 } gezeigt;  weiter wurde  
n = 2  



Zwei Bemerkungen fiber transzendente Zahlen 
~o oo 

Z ( - 1 ) - '  > 
n = 2  n = 2  
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(*) 

bewiesen, so dab die ar i thmetische Na tu r  der in Re s > 1 konvergen- 
ten  Dirichletreihe 

 (n)n 
n = 2  

an der Stelle s ---- 2 vollst~ndig gekli~rt ist: Die Reihe ha t  dor t  einen 
3 rat ionalen Wert ,  n~mlich ~. Wir wollen uns hier die Frage vorlegen, 

was fiber ~ ? (n) n-~ ftir s ---- 3, 4, 5 , . . .  ausgesagt werden kann,  und  
beweisen zu diesem Zweck 

Satz2" I s t s ~ N , s  ~>2 und sind ~ : = e  , ~  = 0  . . . .  , s - I  die 
verschiedenen s-ten Einheitswurzeln, so  i s t  

1 ~ ~ i  ~-,' ~ e ( ~ ) + l  
~ n ~ - - 2  

~r 

wobei ~ gleich 1 bzw. 2, falls s ungerade bzw. gerade ist~ und e (z) wie 
iiblich abkiirzend fiir exp (2 z i z) steht. 

N i m m t  man  hier z. B. s = 4, so wird wegen (*) und  Satz 2 

" ~ y ( n ) n  - ~ -  cotgh~;  
n=2 8 4 

sind also u und  e ~ algebraisch unabhs (vgl. e twa [9], Conjecture 
7.5.6), so ist ~ y (n) n -4 t ranszendent .  Eine allgemeinere Folgerung 
aus Satz 2, die allerdings ebenfalls nu t  ein bedingtes Resul ta t  
darstellt ,  ergibt sich aus der Richtigkeit  der nachfolgenden, noch 
unbewiesenen 

Yermutung y o n  SCHANUEL." S i n d  ~(1,. �9 an ~ C iiber Q linear unab- 

h~ingig, so ist der Transzendenzgrad des K6rpers 

Q ( ~ , . . . ,  ~,~, exp (~1),-.., exp (~n)) 

i~ber Q mindestens n. 
Man vergleiche [9], Conjecture 7.5.2, auch ffir weitere Folgerun- 

gen aus der Schanuelschen Vermutung;  diese ist die allgemeinste 
Vermutung,  die sich auf  Transzendenzeigenschaften yon Zahlen 
bezieht, die mit  der Exponent ia l funkt ion  zusammenhs 
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Korollar 2: Unter Annahme der Schanuelschen Vermutung ist 

~, y (n)n -~ transzendent fiir jedes 9erade s e N, s ) 4. 
n=2 

w 1 Transzendenz yon Potenzreihen mit Dirichletreihen als Koeffizienten 

Unte r  Verwendung der in der Einlei tung eingefiihrten Bezeich- 
nungsweise zeigen wir zun/ichst Satz 1. Es  gilt in [zl < 1 

F(z;~)  ~, m m=J (1) = ~ . m - - =  a m  1 -  = 
n=2 m = l  

wobei die in der zweiten Summe rechts auf t re tende Folge a* 
h 

reinperiodisch mit der Periodenl~nge p ist. Wir tr~gen nun z = ~- mit 

h, k wie in Sutz 1 in diese zweite Summe ein, die wir d~nn Z2 nennen, 
und formen diese mit Hilfe einer auf  JENSEN (laut [6], S.20) 
zurfickgehenden Methode um. Schreiben wir dazu jedes m e  N in 
eindeutiger Weise in der Fo rm m = a p  + T mit r e { l , . . . , p }  und  

e ~0,  so wird 

22 = h = a* -/c (~p + 3) - h /c (~p + 3) " (2) 

Ffihren wir nun welter  ffir N, 3 e ~ ,  3 ~ p, 2 e 7/, 2 < /c  ~ die Summen 

N - J  

s~(~;~). = Y~ (k(~p +3) - ~)-~ 

ein und bedeu te t  ~o eine beliebige (kp)-te Einheitswurzel,  so wird 

k ~ - I  k'c-1 N - 1  

Z ~ - ~ s N ( ~ ; 3 ) =  Z Z~k(~ '+ ' -~ (k (~P+3) -~ )  - ' =  
2=lcr -kp  2 = k T - k p  o~O 

(3) 
Nkp 1 

e=l  ~) 

Nun ist fiir j e 7/ 

k~- I  kT--1 

w .~=k-c-lvp ]~kT:--klo 
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wobei ~ S u m m a t i o n  fiber alle (kp)- ten Eifihei tswurzeln bedeutet .  
09 

Da ~ o 2  -;~ gleich k p  ist ffir 2 - j  ( m o d k p )  und  gleieh 0 sonst, gilt 
go 

insbesondere ftir d ie j  mi t  0 ~< j < k, daft diese S u m m e  genau ffir 2 = j 
den Wer t  k p  hat  und  ffir Mle anderen 2 zwisehen k T - k p  und  k v - 1 
verschwindet .  Somi t  ergibt  sich aus (3) und  (4) fiir 0 ~< j < k 

ff• 
~ N k P l 

= o ;  -co . 
e=l ~) 

I m  Hinbl iek auf  (2) be t raeh te t  m a n  nun  die Pa r t i a l summen  

k-pp~ ~ ~kp 1 
h a * ( S ~ ( h ; ~ ) -  SN(0, r ) ) =  h (cob_ 1) (F ,  a'co - ~ )  ~ _co~o. 

~=1 1 ~ = t  e = l  0 

Die S u m m e  fiber q konvergier t  bei N - ~  ~ bekannt l ieh  ffir jedes 
komplexe  ~ mi t  ]co[ ~< 1, co # 1 gegen - log (1 - ~), wobei log den 
HaUptwer t  des komplexen  Logar i thmus  bedeutet .  Somit  gewinnt  
m a n  aus (1) die explizite Formel  

F ;92 ( % - a * )  
.~=l m(]cm -- h) 

+ 

h P 
- t - ~  Z (1 - c o b ) ( 2  a'co -k~) i o g ( 1 -  co). 

~o#1 T=I 

(5) 

Dami t  folgt Satz 1 unmi t t e lba r  aus 

Satz A (BAKER [2], S. 1 1) Sind  ~ , . . . ,  c(n, rio: i l l , . . - ,  fl~ komplexe 
algebraische Zahlen mit  flo ~1 . . .  ~.~ # 0, .so ist 

fi0 + fl~ log ~ + . .. + fl,~log ~ # 0 

fi~r jede Be~t immung der komplexen Logarithmen. 

Wenden  wir Satz 1 an aufd ie  spezielle Folge 92 mi t  a~ ----- 1 ffir Mle 
m ~ N, so i s t f  (s; 92) die R iemannsche  Ze ta funk t ion  ~ (s) und  daher  ist 
F (z; 92) bier 

09 

z (z) -  = (n)  z 
n ~ 2  

und  dies ist posi t iv ffir jedes posit ive reelle z kleiner als 1. Nach  Satz 1 
haben  wir daher  eine H/~lfte yon 
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Korollar 3: Fiir ze  Q, 0 < Izl < 1 ist z (z) transzendent. 
Nun  ist nach [6], S. 38 in I z[ < 1 ffir den H a u p t w e r t  

Logar i thmus 
Zn 

logF(1  - z) = ~ S~-- 
n = l  n 

mit sl: ---- C (Eulers Konstante) ,  s.:  ---- $ (n) ffir n ~> 2, also 

des 

~ Z  - 9 ( 1  - z )  = C +  (z), (6) 
Z 

und daher ist ~ (z) + C t ranszendent  ffir jedes z e Q ~ (0, 1 ), woraus  
sich Korol lar  1 ergibt,  wenn man die aus der Funktionalgleichung 
der Gammafunk t ion  folgende Formel  

1 1 
(z + g) - + . . .  + -  + ~ (z) (7) 

z T g - 1  z 

ffir g e  ~ ,  z e C ,  z # 0, - 1, - 2 , . . .  beachtet .  Is t  nun z e Q  n 
r~ ( - 1,0), so folgt auch die zweite H~lfte  yon Korol lar  3 aus (6) und 
Korollar  1. 

Aus (6) und (7) sieht man iibrigens ftir jedes ge  

g 1 
~(g) + r = F~ - e Q ,  

v=l  ~ 

wenn man unter  leeren Summen wie fiblich die Zahl 0 versteht .  
Die meromorphe  Funk t ion  r (z): ---- ~ (z) + C hat  in der komple-  

xen Ebene  Nullstellen genau an den Stellen z ---- 1 bzw. z -~ zj, wobei 
die zj reell sind und in den offenen Interval len ( - j -  1 , - j ) ,  
j -~ 0, 1 , . . .  liegen. Man sieht n~mlich nach logarithmischer Differen- 
t ia t ion der bekannten  Weierstrai~schen Produktdars te l lung  yon 
F (z)-i direkt  die Par t ia lbruchdars te l lung yon  r  

n=l \ n  z + n - 1 ' 

woraus sich 
oo 

I m r  q-iy)----y  ~ ((x + n- -1)2- i -y2)  - ~ : ~ 0  
n ~ l  

ftir reelle y r O und x ergibt.  Daher  ha t  �9 nur reelle Nullstellen, die 
s/~mtliehe einfaeh sind, wie man  aus 
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o9 

r (x) = ~ (x + n - 1)-~ > o (s) 
n = l  

feststellt. Den letzten Teil der Behauptung  fiber die Nullstellen yon 
~b en tn immt  man  schlieftlich der Formel  

r (X) ~--- (X - -  1 ) n = l  ~ n (X + n -- 1) '  

die r  bei x - ~ l - g ,  x < l - g  bzw. r  c~ bei 
x - + l - g , x > l - g f f i r j e d e s g e N  zeigt. 

Uber  diese Nullstellen folgt nun  unmit te lbar  aus Korollar 1 das 

Korollar 4: Alle von 1 verschiedenen Nullstellen der Funktion 
~p (z) + C sind reelle Irrationalzahlen. 

Sei nun q e N lest und  Z ein beliebiger Charakter  rood q. N i m m t  
man  nun am : = X (m) ffir m = 1 ,2 , . . . ,  so ist 9/reinperiodisch mit  der 
Periode q ; f  (s; ~ )  wird nun die L-Reihe L (8; q, ;/) und man  erhs aus 
Satz 1 

Korollar 5: Sei q ~ ~ ein Charakter mod q. Dann gilt fi~r jedes 
o9 

z ~ Q (~ (0, 1 ),: Entweder ist ~ L (n; q, X) z~ gleich Nul l  oder transzen- 
n = 2  

dent. Ist X = )~o der Hauptcharakter, 80 kann die erste Alternative nicht 
eintreten. 

Es sei angemerkt ,  dal3, wenn ~ L (n; q, Z)z~ im punkt ie r ten  
n~>2 

Kreis 0 < ]zl < 1 f iberhaupt  eine Nullstelle besitzt, diese in 

I z l > \ 1 2 _  2 + 1  >0 ,228  

liegen m u l l  Das ergibt sich mittels trivialer Absch/ttzungen aus 
y~2 

[ L ( 2 ; q , X ) I ~ > I - ~ m - ~ = 2  - -  bzw. ]L(n;q,z)[<~$(3) ffir 
m~>2 6 

n = 3 , 4  . . . . .  
Definiert man wie fiblich (vgl. e twa [1], S. 807) 

oo oo 

~(8): = Y~ ( -  1)m-'m-~; ~(8): = ~ (2~ + j)-s;  
m = l  /~=0 

o9 

~(8): = Y~ ( -  1 ) . (2~  + 1) -~, 
~ = 0  
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wobei die mitt lere Reihe in Re s > 1, die beiden anderen in Re s > 0 
konvergieren,  so ist 

(s) = (1 - 21 -~) ~ (s), X (s) ---- L (s;4,)/o) = (1 - 2 - ' )  ~ (s), 

fi (s) = L (s;4,)/1), (9) 

wobei Zl den Nich thaup tcharak te r  rood 4 bedeutet .  Mit 

H ( z ) : =  ~ r l ( n ) z  n, A ( z ) ' =  ~.(n)z '~, B ( z ) : =  fi(n)z '~ (10) 
n = 2  n = 2  n = 2  

gilt 

K o r o l l a r  6 :  Fiir alle z ~ Q  mit 0 < [z I < 1 sind H (z), A(z), B(z) 
/ k 

transzendent. Fiir alle rationalen, ni&t g a n z e n z i s t y ~ ( z ) - ~ o ( z )  
transzendent. V"/  

Die Transzendenz der Zahlen (10) ffir • ~ (0, t) folgt aus ihrem 
Nichtverschwinden in Verbindung mit Satz 1. Mit (6), (7), (9), (10) ist 
im Kreis I zl < 1 

Definiert man 

G(z): = 7 ( 1  + H ( -  z)) = 2  ~(z) - w in Izl < 1, 

so ist naeh (7) und  der Verdoppelungsformel ffir ~0 (vgl. [1] ,  S.  2 5 9 )  

(1 ( z _ ~ _ ) )  
V ( z + l ) = 2  7 + ~ ( z ) - w  = 

(11) 
= - + l o g  16  - G (z)  = 2 + ~o + l o g  4 - W (z)  z 

und daraus 

2 
G (z + 2) - - -  + G (z). (12) 

z(z + 1) 

Naeh (8) ist ~o' (x) > 0 in R, also ~o in ~+ streng monoton wachsend, 
also G(x) > 0 ffir x 6 N  +. Nun  ist nach (11): 
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_2 H G (1 - z) = log 16 + (z). (13) 

Ist  z e Q r ~ ( 0 , 1 ) ,  so ist G ( 1 - z )  naeh (5), (13) eine yon Null 
verschiedene Linearform in Logar i thmen algebraischer Zahlen r 0 
mit  algebraisehen Koeffizienten und somit t ranszendent  naeh Satz 
A. Dami t  ist H (z) also aueh ffir z ~ Q r~ ( - 1,0) t ranszendent  und 
ebenso G (z) ffir die rationMen z mit  0 < Iz[ < 1 ; die Transzendenz 
yon G (z) ftir z ~ Q \ 2~ folgt hieraus direkt  mittels (12). Der Beweis ffir 
die Transzendenz der Zahlen A (z), B (z) ffir z e Q c ~ ( -  1,0) kann  
analog wie ffir H (z) geffihrt werden. 

W/ihrend wir bisher lediglich quant i ta t ive  Transzendenzresulta-  
te erhMten haben, wollen wir nun  aueh quant i ta t ive  Ergebnisse 
formulieren. Dazu sttitzen wir uns auf  den folgenden Satz yon 
BAKER [2], S. 22: 

Satz B: Sind  ~1 . . . . . .  ~n, f lo , f l l , . . . , f in  algebraische Zahlen mit 
(Z 1 . . . O~ n ~ 0 und Graden <~ d und sind die H6hen der ~j bzw. flj hSchstens 
A bzw. B >t 2, so gilt: Entweder versehwindet 

L : = flo + fl~ log ~1 + --- + fi~ log ~ 

oder es ist ILl > exp ( -  clog B), wobei c > 0 eine effektiv berechenbare 
Konstante ist, die nur von n, d, A und den gewiihlten Zweigen des 
Logarithmen abMingt. 

Hieraus leitet man  leicht ab, indem man sieh (5) und die Beweise 
der Korollare 1, 3 und 6 noehmMs ansieht : 

K o r o l l a r  7 : Ist 0 eine der transzendenten Zahlen Z (z), H (z), A (z), 
/ \  

B(z)  mit  z ~ � 9  ] z l < l  bzw.~o(z ) -~ -C ,v / ( z ) -~o(~)mi t  
\ - - /  

so gilt fiir jedes algebraische fl eines Grades <. D und einer HShe ~ H 
mit  H >~ h (0): 

10 -/~t > exp ( -  Co(O,D)togH). 

Dieses Approximationsmal3 besagt seinerseits, wenn man sich 
der Klasseneintei lungen yon  KOKSMA bzw. MA~LER (vgl. [7], 
Kap. I I I )  bedient,  dag die in Korollar 7 genannten transzendenten 
Zahlen 0 keine U*-Zahlen im Sinne der Kolcsmaschen und damit auch 
keine U-Zahlen im Sinne der Mahlerschen Klassifikation sind. 
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w 2 SCHANUELS V e r m u t u n g  und eine Dir ieh le tre ihe  yon  GOLOMB 

Wir  geben hier  ers t  e inen Beweis ffir Satz  2, dessen Aussage  ffir 
s = 2 t r iv ia l  ist;  ffir s ----- 4 k a n n  m a n  das  R e s u l t a t  in [4], S. 109 mi t  
Quel lenangabe  finden. 

I s t  2~ ffir N e ~l der  posi t iv  u m l a u f e n e  R a n d  des Qu a d r a t s  mi t  
den  vier  E c k p u n k t e n  (N + ~) ( _+ 1 + i) in der  z-Ebene,  so be t rach-  
t en  wi t  die In t eg ra l e  

1 ~ c o t g ~ z  

~N 

mi t  s wie in Satz  2, die wir mi t t e l s  Res iduensa t z  auswer ten  : Die Pole  
des I n t e g r a n d e n  im I n n e r n  von  2N liegen bei z = 0, + 1 . . . .  , _+N 
bzw. bei den Stellen z ---- ~o: ----- e (a/s), 0 ~< a < s. Als Res iduen  des 
I n t e g r a n d e n  an  den  Stel len z = n e {0, + 2 . . . .  , ___ N} ergibt  sieh 
(n 8 - 1 )-1, was  bei u n g e r a d e m  s aueh  fiir z = - 1 gi l t ;  bei ge radem s 
wird  das  R e s i d u u m  an  z = -  1 gleich ( 1 -  s)/2s,  w/~hrend das  
R e s i d u u m  an  z = 1 fiir jedes s gleieh (1 - s)/2 s ist. Es  verble iben die 
Stellen z = ~ ,  1 ~< a ~< s -  1, ~ # s/2, die 

1-~1~ -8 c o t g ~  =--~i ~ e ( ~ )  + 1 
s s e ( ~ )  - 1 

als Res iduen  bei t ragen.  D a  I~ cotg u z l a u f  2N unabhi~ngig y o n  N 
beschr~nkt  ist, gi l t  I ( N ) =  0 (N I-s) u n d  m a n  erhs Satz  2 nach  
Ausf i ih rung  des Grenzi ibergangs  N -* ~ .  

Def inier t  m a n  ~o~ ffir s ~ ~ ,  s >~ 3 im Ansch lug  an  die Fo rme l  in 
Satz  2 durch  

1 
Z ( n '~ -  1 ) - '  ----:2 . . . .  w~, (14) 

1~1>~2 2 s  s 

so wi rd  n u n  o~ > 0 ffir alle diese s behaup te t .  (14) schreibt  sich fiir 
ungerades  bzw. gerades  s als 

1 1 
E ( n28 -- 1) -1 ----- 1 ~o s 

~>~2 4 s  2 s  

1 1 (15) 
bzw. ~ (n ~ -  1) - 1 = 1  

n~2 2 8  2 8  (A)s 

u n d  wir h a b e n  of fenbar  ~ (n t - 1)-1 ffir gerades  t >~ 4 nach  oben 
abzuschg tzen :  ~>~ 2 
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(n t - 1)- '  < ~ (n t - '  + n t-2 + . . .  + 1)- '  < t - '  ~ n -(t-1)/2 < 
n>~2 n>~2 n>~2 

03 

< t - 1 S  x - ( t -1 ) /2dx  = 2 t - 1  (t - 3) -1. 
1 

Hieraus folgt sogar o)s > 3 ffir alle s ~> 3. 
Wir  zeigen nun wie Korol lar  2 aus der Vermutung  y o n  SCHANUEL 

folgt. Bekannt l ich ist das Kreis te i lungspolynom q~ (X) das Minimal- 
po lynom yon ~: ---- ~1 = exp (2 ~ i/8). Der Grad yon  ~e ist ~v: = ~ (s) 
mit  Eulers Phifunkt ion,  also 

r = X ~ + % - 1 X ~ - 1  + . . .  + ao e 2 [ X ] .  

Jedes  ~ ,0 ~< a < s kann daher in eindeutiger Weise gesehrieben 
werden in der Form 

~ = b0,~ + b l , ~  + . . .  + b ~ - l , ~  ~-1 = 
06)  

= b0,~ + b~,~& + . . .  + b ~ - l , ~ - ~  

mit gewissen ba,~ ~ Z und 1, ~ , . . . ,  ~r sind fiber Q linear unabhiingi- 
ge komplexe Zahlen und dasselbe gilt auch fiir die ? Zahlen 2 ~ i, 
2 ~ i ~1 . . . .  ,2 ~ i ~v _ ~. Is t  die Vermutung  yon SCHANUEL riehtig, so ist 
der Transzendenzgrad des K6rpers  

K .  = Q i, 

fiber Q mindestens 9. Nach (16) sind alle e (~) e K und nach (14), Satz 
2 und wegen we > 0 ist 

e - J  

0 r  ~ ~ ~ K  
c~=1 e (~) -- 1 

cr # el2 

ftir alle s s N, s/> 3. 
W/ire nun me algebraisch (fiber Q), so sei Ae X k + . . .  + A 0 ~ Z [X] 

sein Minimalpolynom, d.h.  

A k ( ~ . . . ) ~ ( u i )  k + . . .  + A0 = 0. 

Der Koeffizient yon (~ i) k verschwindet  nicht und so kann geschlos- 
sen werden, dab der Transzendenzgrad yon K fiber Q h6chstens 

- 1  w/~re. Daher  folgt ffir jedes s~ N, s i> 3 aus der Sehanuel- 
schen Vermutung  mit  (14) die Transzendenz yon ~ (n e - 1)-1, was 

]n[/>2 
nach (*) Korol lar  2 beinhaltet .  Es sei vermerkt ,  dal3 ffir ungerade 
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S >~ 3 n u r  n o c h  die  T r a n s z e n d e n z  m i n d e s t e n s  e iner  de r  b e i d e n  Z a h l e n  
co oo 

y ( n ) n  -~ bzw.  ~ (n ~ + 1) - I  g e s c h l o s s e n  w e r d e n  k a n n ;  es t r e t e n  
n~2 n = l  
hie r  d ie  y o n  de r  A u s w e r t u n g  de r  R i e m a n n s c h e n  Z e t a f u n k t i o n  a n  d e n  

u n g e r a d e n  A r g u m e n t s t e l l e n  >~ 3 w o h l b e k a n n t e n  S c h w i e r i g k e i t e n  

&uf.  
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