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Absiract

On the Affine Complete, Finitely Generated Modules. A universal algebra
A is called k-affine complete, if any function of the Cartesian power 4% into
A, which is compatible with all congruence relations of 4, is a polynomial
function. A is called affine complete, if it is k-affine complete for every
integer k. In this paper, all affine complete finitely generated modules are
characterized. Moreover, the paper contains some results on funetions
compatible with all congruence relations of an algebra, and on affine
complete algebras in general.

Einleitung

Es sei A eine universale Algebra und F;(4) die k-stellige Funk-
tionenalgebra auf A, d. h. die Menge aller k-stelligen Funktionen
auf A mit Werten in A4, versehen mit den durch punktweise Aus-
filhrung der Operationen von A definierten Operationen. Die von
den Projektionen &; und den konstanten Funktionen erzeugte
Unteralgebra Py(A4) von Fir(A) heit die Algebra der k-stelligen
Polynomfunktionen auf A.

Eine Funktion peFy(4) heillt kompatibel, wenn fiir jede Kon-
gruenz O auf 4 aus a;0b;,¢=1,2,...,k, stets folgt

plar,02,...,ar) O @ (b1,b2,...,08). (1)

Wie man leicht erkennt, bildet die Menge Cf(A) der kompatiblen
Funktionen von 4 eine Unteralgebra von Fy(A4). Da die Projek-
tionen und die Konstanten kompatibel sind, gilt daher Pr(4)s
< Ox(4). Die Algebra A heilit nun k-affin vollsténdig, wenn hier
sogar das Gleichheitszeichen gilt, wenn also jede k-stellige kom-
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patible Funktion eine Polynomfunktion ist. 4 heilt affin woll-
stindig, wenn es k-affin vollstdndig fiir jedes k ist.

Der Begriff der kompatiblen Funktion wurde eingefiihrt von
G. GRATZER, der die kompatiblen Funktionen als ,,Funktionen mit
der Substitutionseigenschaft bezeichnet. In seiner ,,Universal
Algebra® ([3]) wirft GriTzEr folgendes Problem auf: ,Man be-
stimme alle Algebren, in denen jede Funktion mit der Substitu-
tionseigenschaft eine Polynomfunktion ist.“ Zu diesem Problem
wurden bisher verschiedene Beitrige vom Standpunkt der uni-
versalen Algebra geliefert, insbesondere von WERNER. In [7] hat
WEeRNER fiir obige Algebren die Bezeichnung ,,affin vollstindig®
eingefiihrt. Das Problem ist jedoch noch weit von der Losung ent-
fernt, insbesondere sind die affin vollstindigen Algebren in den
meisten der ,,in der Natur vorkommenden Klassen von Algebren
noch nicht bekannt. Ergebnisse in dieser Richtung wurden bisher
nur gefunden von GrATZER [2] (jede Boolesche Algebra ist affin
vollstindig) und von IskaxpEr [4] (Bestimmung aller affin voll-
stdndigen subdirekten Produkte endlicher Primkérper). In der
vorliegenden Arbeit soll im Anschluf an Untersuchungen von
Lavsor und NOBAUER [6] ein weiterer konkreter Beitrag zu dem
von GRATZER gestellten Problem gegeben werden, und zwar be-
stimmen wir alle affin vollstindigen endlich erzeugten Moduln.
Dazu benétigen wir einige Resultate tiber affin vollstdndige Algebren
im allgemeinen, die wir im ersten Teil der Arbeit herleiten.

Einige allgemeine Resultate iiber affin vollstindige Algebren

Lemma 1: Ist A k-affin vollstindig, dann ist es l-affin vollstindig
Siir jedes 1< k.
Beweis: Sei peCi(A). Wir definieren ¢’ €Cy(4) durch

(p' (ul,ug,...,ul,qu,...,uk)=qa(u1,u2,...,uz), (2)

dann ist ¢’ ersichtlich kompatibel, also 148t es sich als Wort in
Konstanten ¢; und den Projektionen &; ausdriicken:

¢’=W(613029"'161’351352"":Ek)- (3)
Daraus folgt mit einer beliebigen Konstanten ¢:
@ UL, Uz, Up) =W(CL,62, -+ Cr, UL, UB, ooy UL, C,C,nnn,C),  (4)

also e Pi(4).
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Lemma 2: Die Funktion peFi(A) ist dann und nuy donn kom-
patibel, wenn fir jedes 1,1 =ik, und jedes (61,62,...,0i~1,0+1,
eeny @) €AX -1 die durch

1p(u)=<p(a1,a2,...,a@-_l,u,qu,...,ak) (5)

definierte Funktion peF1(4) kompatibel ist.

Beweis: Ergibt sich vnmittelbar aus der Transitivitdt der Kon-
gruenzrelationen.

Sind (@:,6:),7=1,2,...,r, Elemente von 4 x 4, dann bezeichnen
wir mit A((a1,01),...,(ar,b,)) die von den (a;,b;) erzeugte Kon-
gruenz auf 4.

Lemma 3: Die Funktion pcFr(A) ist dann und nur dann Lom-
patibel, wenn gilt

plo,az,.. .,ak)/l((al,bl), R (“k;bk))fpk (bl,bg, oo bg) (6)

fi’w alle ((al,ag, AN (bl,bz, .. ,b]g))EAk X Ak,

Bewess: Ergibt sich unmittelbar aus der Definition der von den
(a;,b;) erzeugten Kongruenz.

Wir spezialisieren Lemma 3 auf Multioperatorgruppen. Sind
€1,¢3,...,6r Elemente der Multioperatorgruppe 4, dann bezeich-

nen wir das von diesen Elementen erzeugte Ideal von 4 mit
I(c1,co,...,¢r). Es gilt dann

Lemma 3a: Sei A eine Multioperatorgruppe. Die Funktion
peFr(A) ist dann und nur dann kompatibel, wenn gilé

@(alva2> rees ak)—‘p(blabZ’ '“:bk)el(al_“blya'zh—b% '~-sak"—bk) (7)

Siir alle ((a1,a2,...,ax), (b1,ba,...,bx)jc A% X 4.

Beweis: Folgt sofort aus Lemma 3, wenn man beachtet, daf
der Kern der Kongruenz A ((a1,b1),...,(ax,bx)) das Ideal

I(al-—-bl, o -,a]g—‘b]g) ist.

Lemma 4: Sei die Algebra A = B X C ein direktes Produkt der
Algebren B,C und ses pcCr(4). Dann ¢ibt es eindeutig bestimmie
0€Cx(B) und ceCr(C), so daf gilt

@((b1,¢1), ..., (br,cx)) = (0 (b1, bz, .. ., bg), o (c1, 2, . 08))  (8)
f’il?‘ alle ((61 ,Cl), (bg s 62), vaay (bk,ck)) c 4%,
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Beweis: Es existieren Abbildungen ¢: A¥*—>B und o: 4%-C,
so daB

@((b1, 1), ..., (b, cx)) =
= (o ((b1,¢1), - .+, Bk, k), 0 ((b1,01), - . ., (Br, Ck))) -
Bezeichnen wir mit z die Projektion von 4 auf B, dann gilt
@ ((b1,c1), ..., (b, cx)) ker @ (b1, é1), . . ., (bx, Cx)); (10)
daraus folgt

0 ((B1,61)s - - » (B 68)) = (b1, 1), - - s (ks 1)) = 0 (Bry - - Bx) (1)

und analog gilt
o((b1,61), ..., (br,cx)) =0 (c1,...,cx). (12)

Wie sofort zu sehen ist, sind ¢ und ¢ eindeutig bestimmt. Ist &
eine Kongruenz auf B, dann ist durch

(b,¢)01(b,6)=bOb (13)

9)

eine Kongruenz @ auf 4 definiert. Aus der Kompatibilitdt von ¢
folgt daher die Kompatibilitdt von g, und ebenso ergibt sich die
Kompatibilitit von o.

Ist A= BxC ein direktes Produkt der Algebren B,C, und sind
A, M Kongruenzen auf B bzw. C, dann wird durch

(b,¢) (A X M) (5,6)<>bAbund c M ¢ (14)

eine Kongruenz A x M auf A definiert, genannt das direkte Produkt
der Kongruenzen A, M.

Satz 1: Sei A= BxC. Ordnet man jedem pecCy(A) das durch
Lemma 4 bestimmie (p,0)eCi{B)xCx(C) 2u, so erhdlt man einen
Monomorphismus . Ist jede Kongruenz auf A das direkte Produkt
einer Kongruenz auf B und einer Kongruenz auf C, dann ist dieser
Monomorphismus ein Isomorphismus.

Bemerkung: Direkte Produkte, welche die Bedingung der
zweiten Aussage dieses Satzes erfiillen, wurden eingehend unter-
sucht von FrasEr und Horx [1].

Beweis von Satz 1: DaB die Zuordnung des Satzes ein Mono-
morphismus ist, iiberlegt man sich sehr leicht. Sei nun jede Kon-
gruenz auf A das direkte Produkt einer Kongruenz auf B und einer
Kongruenz auf C und (g,0)€Cx(B) X Ox(C). Dann ist die durch die
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Formel von Lemma 4 erklirte Funktion @cF(4) kompatibel,
denn ist @=AXM eine Kongruenz auf 4, dann folgt aus
(bi, )0 (bs,8),0=1,2,...,k, sofort

¢ (b1, 1), -, (B, ¢8)) O @ (b1, 1), - - -, (i, E1)) - (15)

Spezialisieren wir Satz 1 auf Multioperatorgruppen, dann er-
halten wir bei Beriicksichtigung des Zusammenhanges zwischen
Kongruenzen und Idealen sogleich

Satz 1a: Ist die Multioperatorgruppe A das direkte Produkt der
Multioperatorgruppen B und C, und ist jedes Ideal auf A das direkte
Produkt eines Ideals auf B und eines Ideals auf O, dann ist der
Monomorphismus von Satz 1 ein Isomorphismus.

Eine leichte Uberlegung zeigt, daB die Bedingung von Satz 1a
fiir endliche Gruppen teilerfremder Ordnung und Ringe mit Eins-
element erfiillt ist, also gilt folgendes:

Korollar: Sind B und C endliche Gruppen mit teilerfremden
Ordnungen oder sind B und C Ringe mit Einselement, dann ist der
Monomorphismus von Satz 1 ein Isomorphismus.

Lemma 5: Sei 4 = B X C und p der Monomorphismus von Salz 1.
Ist u ein Isomorphismus und A k-affin vollstindig, dann sind dies
auch B und C. Induziert wmgekehrt u einen Isomorphismus von
Py (A) auf Pyp(B)X Pr(C) und sind B,C beide k-affin vollstindig,
dann ist dies auch A.

Beweis: Da gich jedes Element von Py (A4) als Wort in Elementen
von 4 und den Projektionen §&i,..., & darstellen 148t, gilt stets

uPr(4)g Py (B)x Pr(C).

Ist nun g ein Isomorphismus, und ist A k-affin vollsténdig, dann
haben wir

uPr(A)s Pr(B)X Py (C)g Cx (B)XCr(C) =pCr(4)=u P (4),

(16)
also Py (B)X Py(C)=Cy(B)X Cx(C), daher sind B, beide k-affin
vollstdndig.

Induziert umgekehrt x4 einen Isomorphismus von Pi(4) auf
Py(B)x Pr(C) und sind B,C beide k-affin vollstindig, dann
haben wir

# Ok (A)s O (B)X O (C) = Py (B)X Pr(O) =p P (4), (17)

also gilt uPr(A)=puCr(4). Da p ein Monomorphismus ist, folgt
Pr(A)=0x(4).
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Satz 2: Sind B und C endliche Gruppen mit teilerfremden Ord-
nungen oder sind B und C Ringe mit Einselement, dann ist BxC
genay dann k-affin vollstindig, wenn B,C beide k-affin wollstdndig
sind.

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 1a gilt in diesen Fillen
pCr (4) = Cr (B)x C¢ (0). (18)

Wie in [5] im ersten Fall explizit gezeigt wurde und wie im zweiten
Fall aus Resultaten von [5] — wo dies nur fiir kommutative
Ringe mit Einselement bewiesen wurde — leicht folgt, gilt aber
auch

1P (4) = Py (B)x Py(0). (19)

Bestimmung aller affin vollstindigen endlich erzeugten Moduln

Zunéchst bestimmen wir alle k-affin vollstindigen endlichen
Moduln. Wegen Satz 2 und dem Hauptsatz iiber endliche abelsche
Gruppen genigt es, alle k-affin Vollstandlgen Moduln von Prim-
zahlpotenzordnung zu ermitteln.

In LauscE—NOBAUER [6] wurden alle 1-affin vollstindigen
Moduln von Primzahlpotenzordnung bestimmt. Wir formulieren
das dort erhaltene Resultat als

Satz 3: Sei p eine Primzahl, Zpe der zyklische Modul der Ord-
nung pe und

M= Zpu® Zps® ... @ Dper, G1Z=...2¢ (20)

ein endlicher p-Modul. M ist 1-affin vollstindig genouw dann, wenn

@) r> 1,e1=ea, p beliebig

b) r>1l,e1=e+1,p=2

¢) r=1e=1,p=2

Nun beweisen wir

Satz 4: Der endliche p-Modul M von Sotz 3 ist im Fall a) affin
vollstidndig, im Fall b) und im Faoll ¢) aber fir k>1 nicht k-affin
vollstindig.

Wir zerlegen den Beweis in einige Teilschritte.

Lemma 6: Im Fall a) ist M k-affin vollstindig fir jedes k.

Beweis: Induktion nach k. Fir k= 1 ist die Behauptung richtig,
sie sei daher fiir k—1 statt t schon bewiesen. Sei nun ¢eCy(M).
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Fir festes xy,%s,...,%x-1 gilt dann ¢@(z1,2s,...,25-1,2%)€C1 (M),
daher gilt
gv(xl,xg,.. .,xk_l,xk) =a(w1,x2,.. .,xk_l) —|—
(21)
-]—7‘(761,562,. ..,xk_l)xk.
Daraus folgt

(P(xlyx27"'axk—l70)=a'(x1:x2>"':xk—-l)- (22)
Da ¢ (x1,%,...,25-1,0)€Cr_1 (M), folgt aus der Induktionsannahme
@ @1,22,...,%-1,0)=a +rz+ ...+ r6-1%k-1 (23)

und somit

@ @1, %2, .. -1, %) =0+ 1121+ ...+ 11261+ 24)
+ 7'($1,-’E2, . -,wk—l)xlc-
Da man wegen k=2 eine analoge Uberlegung mit vertauschten
Rollen von #; und x durchfithren kann, gilt auch

p(x1, %2, ..., Xp—1,%) = b+ s{x2,23,..., %) 21+ (25)
+8ks+ ...+ Spxk.
Gleichsetzen der beiden letzten Ausdriicke ergibt
o-+rizet .. re—1xp-1 (@, 20, .., Bp—1) X = (26)

=b 4 s{xz,23,...,%) %1 4 S22 + ... + Sp 2k,
und zwar gilt dies fir alle x1,s,...,2%. Setzt man x;=ap=...=
=3 =0, dann erhélt man ¢ = b, also kann man in obiger Gleichung
@ und b streichen. Setzt man im Fall £ > 2 in der verbleibenden
Gleichung #; =2 =0, dann folgt

vz + ... Frp-1%k-1=Saz ...+ Sp-1%k-1
27
fiir alle 2z, ..., 2%, @7)
also gilt fiir alle 1,2, ...,z die Gleichung

iz +r (w1, %, ..., 0 1) Xk =8 (T2, %3, ..., Tx) X1 + Sx 2, (28)
daher

(ri—s (@2, s, ..., %5)) %1 = (Sg—1 (¥1, %2, . .., ¥x-1)) Tx.  (29)

HA&lt man in dieser Beziehung x3,z3,...,2 fest, so erkennt man,
daB

(ri—s (w2, 23,..., %)) @1 € [wg] fiir alle ;e M, (30)

Monatshefte fiir Mathematik, Bd, 82/3 13
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wo [xz5] den von zj erzeugten zyklischen Untermodul bedeutet.
Daraus folgt, dal r1—s(x2,2s,...,2;) durch den Exponenten des
Faktormoduls M/[x] teilbar ist.

Auf Grund unserer Voraussetzung iilber M hat nun aber dieser
Exponent fir jedes z; den Wert pé und stimmt daher mit dem
Exponenten von M iiberein. Daher gilt

s(xz,xa,...,xk)=r1fiir alle X2,X3,.., 2k (31)
und wir haben
@@, 2, .. w1, 25) =b-+riz1+ s+ ... Fskxr.  (32)

Lemma 7: Ist p eine Primzahl und M = Zye der zyklische Modul
der Ordnung pe, e>0, dann gilt

|Co(M)| = p?* (2*-D/@*-1) (33)

Beweis: Wir konnen M als die additive Gruppe Gy der ganzen
Zahlen modp¢ auffassen und daher jedes Element von Zge ein-
deutig darstellen in der Gestalt

e-1
Yript, 0<ri<p. (34)
i=0
Es sind dann alle peCz (M) in eindeutiger Weise gegeben durch die
Funktionen von der Gestalt

(p(th" Zszpz) = Zm 70,71, -+ 71,90,81,---,8:)P%,  (35)
=0 i=0
wo m; eine beliebige Funktion auf {0,1,...,p—1}2¢+D mit Werten
in {0,1,...,p—1} ist. Denn da jeder Untermodul von M aus allen
Vielfachen einer Potenz p’ besteht, ist jedes derartige ¢ kompatibel.
Umgekehrt 148t sich jedes @eF2(M) jedenfalls auf eindeutige
Weise schreiben als

-1
qp(an2 Zsipz Zm(m,h,. o 158055150 -»8e—1)P%. (36)
=0

Ist ¢ kompatibel, dann hingt @;(ro,71,...,7¢-1,50,81,...,8¢—1) nur
VO 70,71,...,74,80,81,.--,8; ab und ¢ ist von der oben angegebenen
Cestalt. Eine einfache Abzdhlung ergibt nun sofort die Formel
von Lemma 7.
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Lemma 8: Im Fall ¢) ist M nicht 2-affin vollstindig.

Beweis: Nach Lemma 7 gilt in diesem Fall |Cy(M)|=24 Die
Elemente von Py (M) aber sind alle von der Gestalt @ 4 r121 + re2z;
also gilt | Py (M)|=23.

Lemma 9; Sei M etn Modul wie in Satz 3 mit r > 1 und set wr
ein erzeugendes Element von Zper. Seien die Elemente zie M, 1=1,2,
i der eindeutigen Darstellung

zi=(ri+pa-aR)w+y

mit 0=r;<pa %, 0SBy <pe, yicZpe®...® Zpe 37)
gegeben, und sei g Po (M) sowie 00z (Gper-e). Donn ist durch
@ (21,22) = ¢ (21, 22) + 2o (r1,m2) wn (38)
etne Funktion aus Co (M) definiert.
Beweis: HAilt man 2z in ¢ fest, so erhilt man eine Funktion
p(a) =p(z1) + peaT(n)w, (39)

wo pe Py (M) und 7(r1) €C1(Gper-e2). Wie in LAUSCH—NOBAUER [6]
gezeigt wurde, gilt daher peCi(M). Auf die gleiche Art erkennt
man, daf die durch Festhalten von 2; in ¢ sich ergebende Funk-
tion zu C; (M) gehort. Nach Lemma 2 gilt also peCy (M).

Lemma 10: Sei M ein Modul wie in Satz 3 mit r >1. Dann gilt
|Ce (M) | = | M| pee=|Co (Zpor-es) |- (40)

Beweis: Wir betrachten die Funktionen geFa(M) von der
Gestalt

@(z1,22) =a+hzi+ 22+ pho(rs, ra)wn (41)

und lassen hier @ ein volles Vertretungssystem modulo peM, die

t; je ein volles Vertretungssystem modulo p% und das ¢ ganz

C2(Gper1-e2) durchlaufen. Nach Lemma 9 sind alle diese ¢ kom-

patibel. Angenommen, es wiren zwei derartige Funktionen gleich,
dann hitten wir

a+ha+then+pec(r,re)wi=d4a+hz+ 2+ ped(r,r)w, (42)
daraus folgt

(e —a) -+ (tl———fl) 21+ (tg—fz) 23 =P (5 (r1,72)—o{r1, ?’2))%01 . {43)
13*
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Setzt man z; =23=0, dann erhdlt man a—aep%:M, also a=a.
Setzt man 2z3=w,22=0, erhilt man (H—¥)wie[pebus], also
t1 =11, und analog folgt f; ={;. Wir haben also

(6 (r1,72) —o (r1,72)) w1 = 0 fitr alle 7y, 73, (44)

also folgt 0 =4¢.
Zihlt man die Funktionen ¢ ab, so erhilt man

| M|
pel— [
Lemma 11: Im Fall b) ist M nicht 2-affin vollstindig.

Beweis: In diesem Fall haben wir einerseits nach Lemma 10
und Lemma 7:

|O2 (M) = | M | 2271 | Co (Z2) | = | DL | 2%2%3, (46)

|Co (M) | =

P2 | Oz (Zper-es) | - (45)

andererseits gilt
| Po ()| = | M | 2% = |} | 2202 (47)
Wegen Lemma 1 ist daher Satz 4 vollstindig bewiesen.

Nun wenden wir uns den affin vollsténdigen endlich erzeug-
baren unendlichen Moduln zu. Wir beweisen folgenden

Satz 5: Sei gegeben ein endlich erzeugbarer unendlicher Modul
M=21P%d.. LT, (48)

wo Zn,Zs,...,Zs unendliche zyklische Moduln sind und T ein endlicher
Modul ist. M ist affin vollstindig genau dann, wenn s=2. Im Fall
s =1 hingegen ist M nicht einmal 1-affin vollstindig.

Wir zerlegen den Beweis wieder in Teilschritte.

Lemma 12: Sei M=Z®T, wo Z ein unendlicher zyklischer
Modul und T ein endlicher Modul der Ordnung |T|=1 ist. Dann
ist M nicht 1-affin vollstindig.

Beweis: Sei Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen und ¢ der
Exponent von 7. Wir betrachten die Funktion feF;(M), welche
definienent ist durch

flx+4u)=ta?fir alle xeZ, uecT. (49)
f ist kompatibel, denn wir haben
fet+u)—flyt+o)=t?—iy=@+y) tx—y)]=
=@+yt@E—y+u—v)ell@+u)—F+o)], (50)
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woraus nach Lemma 3a in der Tat die Kompatibilitdt von f folgt.
f ist aber keine Polynomfunktion, denn andernfalls wire fiir alle
xeZ, uel

tr2=a-+r@4u). (561)
Setzt man x=wu==0, erhilt man ¢=0, also folgt r{x 4 u)=1tx2.
Dies gilt auch fiir =0, daher folgt ta?2=rx fiir alle zeZ, ein
Widerspruch.

Lemma 13: Sei M =Z@PU, wo Z ein unendlicher zyklischer
Modul und U ein Modul mit mindestens einem Element unendlicher
Ordnung ist. Dann ist M 1-affin vollstindig.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl jedes feCy (M) mit f(0)=0
eine Polynomfunktion ist. Denn ist geCi(M), dann ist auch
f=g¢g—g(0)eC1 (M) und erfillt f(0)==0.

Sei nun also ein derartiges f gegeben. Fiir beliebiges xe M gilt
x=0mod [z], daraus folgt f(x)=O0mod[x], also f(z)=r(x)x. Ist
auch ye M, so folgt wegen Lemma 3a, da8 f(y)—f(z)e[y—=z]. Das
ergibt

r{yly—r@zely—al; (52)
da aber auch
rg)y—ry)rely—al, (53)
ergibt sich durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen
(ry)—r@)zely—a]n []. (54)

Hier wéhle ich nun ze Z mit 270, und y =2 -+ » mit v U, dann
wird dies zu

(r(@+u)—r@x)z=0. (55)

Da z unendliche Ordnung hat, gilt also ¢(z+u)=r(z) fir alle
uecU.

Ich wéhle nun ein ve U mit unendlicher Ordnung, dann erhalte
ich wie vorher fiir beliebiges 2 Z

(r (@ + v)—r () ve el [v] = {0}, (56)

also gilt r(x 4 v) =7 (v) fiir alle ze Z.
Somit haben wir

r(x)=r @+ v)=r(v) fir alle xe Z mit 2540, (57)
und somit ergibt sich weiter fir alle e Z mit x40 und alle ueU

r(xtu)=r@) =r, (58)
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daher
fat+u)=r-(@+u). (59)

Nach Lemma 4 gilt aber auch
f@+u)=p @)+ o(x) mit peCi(Z)und 6cC1(U).  (60)
Vergleich mit dem vorhergehenden Ausdruck ergibt
ret+ru=p(x)+ow) (61)
fiir alle xe Z mit 2540 und alle e U, also haben wir
o(x)=rz fur alle xe Z mit x+£0, (62)
o(u)=rufiralle ueU. (63)

Schlieflich gilt 0=/F(0)=f(0-+ 0)=(0) + 0(0), das ergibt p(0)=
=0=r0. Somit haben wir

fletu)y=p@)+o@)=r-(x+u)firallext+uecM. (64)

Lemma 14: Erfallt M die Voraussetzungen von Lemma 13, dann
ist M k-affin vollstindig fir jedes k.

Beweis: Der Beweis von Lemma 6 148t sich fast wortlich auf
den vorliegenden Fall iibertragen.
Damit ist der Beweis von Satz 5 beendet.
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