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Moduln  
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Wilfried Nfbauer, Wien 

(Eingegangen am 27. Juni  1975) 

Herrn Prof. Dr. E. Hlawka zum 60. Geburtstag gewidmet 

Abstract 

On the Affine Complete, Finitely Generated Modules. A universal algebra 
A is called k-affine complete, if any function of the Cartesian power A~ into 
A, which is compatible with all congruence relations of A, is a polynomial 
function. A is called affme complete, if it is k-affine complete for every 
integer k. In  this paper, all affine complete finitely generated modules are 
characterized. Moreover, the paper contains some results on functions 
compatible with all congruence relations of an algebra, and on affine 
complete algebras in general. 

Einleitung 

Es sei A eine universale Algebra und F~ (A) die k-stellige Funk- 
tionenalgebra auf A, d .h .  die Menge aller k-stelligen Funktionen 
auf A mit Werten in A, versehen mit den dutch punktweise Aus- 
fiihrung der Operationen von A definierten Operationen. Die yon 
den Projektionen $i und den konstanten Funktionen erzeugte 
Unteralgebra P~(A) yon F~(A) heist  die Algebra der k-stelligen 
Polynomfunktionen auf A. 

Eine Funktion cfzF~(A) heist  kompatibel, wenn fiir jede Kon- 
gTuenz 0 allf A aus a~ Obi, i = l, 2,..., k, stets folgt 

(al, a2 . . . .  , as) 0 q (bl, b~, . . . ,  b~). (1) 

Wie man leicht erkennt, bildet die 3/[enge C~(A) der kompatiblen 
Funktionen yon A eine Unteralgebra yon Fk(A). Da die Projek- 
tionen and  die Konstanten kompatibel sind, gilt daher P~(A)c= 
c= C~(A). Die Algebra A heit3t nun k-affin vollstandig, wenn hier 
sogar alas Gleiehheitszeiehen gilt, wenn also jede k-stellige kom- 
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patible Funktion eine Polynomfunktion ist. A heigt affin voll- 
stgndig, wenn es k-affin vollst/indig fiir jedes k ist. 

Der Begriff der kompatiblen Funktion wurde eingeffihrt yon 
G. GRXTZEI~, der die kompatiblen Funktionen als ,,Funktionen mit 
der Substitutionseigensehaft" bezeiehnet. In  seiner ,,Universal 
Algebra" ([3]) wirff GRXTZER folgendes Problem auf: ,,Man be- 
stimme alle Algebren, in denen jede Funktion mit der Substitu- 
tionseigenschaft eine Polynomfunktion ist." Zu diesem Problem 
wurden bisher verschiedene Beitr/ige vom Standpunkt der uni- 
versalen Algebra geliefert, insbesondere yon WEI~CER. In [7] hat  
WEm~m~ fiir obige Algebren die Bezeichnung ,,afffn vollst/indig" 
eingeftihrt. Das Problem ist jedoeh noeh welt yon der LSsung ent- 
fernt, insbesondere sind die affin vollst/~ndigen Algebren in den 
meisten der ,,in der Natur vorkommenden" Klassen yon Algebren 
noch nicht bekannt. Ergebnisse in dieser Richtung wurden bisher 
nur gefunden yon GRXTZV.I~ [2] (jede Boolesche Algebra ist affm 
vollst/~ndig) and yon ISKhlgI)]~l~ [4] (Bestimmung aller affin voll- 
stgndigen subdirekten Produkte endlieher Primk6rper). In  der 
vorliegenden Arbeit soll im AnschluB an Untersuehungen yon 
LAVSCl~ und N6eAvEI~ [6] ein weiterer konkreter Beitrag zu dem 
yon GI~XTZER gestellten Problem gegeben werden, und zwar be- 
stimmen wir alle affin vollst/indigen endlich erzeugten Moduln. 
Dazu benStigen wit einige Resultate tiber affin vollst/~ndige Algebren 
im allgemeinen, die wir im ersten Teil der Arbeit herleiten. 

Einige allgemeine Resultate fiber affin vollst~ndige Algebren 

Lemma 1 : Ist A Ic-affin vollsti~nclig, da~n ist es l-affin vollst~ndig 
far tides l <= k. 

Beweis: Sei ~oeC~(A). Wir definieren q)'~Cz(A) dureh 

~0' ( U l , ' / g 2 , . -  ", Ul ,  U / + i , . . . ,  Uk) = ~O (Ul ,  U 2 , . . . ,  U l ) ,  (2) 

dann ist ~v' ersiehflich kompatibel, also 1/igt es sieh als Wort in 
Konstanten c~ und den Projektionen ~ ausdriicken: 

q9' ~--- W (Cl, (32, �9 �9  Or, ~1, ~2,..., ~k). (3)  

Daraus folgt mit einer beliebigen Konstan~en c: 

( u l ,  u2 . . . .  , u~) -= w (c l ,  c 2 , . . . ,  c~, u l ,  u 2 , . . . ,  u l ,  c, c , . . . ,  c ) ,  (4) 

also 9 e Pz (A). 
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Lemma 2: Die Funlction q~eF~(A) ist dann und nur dann kom- 
patibel, wenn fa r  jedes i , l ~ i ~ k ,  und jedes (al,a2 . . . . .  a t - l , a i + l ,  
. . . .  , a~) e A  ~-1 die dutch 

~fl (u) ---- q~ (al, a2, . . ., a i -1 ,  u, a~ + l ,  . . ., a~ ) (5) 

definierte lCunktion ~ e F 1  (A) kompatibel ist. 

Beweis: Ergibt sich unmittetbar aus der Transitivit/~t der Kon- 
gruenzrelationen. 

Sind (ai, b~), i ----- 1, 2,..., r~ Elemente yon A • A, dann bezeichnen 
wir mit A( (a l , b l )  . . . . .  (ar,b~)) die yon den (ai,bi) erzeugte Kon- 
gruenz auf  A. 

Lemma 3: Die Funk t ion  q~eF1c(A) ist dann und n u t  dann kom- 
patibel, wenn gilt 

~ ( a l , a 2 , . . . , a k ) A ( ( a l , b l ) , . . . , ( a ~ , b k ) ) q ~ k ( b l , b 2 , . . . , b ~ )  (6) 

f~r  alle ((al,  a2 , . . . ,  aa), (bl, b~, . . . ,  ba)) e A  ~ • A ~. 

Beweis: Ergib~ sieh unmittelb~r aus der Definition der yon den 
(a~, b~) erzeugten Kongruenz. 

Wit spezialisieren Lemma 3 auf iKultioperatorgruppen. Sind 
O,c2, . . . ,Cr  Elemente der Multioperatorgruppe A ,  dann bezeieh- 
nan wir das yon diesen Elementen erzeugte Ideal yon A mit 
I ( o , c 2 , . . . , C r ) .  Es gilt dann 

L e m m a 3 a :  Sei A eine Multioperatorgruppe. Die Funk t ion  
qDeF~(A ) ist dann und n u t  dann kompatibel, wenn gilt 

q~ (al, az, . . ., a~)--qD (bl, b2, . . ., b~) ~ I (al ~ b l ,  a2--b~ . . . .  , a~--b~) (7) 

f a r  alle ( (a l ,a~, . . . ,a~) ,  (b~,b2 . . . .  , b j : ) ) e A ~ •  ~. 

Beweis: Folgt sofort aus Lemm~ 3, wenn m~n beachtet, dab 
der Kern der Kongruenz A ((al,  b~),.. . ,  (a~, b~)) das Ideal 

I (a~--b~ . . . .  , a~--b~) ist. 

Lemma 4: Sei die Algebra A = B • C ein direktes Produlct der 
Algebren B , C  und sei cf~C~(A).  D a n n  gibt es eindeutig bestimmte 
~ C ~ ( B )  und aeC~(C) ,  so daft gilt 

q~ ((bi, ci) , .  . . ,  (b~, c~)) = (Q (bi, bs . . . .  , ba), c~ (cl, e2,. . . ,  ca)) (8) 

f a r  alle ((bl, c~), (b2, e~.),..., (bz, cD) eA~. 
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Beweis: Es existieren Abbildungen ~:A/C~B und a:A/c->C, 
so dab 

((51, cl), �9 �9 (b/c, c/c)) = 
(9) 

= (0 ((51, cl) . . . .  , (b/c, c/c)), a ((51, c l ) , . . . ,  (b/c, c/c))). 

Bezeichnen wir mit ~ die Projektion yon A auf B, dann gilt 

~o((bl,cl),...,(b/c,c/c))kerz~o((bl,51),...,(b/c,5/c)); (10) 

daraus s 

Q ((bl, cl) , . . . ,  (b/c, c~)) = ~ ((bl, 51),..., (b/c, 5/c)) ---- ff (bl , . . . ,  b/c) (11) 

und analog gilt 

((51,c1) . . . .  , (b/c, c/c)) ~ -  o" (e l  . . . . .  c/c). ( 1 2 )  

Wie sofort zu sehen ist, sind ~ und ~ eindeutig bestimmt. Ist  O 
eine Kongruenz auf  B, dann ist durch 

(b, c) O1 (3, 5) ~ b  Ob (13) 

eine Kongruenz O1 auf  A definiert. Aus der Komp~tibilit/it yon 
folgt daher die Kompatibilitiit yon ~, und ebenso ergibt sich die 
Kompatibilit~t von ~. 

Ist  A ----B • C ein direktes Produkt  der Algebren B, C, und sind 
A, M Kongruenzen a~f B bzw. C, dann wird dutch 

(b,c) (A • (3 ,5 )~bA3  und cM5 (14) 

eine Kongruenz A • M auf A definiert, genannt das direkte Produlct 
der Kongruenzen A, M. 

Satz 1 : Sei A = B • C. Ordnet man jedem q~ ~ C/c (A) das dutch 
Lemma d bestimmte (0, a) eC~ (B) • C~ (C) zu, so erh~It man einen 
Monomorphismus ~. Ist jede Kongruenz auf A das direkte Produkt 
einer Kongruenz auf B und einer Kongruenz auf C, dann ist dieser 
Monomorphismus ein Isomorphismus. 

Bemerkung: Direkte Produkte, welche die Bedingung der 
zweiten Aussage dieses Satzes erfiillen, wurden eingehend unter- 
sucht yon FI~ASE~ und H o r n  [1]. 

Beweis von Satz 1: DaB die Zuordnung des Satzes ein Mono- 
morphismus ist, iiberlegt man sich sehr leich~. Sei nun jede Kon- 
gruenz auf  A das direkte Produkt  einer Kongruenz auf B und einer 
Kongruenz auf  C und (0, ~) e C/c (B) • Cz (C). Dann ist die dutch die 
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Formel von Lemma 4 erkl~rte Funkt ion q~eF~(A) kompatibel,  
denn ist O = A •  eine Kongruenz auf  A, dann folg~ aus 
(hi, cd 0 (bi, 5~), i ----- 1, 2 , . . . ,  k, sofort 

~((bl,cl),...,(b~,c~))OqJ((bl,5l),...,(b~,~)). (15) 

Spezialisieren wir Satz 1 auf  Multioperatorgruppen, dann er- 
halten wir bei Beriicksichtigung des Zusammenhanges zwischen 
Kongruenzen und Idealen sogleich 

Satz 1 a: Ist die Multioperatorgruppe A das direkte Produkt der 
Multioperatorgruppen B und C, und ist jedes Ideal auf A das direkte 
Produkt eines Ideals auf B und eines Ideals auf C, dann ist der 
Monomorphismus yon Satz 1 ein lsomorphismus. 

Eine leichte Uberlegung zeigt, dag die Bedingung yon Satz 1 a 
ftir endliehe Gruppen teilerfremder Ordnung nnd Ringe mit  Eins- 
element erfiillt ist, also gilt folgendes: 

Korollar: Sind B und C endliche Gruppen mit teilerfremden 
Ordnungen oder sind B und C l~inge rait Einselement, dann ist der 
Monomorphismus von Satz 1 ein Isomorphismus. 

Lemma 5: Sei A = B • C und /~ der Monomorphismus yon Satz 1. 
Ist # ein Isomorlghismus und A ]c-affin vollstdndig, dann sind dies 
auch B und C. Induziert umge]cehrt # einen Isomorphismus yon 
P~ (A) auf P~(B)• Pe(C) und sind B,C beide k-affin vollstandig, 
dann ist dies auch A. 

Beweis: Da sieh jedes Element  yon Pk (A) als Wort in Elementen 
yon A und den Projektionen ~1,..., ~ darstellen lgBt, gilt stets 

# P~ (A) =c p~ (B) • Pk (C). 

Is t  nun # ein Isomorphismus, und  ist A k-aNn vollst/indig, dann 
haben wir 

/~ Pk (A) _c_ Pk (B) • Pk (C) -~ Cz (B) • C~ (C) = f~ C~ (A) =/~  P$ (A), 
(16) 

also P~ ( B) • Pk ( C) = Ck ( B) • C~ (C), daher sind B, C beide k-affin 
vollst~ndig. 

Induziert  nmgekehrt  /~ einen Isomorphismus yon Pk(A) auf 
P~(B)• und  sind B,C beide k-affin vollstandig, dann 
haben wit 

/~Ck(A)s Ck(B)• P~(B)•  P~ (A), (17) 

also gilt #Pg(A)=I~Ck(A). Da # ein Monomorphismus ist, folgt 
P~(A)=C~(A).  
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Satz 2: Sind B und C endliche Gruppen mit teilerfremden Ord- 
nungen oder sind B und C R i n g e  mit Einselement, dann ist B • C 
genau dann Ic-affin vollstandig, wenn B, C beide k-affin vollstandig 
8ind. 

Beweis: Naeh dem Korollar zu Satz l a gilt in diesen F~llen 

/~Ck(A) = C ~ ( B ) •  (18) 

Wie in [5] im ersten Fall explizit gezeigt wurde und wie im zweiten 
Fall aus Resultaten yon [5] - -  wo dies nur far  kommutat ive 
Ringe mit Einselement bewiesen wurde - -  leich$ folgt, gilt aber 
auch 

/~ P~r (A) = P~ (B) • P~: (C). (19) 

Bestimmung aller affin vollst~/ndigen endlich erzeugten Moduln 

Zun~chst bestimmen wir alle k-affin vollst~ndigen endlichen 
Moduln. Wegen Satz 2 und dem Hauptsatz  fiber endliche abelsehe 
Gruppen genfigt es, alle k-affin vollsti~ndigen Moduln yon Prim- 
zahlpotenzordnung zu ermitteln. 

In LAUSC~--N6BAUER [6] wurden alle 1-affin vollst~ndigen 
Moduln yon Primzahlpotenzordnung bestimmt. Wir formulieren 
das dort erhaltene Resultat  als 

Satz 3: Sei p eine Primzahl, Zpe der zyHische Modul der Oral- 
hung pe und 

M-~-Zpel(~Zpe2(~...(~Zper, e l ~ e 2 ~ . . . ~ e r  (20) 

ein endlicher p-Modul. M i s t  1-affin vollstandig genau dann, wenn 

a) r > 1, el ---- e2, p beliebig 

b) r >  l, e l = e 2 J c l , p = 2  

c) r ~ 1 ,  el ----1, p ~- 2. 

Nun beweisen wit 

Satz 4: Der endliche p-Modul M yon Satz 3 ist im Fall a) affin 
vollstandig, im Fall b) und im Fall c) abet far  Ic > 1 nicht Ic-affin 
vollstandig. 

Wir zerlegen den Beweis in einige Teilschritte. 

Lemma 6: I m  Fall a) ist M k-affin voUstandig far jedes k. 
Beweis: Induktion nach k. Ffir/c = 1 ist die Behauptung richtig, 

sie sei daher far  k - - 1  start lc schon bewiesen. Sei nun q~eC~(M). 
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F a r  festes x l , x~  . . . .  , x~- i  gilt dann  c p ( x i , x 2 , . . . , x ~ - l , x ~ ) e C l ( M ) ,  

daher  gilt 

(xl, z 2 , . . . ,  x~-~, x~) = a (xl, x~ , . . . ,  x~-~) + 
(2~) 

+ r (x~,x~ . . . .  , x~_~)x~.  

Daraus  folgt 

~o (x~, x 2 , . . . ,  x ~ - ~ ,  0) ----- a (Xl, x 2 , . . . ,  x ~ - ~ ) .  (22) 

Da ~ (Xl, x2,. . . ,  x~-~, 0) e C ~ - i  (M), folgt aus der Induk t ionsannahme  

q) (Xl, X2 . . . . .  X k - I , 0 ) ~ - - f l , - ' ~ - ~ ' l X l A v . . . - ~ O ' k - l X k - 1  (23) 

und  somit  

@ 1 , x 2 , . . . , x ~ - l ,  x~) = a + r l x l  + . . .  + r ~ - l x ~ - ~  + 
(28) 

+ r (xl ,  x 2 , . . . ,  x ~ - l )  x~.  

Da ma n  wegen k >  2 eine analoge gTberlegung mi t  ve r tausch ten  
Rollen yon  x~ und  xz durchf i ihren kann,  gilt auch 

q~ @ 1 ,  x 2 ,  . . ., x z - 1 ,  x~)  = b -+- s @ 2 ,  x 3 ,  . . . ,  x~)  xl  --~ 
( 2 5 )  

+ s2x2 + . . .  + Skxk .  

Gleichsetzen der beiden le tz ten Ausdriicke ergibt  

a + r l x l  + . . .  + r ~ - i  x k - 1  + r @1, x 2 , . . . ,  xk-1) Xk = 

= b -4- s (x~, xs , .  �9 xk) xl § s2 x2 + . . .  + s~ xk, 

und  zwar gilt dies ffir alle Xl,X2 . . . .  ,x~. Setz t  m an  x~ = x 2  . . . . .  
---- x~ = 0, dann  erhgtt  man  a = b, also kann  man  in obiger Gleichung 
a und  b streichen. Setz t  m a n  im Fall  k > 2 in der verble ibenden 
Gleichung Xl = x~ ---- 0, dann  folgt 

~'~x2 + . . .  + rk-x  x ~ - i  = s2x~. + . . .  + s ~ - l  x ~ - i  
(27) 

f a r  alle x2, . . ., xk , 

also gilt f a r  alle x l ,  x2 . . . .  , x~: die Gleichung 

r l  Xl +- ~" (Zl ,  X 2 , . . . ,  X k - 1 )  Xlc, = 8 (X2, X S , . . . ,  ale) Xl  2f_ 8k Xk , (28) 

daher  

(29) 
Hgl t  man  in dieser Beziehung x 2 , x a , . . . , x ~  lest, so e rkenn t  man,  
dab 

( r l - - s ( x 2 , x 3 ,  . . . , x x ) ) x ~ e [ x ~ ]  f a r  alle x l e M ,  (30) 

~onatshefte ffir 1VIa~hematik, Bd. 82/3 13 
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wo [x~] den yon x~ erzeugten zyklischen Untermodul bedeutet. 
D~r~us s dab r~--s(x~,xa,. . . ,x~) dutch den Exponenten des 
Fak~ormoduls M/[x~] teilb~r is~. 

Auf Grund unserer Voraussetzung tiber M hat  nun abet dieser 
Exponent  fiir jedes x~ den Weft  pe~ und st immt daher mit dem 
Exponenten yon M iiberein. Daher gilt 

s (x2, x3,. �9 xg) ---- rl fiir alle x~, x s , . . . ,  xk (31) 

und wit haben 

q~(xl ,x2 , . . . ,xk- l ,xk)- - - -b-~rlx l  + s 2 x 2 ~ - . . .  ~-s~x~. (32) 

Lemma 7: Ist p eine Primzahl und M ~ Zv~ der zyklische Modul 
der Ordnung pe, e > O, dann gilt 

]C2 (M) I = p v~ ((~e-i)/(P~-i)) �9 (33) 

Beweis: Wir kSnnen M als die additive Gruppe G~ der ganzen 
Zahlen modpe auffassen und daher jedes Element yon Zve ein- 
deutig darstellen in der Gestalt 

e - 1  

~ rlp ~, 0--_<r~<p. (34) 
i = 0  

Es sind dann alle ~ e C2 (M) in eindeutiger Weise gegeben dutch die 
Funktionen yon der Gestalt 

e - I  e - 1  e - 1  

~(~r~p~,  Z s ,  p~)= Z~ , ( ro , r l , . . . , r~ , so , s l , . . . , s~ )p~ ,  (35) 
i ~ O  i ~ O  i ~ O  

wo ~ eine beliebige Funktion auf (0,1,...,p--l}2(I+1) mit Werten 
in (0, 1 , . . . , p - - l }  ist. Denn d~ jeder Untermodul yon M aus allen 
Vielfachen einer Potenz pf  besteht, ist jedes der~rtige ~ kompatibel. 
Umgekehrt  li~l~t sich jedes ~eF~.(M) jedenfalls auf  eindeutige 
Weise schreiben ~ls 

e - 1  e - 1  e - 1  

v ( Z r ~ p  ~, Zs~p  l) -~ Z ~  (r0,r l , . . . , re- l ,SO,81, . . . ,8e-1)p ~ �9 (36) 
i ~ 0  i = 0  i = 0  

Ist 9 komp~tibel, dann h/~ngt z , ( ro , r i , . . . , re - l ,So ,s l  . . . .  ,se-1) nut  
yon to,r1,.. . ,r, ,sO,Sl, . . . ,s,  ab und 9 ist yon der oben angegebenen 
Gestalt. Eine einfaehe Abz/ihlung ergibt nun sofort die Formel 
yon Lemm~ 7. 
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Lemma 8: I m  Fall c) ist M nicht 2-affin vollsti~ndig. 

Beweis: Nach Lemma 7 gilt in diesem Fall [C2 ( M ) [ =  23. Die 
Elemente yon/)2  (M) aber sind alle yon der Gestalt a + rlxl  + r2x~; 
also gilt ] P2 (M) I = 23. 

Lemma 9: Sei M ein Modul wie in Satz 3 m i t r  > 1 und sei wl 
ein erzeugendes Element yon Zp~I. Seien die Elemente z, eM,  i ~ 1, 2, 
in der eindeutigen Darstellung 

z~ -~ (r~ + pel-e~Ri) wl + y~ 
(37) 

mit 0 ~ ri < p ~1- e~, 0 <--_ 1~1 < p % Yf e Z ~  0 . . .  Q Z~,  

gegeben, und sei qEP2(M) sowie aeCe(Gp~-~). Dann ist dutch 

(zl, z2) ~- q (zl, z2) + pe~ (~ (rl, r2) wl (38) 

eine Funlction aus C2 (M) definiert. 

Beweis: Hiilt man z2 in ~ lest, so erhs man eine Funktion 

yJ (Zl) -~ p (zl) t -  P e2 T (fl) wl , (39) 

wo p e P l ( M )  und v ( r l ) e C l ( G ~ - ~ ) .  Wie in LAVSCE--N6BXU]~ [6] 
gezeigt wurde, gilt daher y~eCl(M). Auf die gleiche Art erkennt 
man, dal~ die durch Festhalten yon zl in ~ sich ergebende Funk- 
tion zu C1 (M) gehSrt. Nach Lemma 2 gilt also ~ e C2 (M). 

Lemma 10: 2ei M ein Modul wie in Satz 3 m i t r  > l. Dann gilt 

I C~ (M) I > I M Ip3~ - ~ [C~ (Z~I-~) ]. (40) 

Bowels: Wir betrachten die Funktionon q~eF~.(M) yon der 
Gestalt 

(Zl, Z2) ----- a -~- tl  zl  ~- t2 Z2 -~- p e~ o" ( r l ,  r2) Wl (41) 

und lassen bier a ein volles Vertretungssystem modulo poeM, die 
t~ je ein volles Vertretungssystem modulo pe2 und das a ganz 
C~(Gp~-e~) durchlaufen. Nach Lemma 9 sind alle diese ~0 kom- 
patibel. Angenommen, es w~ren zwei derartige Funktionen gleich, 
dann hiitten wit 

a +t lzx  +t~.z2+pe2a(rl,r2)wl = g + Z l z l  + i2z~+pe~5(rl,r2)wl, (42) 

daraus folgt 

( a - - 5 )  -~ ( t i - - t i )z i  ~- (t~--i2) z2 -~ pe~ (5 (rl, r2) - - (r  (rl, r2)) wl . (43) 

i3" 
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Setzt man z l~-z2~O,  dann erh~lt man a- -Sepe~M,  also a = 5 .  
Setzt man z l -~wl ,  z2-~O, erh/~lt man (tl--~l)wle[pe~wl], also 
tl----tl, und analog folgt t2 ~ t2. Wir haben also 

loe2(~(rl,r~)--(r(rl,r2))wl ~- 0 fiir alle rl,r2, (44) 

also folgt a-----~. 
Zi~hlt man die Funktionen ~ ab, so erh~lt man 

{c2 (M){> {M{ p2~ {C'2 (Z~-~){. (45) 
~1- g2 

Lemma 11: Im  Fall b) ist M nicht 2-affin vollstdndig. 

Beweis: In diesem Fall haben wir einerseits nach Lemma 10 
und Lemma 7: 

{C'u (M){ __> {M122~o-i {C'u (Z2){ ----- I.M} 22~+a, (46) 

andererseits gilt 

[F2 (M){ = [M[ 2~el = {,M{ 22e~ +2 . (47) 

Wegen Lemma 1 ist daher Satz 4 vollsts bewiesen. 
Nun wenden wir uns den affin vollst/~ndigen endlich erzeug- 

baren unendliehen Moduln zu. Wir beweisen folgenden 

Satz 5: Sei gegeben ein endlich erzeugbarer unendlicher Modul 

M = Z 1 0  Z 2 0 . . .  �9 ZsO T ,  (48) 

wo Z1, Z2 , . . ., Zs unendliche zyklische Moduln sind und T ein endlicher 
Modul ist. M ist affin vollst5ndig genau dan~,, wenn s>= 2. Im  Fall 
s----- 1 hingegen ist M nicht einmal 1-affin vollst~ndig. 

Wit zerlegen den Beweis wieder in Teilschritte. 

Lemma12:  Sei M - ~ Z G T ,  wo Z ein unendlicher zyklischer 
Modul und T ein endlicher Modul der Ordnung ] T ]~ 1 ist. Dann 
ist M nicht !-affin vollstgndig. 

Beweis: Sei Z die additive Gruppe der ganzen ZaMen und t der 
Exponent yon T. Wir betrachten die Funktion fEFI (M) ,  welche 
definienent ist durch 

f ( x  q- u) ~ tx  2 fiir alle x ~ Z, u ~ T.  (49) 

f i s t  kompatibel, denn wit haben 

f (x q- u) - - f  (y q- v) = t x~ - - t  y 2 = (x + y) [t (x--y)]  = 

= ( x  q - - y ) t ( x - - y q - u - - v ) e [ ( x  q - u ) - - ( y  q-v)], (50) 



~ber  die affm vollsttindigen, endlioh erzeugbaren Moduln 197 

woraus nach Lemma 3a in tier Tat  die Kompatibilit/~t yon f folgt. 
f i s t  abet keine Polynomfunktion, denn andernfalls wgre fiir alle 
x e Z ,  u s T  

tx2 _- a § r (x § u) .  (51) 

Setzt man x=-u-~O, erh~lt man a : 0 ,  also folgt r ( x §  2. 
Dies gilt auch fiir u : O ,  daher folgt tx2-~rx  ffir alle x e Z ,  ein 
Widerspruch. 

Lemma 13: Sei M--~ Z O  U, we Z ein unendlicher zylclischer 
Modul und U ein Modul mit mindestens einem Element unendlieher 
Ordnung ist. Dann ist M 1-affin vollstandig. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dab jedes f e C I ( M )  mit f ( 0 ) : 0  
eine Polynomfunktion ist. Denn ist g~CI(M), dann ist aueh 
f ~- g - - g  (0) ~ U1 (M) und erfiillt f(0) -~ 0. 

Sei nun also ein derartiges f gegeben. Ftir beliebiges x ~ M  gilt 
x_---- 0mod [x], daraus folgt f ( x )~Omod[x] ,  Mso f ( x ) : r ( x ) x .  Ist  
auch y eM,  so folgt wegen Lemma 3a, dal~ f ( y ) - - f ( x ) ~  [y--x]. Das 
ergibt 

r ( y ) y - - r  (x)xe  [ y - -x ] ;  (52) 
da aber auch 

r (y) y - - r  (y) x ~ [y - - x ] ,  (53) 

ergibt sich durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen 

(r ( y ) - - r  (x)) x ~ [y - -x]  n Ix]. (54) 

Hier wiilfle ich nun x ~ Z  mit x•0,  und y - - - x §  mit u e U ,  dann 
wird dies zu 

(r (x + u ) - - ~  (x ) )z  = 0 .  (55) 

Da x unenctliehe Ordnung hat, gilt also r ( x §  ffir alle 

Ich wt~hle nun ein v e U mi~ unendlicher Ordnung, dann erhalte 
ich wie vorher ftir beliebiges x ~ Z 

(~ (x + v ) - -  r (v)) v e [~] n [~] = {o} ,  (56) 

also gilt r (x § v) : r (v) ftir alle x e Z. 
Somit haben wit 

r(x) : r(x § v) : r(v) ftir alle x e Z  mit x r  (57) 

und somit ergibt sich welter fiir alle x e Z  mit x r  und alle u e  U 

r (x § ~) = r (v) = r ,  (ss)  
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daher  

f ( x  @ u) = r" (x -~ u). (59) 

N a c h  L e m m a  4 gilt  abe t  s u c h  

f(x@q~) = e ( x ) + a ( u )  mi t  O eel  (Z) und  (~eCI(U). (60) 

Vergleich m i t  dem vorhergehenden  Ausd ruck  erg ib t  

rx  + r u -  e (x) + ~(u) (61) 

fiir alle x e Z m i t  x r  0 und  alle u e U, also haben  wir 

(x) = r x  fiir alle x~ Z nfit x--/=O, (62) 

(u) ----- r u fiir alle u e U .  (63) 

Schliel~Iich grit 0 = f ( O )  = f ( O  @ O) =-- ~ (0) -t- a (0), das  e rg ib t  ~ (0) = 
---- 0 = r O. Somi t  haben  wir  

f ( x ~ - u ) = ~ ( x ) @ a ( u ) - - - - r . ( x - t - - u ) f i i r a l l e x - ~ u e M .  (64) 

L e m m a  14: Erffdlt M die Voraussetzungen yon Lemma 13, dann 
ist M k-affin vollsti%ndig far  jedes k. 

Beweis: Der  Beweis yon  L e m m a  6 1/iBt sich fas t  whrt l ich au f  

den vor l iegenden Fal l  i iber t ragen.  

D a m i t  is t  der Beweis yon  Satz  5 beendet .  
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