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Nachstreckung fertiger Kunstseiden stets zu
einem starken Blattcheneifekt., Denn in die-
sem Falle sind die Lebensdauern der Haft-
punkte so grof, dafi jede Verstreckung eine
im Verhilinis dazu schnelle Beanspruchung
darstelit.

Zusammensetzung

1. Zur Beantwortung der Frage, warum die
Blattchenform der kristallinen Bereiche der Zellu-
losefasern bei verschiedenen Streckvorgidngen sich
in so verschiedenem MaBie duBert, wird geeigne-
tes Material aus Messungen von Hermans so-
wie aus eigenen Messungen zusammengetragen
und ausgewertet.

2. Es wird nachgewiesen, daB der Blittchen-
effekt mit abnehmendem Quellungsgrad des Zel
iulosegels, mit zunehmender Zellulosekonzentra-
tion der Spinnlésung und mit groBer werdendem
Durchschnittspolymerisationsgrad der Zellulosemo-
lekiile anwéichst.

Diese Abhingigkeiten entsprechien der Auffas-
sung, dafl bei der Verstreckung ein umso groBerer

Blittcheneffekt auftritt, je enger die Vernmetzung
des Zellulosegels ist, und daB die damit anwach-
senden Querkrafte die Ursache fiir den Blitt-
cheneffekt bilden, indem sie die Blittchenflichen
senkrecht zum Faserradius stellen.

3. Ferner wird gezeigt, dafl der Blittcheneffekt
mit wachsender Streckgeschwindigkeit zunimmt,
und daB dieser Zuwachs durch eine gleichzeitige
113rhbhung der Temperatur aufgehoben werden

ann.

Diese Ergebnisse stiitzen die dynamische Auf-
fassung der Vernetzung, wonach die Zahl der
wirksamen Haltpunkte und damit die GroBe des
Biattcheneifektes von dem Verhiltnis der Lebens-
dauer der Haftpunkte zur Verformungszeit abhin-
gig und die erstere umso groBer sein muB, je
niedriger die Temperatur oder je héher die Vis-
kositat ist.

Ferner ergeben sich Anhalispunkte dafiir, daB
die Lebensdaner der Haftpunkte grofer ist, wenn
lingere Molekille in geringerer Konzentration vor-
liegen, als wenn die gleiche Viskositit durch eine
grofere Zahl von kiirzeren Molekiilen erreicht
wird.

Aus dem Institut fiir theoretische und physikalische Chemie der Universitiit Graz
Die Rontgenkleinwinkelstreuung
von dichtgepackten kolloiden Systemen
I Teil*)
Von G. Porod

Mit 4 Abbildungen

Einleitung

Der erste Teii dieser Arbeit befaBte sich
mit den grundlegenden Eigenschaften der
Kleinwinkelstreuung und fithrte zu einigen
allgemeinen GesetzmiBigkeiten, die hier
vorausgesetzt werden sollen. Ferner wurde
ein Sperzialfall, ndmlich die Streuung von
mizellaren Systemen besprochen. Auf ein-
zelne- Ergebnisse wird noch verwiesen wer-
den.

Die Erscheinung der Réntgenkleinwinkel-
streuung beruht auf Inhomogenititen in kol-
loiden Dimensionen. Diese konnen verschie-
dener Art sein, z.B. in Kkontinuierlichen
Dichteschwankungen bestehen. Wir wollen
aber fiir die Zwecke dieser Untersuchung
unter einem kolloiden System. speziell nur
ein solches verstehen, in dem zwei homo-
gene Phasen verschiedener FElektronen-
dichte durch eine innere Grenzfliche ge-
trennt vorliegen (I. Teil). Es ist dies auch
der praktisch interessierende Fall.

*) Der erste Teil dieser Arbeitistin der Kolloid-
Zeitschrift 124, 83 (1951) erschienen. Er wird im
folgenden als ,,J. Teil* zitiert.

(Eingegangen am 10. November 1951)

Fiir die quantitative Interpretation ist die
Unterscheidung zwischen verdiinnten und
dichtgepackten Systemen, die erstmals von
O. Kratky (1) klar ausgesprochen wurde,
von grundsitzlicher Bedeutung. Wihrend
die Kleinwinkelstreuung von verdiinnten Sy-
stemen (2) (3) in theoretischer Hinsicat
heute eigentlich keine Schwierigkeiten mehr
bietet, gehen die Ansichten, was dichtge-
packte kolloide Systeme betrifft, weit aus-
einander. Vor allem steht die Frage, ob und
inwieweit interpartikulire Interferenzwir-
kungen dabei zu beriicksichtigen sind, im
Mittelpunkt der Diskussion. Wiahrend die
Mehrzahl der Autoren die Ansicht vertreten,
daBl auch die Streuung dichter Systeme im
allgemeinen als reine Partikelstreuung auf-
gefaBt werden kann, wurde besonders von
O. Kratky (1) die Wichtigkeit der inter-
partikuldren interferenzmifBigen Wechsel-
wirkung der kolloiden Teilchen betont.

Experimentelle Untersuchungen an dich-
ten kolloiden Systemen haben bei kleinen
Winkeln sowohl amorphe Ringe (Fliissig-
keitsinterferenzen) als auch monoton abfal-
lende Streukurven gefunden, wofiir noch
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Beispiele folgen werden. D. P. Riley (4),
der in dieser Hinsicht besonders eingehende
Untersuchungen an verschiedenen Kohlen
durchgefiihrt hat, unterscheidet daher phi-
nomenologisch zwischen Festkérpern vom
,Fliissigkeitstyp* und solchen vom ,,Gas-
typ*, in Analogie zu den entsprechenden
Typen bei den Weitwinkeldiagrammen. Wie
auch R. Hosemann (5) hervorgehoben
hat, darf man diese Unterscheidung nur als
phinomenologische Kennzeichnung des Ront-
gendiagramms, nicht aber als eine Aussage
iiber die Dichtigkeit der Packung auffassen.
Dieser Autor neigt vielmehr nach dem Vor-
gang von A, Guinier zur Anschauung, dafl
der Grad der Polydispersitit dabei die ei-
gentlich entscheidende Rolle spielt, und
zwar in dem Sinne, daB homodisperse Sy-
steme bei dichter Packung zur Ausbildung
einer gewissen Ordnung neigen und daher
eine Fliissigkeitsinterferenz liefern sollen,
wihrend bei geniigender Polydispersitit die
wechselseitigen Interferenzen sich aufheben
und so eine reine Partikelstreunng resultie-
ren wiirde. Dieser Gedanke wurde in letz-
ter Zeit von Hosemann (6) zu dem sehr
allgemein formulierten Satz prazisiert, daB
mindestens immer dann die bloBe Streuung
der Partikeln zu erwarten ist, wenn die
relative mittlere GroBenschwankung die
Packungsdichte erreicht oder iibertrifft, Wir
haben gesehen (I. Teil), daB sich diese Be-
hauptung bei mizellaren Systemen nicht
aufrechterhalten 14B8t. Bei Systemen mit
globularen Teilchen wird man ihr eine ge-
wisse Plausibilitdit nicht absprechen, wenn
auch die mathematische Begriindung durch
Hosemann (6) infolge mehrerer willkiir-
licher Annahmen iiber die Verteilungsstati-
stik nicht ganz iiberzeugen kann.

Man darf ferner nicht vergessen, daf die
Form der Teilchen (3) eine ebenso wesent-
liche Rolle spielen kann wie ihre GroBen-
statistik. Wie sich spiter ergeben wird, kann
ein dichtgepacktes kolloides System ohne
weiteres eine Partikelstreuung vom Typ
einer Gaussschen Kurve geben, was im
allgemeinen als ein Zeichen von Homo-
dispersitit angesehen wird. Andrerseits kon-
nen auch relativ verdiinnte Systeme mit
im Hosemannschen Sinn ausreichender
Polydispersitit einen deutlichen Interferenz-
eifekt zeigen. Die Verhélinisse lassen sich
also nicht so einfach durch einen Para-
meter erfassen.

In der vorliegenden Arbeit soll nun ver-
sucht werden, in moglichst allgemeiner Be-
trachtung zu zeigen, ob und in welcher

Weise sich die rdumlich dichte Packung
von kolloiden Teilchen im Réntgendiagramm
auswirkt und wie weit man umgekehrt aus
der Kleinwinkelstrenung Aufschiuff {iber die
Struktur eines kolloiden Systems erhalten
kann,

I. Theoretische Grundlagen der Streuung
dichtgepackter Systeme -

Wenn man nicht zu unregelmiBige starre
Teilchen, z. B. Kugeln eng zusammenpackt,
dann muB allein durch ihre Undurchdring-
lichkeit eine gewisse RegelmiBigkeit der
Anordnung entstehen. Uben die Teilchen
auferdem noch starke Kréfte aufeinander
aus, dann kann es zu einer gitterdhnlichen
Struktur kommen, wie sie z. B. von Riley
und Herbert (7) bei konzentrierten Pro-
teinldsungen gefunden wurde. Hier inter-
essiert aber der andere QGrenzfall einer mog-
lichst regellosen Anordnung und es erhebt
sich die Frage, wie man eine solche un-
geordnete Verteilung von Partikeln stdti-
stisch beschreiben kann.

Fiir eine Behandlung dieses Problems
bieten sich zwei rationelle Ausgangspunkie.
Man kann einmal von einer idealen Kristall-
gitterstruktur ausgehen und durch ,Ver-
wacklung* (im Sinne von O. Kratky) (8)
des Gitters zu einer unregelmiBigeren stati-
stischen Verteilung gelangen, man kann aber
auch von einem sehr verdiinnten System —
sozusagen einem Partikelgas — zu immer
dichterer Packung fortschreiten und unter-
suchen, welcher Grad von Ordnung sich
dabei einstellen muB.

1. Das Gitter mit Storungen zwei-

ter Art; der Parakristall

Bei der Besprechung eindimensionaler Sy-
steme (I. Teil, 1I/4) hat sich gezeigt, daB
man die Lagenstatistik als verwackeltes Git-
ter im Sinne von O. Kratky (8) beschrei-
ben kann. Zur mathematischen Behandlung
haben sich dabei die Faltungssitze nach
R. Hosemann (9) als sehr zweckmifig
erwiesen. Es wire nun sehr naheliegend,
auch die rdumliche Anordnung von Par-
tikeln in analoger Weise statistisch zu be-
schreiben*). Leider ist es aber nicht még-
lich, den FaltungsprozeB auch auf zwei-
oder dreidimensionale Probleme unmittelbar
zu iibertragen, wodurch eine exakte mathe-

*y Dies wurde auch von R. Hosemann 10)
in seiner Theorie des idealen Parakristalls ver-
sucht. Seine mathematische Behandlung des Pro-
blems ist aber aus den gleich zu besprechenden
Griinden inkorrekt.
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matische Durchfithrung der flissigkeitsstati-
stischen Stérung zweiter Art zundchst un-
moglich gemacht wird. Da dieser Punkt von
prinzipieller Wichtigkeit ist, soll darauf
etwas ndher eingegangen werden.

Der mathematische ProzeB der Faltung
ist an sich auch in Riaumen von beliebigen
Dimensionen durchfithrbar, wobei die Inte-
gration fiber den ganzen Raum zu erstrek-
ken ist.

Cw)=d0) B = [A() Ba-1,) dr,
Faltung [1]
dy = du, dy, dz,.
Die Faltung beschreibt die Addition zweier
unabhingiger Vektoren r, und 1., deren
GroBe und Richtung durch die statistische
Haufigkeitsverteilung A bzw. B ‘ihrer End-
puwkte bei im Ursprung festgehaltenem An-
fangspunkt bestimmt ist. Die Bedingung der
Unabhingigkeit geht aus der vorstehenden
mathematischen Formulierung klar hervor
und besagt, daB die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten Kombination der beiden
Vektoren nur von der Wahrscheinlichkeit
der beiden einzelnen Vektoren abhingt. Es
1aBt sich nun leicht zeigen, daB diese Be-
dingung nur fir eine lineare Folge von Vek-
toren, nicht aber fiir ein Gitter erfillt wer-
den kann. Zu diesem Zweck befrachten wir
Abb. 1. Dort ist ein der Einfachheit halber

Abb. 1 Parakristallines Kreuzgitter

quadratisches Gitter mit fliissigkeitsstatisti-
scher Schwankung dargestellt. Vektoren in
horizontalen Gitterlinien sind mit 1, solche
in" vertikalen mit y bezeichnet. Die Indi-
zierung ist aus der Abbildung unmittelbar

verstandlich., Um die Ausbreitung der Sto-
rung zweiter Art itbersichtlich verfolgen zu
konnen, ist der Schwankungsbereich des
ersten Nachbarpunktes begrenzt angenom-
men, u.zw. als Kreis, wodurch die Ali-
gemeinheit der Uberlegung nicht einge-
schriankt wird. Die Schwankungsbereiche
wachsen linear an und kommen bald dazu,
sich zu iiberschneiden. Es kdnnte hier so
scheinen, als ob ein Widerspruch mit der
fritheren Feststellung vorlige, daB die mitt-
lere Schwankung proportional mit der Wur-
zel aus der Zahl der Schritte anwachsen
mufl. Die Diskrepanz erklirt sich daraus,
daB die Schwankungsbereiche natiirtich
nicht gleichméBig belegt zu denken sind.
Fiir unseren Zweck interessiert aber nur
die Moglichkeit oder Unméglichkeit der
Lage eines Gitterpunktes und die wird

.durch die eingezeichneten Kreise gegeben.

Soweit 146t sich die Konstruktion, die vol-
lig dem Faltungsproze8 dquivalentist, wider-
spruchsirei durchfithren. Die Schwierigkei-
ten beginnen erst, wenn man versucht, in
dieses Schema ein reales Gitter einzuzeich-

nen. Beginnen wir z. B. mit den horizontalen
Gitterlinien. Es bedarf keines weiteren Be-
weises, daB hier die Konstruktion jeder ein-
zelnen Linie fiir sich widerspruchsfrei moég-
lich ist. Ist dies aber einmal durchgefiihrt,
wie in Abb. 1 durch die dicken Pfeile an-
gedeutet, dann ist gleichzeitig schon das
ganze Kreuzgitter festgelegt, und die verti-
kalen Gittervektoren ergeben sich von selbst.
Man erkennt nun sofort, daBl diese unmog-
lich in jeder Gitterlinie derselben Statistik
folgen koénnen, wie sie fiir die erste fest-
gelegt wurde. Im Gegenteil, wenn ‘man
geniigend weit in der Horizontalen fort-
schreitet, muB man unweigerlich auf Stellen
stoBen, wo die horizontalen Gitterlinien sich
iiberschneiden und die vertikalen Vektoren
daher riickliufig werden. Der Begriff des
Gitters verliert dann iiberhaupt seinen Sinn.
Er kann nur aufrecht erhalten werden, wenn
man zwischen benachbarten Gitterlinien
eine Kopplung annimmt, derart, daB die
Statistik der Vertikalverbindungen nicht ver-
letzt wird. Dadurch wiirde nicht notwendig
der fliissigkeitsstatistische Charakter der
einzelnen Gitterlinien beeintriachtigt. Es soll
aber nun gezeigt werden, daB eine stati-
stische Kopplung zwischen den Horizon-
talen zwangsldufig eine Kopplung zwischen
aufeinander senkrechten Gittervektoren nach
sich zieht. Um das einzusehen, betrachten
wir ein Elementarquadrat, z. B. gleich das
erste in Abb. 1, das aus den Vektoren 1°, ¢!,
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By B (unter Weglassung tiberiliissiger In-
dizes) gebildet wird. Es muB dann die
Vektorgleichung gelten:

3= Ty =g dr=rt—xt=yp -y, =0y [2)
Wiirde nun nur Kopplung zwischen gleich-
laufigen Vektoren bestehen, dann wirde
dies heiBen, dal man 1’ und v, unabhingig
voneinander wéhlen konnte. Die Kopplung
wiirde darin zum Ausdruck kommen, dafl
die Hauligkeitsverteilung von ér nur von
1% und die entsprechende Hiaufigkeitsvertei-
lung von dy nur von vy, abhingen diirtte.
Das ist aber ausgeschlossen, weil ja immer
gelten muB: dr=Jy. Diese beiden GréBen
miissen immer gleich sein und daher auch
unabhingig von der Wahl des ersten Vek-
torpaares die gleiche statistische Verteilung
haben. Der Widerspruch ist nur lgsbar ent-
weder, wenn {iberhaupt keine Kopplung
besteht, was aber zu den vorhin aufgezeig-
ten unméglichen Konsequenzen fithrt, oder
aber, wenn auch zwischen den p und den 9
eine geeignete Kopplung besteht. Welchen
Bedingungen diese unterworfen sein miifite,
ist eine nur schwer zu beantwortende Frage.
Jedenfalls ist aber die oben -aufgestellie
Behauptung jetzt bewiesen. Wiren die Git-
tervektoren nidmlich voneinander unabhin-
gig, dann konnte man durch fortgesetzte
Faltungen die Statistik aller Gitterpunkte
aus den Statistiken zweier bzw. dreier (beim
Raumgitter) linear unabhingiger Vektoren
aufbauen, wie dies in Abb. 1 angedeutet ist.
Nach unserer letzten Erkenntnis st .das
aber unmoglich. Wenn z. B. die Haufigkeits-
verteilung fiir die r und die y» bekannt ist,
dann steht noch nicht fest, welche Schwan-
kungen der Diagonalvektor § vollfithrt, so-
lange nicht die Kopplung der Statistiken
ebenfalls bestimmt ist. Damit fillt aber
die Grundlage fiir die Anwendung der Fal-
tung weg.

Es steht nichts im Wege — zumindest
nach dem bisher gesagten — sich einen
Parakristall vorzustellen, in dem die FEle-
mentarbausteine entlang jeder Gitterlinie
fliissigkeitsstatistisch “angeordnet sind, so
daBl gleichwertige Gitterlinien dieselbe Sta-
tistik, wenn auch in Abhéangigkeit vonein-
ander, zeigen; damit ist aber noch lange
nicht ein erschopiendes Bild des Parakri-
stalls gewonnen. Es muB daher als Irrtum
bezeichnet werden, wenn Hosemann in
seiner Theorie des idealen Parakristalls (10)
glaubt, unter Zugrundelegung dreier Ko-
ordinationsstatistiken das ganze Gitter ent-
falten zu koénnen. Damit soll nicht bestrit-
ten ‘werden, daB die geistreichen Rechnun-

gen von Hosemann nicht trotz der inne-
ren Schwiche seines Modells eine wert-
volle Naherung fiir die Réntgenstreuung an
parakristallinen Substanzen liefern konnen.
Alle Folgerungen jedoch, die tiber das hin-
ausgehen, was in der Analogie zu dem ent-
sprechenden linearen Problem begriindet
ist, wird man mit Vorsicht betrachten miissen.

Fiir unseren augenblicklichen Zweck, nim-
lich zu einer rationellen Statistik von Kugel-
packungen zu gelangen, ist aber der Para-
kristall noch aus anderen Griinden kein
gangbarer Weg. Erstens besitzt er Gitter-
eigenschaften, die auch bei beliebiger Ver-
wacklung, wenn korrekt durchgefiihrt, nicht
verloren gehen. Das ist zum ersten die
Koordination, die per definitionem erhalten
bleibt; denn jeder Elementarbaustein des
Parakristalls 148t sich beziiglich eines be-
liebig entfernten Bezugspunkts noch eindeu-
tig indizieren. Zum zweiten ist bei diesem
Modell jede Gitterlinie hinsichtlich ihrer
Richtung im Raum bis an die Grenze des
Kristalls festgelegt, ohne daB die Rich-
tungsabweichung der dazugehoérigen Vek-
toren sich im Mittel idndert. Man konnte
einen Parakristall geradezu dadurch definie-
ren, daB die Lageschwankungen der mate-
riellen Gitterpunkte von zweiter Art, die
Richtungsschwankungen der Verbindungs-
vektoren von erster Art sind. Oder anders
ausgedriickt: beziiglich der Lage herrscht
Nahordnung, beziiglich der Richtung Fern-
ordnung. Damit ist der Parakristall ~ein
strukturell anisotropes Gebilde. Es fallt
allerdings schwer, sich eine innere Ur-
sache festzustellen, die eine Richtung auf
grofere Entfernung stabilisieren konnte,
ohne daB gleichzeitig die Bildung eines
richtigen Gitters eintritt. Auf keinen Fall
konnen isotrope Fliissigkeiten oder kolloide
Systeme mit fliissigkeitsdhnlicher Struktur
auf diese Weise beschrieben werden. Alles
spricht vielmehr dafiir, daB man hier auch
fiir die Richtungen der Gittervektoren eine
Schwankung zweiter Art annehmen muf.
Danach wiirde der Schwankungsbereich
eines QGittervektors durch die Richtung des
vorhergehenden Vektors ridumlich festge-
legt werden, wie es in Abb. 2 fiir eine Git-
terlinie in unmittelbar verstindlicher Weise

Abb.2 Gitterlinie mit Persistenzstatistik
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dargestellt ist. Diese verliert also mit zu-
nehmender Entfernung vom Ursprung im-
mer mehr ihre Anfangsrichtung, so dafB
das Gebilde bei unendlicher Ausdehnung
makroskopisch isotrop erscheinen muf, un-
abhingig davon, welche Orientierung die
Elementarzelle im willkiirlich gewéhlten Ur-
sprung . gehabt hat. Eine solche Gitterlinie
ist identisch mit dem Modell eines Faden-
molekiils, das vom Verfasser unter der Be-
zeichnung ,,Persistenzstatistik‘ (11) vorge-
schlagen wurde. Einer Erweiterung des Mo-
dells auf ein dreidimensionales Gitter stehen
natiirlich neben anderen dieselben Schwie-
rigkeiten gegeniiber, wie sie oben ausein-
andergesetzt wurden. Die diesbeziiglichen
Arbeiten des Verfassers sind noch nicht
weit genug fortgeschritten, um an dieser
Stelle mitgeteilt werden zu kénnen.

2. Die Verteilungsfunktion und die
Formel von Zernicke und Prins

Nachdem somit derzeit noch die Grund-
lagen fehlen, um eine exakte Verteilungs-
statistik durch Verallgemeinerung der Git-
tervorstellung zu gewinnen, bleibt noch als
zweiter Weg die Moglichkeit, von der regel-
losen Anordnung analog einem QGas auszu-
gehen, Wir werden auch hier zunichst als
Partikeln Kugeln gleicher GréB8e anneh-
men. Dann ist es vorteilhaft, nur die stati-
stische Verteilung der Kugelmittelpunkte
in Bezug auf eine beliebige Kugel im Ur-
sprung zu betrachten.

Die Verteilungsfunktion P (x) definieren

wir nach Zernicke und Prins (12) in der

Weise, daB die Wahrscheiulichkeit, in den
Volumselementen dV; und dV, mit gegen-
seitigem Abstand x je einen Kugelmittel-
punkt zu finden, gleich w2/vzP (x)dV.dV,
wird (v=Kugelvolumen). Offenbar muf} die
Verteilungsfunktion radialsymmetrisch sein
und bei Annahme starrer undurchdringlicher

Kugeln bis zu einem Radialabstand x gleich

denr Kugeldurchmesser verschwinden. Bei
groBem x ndhert sie sici dem Grenzwert
P=const=1, d. h. die Lagenwahrscheinlich-
keiten der Kugeln werden dann voneinander
unabhidngig. Da fiir die Rontgenbeugung
ein konstanter Untergrund belanglos ist,
werden wir die Funktion P=1-—P beniit-
zen, die dem Grenzwert P=const=0 zu-
strebt. Die Formel von Zernicke und
Prins (12) [Debye und Menke (13)] lau-
tet dann in unserer Schreibweise:

sinsw|

¢ = I—K/QOAL:E:&?dx-P(x)——-
0 v g sx |

- (3]

sinsr—srcossr

’—(s )3 T
Hierin bedeuten v das Kugelvolumen und f
den normierten Formfaktor der Kugel. Fiir
den Winkel 0 folgt nach (I. Teil, I(19)):

2 A,T__TY 2
¢<0):”c:’w%£7l)“

f=38

47 o
s=—— . 4]
2 !

5 i) =i, -n2(N=N)2
5]
Darin bedeutet N die Anzahl von Kugeln
im Volumen V, n die Zahl der Elektronen
in einer Kugel und i, die von einem Flek-
tron gestreute Intensitit. Beziehung (4)
wurde schon von Zernicke und Prins
(12) angegeben*). Sie verkniipft die Ront-
genstreuung mit den Dichteschwankungen
in dem makroskopischen Priparatvolumen.
Nach ihrer Definition steht die Vertei-
lungsfunktion P in enger Beziehung zur
Belegungsfunktion h und zur Charakteristik
H. Der Zusammenhang lautet [der Bogen
bezeichnet wieder die Faltung (1)]:

W 1 w5
h=Hy+ - PHy; H=F(HO—7~PH0>7 6]

worin H, die Charakteristik der Kugel be-
deutet:

4 3
Ho(x)sl—g(éi—)+%(2%>; w=pl. (7]
Fiir die Charakteristik H gelten natiirlich
die schon abgeleiteten Beschrinkungen
[I. Teil, 1(17)].

Die exakte Festlegung einer Verteilungs-
funktion nach einem statistisch einwandirei-
en Qesetz scheint bisher noch nicht ge-
lungen zu sein®*). Unter den zahlreichen
mehr oder minder willkiirlichen Ansitzen
ist sicher der vonDebye (16) der einfachste
und zugleich plausibelste. Debye nimmt
auBerhalb des Undurchdringlichkeitsbereichs
vollkommen gleichmiBige Verteilung an:
[1 (27
lo ay2r 18]

Die von Debye (16) berechnete Streuung
eines solchen Systems zeigt einen deut-
lichen Interferenzeffekt, obwohl von einer
gittermiBigen Ordnung keine Rede sein
kann. Leider liefert aber die Rechnung be-
reits fiir Packungsdichten grifer als 1/,

Pa)=

*) Eine sehr elegante Ableitung findet sich bei
G.Fournet(14). Dagegen sollte nach einem Po-
stulat von Hosemann (6)i(o) stetsgleich 0 sein.
Die Unrichtigkeit dieser Forderung geht aus der
vorstehenden und den folgenden Untersuchungen
bervor, so daB hier der Hinweis geniigen moge.

**) Das gilt auch fiir die sehr interessanten
Rechnungen von Guinierund Fournet(14) (15)
auf der Grundlage der Bornschen Fliissigkeits-
theorie, die vom Boltzmannschen Satz aus-
geht.
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negative Intensititen bei kleinen Winkeln,
was deutlich zeigt, daf diese einfache Sta-
tistik dort nicht mehr gelten kann. Trotz
dieses offensichilichen Mangels wurde der
Debyesche Ansatz vom Verfasser fiir die
Berechnung eines als ,,Kugelhaufen‘ (17) be-
zeichneten Modells herangezogen in der
Uberzeugung, daB dadurch die Verhiltnisse
bei kleinen Packungsdichten im Prinzip rich-
tig wiedergegeben werden. Ein Existenz-
beweis fiir die verwendete Verteilungsfunk-
tion oder eine Angabe iiber die Giiltig-
keitsgrenze konnte damals mnicht erbracit
werden. Es scheint fraglich, ob der An-
satz (8) iiberhaupt streng widerspruchsfrei
gelten kann. Es soll aber als nichstes der
synthetische Existenzbeweis fiir eine sehr
dhnliche Verteilungsfunktion erbracht wer-
den, die uns berechtigen wird, innerhalb
gewisser Grenzen weiterhin den Debye-
sclien Ansatz in erster Niherung zu ver-
wenden.

3. Die Verteilungsfunktion
undurchdringlicher Kugeln.

Wenn undurchdringliche Kugeln in ei-
nem beschrinkten Raum verteilt werden
sollen, dann hingt — abgesehen von irgend-
welchen Kraftwirkungen der Teilchen auf-
einander — die Lagenmdglichkeit einer Ku-
gel von der Anordnung aller iibrigen ab.
Als vollkommen zufillige Verteilung kon-
nen wir diejenige betrachten, bei der simt-
liche Lagen einer Kugel in dem ihr ver-
bleibenden Raum gleich wahrscheinlich sind.
Eine Berechnung der Verteilungsfunktion
auf dieser Grundlage ist aber sehr schwie-
rig, weil die Anordsung der umgebenden
Kugeln selbst nach derselben Statistik er-
folgt, wir also die gesuchte Verteiluugs-
funktion bereits kennen miiBten. Wir wer-
den daher so vorgehen, daB wir eine un-
abhédngige a-priori-Verteilung herstellen und
nachtriglich erst durch ein geeignetes Aus-
wahlprinzip die Undurchdringlichkeit der
Kugeln beriicksichtigen.

Wir denken uns Punkte, unabhingig von-
einander regellos itber das Volumen V ver-
streut, so daB ihre mittlere Dichte pro Vo-
lumseinheit p betrdgt. DaB dies wider-

spruchsfrei moglich ist, bedarf keines Be-

weises. Um diese Punkte als Mittelpunkt
seien Kugeln vom Radius r und Volumen
v gezogern, die sich natiirlich teilweise iiber-

lappen werden. Wir kommen zu einer mog--
lichen Verteilung, wenn wir durch eine be- -

stimmte Vorschrift eine Auswahl ftreffen,
so daB nur isolierte Kugeln {ibrig bleiben,

Das ist auf mehrere Arten moglich, wo-
durch das Verfahren eine gewisse Will-
kiir bekommt,

Als am geeignetsten fiir unsere Zwecke
erweist sich folgende Festsetzung. Zwi-
schen jedem Paar von sich iiberschneiden-
den Kugeln soll das Los entscheiden, welche
von beiden ausgeloscht wird. Eine Kugel,
die sich’ mit n anderen {iberschneidet,
wird also nur dann realisiert, wenn das Los
bei den n voneinander unabhingigen
(wichtig fiir die Widerspruchsireiheit!) Ver-
losungen zu ihren Gunsten entschieden hat.
Die Wahrscheinlichkeit hierfiic ist offenbar
1/2», Die gesamte Wahrscheinlichkeit W,
daB eine Kugel realisiert wird, setzt sich
additiv zusammen aus den entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten fiir die Falle, daB sie
sich mit 0,1,2,...n, ..anderen iiberschnei-
det, also nach der Poissonschen Formel
aus Betrigen der Form:

_2% f@{#})i e8Py,

Damit erhalten wir: :
W=es®ro[14-(4po)/Ll+-@Apv)?/2l.. J=¢tp?
w=Wpo=pv e *P?; wr=1/4e; p*=1/4v. [9]
Die Packungsdichte erreicht also bei die-
ser Konstruktion einen Maximalwert von
1/4e~0,1, wenn in der a-priori-Verteilung
gerade eine Kugel im Mittel auf das Vier-
fache ihres Volumens kommt. Dieser Grenz-
wert ist nicht so gering, wie er aussieht.
Wenn wir uns z. B. die Kugeln in den
Ecken eines kubischen Gitters angeordnet
denken, dann wiirden sie sich dabei auf das
etwa 1:8-fache ihres Durchmessers nihern,
also keineswegs als verdiinnt anzusehen
sein.

Um die Verteilungsfunktion zu berech-
nen, betrachten wir zwei Kugelmittelpunkte
1 und 2 im. Abstand x samt den dazugehéri- -
gen Undurchdringlichkeitssphéren (Abb. 3).
Falls x¢2r, konnen nicht beide Kugeln
gleichzeitig realisiert werden, und es gilt
P=0; falls x}>2r, sind sie voneinander vol-,

Abb.3
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lig unabhingig: P=1. Fiir einen Abstand
dazwischen miissen sich die Undurchdring-
lichkeitssphiren iiberlappen, so daB wir
drei Teilbereiche zu beriicksichtigen haben
mit den Volumina 8vHy(II) bzw. 8v(1—H,)
(I und III), wie eine elementare geometri-
sche Rechunung zeigt. H, ist mit der Ku-~
gelcharakteristik von (7) identisch (statt 2r
ist 4r zu setzen). Die Verteilungsfunktion
ist gegeben durch das Verhéltnis der Rea-
lisierungswahrscheinlichkeit beider Kugeln
zu W2, Diese hingt ab von den Punkten,
die sonst noch im gesamten Undurch-
dringlichkeitsbereich liegen und kann als
Produkt W, W,; Wy, dargestelit werden,
wenn wir die Wahrscheinlichkeit jeweils
auf einen Teilbereich beziehen. Die weitere
Rechnung ist ganz analog der zu (9) fiih-
renden:

W= Wiy = e~ P70,

Wy = SPUH 1L @po HY/LIH @ po H)Y2!14...]
— p—BpvH,
P— Wy Wy Wiy W= 2P0,
2raidr; Puy=¢"PY By ~1. [10]

Die Verteilungsfunktion hat ihren groBten
Wert bei x=2r und fillt monoton auf den
Endwert 1 bei x=4r ab. Der Maximalwert

0 ar 4r
X ——
Abb. 4 Voll: Verteilungsfunktion P des Kugelmodells bei

maximaler Packungsdichte w=1/4e; strichliert: Debye-
scher Ansatz

nimmt mit wachsender Packungsdichte zu
und erreicht bei der maximalen Packungs-
dichte w=1/4e den Wert 1,17. Dieser
Fall ist in Abb. 4 dargestellt. Man erkennt
den ZuBerst geringen Unterschied gegen-
iiber der Verteilungsfunktion nach Debye.
Bei einer durch graphische Integration aus-
gefiihrten Berechnung der Streukurve er-
gab sich ebenfalls nur eine geringfiigige
Abweichung von den Debyeschen Kurven.

Die bisherigen Rechnungen bezogen sich
auf ein homodisperses Kugelsystem. Nach
genau demselben Prinzip ist es moglich,
die Verteilungskurven auch fiir heterodis-
perse Systeme mit verschiedenen GroBen-
verteilungen zu bestimmen. Die Ausdriicke
werden aber so kompliziert, daB sie fiir eine
Weiterverwertung nicht mehr zu brauchen
sind. ‘Das ist auch nicht notwendig, weil
sich dabei keine wesentlich neuen Gesichts-
punkte ergeben. Die vorstehenden Ausfiih-
rungen hatten auch nur den Zweck, die
Existenz einer fast gleichiérmigen Vertei-
lung und ihre Grenze einmal exakt fest-
zustellen, was noch nicht versucht worden
zu sein scheint. Aus dem Ergebmis kann
die Berechtigung hergeleitet werden, den
Debyeschen Ansatz fir die Verteilungs-
funktion bis zu einer Packungsdichte von
etwa 0,1 in erster Niherung zu verwen-
den. Dieser Ansatz ist deswegen fiir unsere
Zwecke besonders wichtig, weil er offenbar
das Minimum an Ordnung darstellt. Damit sind
dann die moglichen Fille eingegrenzt, weil
das Maximum an Ordnung — ein exaktes
Kristallgitter — trivialerweise bekannt ist.
Dem Grade der beniitzten Niherung ent-
spricht es, wenn die Kugelstreufunktion
durch die Guiniersche Niherung ersetzt
wird, zumal sich der Interferenzeffekt haupt-
sichlich im inneren Teil des Diagramms
auswirken wird, wo die Niherung beson-
ders gut gilt. (Forisetzung folgt).

Kolloidchemische Probleme in der Kilteforschung
Von H. Leichter (Berlin)

In London tagte vom 28. August bis zum
11. September 1051 zum ersten Mal mnach
15 Jahren der internationale KiltekongreB. Anni-
hernd 350 Wissenschaftler und Techniker waren
zu einem Erfahrungsaustausch zusammen gekom-

men und diskutierten die sich abzeichnenden Pro-

bleme. 150 Vortrige, die in -sieben parallel ta-
genden Sektionen geboten wurden, vermittelten
den derzeitigen Erkenntnisstand der Kiltefor-
schung und Technik. Die Rekordzahl von 31 Re-
feraten hielt die Sektion III mit dem Thema:
Grundsétzliche Studien in der Biochemie und Bio-

(BEingegangen am 5. November 1951)

physik. Da auf diesem Gebiet die stirksten Be-
rithrungen mit der Kolloidchemie erkennbar wur-
den, soll imr folgenden nach sachlichen Gesichts-
punkten geordnet iiber Ergebnisse und Problem-
stellungen vom kolloidchemischen Standpunkt aus
berichtet ‘werden.

1. Tieftemperatureifekie an biologischen Systemen

Paul Becquerel (Paris) berichtete iiber
Tieftemperatur-Einwirkung auf Organismen wie
Spinnen, Raédertiere, Bakterien, Samen, Sporen
von Algen, Pilzen, Flechten und Moose. Das Ma-



