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Nachstreckung fertiger Kunstseiden stets zu 
einem starken Bl~ittcheneffekt. Denn in die- 
sere Falle sind die kebensdauern der Haft- 
punkte so grol3, daft jede Vers~reckung eine 
im Verh/iltnis dazu schneile Beanspruchung 
darstellt. 

Z u s a m m e i a s e t z u n g  
1. Zur Beantwortnng der Frage, warum die 

Bl~ttchenform der kristallinen Bere'iche der Zellu- 
losefasern bei verschiedenen Streckvo,rg/inge.n sich 
i:n so verschiedenem Mafle guflerf, wi.rd geeigne- 
~es Material aus Mes.su.ngen yon Herm.ans so- 
wie aus eigenert Messu.ngen zu,sam:meagetragen 
and ausgewertet. 

2. Es wird nachgewiesen, dab der Bl~ittc.'hen- 
effekt re,it abnehmendem Quellungsgrad des Ze.1- 
lulosegels, mit zunehmender Zellulosekonze'ntra- 
tion der' SpinnlSsung trod re,it gr6Ber werdeaadem 
DurchscfinittspolymerJsationsgracl der Zellulose'mo- 
lekfile anwiic,hst. 

Diese Abh~ingigkei.ten entsprechen der Auffas- 
sung, daft bet der Verstrec,kung ein umso gr6fle.rer 

B1/itlcheneffekt auftritf, je eager die Vernetznng 
des Zellulosegels ist, u nd .dab die dam.it anwach- 
senden Querkrfiffe die Ursaehe fiir den Bliitt- 
eheneffekt bilden, indem, sie die B1/ittchenfliichen 
sen.krec~t zum, Faserradius stellen. 

3. Ferne'r wird gezeigt, daft der B1/ittc~heneffekt 
mit wachseader Streckgesc'hwindigkeit zurnimmt, 
and daB. dieser Zuwac,hs durch eine gleichzeitige 
ErhShuag der Te'mperatur aufgehoben werden 
kann. 

Diese Ergebnisse stiitzen die dyaamische Aub 
fassuag der Verne~rzung, wonach die Zahl der 
wirksamen Haflpunkte u.nd damit die Or6Be des 
Bliittc:heneffektes yon dem V'er'h~il~nis der Lebens- 
dauer der Haftpu.nMe zur Verfo,rm.ungszeit ab.hfin~ 
gig trod .die erstere umso grSger sein mug, je 
niedriger die Tempe ratur oder je h6her die Vis- 
kositiit ist. 

Ferner ergeben sich Anhalispunkte daffir, dab 
die Lebensdauer der Haffpunkte grSger ist, wenn 
'[iingere Molekiile 'in geringerer "Konzentrati.on vor- 
liegen, als wean die gleiche Viskosit~it (lurch eine 
gr'SBere Zahl yon karzeren Molekiilen erreicht 
wird. 
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Einleitung 
Der erste Teil dieser Arbeit befaBte sich 

mit den grundlegenden Eigensehaften der 
Kleinwinkelsireuung und fiihrie zu einigen 
allgemeinen Oesetzm~igigkeiien, die bier 
vorausgesetzt werden sollen. Ferner wurde 
ein Spezialfall, n~imlich die Streuung yon 
mizellaren Sysiemen besprochen. Auf ein- 
zelne Ergebnisse wird noch verwiesen wer- 
den. 

Die grscheinung der R6ntgenkleinwinkel- 
streuung beruht auf Inhomogenitiiten .in kol- 
Ioiden Dimensionen. Diese kSnnen versehie- 
dener Art seth, z .B.  in kontinuierlichen 
Diehteschwankungen bestehen. Wir wollen 
abet  ifir die Zwecke dieser Untersuehung 
unier einem kolloiden System speziell nut 
ein solches verstehen, in dem zwei homo- 
gene Phasen verschiedener Elekironen- 
dichte durch eine innere Orenzfliiche ge- 
trennt vorliegen (I. Teil). Es ist dies auch 
der praMisch interessierende Fall. 

*) D.er ersie Teil dieserArbeitisti~ derKolloid- 
Zeitschrift 124, 83 (1951) erschie.nen. Er wird im 
iolgenden als ,,l. Teil" zir 

Ffir die quarititative In• ist die 
Unterscheidung z~vlschen verdfinnten urid 
dichigepackien Systemen, die erstmals yon 
O. K r a i k y  (1) Mar ausgesprochen wurde, 
yon grundsiitzlicher Bedeuiung. Wiihrend 
die KleinwinkeMreuung yon verd/innten Sy- 
stem en (2) (3) in theoretischer Hinsieilt 
heute eigentlich keine Schwierigkeiten mehr 
bietet, .gehen die Ansichten, was dichtge- 
packte kolloide Systeme beirifft, weir aus- 
einander. Vor allem steht die Frage, ob and 
inwieweit interpariikul/ire lnterferenzwir- 
kungen dabei zu ber/ieksiehtigen sind, im 
Mittelpunkt der Diskussion. Wiihrend die 
Mehrzahl der Autoren die Ansicht verireten, 
dab auch die Streuung dichter Systeme im 
allgemeinen als reine Partikelstreuung attf- 
gefaBt werden kann, wurde besonders, yon 
O. K r a t k y  (1) die Wichtigkeit der inter- 
partikul~ren interferenzm/igigen Wechsel- 
wil"kung der kolloiden Teilchen beiont. 

Kxperimentelle Untersuchungen an dich- 
ten kolloiden Systemen haben bet kleinen 
Winkeln sowohl amorphe Ringe (F1/issig- 
keitsinterferenzen) als auch monoton abfaI- 
lende Streukurven gefunden, wofiir noeb 

4* 
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Beispiele folgen werden. D. P. R i l e y  (4), 
der in dieser Hinsicht besonders eingehende 
Untersuchungen an verschiedenen Kohlen 
durchgeffihrt hat, unterscheidet daher ph~i- 
no menologisch zwisehen Fesik6rpern vom 
,,Flfissigkeitstyp" und solchen yore ,,Gas- 
typ", in Analogie zu den entsprechenden 
Typen bet den Weitwinkeldiagrammen. Wie 
auch R. H os e m a n n  (5) hervorgehoben 
hat, dart man diese Unterseheidung nur als 
ph~inomenologische Kennzeiehnung des R6nt- 
gendiagramms, nieht aber als eine Aussage 
fiber die Dichfigkeit der Packung auffassen. 
Dieser Autor neigt vielmehr nach dem Vor- 
gang yon A. O u i n i e r  zur Anschauung, dab 
der Grad der Polydispersit~it dabei die ei- 
gentlieh entsche~dende RolIe sp~elt, und 
zwar in dem Sinne, daB homodisperse Sy- 
sterne bet dichter Packung zur Ausbildung 
einer gewissen Ordnung neigen und daher 
eine Flfissigkeitsinterferenz liefern sollen, 
w~ihrend bei genfigender Polydispersff~it die 
wechselseitigen Interferenzen sich aufheben 
und so eine reine Partikelstreuung res:ultie- 
ren wfirde. Dieser Gedanke wurde in letz- 
ter Zeit yon H o s e m a n n  (6) zu dem sehr 
allgemein formulierten Satz pr~izisiert, dab 
mindestens immer dann die bloge Streuung 
der Partikeln zu erwarten ist, wenn die 
relative mitflere Gr6genschwankung die 
Packungsdichte erreicht oder fibertrifft. Wir 
haben gesehen (I. Teil), dab sieh diese Be- 
hauptung bet mizellaren Systemen nieht 
a.ufrechterhal• l~iBt. Bet Systemen mit 
globularen Teilchen wird man ihr eine ge- 
wis'se Plausibilii~it nieht abspreehen, wenn 
aueh die mathema• Begriindung dutch 
H os e m a n  n (6) infolge mehrerer willkfir- 
licher Annahmen fiber die Verteilungsstati- 
stik nicht ganz fiberzeugen kann. 

Man dart ferner nieht vergessen, dab die 
Form der Teilehen (3) eine ebenso wesent= 
tiche Rolle spielen kann wie ihre Gr6gen- 
statistik. Wie sieh sp~iter ergeben wird, kann 
ein dichtgepaektes kolloides System ohne 
weiteres eine Partikelstreuung vom Typ 
einer G a u s s s c h e n  Kurve geben, was im 
allgemeinen als ein Zeichen yon Homo- 
dispersit~it an,gesehen wird. Andrerseits kSn- 
nen aueh relativ verdfinnte Systeme mit 
im H o s e m a n nschen Sinn ausreichender 
Polydispersitfit einen deutlichen Interferenz- 
effekt zeigen. Die Verh~iltnisse lassen Sich 
also n ich• so einfach dureh , e i n e n  Para- 
meter erfassen. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun ver- 
such t werden, in mSglich.st allgemeiner Be- 
trachtung zu zeigen, 0b und in welcher 

Weise sich die r~iumlich dichte Packung 
von kolloiden Teilchen im R6ntgendiagramm 
auswirkt und w!ie weir man umgekehrt  aus 
der Kleinwinkelstreuung Aufschlul3 fiber die 
Struktur eines kolloiden Systems erhalfen 
kann. 

I. Theoretische Grundlagen der Streuung 
dichtgepackter Systeme 
Wenn man nieht zu unregelm~il3ige starre 

Teilchen, z.B. Kugeln eng zusammenpackt, 
dann mug allein durch ihre Undurchdring- 
!ichkeit eine gewisse Regelm/iBigkeit der  
Anordnung entstehen, f)ben die Teilehen 
auBerdem noch starke Kr~ifte aufeinander 
aus, dann kann es zu ether gRter~ihnliehen 
Struktur kommen, wie sie z.B. yon R i l e y  
und H e r b e r t  (7) bei konzentrierten Pro- 
teinlSsungen gefunden wurde. Hier inter- 
essiert abet der andere Grenzfall einer mSg- 
lichst regellosen Anordnung und es erhebt 
sich die Frage, wie man eine solche trn- 
geordnete Verteilung von PartikeIn stgti- 
sfisch beschreiben kann. 

Ffir eine Behandlung dieses Problems 
bieten sich zwei rationelle Atrsgangspunkte. 
Man kann einmal von einer idealen Kristall- 
gitterstruktur ausgehen und dutch ,,Ver- 
wacklung" (ira Sinne yon O. K r a t k y )  (8) 
des Gitters zu einer unregelm~igigeren stati- 
stischen Verieilung gelangen, man kann aber 
auch von einem sehr verdiinnten System - -  
sozusagen einem Partikelgas - -  zu immer 
dichterer Paekung fortschreiten und unter- 
suchen, welcher Grad yon Ordnung sich 
dabei einsteUen muB. 

1. D a s  G i t t e r  m i t  S t S r u n g e n  z w e i -  
t e r  A r t ;  d e r  P a r a k r i s t a l l  
Bet der Besprechung eindimensionaler SY" 

sterne (I .  Teil, II/4) hat sich gezeigt, dab 
man die Lagenstatistik als verwackeRes Git- 
ter im Sinne yon O. K r a t k y  (8) beschrei- 
ben kann. Zur mathematischen Behandlung 
haben sich dabei die FaRungss/itze nach 
R. H os e m a n n  (9) als sehr zweckm/ifiig 
erwiesen. Es w/ire nun sehr naheliegend, 
a u c h  die r/iumliche Anordnung yon Par- 
fikeln in ana!oger Weise siafistiseh zu be- 
schreiben*). Leider ist es aber nicht m6g- 
lich, den galtungsprozeg auch auf zwel- 
oder dreidimensionale Probleme unmittelbar 
zu fibertragen, wodurch eine exakte mathe- 

*) Dies wurde auch yon R. Hosemannl0)  
in seiner Theorie des i.dealen Parakristalts ver- 
suckt. Seine mathemaiisehe Behandlung des Pro- 
blems is't abee at~s den gleiek zu besprechenden 
Orfinden inkorrekt. 
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matische Durchftihrurlg der fliissigkeitsstafi- 
stischen St6rung zweiter Art zun~iehs{ un- 
mSglich gemacht wird. Da dieser Punkt yon 
prinzipieller Wichtigkeit ist, soll darauf 
etwas n~iher eingegangen werden. 

Der mathematisehe Prozeg der Faltung 
ist an sich auch in R~iumen yon beliebigen 
Dimerlsionen durchfiihrbar, wobei die Inte- 
gration fiber den ganzen Raum zu erstrek- 
ken ist. 

Faltung [1? 
d~ = dx~ dy 1 dz~ . 

Die galtung beschreibt die Addition zweier 
u rl a b h fin gi g e r Vektoren h und h, deren 
�9 und Richtung durch die staiisiische 
H/iufigkeitsverteilung A bzw. B ihrer  Erld- 
punkte bet imUrsprung fesigehaltenemAn- 
fangspunkt bestimmt ist. Die Bedingung der 
Unabhfingigkeit geht aus der vorstehenden 
mathematischen Formulierung klar hervor 
urld besagt, daft die Wahrscheinlichkeit 
einer bestimmien Kombination der beiden 
Vektoren nut yon der Wahrseheinlichkeit 
der beiden einzelnen Vektoren abh~ingt. Ks 
I/iBt s ich nun leicht zeigen, dab diese Be- 
dingung nur fiir eine lineare Folge yon Vek- 
toren, nicht aber fiir ein Gitter erffillt wer- 
den karln. Zu diesem Zweck beirachien wir 
Abb. 1. Dort isi ein der Einfachheit halber 

A b b .  r P a r a k r i s t a l l i n e s  K r e u z g i t t e r  

quadratisches Oitter mit flfissigkeitsstatis'ti - 
scher Schwankung dargesiellt. Vektoren in 
horizontalen Oitterlinien sind mit ~, solche 
in vertikalen mit t)bezeichnet .  Die lndi- 
ziernng ist aus der Abbildung unmittelbar  

verst~ndlich. Um die Ausbreitung der St6- 
rung zweiter Art iibersichtlich verfolgen zu 
k6nnen, ist der Schwankungsbereich des 
ersien Nachbarpunktes begrenzt angenom- 
men, u. zw. als Kreis, wodurch die All- 
gemeinheit der l)berlegung nicht einge- 
schriinkt wird. Die Schwankungsbereiche 
wachsen linear' an und kommen bald dazu, 
sich zu tiberschneiden. Es k6nrlte bier so 
scheinerl, als ob ein Widerspruch mit der 
friiheren Feststellung vorl~ige, daft die mitt- 
lere Schwankung proportional mit derWrlr- 
zel aus der Zahl der Schritte anwachsen 
mug. Die Diskrepanz erkl~irt sich daraus, 
daB die Schwankungsbereiche natiirljch 
nicht gleichm~igig belegt zu denken sirld. 
Fiir unseren Zweck interessiert abet nur 
die MSglichkeit oder Unm6glichkeit der 
Lage eines Oiiierpunktes und die wird 
durch die eingezeichneten Kreise gegeben. 
Soweii l~igt sich die Konstruktion, die vS1- 
lig dem galtungsprozeg ~iquivalentist, wider- 
spruchsfrei durchfiihren. Die Sch'wierigkei- 
ten beginnen erst, wenn man versucht, in 
dieses Schema eirl reales Gitter einzuzeich- 
hen. Beginnen wir z. B. :mit den horizontalen 
Oitterlinien. Es bedarf keines weiteren Be- 
weises, daB bier die Konstruktion jeder ein- 
zelnen Linie ffir sich widerspruetlsfrei m6g- 
lich ist. Ist dies aber einmal durchgeffihrt, 
wie i:n Abb. 1 durch die dicken Pfeile an- 
gedeutet, dann ist gleichzeitig schon ,das 
ganze Kreuzgitter fesigelegt, und die verti- 
kalen Oittervektoren ergeben sieh yon selbs~t. 
Man erkennt nun sofort, daB diese unm6g- 
lich in jeder Oitterlirlie derselben Siatisfik 
folgen k 6 n n e n ,  wie sie ffir die erste fest- 
gelegt wurde. Im Qegenteil, wenn 'man 
gerliigend welt in der Horizontalen r 
schreitet, mug man unweigerlieh auf Stellen 
stogen, wo die h,orizontalen Oitterlinierl sich 
tiberschrleiden und die vertikalen Vektoren 
daher rfickl/iufig werden. Der Begriff des 
Oitters verliert dann fiberhaupt seinen Sinn. 
gr  kann nut aufrecht erhalten werden, wenn 
man zwischen benachbarien Oitterlinien 
One Kopplung annimmt, derart, daB die 
Statistik der Vertikalverbirldungen niehl ver- 
letzt wird. Dadurch wtirde nicht notwendig 
der flfissigkeitssthtis~ische Charakter der 
einzelnen Oitterlinien beeintr/ieMigt. Es soll 
aber nun gezeigt werden, daB eirle stati- 
stische Kopplurlg zwischen den Horizon- 
~alen zwangsl/iufig eine Kopplung zwischen 
aufeinander senkrech~en Oittervek~oren nach 
sich zieht. Um das einzusehen, betrachten 
wit ein Elementarquadrat, z.B. gleich das 
erste in Abb. 1, das aus den Vektoren r ~ ,r 1, 
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t)0, t)l (unter Weglassung fiberfliissiger In- 
dizes) gebildet wird. Es mug dann die 
Vektorgleiehung gelten : 

Wfi~de nun nur Kopplung zwischen gleich- 
lfiufigen Vektoren bestehen, dann wfirde 
dies heiflen, dag man C und t)0 unabh~ingig 
voneinander wiihlen k6nnte. Die Kopplung 
wiirde darin zum Ausdruek kommerl, dug 
die Hfiufigkeitsverteilung von 6r nut yon 
)co und die entsprechende H~iufigkeitsvertei- 
lung yon at) nun yon t)0 abh~ingen dfirtte. 
Das ist aber ausgeschlossen, weil ja immer 
gel• muff: d~---= dr). Diese beiderl Or6gen 
mfissen immer gleich sein und daher auch 
unabh~ingig yon der Wahl des ersten Vek- 
torpaares die gleiche statisfische Verteilung 
haben. Der Widerspruch ist nur 16sbar ent- 
weder, wenn iiberhaupt keine Kopplung 
besteht, was abet zu ,den vorhin aufgezeig- 
ten unm6glichen Konsequerlzerl ffihrt, oder 
aber, wenn auch zwischen den ~ und den t) 
eine geeignete Kopplung besteht. Welchen 
Bedingungen diese unterworfen sein mfifite, 
ist eine nur s,chwer zubeantwortende grage. 
Jederlfalls ist abet die oben .aufgestellte 
Behauptung jetzt bewiesen. W~iren die Oit- 
~ervektoren n~imlich voneinander unabhfin- 
gig, dann k6nnte marl durch fortgesetzle 
Faltungen die Statistik aller Oitterpunkte 
aus den Statistiken zweier, bzw. dreier (beim 
l~aumgifler) linear unabh~ingiger Vektoren 
aufbauen, wie dies in Abb. 1 angedeutet ist. 
Nach unserer le tzten Erkenntnis ist das 
aber unm6glich. Wenn z. B. die Hfiufigkeits- 
verteilung ffir die ~ und die t) bekanrlt ist, 
danrl steht noch rlicht fes• welche Schwan- 
kurlgen der Diagonalvektor 3 vollfiihrt, s'o- 
lange nicht die Kopplung tier Statisfiken 
ebenfalls besiimmt ist. Damit t~illt aber 
die Orundlage ffir ,die Anwendung der gal- 
tung weg. 

Es steht rlichts im Wege - -  zumindest 
nach dem bisher gesagten - -  sich einen 
Parakristall vorzustellen, in dem die Ele- 
m entarbausteine entlarl:g jeder Oitterlinie 
fliissigkeitsstatistisch arl.geordnet sind, so 
dab gleichwertige Oitterlinien dieselbe Sta- 
tistik, "~enn auch in Abhfingigkeit vonein- 
arlder, zeigen; damtt ist aber noeh lange 
nicht ein ersch6pfendes Bild des Parakri- 
stalls gewonnen. Es mug daher als Irrtum 
bezeichnet werden, wenn H o s e m a n n  in 
seiner Theorie des idealen ParakrislaUs (10) 
glaubt, unter Zugrundelegung dreier Ko- 
ordinationsstatis~iken alas ganze flitter erlt- 
falten zu k6nnen. Damit soll nieht bestrit- 
ten werden,  dab die geistreichen Rechnun- 

gen von H o s e m a n n  nicht trotz der inne- 
ren Schw~iehe seines Modells eine wert- 
voUe Niiherung ffir die R6ntgenstreuung an 
parakristallinen Sub'stanzen liefern k6nnen. 
Alle Folgerungen jedoch, die fiber das hin- 
ausgehen, was in der Analogie zu dem ent- 
sprechenden linearen Problem begrfindet 
ist, wird man mit Vorsieht belraehten mfissen. 

Ftir unseren augenblicklichen Zweek, n~im- 
lich zu ether rationellen Statisiik yon Kugel- 
packungen zu gelangen, ist aber der Para- 
kristall noch aus anderen Oriinden kei'n 
gangbarer Weg. Ers• besiizt er Oitter- 
eigenschaften, die aueh bet beliebiger Ver- 
wacklung, wenn korrekt durchgeffihrt, nieht 
verloren gehen. Das ist zum ersten die 
Koordinafion, die per definitionem erhalten 
bleibt; denn jeder Elementarbaustein des 
Parakristalls 1/ifit sich bezfig'lich eines' be- 
liebig entfernten Bezugspunkts noch eindeu- 
fig indizieren. Zum zweiten ist bet diesem 
Modell jede Gitterlinie hinsichtlich ihrer 
Richtung im Raum bis an die Grenze des 
KristalIs festgelegt, ohne dalt die Rich- 
tungsabweichung der dazugeh6rigen Vek- 
toren sich im Mittel /indert. ,Man k6nnie 
einen Parakristall geradezu dadurch definie- 
ren, daft die Lagesch~aTankungen der mate- 
riellen Gffterpunkte von zweiter Art, die 
Richtungsschwankungen tier Verbindungs- 
vektoren yon erster Art sind. Oder anders 
ausgedrfickI: be zfiglich der Lage herrscht 
Nahordnung, bezfiglich der Richtung Fern- 
ordnung. Damit ist der Parakristall ' e in  
strukturell anisotropes Oebilde. Es f~illi 
allerdings schwer, sich eine i n n e r e  Ur- 
sache festzustellen, die eine Richtung auf 
gr6gere Entfernung stabilfsieren k6nnte, 
ohne dab gleiehzeitig die Bildung eines 
richfigen Giffers einiriit. Auf keinen Fall 
k6nnen isotrope Flfissigkeiten oder kolloide 
Systeme mit flfissigkeits,~ihnlicher Sirukiur 
auf diese Weise beschrieberl werderl. Alles 
spricht vielmehr daffir, daft man bier auch 
ffir die Richtungen der Gittervektoren eine 
Schwankung zweiter Art annehmen mug. 
Danach wfirde d e r  Schwankungsbereich 
eines Oiffervektors durch die Richtung des 
vorhergehenden Vektors r/iumlicb festge- 
legt werden, wie es in Abb. 2 ffir eine Git- 
terlinie in unmittelbar verst~indlicher Weise 

Abb. 2 Gitterlinie mit Persistenzstatisfik 
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dargestellt ist. Diese verliert also mit zu- 
nehmender Entfernung vom Ursprung im- 
mer mehr ihre Anfangs.richtung, s'o dab 
.des ~ Gebilde be~ unendlicher Ausdehnung 
makroskopisch isotrop erscheinen mug, un- 
abh/ingig devon, welche Orienfferung die 
glementarzelle im wi.llkfirlich gewiihlten Ur- 
sprung gehabt hat. Eine solche Gitterli:nie 
ist identisch mit dem Modell eines gaden- 
molekfils, des  yore Verfasser unter tier Be- 
zeichnung ,,Persistenzstatisfik" (11) vo.rge- 
schlagen wurde. Einer Erweiterung ',des Mo- 
dells auf ein dreidimensionales Oitter stehen 
natfirlich neben anderen dieselben Schwie- 
rigke:iten gegenfiber, wie sie .obe:n attsein- 
andergesetzt wttrden. Die dievbez~glichen. 
Arbeiten des Verfassers s:ind noch nicht 
welt  genug fortgeschritten, um an dieser 
Stelle m'itgeteilt werden zu k6nnen. 

2. D i e  V e r t e i l u n g s f u n k t i o n  u n d  d i e  
F . o r m e l  y o n  Z e r n i c k e  u n d  P r i n s  

Nachdem somit derzeit noch die Grund- 
lagen fehlen, urrr eine exakte Verteilungs- 
statistik durch Verallgemeinerung der flit- 
tervorstellung zu gewinnen, bleibt noch als 
zweiter Weg  die M6glichkeit, yon der regeI- 
losen Anordnung analog einem Oas auszu- 
gehen. Wir werden ~uch hier zun~ichst als 
Partiketn Kugeln gleieher Or613e anneh- 
men. Dann ist es vorteilhaft, nur die staff- 
sfische Verteilung der Kugelm:ittelpunkte 
in Bezug auf eine beliebige Kugel im Ur- 
sprung zu betrachien. 

Die Verteilungsfunkfi.o,n P(x)  definieren 
wit nach Z e r n i c k e  und P r i n s  (12) in der 
Weise, dab die Wabrscheinlichkeit, in den 
Volumselementen dV~ und ,dV~ mit gegen- 
seitigem Abstand x je einen Kugelmittel- 
punkt zu linden, gleich w2/v ~ P (x)dV~dV.~ 
wird (v=Kugetvolumen).  Offenbar mug die 
Verteilungsfunktion radialsymmetrisch sein 
und bet Annahme starter undurchdringlicher 
Kugeln his zu einem Radialabstand x gleich 
dem Kugeldurchmesser verschwinden. Bet 
grogem x n/ihert sie sicti dem Orenzwert 
P = const = 1, d. h, die Lagenwahrsiheinlich- 
keiten der Kugeln werden dann vone.inander 
unabh~ngig. Da ffir die R6ntgenbeugung 
ein konsianter Untergrund belanglos, ist, 
werden wit die Yunkiion P =  1 -  P benfii- 
zen, die dem Grenzwert P = c o . n s t = 0  zu- 
strebt. Die Eormel yon Z e r n i c k e  und 
P r i n s  (12) [ D e b y e  und M e n k e  (13)] lau- 
tet  dann in unserer Schreibweise: 

w -~ . sinsx t 

f=3 sinsr-srcossr, s _ _ ~  ~. ~] 
(s r)~ 

Hierin bedeuien v das Kugelvolumen und f 
den normierten Formfaklor der Kugel. Ffir 
den Winkel 0 folgt nach (I. Teil, I (19)): 

~(o) = %  . . . . . .  ~'(o) = ~ .  n~ (2V-~)2. 
u' IV V ' 

[5] 
Darin bedeufet  N die Anzahl yon Kugeln 
im Volumen V, n die Zahl der Elektronen 
in einer Kugel und i~ die von einem Eiek- 
iron gestreute Intensitiit. Beziehung (4) 
wurde schon von Z e r n i c k e  und P r i n s  
(12) angegeben*). Sie verkniipft die R6nt- 
genstreuung mit den Diehteschwankungen 
in dem makroskopisehen Pr/ipara• 

Nach ihrer Definition steht die Vertei- 
lungsfunktion P in e:nger Beziehung zur 
Belegungsfunkfion h und zur Charakteristik 
H. Der Zusammenhang lautet [der Bogen 
bezeichnet wieder die Faltung (1)]: 

) 
'D V ~ -  

worth H0 die Charakierisfik der Kugel be- 
deulet: 

H ~  ~7  ; x=i~[. [7] 

[:fir die Charakiefisfik H gelten natfirlich 
die schon, abgele:iteten Beschr/inkungen 
[I. Teil, I(17)]. 

Die exakte Fesflegung ether Verieilungs- 
funktion nach einem statistisch einwandfrei- 
en Gesetz scheint bisher noch nich't ge- 
lungen zu sein**). Unter den zahlreichen 
mehr oder minder willkfirlichen Ans:iitzen 
ist sicher der vonD e b y e (16) der einfaehsle 
und zugleich plausibelsie. D e b y e  nimmt 
augerhalb des Undurchdringlichkeitsbereichs 
vollkommen gleich'm~ifiige Verteilung an: 

~(x) = [ 1 x\<2 ~ [8] 
0 x)/2r. 

Die yon D e b y  e (16) berechnete S• 
eines :solchen Systems zei:gt einen deut- 
lichen Interferenzeffekt, obwohI yon einer 
gitterm/igigen Ordnung keine Rede sein 
kann. Leider liefert aber die Rechmmg be- 
reits ffir Packungs'dichten gr6Ber als ~/8 

*) gAne sehr  e legante  Able i tuag  I indet  sich bet 
O. F o u.rn e 4: (14). Dagegen sollte nach :einem Po- 
stulat von H.o s e m a n n (6) i('o) stets gleich 0 sein. 
Die Unrichtigkeit dieser Forderung geht aus tier 
vorstehenden und den fotgenden Untersuchungen 
h.ervor, so daB. hier der Hinweis gentigen m6ge. 

**) Des gilt auch ffir' die sehr interessanten 
Rechnungen yon G u in ier und F ou rn e t (14) (15) 
auf der. Orundlage de,r Bornschen Flfissigkeits- 
theorie, die: vom Boltzmannschen Satz aus'- 
geht. 
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negative Interl.sitiiten bet kleinen Winkeln, 
was deutlich zeigt, dag diese einfache Sta- 
tisfik dort nicht rmehr gelien kann. Trotz 
die:ses offensichilichen Mangels wurde der 
D e b y e sche Ansatz vorn Verfasser ffir die 
Berechnung eines als ,,Kugelhaufen" (17) be- 
zeichneten Modetls herangezogen :in der 
Oberzeugung, dab dadureh die Verh~iltnisse 
bet kleinen Packungsdichten im Prinzip rich- 
fig wie'dergegeben werden. Ein Existenz- 
beweis ffir die verwendete Verteilungsfunk- 
tion oder eine Angabe fiber die Ofiltig- 
keitsgrenze konnte darnals nicht erbracht 
werden. Es scheint fraglich, ob der An- 
satz (8) fiberhaupt streng widerspruchsfrei 
gelten kann. Es soll aber als n~ichstes der 
synthefische Existenzbeweis fiir eine sehr 
~ihnliche Verteilurlgsfunktion erbraeht wer- 
den, die uns bereehtigen wird, innerhalb 
gewisser Grenzen weiterhin den D eb y e -  
sclien Ansatz in erster N~iherung zu ver- 
wenden. 

3. D ie  V e r t e i l u n g s f u n k t i o n  
u n d u r c h d r i n g l i c h e r  K u g e l n .  

Wenn undurchdringliche Kugeln in ei- 
nern beschr/inkien Raurn verteilt werden 
sollen, dann h / ing t - -abgesehen  yon irgend- 
welchen Kraftwirkungerl der Teilchen auf- 
e i n a n d e r -  die Lagenm6glichkeit einer Ku- 
gel ~orl der Anordnung aller fibrigen ab. 
Als vollkomrnen zuf/illige Verteitung k6n- 
hen wir diejenige betrachten, bet der s/imt- 
liche Lagen ether Kugel in dem ihr ver- 
bleibenden Raum gleich wahrseheinlich sind. 
Eine Berechnung der Verteilungsfunktion 
auf dieser Grundlage ist aber sehr sehwie- 
rig, weil die Arlordnung der urngeberlden 
Kugeln selbst n ach derselben Statisfik er- 
folgt, wit also die gesuchte Verteilungs- 
funkfion beret,s kennen mfil3ten. Wit wer- 
den daher so vorgehen, dab wir eine un'- 
abhfingige a-priori-Verteilung herstellen und 
nachtrfiglich erst dureh ein geeignetes Aus- 
wahlprinzip die UndurcMringlichkeit der 
Kugeln beriicksichfigen. 

Wit denken uns Punkte, unabh/ingig vorl- 
einander regellos fiber das Volurnen V ver- 
streut, so dab ihre mittlere Dichte pro Vo- 
lumseinheit p betfiigt. DaB dies wider- 
spruchsfrei m6glich ist, bedarf keines Be- 
weises. Um diese Punk• als Mittelpunkt 
seien Kugeln vorn Radius r und Volurnen 
v gezogen, die sich naiiirlich teilweise iiber- 
lappen werderl. Wir kornmen zu ether rnSg- 
lichen Verteilung, wenn wir durch eine be- 
sfimmte Vorschrift eine Auswahl ~reffen, 
so dab nur isolierfe Kugeln fibrig bleiben. 

Das ist auf rnehrere Arten mSglich, wo- 
durch das Verfahren eine gewlsse Will- 
kfir bekomrnt. 

Als am geeignetsten ffir unsere Zwecke 
erweist s.ich folgende Festsetzung. Zwi- 
schen jedern Paar yon sich fiberschneiden- 
den Kugeln soll das Los entscheiden, welche 
von beiden ausgel6scht wird. Eine Kugel, 
die sich ' mif n anderen iiberschne$det, 
wird also nur dann realisiert, wenn das Los 
bei den n voneinander u n a b h ~ n g i g e n  
(wichtig ftir die Widerspruchs:freiheit!) Ver- 
losungen zu ihren Gunsten entschieden hat. 
Die Wahrscheinlichkeit hierffir ist offenbar 
1 /2~ .  Die gesamte Wahrscheinlichkeit W, 
dab eine Kugel realisiert wird, setzt sich 
addifiv zusarnrnen aus den entsprechenden 
Wabrscheinlichkeiten ffir die F~ille, dab sie 
sich mR 0,1,2, . . .n ,  . . anderen  fiberschnei- 
det, also nach der P o i s s o n s c h e n  Forrnet 
aus Betriigen der Form: 

1 (8pv)• e-8~ v. 
2 n n !  

Damit erhalten wir: 
w =  e-~p~ [1 +(4~ ~)/l!+(~p v ) V e t . . . ]  = e-~p v 

w=Wpv=pve-4Pv; w~=l/~e; p~=l/4v. [9~ 
Die Packungsdichte erreicht also bet die- 
ser Konstruktion einen Maxirnalwert yon 
1/4e~0,1, wenn :in der a-priori-Verteilung 
gerade eine Kugel irn Mittel auf das Vier- 
fache ihres Volurnens kornrnt. Dieser Orenz- 
wert ist nicht so gering, w ie  er aussieht. 
Wenn wir uns z. B. die Kugeln in den 
Ecken eines kubischen Oitters angeordnet 
denken, dann Wfirden sie sich dabei auf das 
e~wa 1:8-fache ihres Durchmessers n.iiherrl, 
also keirleswegs als verdfinnI anzusehen 
sein. 

Urn die Verteilungsfunktion zu bereeh- 
nen, betrachten wir zwei Kugelrnittelpunkte 
1 und 2 imAbstand x sam• den dazugeh6ri- 
Fen Undurchdringlichkeifssph~iren (Abb. 3). 
Falls x(2r ,  k6nnen nichi beide Kugeln 
gleichzeitig realisiert werden, und es gilt 
P = O ;  falls x)2r,  sind sie voneinander v61- 

Abb. 3 
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lig unabh/ingig: P = l .  Ffir einen Abstand 
dazwischen miissen sich die Undurchdring- 
lichkeitssph~iren tiberlappen, so dab wir 
drei Teilbereiche zu berticksichtigen haben 
mit den Volumina 8vH0(I1) bzw. 8v(1--H0) 
( I u n d  III), wie eine elemeniare geometri- 
sche Rechnung zeigt. H0 ist mit der Ku- 
gelcharakteristik yon (7)identisch (start 2r 
ist 4r zu setzen). Die Verteilungsfunktion 
ist gegeben durch das Verh/iltnis der Rea- 
iisierungswahrscheinlichkeit beider KugeIn 
zu W~. Diese h/ingt ab yon den Punkten, 
die sonst noch im gesamten Undurch- 
drin,glichkeilsbereich liegen und kann als 
Produkl W~ W~ W m dargestellt werden, 
wenn wir die Wahrscheinlichkeit jeweils 
auf einen Teilbereich b'eziehen. Die weitere 
Rechnung ist ganz analog der zu (9) ffih- 
renden : 

IU I -  W -- e-4PV(1-tt~ 
- -  , III  - -  

r ~  = e -  s ,  ~ m [1 + (2 p ,, H~ /1 ! + (2 p ,, Ho)~/2 ! + . . . ]  
--6pvtI~ : e  

2 r \ < X x < 4 r ;  P(2r)=eS'~SPV; P ( t r ) = l .  [101 

Die Verteilungsfunktion hat ihren grSl3ten 
Wert bei x = 2 r  und f~llt monoton auf den 
Vndwert 1 bei x = 4 r  ab. Der Maximalwert 

0 2 r  4r 

Abb. 4 Voll: Verteilungsfunktion P des Kugelmodells bei 
maximaler Packungsdichte w = I/4e ; strichliert : D e b y e= 

scher Ansatz 

nimmI mit wachsender Packungsdichte zu 
und erreichl bei der maximalen Packungs- 
dichie w-----1/4e den Wert 1,17. Dieser 
Fall ist ,in Abb. 4 dargestetlt. Man erkennt 
den /iugerst geringen Unterschied gegen- 
fiber der Verteilungsfunklion nach D e b y e. 
Bei ei'ner durch ffraphische Integration aus- 
geffihrten Berechnung der Streukurve er- 
gab sich ebenfalls nur eine geringffigige 
Abweichung yon den D e b y e schen Kurven. 

Die bisherigen Rechnungen bezogen sich 
auf ein homodisperses Kugelsystem. Nach 
genau demselben Prinzip ist es m6glich, 
die Verteilunffskurven auch fiir heterodis- 
perse Systeme mit verschiedenen Or6fien- 
verteilungen zu bestimmen. Die Ausdrficke 
werden aber so komp!iziert, dab sie ffir eine 
Weiterverwertung nicht mehr zu brauchen 
sind. Das ist auch ni:cht notwendig, weil 
sich dabei keine wesenilich neuen Oesichfs- 
punkte ergeben. Die vorstehenden Ausffih- 
rungen hatfen auch nur den Zweck, die 
Exisfenz einer fast gleichf6rmigen Vertei- 
lung und ihre Ore'nze einmal exakt fest- 
zustellen, was noch nicht versucht worden 
zu sein scheint. A'us dem Ergeb,nis kanu 
die Berechiigung hergeleiiet werden, den 
D e b y e s c h e n  Ansatz ffir die VerteiIungs- 
funkdon his ~ zu einer Packungsdichte yon 
etwa 0,1 in erster N/iherung zu verwen- 
den. Dieser Ansatz ist deswegen ffir unsere 
Zwecke besonders wichtig, well er offenbar 
das Minimum an Ordnung darstellt. Damit sind 
dann die m6glichen F/ille eingegrenzt, weft 
d'as Maximum an Ordnung - -  ein exaktes 
Krisiallgitfer - -  trivialerweise bekannt ist. 
Dem Orade der bentifzten N/iherung ent- 
spricM es, wenn die Kugelstreufunktion 
dutch die O u i n i e r s c h e  N/iherung ersetzt 
wird, zumal sich der Inierferenzeffek• 
s/ichlich im inneren Tell des Diagramms 
auswirken wird, wo die N/iherung beson- 
ders gut gilt. (Forlsetzung folgt). 

Kol lo idchemische  P r o b l e m e  in der Kiilteforschung: 
Von H.  L e i c h t e r ( .Berlin) 

(Eingegangen am 5. November 1951) 

In London tagte v'om 28. August bis zum 
11. September 1951 zum ersten Mal nach 
15 Jahren der internationale K/iltekongretL Ann/i- 
hernd 350 Wissenschaftler und Techniker waren 
zu einem Erfah~rungsaustausch zusammen gekom- 
men nnd diskutierten die sich abzeichnenden Pro-, 
bleme. 156 Vortr~ige, die in sieben parallel ta- 
genden Sektionen geboten wurden, vermittelten 
den derzeitigen Erkennfni:sstand der K/iliefor- 
schnng und Technik. Die Rekordzahl yon 31 Re- 
feraten hielf die Sektion IIl mii dem Thema: 
Oru:nds./itzliche Studien i.n der Biochemie und Bio- 

physik. Da auf diesem Oebieqc die st/irksfen Be- 
rfihrungen mi't der Kolloidchemie erkennbar wur- 
den, soll im folgenden nach sachlichen Oesichts- 
punkten geordnet fiber Ergebnisse und Problem- 
stellungen vom kolloidchemisehe:n Standpunkt aus 
berich.tet werden. 

1. Tieftemperatureffektr an Mologischen Sysiemen 
Pau l  ]3eequerel  (Paris) berichtete fiber 

Tieftemperatur-Einwirkung auf Organismen wie 
Spinnen, R/idertiere, Bakterien, Samen, Sporen 
yon Algen, Pilzen, Flecbfen und Moose. Das Ma- 


