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Einleitung 
Vor etwa 20 Jahren beobachteten meh- 

rere l=orscher (1) unabh/ingig voneinander 
an verschiedenen Pr/iparaten eine Abbeu- 
gung yon R6ntgensirahlen unter kleinen 
Winkeln. Dieser Effekt, der als Kleinwinkel- 
streuung bezeichnet wird, wurde bald als 
Folge yon Inhomogenitiiten in kolloiden Di- 
mensionen erkannt. Das weitere Studium 
dieser Erscheinung fiihrte zu dem Vrgebnis, 
dab es zumindest in verdtinnten kolloiden 
Systemen m6glich sein mug, aus der Klein- 
winke!streuung Aufschlul3 fiber die Gr6ge 
und in-,weniger durchsichtiger Weise auch 
tiber'die Gestalt von koll,oiden Teilchen zu 
erhalten. Nach den grundlegenden Arbeiten 
yon A. O u i n i e r  42) und dem weiteren 
Ausbau der Theorie dutch O. K r a I k y  (3), 
S h u l l  und Roes 's  (4), den Verfasser (5) 
u. a, dfirfte dieses Problem in theoretischer 
Hinsieht wohl einen vorliiufigen Abschlug 
erreich{ haben. 

W.iihrend die genann ten  Arbeiten die 
Streuung an Einzelteilchen behandeln und 
die Phasenbeziehungen zwischen den Teil- 
chen vernachl~issigen, hat O. K r a t k y  (6) 
etwa gleichzeitig mit der oben zitieyten 
Untersuehung yon (3 u in i  er  die theorefi- 
sche Interpretation der Kleinwinkelstreuung 
an diehfgepackten Sysiemen begonnen und 
dabei die interferenzmfifiige Wechselwir- 
kung der Teilchen in den Vordergrund ge- 
stellt. Dieser Oesich~spunkt hat bisher zu 
wenig Beachiung gefunden. VieImehr steht 
die Mehrzahl der Kleinwinkelforscher, ins- 
besondere R. H o s e m a n n  (7), ant dem 
Standpunkt, dab auch bei dichten koiloiden 
Systemen die Phasenbeziehungen zwischen 
den Teilchen in der Regel vernaehl~issigt 
werden k6nnen. Diese Divergenz der Auf- 
fassungen hat vor allem bei der Auswertung 
der Kleinwinkelsireuungder Zellulose zu 
widersprechenden Resultaten geffihrt. Unter 
diesen Umst~inden schien es wfinschenswert, 
den ganzen Fragenkomplex der Beugung 
yon R6n{genstrahlen an dieh~gepacMen kol- 
loiden Systemen von einem m6glichst alp 
gemeinen Oesichtspunkt aus zu behandeln. 

Dies ist auch das Ziel der vorliegenden 
Arbeit. Sie behandelt die Orundzfige der 
Kleinwinkelstreuung von dichten Systemen, 
soweit dabei die interpartikulfire In~erferenz 
die wesentliche Rolle spielt, ohne einen 
Anspruch auf Vollst/indigkeit zu erheben, 
was bei der Vielgestaltigkeit des Problems 
auch kaum m6glich wfire. BesondererWert 
soll darauf gelegt werden aufzuzeigen, in 
welchen Ffillen und wie weir eine sinnvolle 
Auswertung der Kleinwinkelstreuung fiber- 
haupt m6glich ist. Trotzdem werden aber 
auch allgemeine Beziehungen, die einer un- 
mittelbaren Anwendung derzeit nicht f~ihig 
erscheinen, angegeben werden, soweit es 
ffir eine einheitliche Darstellung der Theo- 
rie n6fig ist. Enisprechend dem allgemeinen 
Charakter der Arbeit haben die nach den 
einzelnen Kapiteln gebrachten experimen- 
tellen Daten nur die Bedeutung von Muster- 
beispielen. L/ingere mathematische Ablei- 
tungen sind in einem eigenen Anhang zu- 
sam mengefagt. 

Der vorliegende erste Teil' behandelt die 
allgemeinen OesetzmfiBigkeiten der Klein- 
winkelstreuung und den Spezialfall mizella- 
rer Systeme. Der anschlieBend erschei- 
nende zweite Tell wird den konzentrierten 
L6sungen und Haufwerken von koll.oiden 
Partikeln gewidmet sein. 

[. Allgemeine Prinzipien der R~ntgenklein- 
winkelstreuung 

1. V o r a u s s e t z u n g e n  

Soweit nicht ausdrficklich anders bemerkt, 
sind in dieser Arbeit stets folgende Vor- 
aussetzungen als gfiltig angenommen: 
1. Es gilt die klassische Streutheorie naeh 

J. J. T h o m s o n  und P. D e b y e ,  d.h. 
es wird nur die koh/irente Streustrah- 
lung berficksichtigt. Vernachliissigt wer- 
den demnach: 
a) die inkohfirente ( C o m p t o n - )  Streu- 

ung 
b) Brechung und Totalreflexion 
c) Mehrfachstreuung und Zusatzabsorp- 

tion durch die Kleinwinkelstreuung. 
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2. Die Berechnung der Streuung erfolgt mit 
Hilfe der Strahlenoptik u. zw. auf Orund 
der F r a u n h o f e r s e h e n  N/iherung. 

3. Das kolloide System bestehe aus zwei 
durch eine Orenzfl/iche getrennten Pha- 
sen yon verschiedener, aber innerhalb 
jeder Phase konstanter Eiektronendich,~e, 
d ie  als gleichm/iBig verschmiert anzu- 
sehen ist. 
Die Voraussetzungen I. und 2. entspre- 

chert im wesentlichen den in der KristaI1- 
strukturanalyse iiblichen. Ihre gllinzende Be- 
w/ihrung auf diesem Oebiet dfirfte i.hre 
Verwendung ffir die theoretische Behand- 
lung der Kleinwi.nkelstreuung hil115mglich 
rechtfertigen. Die Compt ,ons t r euu l lg  :ist 
in unserem Fall schon deswegen sicher zu 
vernachl/issigen, weil bier nur kleine Streu- 
winkel betrachtet werdel1, wo sie gegen- 
fiber der koh/irenten Streuung auf jeden 
Fall unmerkl:ieh wird. Dagegen kann die 
Mehrfachstreuung bet stark streuendel1 Pr~- 
paraten grol3er Dicke unter Umst/illden das 
Ergebnis sehr wesentlich beeinflussen, wie 
R i t l a n d ,  K a e s b e r g  und B e e m a n n  (8) 
gezeigt haben. Dutch die Verwendung eines 
geniigend dfinnen Priiparates 1/il3t sie sich 
aber mit hinreichender Genauigkeit aus- 
schalten. 

Die unter (3) gegebene Definition eines 
kolloiden System's ist natfirlieh eine stark 
idealisierte Abstraktion, die aber fiir unsere 
Zwecke ausreichen dfirffe. Man sieht dies 
am besten ein, wenn man sieh die kolloidel1 
Teilchen als kleine Krist/illchen vorstelIt 
(wie es in Wirkl!ichkeit auch meist der Fall 
ist). Dann gibt jede Elektronendieh:tewelle 
einen Reflex bet dem der Wellenl/inge zu- 
geordneten B r a g g s c h e n  Winkel. Die Klein- 
winkelstreuung kannals  der Reflex (0, 0, 0) 
aufgefal3t werden und h~ngt demllach nut 
von der mittleren Elektronendichte ab .  Da 
die Feinstruktur keillen Einflug auf die 
Kleinwinkelstreuung hat, ist auch die Unter- 
scheidung zwischen kristalli,n und amorph 
fiir das Folgende ohne Belang. 

2. D i e  k l a s s i s c h e  S i r e u t h e o r i e  

J. J. T h o m s o n  (9) konnte auf Orund 
der klassischen Elektrodynamik zeigen, daft 
ell1 Elekiron, das yon einem RSlltgenstrahl 
der Intensit/it J umspiilt wird, seinerseits 
den Ausgangspunkt einer koh/irenten Streu- 
welle bildet. Fiir die unter dem Winkel 2 
abgebeugte Intensit/it i~ im Abstand R gilt 
(unpolarisierter Prim/irstrahl.vorausgesetzt) : 

�9 T e 4 1 @ c o s  ~ 2 q} 
~ l = J .  ~ ;  T =  m2 c~ 2 ; 

e 4 

m2 c4 7~90 �9 10 -~ .  Ill  

Die Konstante des T h o m s o n f a k t o r s  ist 
identisch mit dem Quadrat des Massisehen 
ElekIronenradius (e = Elektronenladung, m 
= Elektronenmasse, c = Lichtgeschwindig- 
keit). Der willkelabhfingige sogenannte Po- 
lari'saiionsfaktor kann bet kleillen Winkeln 
praktisch gleich 1 gesetzt werden. 

Bet der Streuung an mehreren Elektronen 
r Interferenz zwischen den Streuwellen 
auf. Mathematisch bedeutet  das, dab die 
einzelnen Streuamplituden a unter Berfick- 
sichtigung ihrer Phase wie komplexe Zah- 
len addiert werden. Bezeichnen wir die 
Richtung des einfallenden Strahls und eines 
abgebeugten Strahls durch die Einheitsvek- 
toren f0 bzw. f u n d  die Lage eines Elek- 
trolls gegenfiber einem willkfirlich gewiihl- 
ten Bezugspunkt durch den Ortsvektor ~, 
dann i~t die 'Phase p der Streuwelle ge- 
geben durch : 

p= r ( f ' [ o ) = S x c o s a ;  s=Tsin~; [~] 
d.h. die Phasendifferenz h~in,gt vom Winkel 
a ab, den der Ortsvektor mit der Strahlen- 
symmetrale ([ - -  [0, absoluter Betrag 2 sin ~) 
einschliegt. Fiir alle Punkte in der Ebene 
normal zur Strahlensymmetrale ist sie nach 
[2] gleich 0. Diese Ebene kann daher als 
fiktive Spiegelebene und die Beugung als 
Spiegelung aufgefaBt werden. In komplexer 
Schreibweise ergibt sich ffir die resultie- 
rende Amplitude : 

a = ~ a k = a  ~ e ipt ; a2=il. [3] 
k k 

Die Streuintensit~t ist :gegeben durch das 
Quadrat des absoluten Betrages der Ampli- 
tude : 

i=a a* = X X a~ a*e =a~ X eipk~; Pkl=Pk--Pl; [ zt] 
1r l k, l 

worin a ?- die durch [1] gegebene Streuinten- 
sit/it eines einzelnen Elektrons bedeutet .  
Die Doppelsumme in [4] ist der Ableitung 
elltsprechend auch fiber die Kom~bination 
k = l  zu erstrecken. Diese Olieder stellen 
die Beiirfige der Elektronen an sich dar, 
w./ihrend die Summanden mit gemischten 
Indizes sinngem/il3 als Interferenzglieder 
aufgefagt werden kSnllen. 

Von besonderer Wichtigkeit iist nun der 
Fall, dab ein lind derselbe Ab'stand zwi- 
sehen zwei Elektronen sehr h/iufig im Sy- 
stem realisiert ist u. zw. in allen m6glichen 
r/iumlichen Lagen durchschnittlich gleich 
oft.. Dann kann in [4] die Summierung 
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(bzw. In~ewation) fiber Riehtung u:nd Be- 
trag der Abstandsvektoren unabh~ingig von- 
einander voggenommen werden. Dies es Pro- 
blem wurde von P. D e b y e  (10) in seiner 
.grundlegenden Arbei* fiber die Beugung 
von R6ntgensirahlen an Gasen gel6sL Die 
Endformet tame*: 

s in  s x k 
i= q �9 X % - - ,  [5] 

k s x k 

worin nk die Zahl der Abst/inde xk bedeutet 
und die OrSBe s wie .in [2] de~.}niert is*. Ent- 
sprechend dem oben Gesagten sind auch die 
Abst/inde jedes Elektrons zu siCh selbsL 
also x== 0, reit zu ber/icksiehIigen. Durch 
die Einfiihrung von F.ormel [5] reduziert 
sich das Sireuproblem auf die Aufgabe, die 
S*atistik der Abs~finde zu finden. Zuniichst 
�9 st es no*wend*g, die Formel auf den Fall 
ether kontinuierlichen Verteilung d e r E l e k -  
tronenladungen im Sinne unserer Voraus- 
setzung (3) umzuformen. 

3. D i e  a I l g e m e i n e  S t r e u f o r m e l  

Wir betraehten ein kolloides System veto 
Volumen V, bestehend aus ether dispersen 
Phase (Vol'umanIeil w) und einem Disper- 
sionsmittel (VolumanteiI r0 = 1 - -  w). Die Be- 
nennung der be*den Phasen ist an sich ffir 
das Folgende gleichgfiltig, sell aber der An- 
sehaulichkei* halber beibehalten werden. 
Die Elektronendichte 0 set in fiblieher Weise 
als die Zahl der Elektronen in der Volums:- 
einheit einer Phase definiert: 

dZ 
o=~L M '  [61 

worin NL die L , o h s c h m i d t s c h e  Zahl, d 
die Dich~e, Z die Zahl. der Elektronen im 
Motekfil (Sum'me der Ordnungszahlen der 
Mome) und M das' Molekulargewicht be- 
deulet. Um die Able*tung der  Streuformel 
nicht unn6ti.g zu komplizieren, wollen wir 
nun vorwegnehmen, dab die Sireuung nur 
yon der Elektronendich~endifferenz tier be*- 
den Phasen (u. zw. unabh.iingig veto Vorzei- 
chert) abh/ingt. M.a .W.  wir subtrahieren 
die Elektronendichte des Dis persi~onsmittels, 
so dab die disperse Phase von der Elek- 
tronendichte 0=~o~-02, umgeben yon der 
El'eMronendichte null fibrigbleib*. D,ie Be- 

i=i~o.=(~ f f  dV~dV 2 -  
\ V V  

rechtigung zu diesem Vorgehen wird wei-  
ter unten klar werden. In experimenteller 
Hinsich* kann als erwiesen gelten, dab ein 
Kontinuum mit gleichf6rmi!ger Elektronen- 

dichte keine Kleinwin!~elstreuung. liefert (11), 
und dab diese dem Quadrat tier Etektro- 
nendicMendifferenz proportional, ist. Eine 
experimenIeIle Besffitigung hierffir wurde 
kfirzlich in diesem Ins~itut vori H. J a n e -  
s c h ' i t z - K r i e g l  (12), (13) erbrach*. 

Durch die blol3e Berficksich*igung der 
EteMronendichfendifferenz erreichen wit, 
dab wir nur die Abstiinde zwischen Punk- 
ten der Phase 1 zu z/ihlen brauchen. Solche 
Punkte m6gen aN' ,,belegt" bezeichne* wer- 
den im Oegens'aIz zu den ,unbeIegten"  
Punkten der Phase 2. Die  Wahrscheinlich- 
keiL dab ein vdllkfirlich herausgegriffener 
Punk* des Systems belegt is*, is* often- 
bar g leich w. Die WahrscheiMichkeit, dab 
ein zweiter Punk* ebenfalls belegt is*, 
mug, wenn wit siatistische Radialsymme- 
trie voraussetzen, eine Funk*ion des Ab- 
s,andes x veto ersten belegten Punkt seth, 
die wir als die Belegungsfunkfion h (x) be- 
zeichnen woIlen. Sie gibt die Belegungs- 
wahrscheinlichkeit in der Umgebung eines 
belegten Punktes an. In unmittelbarer Niihe 
desselben *st es fast gewiB, wieder Punk*e 
derselben Phase zu treffen; die Belegungs- 
funMion wird daher nahezu den Wert 1 
haben. In groger Entfernung hingegen wird 
die Belegung praktisch nicht mehr vom Be- 
zugspunkt abh/ingen und h (x) daher gleich 
w werden. Da die Belegungsfunktion nur in 
einem begrenzten Bereieh von w abweicht, 
is* es naheliegend, eine neue Funk*ion H (x), 
die CharaMeristik, einzuffihren durch die 
Definition: 

h(x)=_~+r~H(x); B(0)=I, H-~0. IV] 

Der Erwartungswert fiir die Zahl der  Ab; 
st~inde zwischen den Elektronen in einem 
Volumelement dV1 und denjenigen in einem 
Volumelement dV~ betr~igt offenbar: dV, 
dV., wh(x~2)02, wenn wir den Abstand zwi- 
schen be*den Volumelem,en*en kurz mit x,~ 
bezeich'nen. Nach D e b y e  (Form'eI 15]) *st 
jedem Abs*and x der Aus,druck sin sx/sx zu- 
zuordnen. Wir erhalten so als Variante 

[5] : 

i = i  i �9 o wff dr, s,.sx,  [sl 
V V 8 ac'12 

oder wenn wir nach [7] die Charakieris~ik 
H(x) einffihren: 

sinsx~ +wro f f  dV, dV2H(xlu ) sinsxj2~ 

Das ersie In*egral in [9] s*ellt die Streu- 
funk*ion des Ciesamtvolumens als Super- 
partikel aufgefaf3t dar und is* daher nur bet 
sehr kleinen Winkeln, die experimentell 
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nicht mehr zug/inglich sind, wesenflich von 
0 versehieden. Wir verschieben eine n~ihere 
Diskussion auf den nfichsten Abschnitt und 
nehmen hier die Vernachl~issigbarkeit dieses 
Terms gleich vorweg. Es .bleibt dalm als 
eigentliclm Streufunktion der zweite Term, 
den wir noch etwas um.formen k6nnen. 
Die Charakteristik ist praktisch n~ttr in einem 
Bereich von 0 verscnieden, der als sehr 
klein gegenfiber dem Oesamtvolumen V an- 
gesehen werden kann. Daher dart das Dop- 
pelintegral i:n zwei einfache voneinander 
unabh/ingige Integrationen zerlegt werden, 
indem bet festgehaltenem dV~ das zweite 
Volumelement relativ dazu immer densel- 
ben Bereich durchl/iuft. Eine St6rung trift 
nur am Rande yon Ve in ,  wo dV~ nur einen 
beschr~inkien Bereich durchlaufen kann. Von 
dieser Komplikation kann aber abgesehen 
werden, wenn das Oesamtvolumen nur ge- 
nfigend grog ist, was praktisch immer der 
Falt ist. Wir erhalten mit dieser Einschr~in- 
kung die Endformeh 

i=i t VO=wmJ4ux'd*. n(x) sin s xx [lOj 
~ X  

Diese Formel wird die Grundlage ailer 
weiteren Untersuchungen bilden, soweir sie 
allgemeine Eigenschatten der Streukurven 
betreffen. Bevor wir auf diese niiher ein- 
gehen, soll noeh kurz der vernachl~issigte 
erste Term in [9] diskutiert werden.  

4. D i e  S t r e u u n g  d e s  O e s a m t -  
v o l u m e n s  

Bet der Ableitung yon [8] bzw. [91 wur- 
den zwei Vereinfachungen angewendet, die 
zwar keinen Einflug auf die Richtigkeit yon 
(10) haben, aber das sieh ant alas Oesamf- 
volumen beziehende Integral wesentlich mo- 
difizieren. Erstens ist es bet einer Einzel- 
partikel natfirlieh nieht gestattet, einen kon- 
stanten Betrag yon der Elektronendiehte 
abzuziehen, wie es geschehen ist. An Stelle 
yon w 0  ist daher die mittlere Elektronen- 
dichte O einzusetzen, womit der erste Term 
lautet: 

iv=i~.~2 f f  dV~dV~ sinsx~ ; ~=wol+roo~. 
V V SXl2 [ii] 

Zweitens kann bet der Beugung an einem 
makroskopischen Objekt, wie es das durch- 
strahlte Pfiiparatvolumen immer darstellt, 
die F r a u n h o f e r sehe N/iherung nicht mehr 

d. h. die Intensiffit ist dort glei.cb dem 
Quadrat der mittleren Zahl der Elekironen 
real der Intensit~it, die yon einem ei,nzelnen 
Elektron gestreut wird. Naeh dieser Rech- 
nung k6nnte die Streuung ohne weiteres 
um Or6genordnungen intensiver sein als 
der Primiirstrahi, was'natfirlich keinen Sinn 
hat. Der Fehler liegt darin, dag die F r a u n -  
h o f e r s c h e  Niiherung so rechnet, als ob 
alle Streustrahlen zu einem besiimmten Auf- 
punld parallel und daher beim ungebeugten 
Strahl in derselben Phase w/iren. Diese 
Betrachtungsweise i:~t v611ig ausreichend ffir 
enge Strahlenbiindel, wie sie etwa yon 
einem kol}oiden Teilchen ausgehen, nicht 
aber fiir den Querschnitt des Primfirsirahls 
setbst, der aus technischen Orfinden kamn 
unter 0,01 mm herabgedriiekt werden kann. 
Hier mug die F r e s n e l s c h e  N~ihernng her- 
angezogen werden. Abb. 1 iIlustriert den 

Abb. I 5 t rah lengangbe iFresne l scherBeugung  
an einer Linie 

Strahlengang bet der Beugung an einer 
Linie normal zum Prim~irstrahl zu einem 
Aufpunkt in der Entfernung R. Die Phasen- 
differenz p gegenfiber dem unabgelenkten 
zentralen Strahl ergibt sich unmittelbar aus 
der Skizze: 

. x~. R , = I / ~  x~ 
p =  ~ff-~(R'-  R) - -  ~ ) [ ,  = R + - 2 R  . . .  

[13] 
Die weiiere Rechnung kann nun nach [31 
erfolgen: 

a ~ f d x . e  i~z2/17~= . (1@/) 

[14] 
i = a n * ~ R .  

Hierin ist die Linie als unendlich angenom- 
men. Trotzdem wirkt sie nur, als ob sie bet 

als ausreichend gelten. Man erkennt dies F r a u n h o f e r s c h e r  Beugung die L~inge 
am besten, wenn man die Streuintensitiit V ~ h~ifte. Bei den fiblichen experimentel- 
beim Winkel O betrachtet. Aus [11] folgt: len. Anordnungen liegt diese in der OrSfien- 

iv(O)=i~.~V~=1,.~rL [1~] ordnung yon 1,t~. Wie man am einfachs• 
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aus der graph'ischen Darstellung der F r e s - 
n elschen Integrale (z. B. in den Funkti- 
oneniafeln yon J a h n k e - E m d e  (14)) er- 
sieht, ~indert sich an den Verh~iltnissen we- 
11ig, wenn man die Begrenzung tier Linie 
beriieksichtigt, sofern diese m~indestens ] / ~  
lang isi. Ffir die zweite D~mension normal 
zum Prim~rstrahl ~gilt unab:h~ingig genau 
dieselbe Rechnung, da die Phase p in den 
Koovdinaten x und y additiv ist: 

n ' = V n ~ + x 2 + y  ~ = R +  x ~ + Y ~  �9 
2R  " " '  

[13a] 

v -  ~ (:r~-k Y~) �9 

Dagegen tritt in der dri'tten Dimension 
parallel zum Prim~irstrahl bet der F r e s n e 1- 
schen N~iherung keine Phasendifferenz auf. 
Daf/ir ist hier die maximale Streuintensi- 
t~it dureh die Zusatzabsorption infolge der 
KleinwinkelsSreuung und die Mehrfachstreu- 
u11,g begrenzt, Erscheinungen, auf die im 
Rahmen dieser Arbeit nicht n/iher einge- 
gangen werden soil. 

Die vorsiehenden Ausffihrungen d~rften 
gezeigt haben, daft die Streuung des ge- 
samten Pr~iparates mit d er fiblichen Streu- 
theorie nicht erfaBt werden kann. Trotz- 
dem bleibt der schon yon D e b y e  (10) an- 
gegebene und allgemein anerkannte Be- 
fund rich~ig, dab dieser Streueffekt bet so 
kleinen Winkeln liegt, dab er praktiseh nieht 
berficksiehtigt zu werden brauehi. Es gibi 
aber einen Fall, ~iuBere oder Form-Klein- 
winkelstreuung (6) (15) genannt, wo man im 
obigen Sinne rechnen muff, n~imlich dann, 
wenn durch sehr starke Absorption des 
Pr~iparates nut eine diinne Randsehichte 
zur Sireuung beitr~igt. Dieser Fall ist in 
ether noeh nicht verSffentliehien Arbei;t des 
Verfassers gesondert behandelt. 

5. A l l g e m e i n e  E i g e n s e h a f f e n  d e r  
C h a r a k t e ' r i s t i k  

Aus [10] geht hervor, dab die Streukurve 
eines kolloiden Systems eindeutig dureh die 
Charakieristik bestimmf ist. Umgekehrt k6n- 
nen daher aus der Kleinwinkelstreuung nnr 
solche Eigenschaften des Systems entnom- 
men werden, die ihrerseits implicit in der 
Charakteristik enthalien stud. Ffir jede dar- 
fiber hiuausgehende "Auswertung ibraueht 
man zus~itzliche Informatiollen. I n  dieser 
Hinsicht entspricht die Charakteristik der 
P a t t  e r so n funktion der Kristallstruktur- 
analyse, obwohl das definiiionsm~ifiige Ana- 
logon hierzu eigentlich die Belegungsfunk- 
tion darstellt. Aber auch fi]r die P a t t e r -  

s o n funktion spielt bekanntlich die kage des 
Nullniveaus keine Rolle. 

Um den Zusammenhang herzustellen, betra~h- 
ten wir ein System, mit konfinuierlieh schwan- 
kender Elektronendic,hte O in statistisch radial- 
symme~risc'her Verteilung. Die dazugeh6rige P at.- 
tersonfunktion hat ffir den Abstand 0 den 
Weft O 2 und f/it so groBe Abst~inde, dab die 
Elekfronendiehten an den beiden Endptmkfen von- 
einander unabh/~ngig sing den Wert ~. I~ie Cka- 
rakteristik des Systems erhalten wi'r du'rch Sub- 
traktiou dieses konsfanten End'w.ertes. Ffihren wit 
nun die Rechnu.ng fiir unser kolloides System. mit 
den beiden Phasen (w, 01 bzw. m, 02) und der 
Elektrenendichtedifferenz A0 = 01 - 02 (frfih.er und 
ira, folgenden einfach, a|s O bezeichnet) durch, 
dann ergibt sich: 

9~:w(o2-+3o)+-+ro 02~; ~=9~+wAo;  
El5] 

9~-~=w ro (A9)~ ; 
d.h. die Funktion wm 0~H(x) in [10] ist iden- 
tisch mit der auf den Endwert 0 gektirzten Pat-  
t e r s o n funktion des Systems. 

Wir wollen nun einige allgemeine Eigen- 
schaften der Charakteristik n~iher bespre- 
chert: 

a) Das  R e z i p r o z i t / i t s g e s e t z  

Das B a b i n  e.tsche Theorem der Optik 
besagt bekanntlich, dab zwei komplemen- 
t~ire Schirme, d.h. solche, bet  denen die 
lichtdurchl:iissigen und undurchliissigen Teiie 
vertauscht sind, dasselbe Beugungsbild 
geben. Vorausgesetzt ist, dab die Schirme 
praktisch als unendlich ausgedehnt angeseheN 
werden k6nnen. Die O/iltigkeit dieses Theo- 
rems auch ffir die Beugung von R6ntgenstrah- 
len kann unbedellklich vorausgesetzt werden. 
So hat z. B. O. K r a t k y  (6) die Kleinwinkel- 
streuung der Ze[lulose auf dieser Orundlage 
diskutiert. Der Voll'siiindi~gkeLt halber soil 
aber ein Beweis ffir das B a b i n e t s c h e  
Theorem (Reziprozii/itsgesetz) mit Hinblick 
auf die Kleinwinkelstreuung gebracht wet- 
den. Als reziprokes oder komplement~res 
System ist dabei sinngem~iB jenes zu ver- 
stehen, in dem die Elektronendichten der 
beiden Phasen vertauscht sind. 

Die Belegungsfunkiion des komplemen- 
t~iren System's sei g(x),  d.h. in der alten 
Bezeichnungsweise die Wahrscheinlichkeit, 
dab ein Punkt unbelegt ist, wenn ein an- 
derer Punkt in der Entfermmg x als unbe- 
legt festgestellt ist. Die Wahrschei111ichkeit, 
daft YON zwei Pullkten im Abstand x der 
eine unbelegt und der andere belegt ist, be- 
tr~igt demnach r0 [1 - -  g (x)]. Sie muB gleich 
sein dem analogen Ausdruck w [ 1 -  h (x)], 
der die Wahrscheinlichkeit darstellt, dab der 
eine Punkt belegt und der andere unbelegt ist. 
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ro [ 1 - - g ( x ) ] - ~ w [ 1 - h ( x ) ] = w [ 1 - w - - m  H(x)], 
woraus fo~gt: 

g ( x ) = ~  @ w  H (x). , [163 

Damit  ist das Reziprozitiitsgesetz ffir kob 
loide Systeme in unserem Sinne eigenllich 
schon bewiesen. Denn ein Vergl'eich yon 
[16] mit [7] zeigt, dab H(x)  gleiehzeitig 
die Charakteristik des komplement/iren Sy- 
stems ist, weshalb dieses dieselbe Streu- 
kurve tiefern mug. 

Aus' diesen bet.den Beziehungen fotgt un- 
mittelbar eine Eins'chriinkung tier OrSge 
von H, wenn wir bedenken, dab die Be- 
legungs'funktionen g und h zUfolge ihrer 
Definition als Wahrseheinliehkeiten nur 
Werte zwischen 0 'und 1 annehmen kSnnen: 

w 
---ro I w'(r~ 

1 >/H(x)  > < ftir ] . [t7] 
W (~ \< w 
w 

Durch die Formeln [17] ist die Charakte- 
ristik nach negativen Werten hin ether Be- 
grenzung unterworfen, die von der Pak- 
kun.gsdichte abh/ingt. Der gr6Bte m6gliche 
negative Wert  ist --1 fiir w =  ro =ff~. Bet 
seh,r verdfinnten oder sehr dichtgepackten 
Systemen, was eigentlieh dasselbe ist, kann 
die Charakteristik nut schwach negativ wer- 
den. Die obere Orenze 1 gilt dagegen immer, 
u. zw. wird sie an der Stelle x = 0 .  erreicht. 

b) D a s  C h a r a k i e r i ' s t i k v o l u m e n  u n d  
d e r  Z u s a m m e n h a n g m i t d e n s t a t i -  
s t i s c h e n  S c h w a n k u n g e n  d e r  P a k -  
k . u n g s d i c h t e  

Eine wicht ige  OrSfie ist das Voluminte- 
gral fiber die Charakieristik, das w:ir infolge 
der Radialsymmetrie als Einfachintegral 
schreiben k6nnen: 
Charakteristikvolumen: . 

~0 

% ~ f  4 z x ~ H(x) dx .  [iS] 
0 

Bet verdfinnten hom,odispersen Systemen ist 
es identisch mit dem Teilchenvolumen; im 
allgemeinen Falle liigt sich keine so an- 
schauliche Interpretation geben, die Bedeu- 
tung fiir die Streukurve bleibt aber dies'elbe. 

Die Or6ge von vr .steht in ether direkten 
Beziehung zu den statistischen Diehte- 
schwankungen innerhalb des Systems. Da die 
Verfeilung der kolloiden Phase nicht streng 
geometrisch wie die An,ordnung der Oilter- 
bausteine in einem Idealkristall, sondern nur 
durch  ein statistisches Oesetz festgelegt 
werden kann, muB man bet el.nero end- 
lichen Volumen V erwarten, dab nicht der 

exakte Mittelwert w der Packungsdichte, 
sondern ein etwas abweichender w * - - w  
+ 6w realisiert wird. Die Wahrscheinlich- 
keit, dab zwei willkfirlich herausgegriffene 
Punkte a u s V  gleichzeitig belegt gefunden 
werden, ist dann im Speziaffall w '2 und all- 
gemein, wenn die wahre Packungsdichte w'  
nicht festgestellt ist, gleich w '2. Die~e Wahr- 
scheinlichkeit l~iBt sich aber auch durch den 
Mittelwert der Belegungsfunktion h (x) fiber 
alle x darstellen, wie aus deren Definition 
hervorgeht. Wir gelangen so zur folgenden 
Oleichung: 

w'~=w~+ (d~')~ = w h (x) =w [w+ro t t ( x ) J=w2+wro  

w ~ % = V(Ow)L [19] 

Nach ether einfachen OesetzmSBigkeit der 
Statistik nimmt mit wachsendem Volumen 
die quadratisehe Sehwankung umgekehrt 
proportional V ab, so  dab die rechte Seite 
yon [19] ffir genfigend groges V tatsiichlich 
eine Konstante darstellt. 

Formel [19] verliert ihre Oiiltigkeif, sobald das 
System.volumen mindestens i:n ether Dimension 
klein, d. :h. mitder Au.sdehnung yon H vergl.eich- 
bar ist. Dann ist bet der Miffelwertbildung fiber 
H die a-priori-Hfiufigkeit der Abstiinde x zu be- 
riieksichtigen, die selbst w.i.eder dutch H v, die 
zu V geh6rige Charakteristik, gegeben ist. Unter 
sinngem/iBer Erweiterung von [191 erhalten wir 
sodie  allgemein giiltige Formel: 

w r o f  4 z x 2 d x .  H(x) H v (x) = V (dw) ~. [20] 
o 

Speziell fiir die Dichteschwankung auf ,ether sehr 
grogen .ebenen Fl~iehe F bzw. ether sehr langen 
geraden Linie L gilt: 

w r o f ~ = F ( d w V ;  fc=_f S ~ x d x .  H(x) [1Oa] 
0 

ro l~ = Li~o)~; lc~f s d x .  H(x) .  [195] 
0 

Die charakteristischen Konstanten ve, fe und 1 e 
werden spiiter noch von Interesse sein, well sie 
in einem, nahen Zusammenhang mit der Streu- 
kurve stehen. 

Aus [19] geht hervor, dab ve (ebens,o 
wie fc und le) eine wesentlich positive 
OrSge ist. Diese Feststellung ist wichtig, 
well vr cet. par. der Slreuinlensitiit beim 
Winkel 0 proportional ~ist, wie Formel [10], 

lehrt. Insbesondere mfissen wir ein Ver- 
schwinden der Sireuung bet kleinsten Win- 
kern dann erwarten, wenn das streuende 
System eine regelm/igige Struktur besitzt. 
Tatsiichlich geben homogene KristaHe und 
Fliissigkeiten keine merkliche Intensffiit bet 
kleinen Winkeln im Ciegensatz zu den Oasen, 
bet denen die Streuintensit~it gegen den 
Prim~irstrahl zu ansteigt. 
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c) Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  i n n e r e r  
O b e r f l / i c h e  u n d  C h a r a k t e r i s t i k  

Bet vielen Kolloiden, vornehmlich Ad- 
sorptionsmitteln, Katalysatoren u. dgl., ist  
die Kenntnis der inneren Oberfl:/iche von 
grSgtem Interesse. Es w~ire daher wfin- 
schenswert, die Kleinwinkelstreuung in die- 
ser Richtung auswerten zu kSnrlen. Wir 
werden auf dieses Problem noch zuriick- 
kommen. Vorl/iufig soll nur seine prinzi- 
pielle L6sbarkeit bewiesen werden, indem 
wir zeigen, wie die innere Oberfl~iche ein- 
deutig aus der Charakteristik entnommen 
werden kann. 

Wi.r wollen zu diesem Zweck die Bele- 
gungsfunktion h (x) etwas n/iher diskutieren. 
Die Zahl der belegten Punkte im System 
kann gemessen werderl durch das Volumen 
V I = V w ,  das yon der ersten. Phase eirlge- 
nommen wird. Denken wir uns urn jeden 
dieser Punkte eine Kugel vom Radius x 
geschlagen, dann miBt das Produkt VI" 
4r 2 die Zahl der m6glichen Abst/irlde x. 
giir h (x) sind davon aber nut diejerligen als 
gfinstige Y/ille anzusehen, die auf der Ku- 
gelkalotte innerhalb V1 enden. Der Quot ient  
der giinstigen durch die m6glichen F/ille 
ist die gesuchte Belegungsfunktion h. gs ist 
klar, dal3 nur diejenigen Kugeln urlgfinstige 
F/tile enthalten k6nnen, deren Mittelpunkte 
in eirlem Abstand t < x von der Phasen- 
grenzfl~iche liegerl. Wenn der Abstand x 
genfigend klein gew/ihlt ist, kann diese i,n 
dem in Betracht kommenden Sttick als Ebene 
angesehen werden. Die durch die Orenz- 
fl~che abgeschnittene Kalotte ist dann nach 
elementarer Oeometrie gleich 2 s~ x ( x - - t )  
und die Zahl der ungfirlstigerl g/ii.le ergibt 
sich durch einfache Integration: 

x 

O. 2~x  f d t ( x - t )=Ozx  3, 
o 

woraus wir nach dem oben Gesagten sofort 
die Belegungsfunktiorl ftir kleines x er- 
halten : 

O x x  ~ 0 
h(x)  = 1 V1 4 z x X  . . . = l - ~ x . . .  

o o o 1 
~ - o = -  4V1 ~ V  w ' ~ x x  o 4 V  wm 

[21] 
Damit ist ein fiberraschend einfacher Zu- 
sammenhang zwischen der inneren Ober- 
ftgche 0 und der Anfangsrleigung der 
Charakteristik gewonnen. Als Beispiel set 
d ie  Charakteristik eirles verdiinnten Systems 
von Kugeln vom :Durehmesser D angefiihrt 
(5) (loc. eit. wurde in abweichender Be- 

\ 

Abb. 2 Charakter is t ik  H der Kugel und Anfangstangente  

nennung die Abstandsfunktion ~ x~H an- 
gegeben) : 

3 x 1 x s 

[')2] 

Abb. 2 zeigt deutlich, wie weitgehend der 
ann/ihernd lineare Teil realisiert ist. Das 
'mug tiberraschend erscheinen, wenn man 
bedenkt, dab sich die Kugelstreukurve nach 
O u i n i e r (2) in sehr guter N/iherung durch 
eine Q a u s s  sche Olockenkurve darstellen 
1/il3t, deren Charakteristik ja wieder eine 
Q a u s ssche Ql~ockenkurve i st/(also (dH/dx)0 �9 
=,0). Aus diesem Beispiel kann man er- 
sehen, welche Anforderungen marl an die 
Oenauigkeit einer experimentellen Streu- 
kurve stellen mtii3te, wenn man Feinheiten 
der Charakteristik daraus entnehmen wollte. 
gs ist daher klar, dag Formel 121] prak- 
tisch nicht zu ether Bestimmung der inne- 
ren Oberfl/iche verwendet werden kann. 
Sie w'ird aber - -  abgesehen von dem prin- 
zipiellen Interesse, das sie vielleicht bean- 
spruchen kann - -  die Orundlage zu ether 
ira. Kapitel III zu besprechenden Niiherungs- 
methode bilden. 

Vine sehr allgemeine Folgerung kann 
noch aus [21] gezogen werden. Denken wir 
uns  das kolloide System aus individuellen 
Teilchen von beliebiger Or6f~e und Qestalt 
bestehend; dann ist die spezifi:sche Ober- 
fl~che O/V1 jedenfalls unabh/ingig von der 
Packungsdichte w. Daraus folgt, dal3 auch 
der innerste Teil der Belegungsfunkti.on von 
w unabh/ingig ist. Die Charakteristik aber, 
deren Neigung umgekehrt proportional ro 
ist, wird mit" zunehmender packungsdichte 
cet. par. immer steile'r, d.h. die Streukurve 
mul3 sich iindern, gs ist somit prinzipiell 
unm6glich, dab ein dichtgepacktes System 
dieselbe Streukurve liefert wie ein verdiinn- 
tes, besteherld aus densetben Teilchen. 
Diese Feststellung ist wichtig, well viel- 
fach, vor  allem yon R. H o s e m a n n. (7), (16) 
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die Ansicht vertreten wird, dab in vielen 
F/iIlen (besonders bet genfigender Polydis- 
persiiiit) diehte Systeme r6ntgenographisch 
einfach wie verdiinnte ausgewertet werden 
k6nnen (17). NatiMich daft die ,obige Fest- 
stetlung nur als ein erster Hinweis zu dieser 
Streitfrage betrachtet werden, weil es erst 
ether niiheren Untersuchung bedarf, ob der 
sicher vorhandene ginflul} tier Packungs- 
dichte auf die Streukurve praktisch wirklich 
ins Oewicht fiillt. 

6. A l l g e m e i n e  E i g e n s c h a f t ' e n  d e r  
S t r e u k u r v e  

Die Orundlage ffir jede allgemeine Dis- 
kussion der Streukurven wird gormel [10] 
bilden. Wit wollen sie nur etwas umfor-  
men, indem wit eine Trennung in einen 
intensit/itsbestimmenden Faktor, die Streu- 
kraft S und die eigentliehe Streufunktion 9o 
vornehmen: 

i=J.S.q)(s); s = - = - -  sin ~ - -  q} 
/~ 

[233 
i/~ oo _ _ _ - -  

S = _ ~ V o ~ w w ;  ~ = f  4~x~dx.H(x) sinSXsx 
0 

Wenn nur die relative Winkelabhiingig- 
keit der Streukurve interessiert, ist es oft 
zweckmiifiig, eine normierie Streufunkiion 
einzuftihren, die beim Wert 1 beginnt: 

~c (s) =- ~,~ ~ (8) ; ~ (o) = % ; q5 (o) = 1. [~4]  

In [23] ist das  durchstrahlte Volumen V als 
klein in jeder Ric,htung vorausgesetzt. Unfer tier 
Primiirintensit~t ist dann die Intensitiit des homo- 
gen gedac, hten Prim~irstrahls n a c h  d.em Pdiparat  
zu versiehen, weil durch die Absorption dieStreu- 
sirahlung ebenso stark gesc,hw~icht wi rd .  Bet 
diehieren, stark streuenden Prfiparaten tritt eine 
Komplikation dadureh auf, daB der Primiirstrahl 
durch die Abgabe der Kleinwinkelstreu'ung zu- 
s~itzlieh geschw/ic'ht wird. Darauf beruht eine Me- 
rhode zur Besfimmung der integralen gestreuten 
Energie nach W a r  r e n (18). Kin endlicker Quer- 
sehnitt des Prim~irstrahls bewirkt eine,,Verschmie- 
rung" des Kleinwinkelstretmng-Diagramms, d. 'h. 
die an einem Pu:nkt gemessene Streuintensitiit, 
setzt sieh aus Beitriigen zu'sammen, die unter ver- 
schiedenen Winkeln abgebeugt wurden .  Eine In- 
tensit~itsformel unter Berfieksiehtigu'ng dieses Um- 
standes wurde a. a .O. (19) gegeben. 

Bet Kleinwinkeluniersuchungen arbeitet 
man meist aus Intensitiitsgrfinden mit einem 
spaltf6rmig ausgeblendeten Prim~irstrahl*), 
der eine s ogenannte SpalWerschmierung (3) 
verursacht. Nun existiert zwar ein graphi- 
sches Verfahren yon Du  M o n d  (21) s owie 

*) Die experim.entelle AuCnahmetechnik wird 
in dieser Arbeit nicht niih.er behandelt. Eine tiber- 
sichtliche Zusammenstellung der widhtigsten Klein- 
winkelkameras findet sieh bet R. H o s e m a n n (20). 

von B o u z i t a t  und O e r m a i n  (angegeben 
von Q u i n i e r  und F o u r n e t  (22)), um 
die gemessene Intensit/itskurve zu e n t .  
schmieren**), d.h. auf  diejenige zuriickzu- 
ffihren, die durch einen punktf6rmig aus- 
geblendeien Prim~irstrahl entstanden wiire; 
aber die Durchffihrung ist umstiindlich und 
nicht mit sehr groger Oenauigke;it varbun- 
den. Wir werden daher, soweit m6glich, 
auch die Varianten der Formeln ffir spalt- 
verschmierte Kurven angeben (diese werden 
durch Uberdachung gekennzeichnet). 

Ferner soll der Streuwinkel 2v ~ zwecks 
besserer 121bersichtlichkeit bet der prakti- 
schen Auswertung durch den Abstand z 
vom Prim/irstrahl (bet photographischer Re- 
gistrierung der Kleinwinkelstreuung der Ab- 
stand auf dem Film) ausgedrfickt werden: 
2v ~ ----- z/R; s, = 2:vz/),R. In dieser Schreib- 
weise erhalten (3) wit ftir die spaltver- 
schmierte Intensit~itskurve: i (z) : 

4-o0  

- ~ [ 2 5 ]  

+00 T.)~ DBg~wm" 
r (8) = f st. ~ (V~-~T ~); s R. 2 

--r162 

Die Streukraft S ist hierin ffir die Liing,e.n- 
einheit des' Primiirstrahls am Film deft- 
niert, d.h. es ist an Stelle yon V (vgl. (23) 
das Produkt aus Pr~iparatdicke D und inie- 
graler Breite B des Primiirstrahls am Film 
einzusetzen, wobei J die maximale Primiir- 
intensiiiit am Film bedeutet. 

Naeh diesen einleitenden Bemerkungen 
kSnnen wir uns der Diskussion einiger all- 
gemeiner Eigenschaften der Streukurve zu- 
wenden: 

a) D i e  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  K on- 
s t a n t e n  d e r  S t r e u k u r v e  

Zwischen der Charakieristik und tier 
Streukurve besteht eine Reziprozitiit der- 
art, dab die Funktionen xH und s ~ dutch 
ein Fourierintegral verkntipft sind: 

oe 

sq~(s)=4z f xH(x)sinsx.dx.  [23a] 
0 

Die Umkehrung des Fourierintegrals liefert: 

x H(x) = s q~ (.~) sms x. ds [26]  
0 

bzw. in Analogie zu [23]: 
1 ? s insx  . ds. [26a] H ( x ) = ~  s ~(s) s x -  

**) Das Verfahren gilt nur fiir-einen tmendlich 
langen Prim~irstrahl homogener Intensifiit.. Die Er- 
weilerung auf den allgemeinen Fail ist loc. cir. 
(19) durchgeffihrt worden. 
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Diese Formel gibt die M6gl~ichkeit, die 
Charakteristik aus der Streukurve zu gewin- 
men, u. zw. :in genau derselben We~ise wie um- 
gekehrt die Streukurve aus der Charakte- 
risfik. Diese Reziprozitiit zwischen beiden 
Kurven wird sich yon Wert  ffir die weitere 
Diskussion erweisen. 

Eine golgerung aus [23] ist schofi er- 
w~ihnt worden, niimlich der Wert  yon q~ 
am der S• s = 0: 

q)(O)=v c= f 4 ~ x  2g (x )  dx.  [24]  [181 
o 

Die dazu reziproke gormel erhalten wit 
durch NulIseizen yon x in [26a], wenn 
wir berficksiehfigen, dag definitionsgem~ig 
n(o)  = 1: 

ao  

0 

Dureh [27] ist eine Invarianfe jeder Streu- 
kurve definiert. Im Anhang 1 ist die Rich- 
tigkeit von [27] an einigen Beispielen veri- 
fiziert. Man erkennt, dab die Invariante um- 
gekehrt eine Kontrolle ffir die Korrektheit 
einer bereehneten Streukurve darstellt. 15ine 
zweite Anwendnmgsm6glichkeit besteht dar- 
in, dag sie eine Bestimmung der Streukraft 
aus der experimenIeI1 vermessenen Inten- 
sit~itskurve und damit des riehtigen Intensi- 
t/itsverhfiltnisses zwischen Sfreuung und Pri- 
m~irintensit/it gesfattet. Diese Beziehumg 
folgt aus der Vereinigung yon [23] umd [27]" 

j "  i (z) z ~ dz = Y. S. (;" l~)~ 4 ~ [2s] 
0 

Fflr die spaltverschmierten Kurven erhalfen 
wir (Anh. 2): 

f + ( + ~ d s = ~ ;  f (z)zdz=J (; R)L [29? 
0 0 

Die durch die Formeln [27, 28, 29] be- 
schr iebene  Invariante hat auch damn Gel- 
tung, wenn das System nicht aus zwei 
Phasen konstanter Elektronendichte besteht, 
sondern diese beliebig - -  stetig oder unste- 
fig - -  schwamkt; nur ist in diesem Fall in 
der Sireukraft statt o2wro der allgemeimere 
Ausdruck (A0): nach [15] einzuseizen. Die 
Bedeufung der Invariante tritt aber am 
klarsten hervor in den kolloiden Systemen, 
die unserer Voraussetzung gemiig gebaut 
sind. Wenn wir z.B. eine beliebig konzen- 
trierte L6sumg von kolloiden Teilchen haben 
umd diese irgemdwelche Ver/inderungen er- 
leiden, set es durch Deformation, Aggre- 
gation oder Aufspalmng, damn ~indert sich 
die Kleinwinkelsireuung nach Imtensitiitsver- 
lauf und Absolufintensit~it, aber die durch 
die obigem Formeln ausgedrfickie Invari- 

ante bleibt erhaltem. Man mug nattirlich 
beachten, dab ihrer Erkennung experimen- 
telle Gremzen gesetzt sired. Wenn die Teil- 
chen zu grog werden, dann rfickt die Klein- 
winkelstreuumg zu unmegbar kleinen Win- 
keln. Werden sie zu klein, dann sinkt die 
Imtensit[it der Kleinwinkelstreuung unter die 
Orenze der Beobachtbarkeit. Augerdem ist 
danm die Bedimgung nicht mehr erffillt, dab 
die Streukurve bereits im Kleinwinkelgebiet 
pralctisch auf null absinkt, was deswegen 
gefordert werdem mug, weft wir bet der 
Integration die obere Orenze unendlich ge-  
setzt haben. Daher kSnnen die vorstehenden 
Betrachtungen auch nicht auf molekular- 
disperse Systeme (Gaze, Flfissigkeiten und 
LSsungen) angewendet werden. 

Eime weitere charakteristische Or6ge ist 
der Orenzwert der spaltverschmierten In- 
• beim Winkel 0. Er ist nach 
[25] identisch mit der Fliiche un• der un- 
verschmierten Kurve, woraus sof.ort seine 
Bedeutun,g folgt: 

= ds f 4 ~ x 2 H (x) - -  dx ~(o) : ~ f  q ~ ( s ) d s = J ~ f  sinsx 
8X 

o 

und weiter nach [19a]: 
~(o) = J~.  2 ~f~. [3o! 
Bet punktf6rmig ausgeb!endetem Prim~ir- 
strahl ist enlsprechemd die gliiche unter 
der Intensifiiiskurve zu verwenden: 

+~ ' ; .R f ~ ( s ) d s = J S . Z R . f c  [313 f i ( ~ , ) e z = J S ~  

Zu [31] kSnnen wir im Sinne der eingangs 
erwfihnten Rezipro2it~f sofort unter Be- 
nfitzung yon [26a] eine duale Formel ge- 
winnen, welche die Fl,~ehe unter der Cha- 
rakteristik lc (vgr. [19b]) mit der integralen 
iIntensitiit (oder b e s s e r  gnergie) E der 
Kleinwinkelstreuung verknfipft: 

lc= f H(x) dx 

-- ~ :~f dx f ~%(~') sin- ~X d~ s x o f ( + ds ; 

O. t=:) 2 "~ 
E =  f 9 ~ ~.  i(~) d z=  j .  S - 5 ~ -  J . r  ds; 

0 0 

E = J .  S O, R) ~ 1 c . [32]  

Bet einem spaltverschmierten Kleinwinkel- 
streuungs-Diagramm ist die imtegrale 15ner- 
gie 15 pro Lfingeneinheit des Prim/irstrahts 
einfach durch das Linienintegral fiber die 
lmtensiiiitskurve gegeben : 
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Die Bestimmnng der integralen Streuenergie 
erfolgt am. besten durch graphisehe lnteg, ration 
der Intensit/itsknrve. Vine andere direkte Methode 
yon W a r r e n  (18) erfordert ein Zweikristall- 
spel~trometer mit Z~ihlrohranlage. Abgesehen yon 
diesem apparativen Aufwand ist sie nur fiir se,hr 
stark streuende Pr/ip~rate anwendbar. Da.ffir er- 
fordert die graphische Integ,rafion die Kenntnis 
der ganzen Slreukurve,wobei allerdings der ,ex- 
perimentell schwer erfagbare innerste Winkel- 
bereich nut wenig ins Oewicht f/lilt. Genau ve- 
nom.men m/iBte man fiber den Raumwinkel inte- 
grieren, w/ihrend in dieser Arbeit immer die Vari- 
ablen z bzw. s verwendet sind. Der Fehler ist bet 
der Kleinwinkelstreuung vernachl/issigb&r ; ira, Falle 
der integralen Intensit/it f/illt er sogar strong weg 
infolg~e dee Idenfit~it: 

s ds  ~ 2  sin ~.  d(2 sin ~) =- sin 2 ~.  d(2 #). 

Die vors tehenden  Able i tungen haben  ge-  
zeigt, dag man aus der  Streukurve die cha- 
rakteris t ischen Konstanten hypothesenfre i ,  d. 
h. ohne sonst ige Kenntnis des s t reuenden  
Systems erhalten kann. Wir stellen nun die 
be t re f fenden  Formeln  nochmals  Zusammen:  
lnvariante: 

Q=f,tz) z e d z = J S  (2 R) '~ " 
4 ~  ' o 

~0 

= f ~(~) ~ dz  = j ~(;~ n)~; 
0 

v c = q~ (0) = i (O)/J S ; [34a] 

1 f i(~) d~- = 1 ~(0). 
fc J S 2 R  _ ~ J g .  2--~ 

z ~ -  J S(Z  R) ~ .f.c,(ZR) 2~ 

Alle diese Formeln  enthalten die Intensi ,  
t/it des Prim:/irstrahls und die Streukraft .  
Diese  Or6flen, deren  exper imente l le  Besfim- 
m u n g  meist  mit  Schwier igkei ten verbunden  
is~, k 6 n n e n  a b e t  durch d ie  V e r w e n d u n g  der  
Invarianten Q bzw. Q eliminiert  werden.., so 
dab man auf die Messung  der  Prim~rinlen- 
sit/it, der  Elektronendichtendifferenz und der  
Packungsdichte  verzichten kann. 

Eine andere  M6gliekkei t  bes teh t  darin, 
die Quot ien ten  der  charakteris t ischen Kon- 
s tanten zu bilden. Wir  wollen dies nur ffir 
f~/l~ durchffihren, da das Ergebnis  anschau- 
lich in terpret ier t  werden  kann. Der  Quo-  
t ient  ist en t sprechend  der Defini,tion [19a, b] 
hack der  O u 1 d i n schen Regel  einfach gleich 
x~, wenn  wir mit x~ die Schwerpunkts tage  
der  Charakter isf ik  bezeiehnen.  Oenau  dual 
dazu enth~lt der  Quot ient  auf der  recMen 
Seite die Schwerpunkts lage  der  Streukurve 
z~. Ffir die spal tverschmier te  Kurve ergibt  

sich en tsprechend E / i (O)=1~ ,  die in tegrale  
Breite. Dami t  laufen die Formeln :  

(~ xs) ( z  zs) = Z R;  (~ xs) b = % R .  [35] 

Die Beziehung der  Form:  x , z , = % R  bedeu-  
te t  allgemei.n, dab z, die jenige A b b e u g u n g  
bezeichnet ,  die der  L/inge x, nach dem 
B r a g g schen Gese iz  zugeordne t  ist. Damit  
gewinnen  die Formeln  [35] eine unmittel-  
bar  anschauliche Bedeutung.  Die OrOl3en 

x,, z~, b sind in der  schemat ischen Abb.  3 
zu ersehen.  

Z 

Z 

Abb. 3 Schematische Darstellung yon 
a) Charakteristik mit Schwerpunkt S 
b) Streukurve mit Schwerpunkt S 
c) Spaltverschmierte Streukurve mit integraler Breite t~ 

~Znm, AbschluB dieser Betrach~ungen ist es viel- 
leieht yon Interesse, die Verb/iltnisse im Weit- 
winkelgebiet zum Vergleich h, eranzuzieJhen. Nach 
C o m p t o n  und A l l i s o n  (23) ist die integrale 
gesfreute Vnergie eines beliebigen Stoffes, oder 
der Mittelwert fiber einen hinreieh,end groBen 
Winkel- odor Well enl/ingenbereie'h, einfaeh gleich 
der Summe der von den einzelnen Elektronen ge- 
streuten gnergie trod daher unabh/ingig yon der 
Struktur des Stoffes. Dieser Satz wnrde sc'hon yon 
B a r k l a  (23) zu ether ersten Bestimmung der 
glektronenzahl von Atomen verwendet und kann 
nac'h den Untersuchungen yon C o v e n ,  J a u n -  
c e y ,  p e n n e l  (23) u.a. in guter N~iherung als 
experimentell gesichert gelten. Im Gegensatz dazu 
h/ingt di e integrale gnergie der Kleinwinkelstreu- 
n'ng koll:oider Systeme nach [32] yon der Struktur 
(le), der Wellenl/inge und dem Q u a d r a t  der 
Elektronendiehten d i f f e r e n z bzw. allgemeiner 
vonde r  mittleren quadratischen Sehwanku'nF tier 
glek~ronendiehte ( 3 0 )  ~ ab. Es besteht daher ein 
seheinbarer Widersp:ruch zwisch.en den Befunden 
im Weitwinkel- und im Kleinwinkelgebiet, der aus 
dem Quotienten der beiden Formeln deutlieh .er- 
siehtlich ist: (g~ Elekfronenstreuung naoh C o m p- 
ton) :  

E / E  e = (A.o) 2 2~ lc/(8 z/3) ~. [36] 

Die integrale Energie der Kleinwinkelstreuung 
kann darnaeh ohne weiteres den ffir die Substanz 
zu erwartenden We rt ge urn. ein Vielfaches fiber- 
steigen. Aus alledem ist klar, dab die Kleinwinkel- 
stre.uung einen zus/itzlichen gffekt darstellt, der 
keineswegs in der durch den Streuabso~rpfions- 
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koeffizienien erfaBten und an die Substanz seIbst 
gebundenen  Streuung enthalten ist. A l Ie  yon 
C o m p t o n  und A l l i s o n  (23) ziiierfen Experi- 
mente wurden an homogenen Stoffen u.~d unter  
Au'ssehluB des Kleinwinkelgebietes durchgefiihrt. 
Umgekehr t  folgt daraus, daft unsere Formeln nur  
ftir die wirkli;che K:I e i n  winkels i reuung gelten. Ks 
ist daher yore Sta~dpunkt der Theorie aus dur:eh- 
aus k o r r e k t - - w e n n  attch :nic'ht ganz exam d'u:ch- 
f t ih 'rbar-- ,  we,nn bei der Auswertung yon Klein- 
wink els• der ,,Unie,rg~rund ' '  
abgezogen wird, so dab die Strenkurve bereits 
bei kleinen Winkeln  praktisch gegen null sirebt. 

b) V e r l a u f  d e r  S t r e u k u r v e  b e i  
k l e i n e n  W i n k e l n  

A. O u i n i e r  k.onnte in seiner grund- 
legenden Untersuchung (2) zeigen, dab die 
Streukurve verdtinnter Systeme sich in guter 
Nfiherung durch eine Ci a u B sche Olocken- 
kurve darstellen lfifit. Die f_)bereinstimmung 
ist erfahrungsgemiiB sehr gut, wenn ziem- 
lich einheiiliche gl.obulare Teilchen vorlie- 
Ken, wird aber immer unbefNedigender, je 
mehr diese yon der KugelgesiaK abweiehen 
und je gr6ger die P olydispersii~it der L6- 
sung ist. Die O u i n i e r s c h e  N~iherung 
lautet: 

92 ( s ) ~ v  c " e - s = R ' / a  , [37] 

w.orin R den Streumassenradius (rayon de 
girati.on) bedeutet,  der wie der Tr/igheifs- 
radius der Mechanik definiert ist und mit 
Hilfe der Charakteristik auch ifir beliebig 
diehte Systeme folgendermaBen ausgedrtickt 
werden kann: 

1 m 
s R ~ = - -  f l  r ~ x 4 H (,) ~,. [381 

ve 

Ftir den Orenzfall unendlich langer St/ib- 
chen (Quersc.hnitt q) und unendlich gfol~er 
B1/ittchen (Dicke d) wurden vom Verfas- 
ser (5) an@re Nfiherungsformeln abgelei- 
tet, die infolge der Voraussetzung unend- 
licher Or6Be bei kleinsten Winkeln nicht 
mehr gelten k6nnen, was aber ihren Wert  
im experimentell, zugfinglichen Winkelbe- 
reich nicht beeintr~ichtigt: 
SI/ibc'ben : 

92(s) = ~/. ~ e - s'/e~/2 [39] 
8 

Bffittc:hen: 
2 a: / s in  .~d/2 I s 

92 6) = d. ~ \ ~ s - / "  [4oj 

Hierin bezieh{ sich R nut auf den Quer- 
schnitt des St/ibchens. Die Faktorenzt/s und 
2 :~/s5 die als, L.orentzfakto.ren angespro- 
chen werden k6nnen, beriicksichtige'n often- 
bar die unendliche Ausdehnung in einer bzw. 
zwei Dimensionen. Die Diskussion des L o-  
r e n t z f a k t o r s  sei auf den n/ichsten Ab- 
schnitt verscboben. 

Wenn auch die G u i n i e r sche N~iherung 
nur einen Spezialfall - -  allerdings von gr6B- 
{er prakiischer Wichtigkeit - -  darstellt, so 
beschreibt sie doch das Verhalten der Streu- 
kurve bei kleinsten Winkeln richtig durch 
eine Schmiegungsparabel zweiter Ordnung. 
Wit erhalten dieses Ergebnis am: einfach- 
stem durch Reihenentwicklung von [23] ana- 
log dem loe. cir. (5) entwickelten Ver- 
fahren : 

~(s) =% (1- 
R ~ s  ~ + . . . ] .  [~i]  
T 

Damit ist auch der Streumassenradius eine 
GrSge, die hypothesenfrei aus der Streu- 
kurve entnommen werden kann, vorausge- 
setzt, dab diese bis zu gentigend kleinen 
Winkeln gemessen wird. Die Untersuchung 
des parabolischen Kurventeils kann entwe- 
der nach G u i n i e r (2) durch Auffragung 
von ln i gegen z 2 oder einfach yon i gegen z ~ 
geschehen. In beiden F/illen s ollte sich im 
innersten Teil der Kurve eine Oerade erge- 
.ben, aus deren Neigungstangente in ein- 
facher Weise der  Sireumassenradius R folgt. 
Es mug aber gesagt werden, dab die an- 
schauliche Bedeutung von R nur bei an- 
nfihernder O/iltigkeit der G u i n i e  r schen 
Nfiherun:g vorhanden ist, Bei starkem Her- 
vortreten yon interpartikul~iren In:terferen- 
zen kann R ~ sogar negativ werden, d. h. 
die Streukurve beginnt dann konvex zur  
Abszisse. In diesem Fall mug die Streu- 
kurve mindesiens ein Maximum besff.zen. 

c) A s y m p t o t i s c h e s  V e r h a l t e n  d e r  
S t r e u k u r v e  g e g e n  gr .oBe W i n -  
k e l ;  Z u s a m m e n h a n g  mi{  d e r  i n -  
n e r e n  O b e r f l / i c h e  

Die obige Feststellung, daft der innerste 
Teil der Streukurve stets im Sinne einer 
quadratischen Parabel mit h,orizontaler Tan- 
genie verl/iuf{, ist eigentlich iiberraschend. 
Da zwischen der Charakteristik und der 
Streukurve, wie mehrfach erw/ihnt, eine 
vollkommene maihematisehe Reziprozit~it be- 
s'teht, k6nnte man versucht sein, die Ab- 
leitung von [41] ganz analog ausgehend von 
[26a] durchzufiihren, woraus folgen miiBte, 
dab auch die Charakteristik sich dtirch eine 
gerade Funktion mit horizontaler Anfangs- 
tangente darstellen lassen miiBte. Das steht 
aber im Widerspruch zu [21], wonach die 
Charakteristik eine bestimmte Anfangsnei- 
gung abh/ingig v o n d e r  inneren Oberfl/iche 
besitzt (vgl. Abb. 2). Der Orund f/ir die- 
ses abweichende Verhalten liegt darin, dab 
eine Reihenentwicklung im Sinne von [41] 
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nur dann konvergiert, wenn die Funktion 
im Integranden sich nicht bis ins unendliche 
ersfreckt ioder zumindest stfirker als jede Po- 
tenz abklingt. Ffir die Charakferistik k6nnen 
wir diese Bedingung immer als erffillt an- 
sehen. Write sie es nicht, dann h/itten .die 
obigen Ausffihrungen fiber den Streumas- 
senradius keinen Sinn. Die Streukurve hin- 
gegen klingt grunds~tzlieh wie s -r .aus, falls 
eine innere Oberfl/iche vorhanden ist. Unter 
Abklingen wollen wir dabei das erste Olied 
einer Entwicklung nach negativen Potenzen 
verstehen, das einen konstanten Koeffizien- 
ten hat; denn modulierte Olieder, wie etwa 
z.B. sin s/s", liefern ja im Durchschnitt bei 
groflem s null, und solche Modulationen 
kommen bei experimentellen Kurven nicht 
zur Gelfung, weft stets Einflfisse vorhanden 
sind, die eine Verschm,ierung der Kurve 
:fiber einen kleinen Bereich bewJrken. Es 
ist daher durchaus berechtigt und en'espricht 
einfach den tats~chlichen Verh/iltnissen, 
wenn man der Diskussion ,,gegl~ittefe" Kur- 
ven zugrunde legt. 

Wit wollen nun zeigen, dab aus dem 
Vorhandensein einer inneren Oberfliiche e~in 
Auslauf der Streukurve wie s-~ folgt. Be- 
handeln wir zu diesem Zweck einmal die 
Charakteristik wie eine Streukurve und fra- 
gen wit nach dem zugeh6rigen Streum'as~- 
senradius. Bei der iiblichen Auswertung 
nach O u i n i e r mfissen wir daffir den Wert 
unendtich erhalten, wenn die Charakteristik 
mit endlicher Neigung beginnt. Daher mug 

entsprechende Integral [381 f99 auch das s4ds 
0 

unendlich werden. Andrerseits wurde aber 

schon gezeigt, dab das Integral f g ~  s= ds 
0 

(Invariante [271) einenbestimmten endlichen 
Wert hat. Daraus geht hervor, daft die 
Streukurve wie s -~ oder s -5 abk!ingen mug. 
Eine kleine Rechnung (Anhang 3) zeigt, dab 
nut gerade Potenzen vorkommen k6nnen. 
Das Ergebnis lautet: 

2~ 0 1 
- - - -  - -  , ,  s ~ ;  q~(s)= w m  V s 4  [42] 

bzw. f/ir die spaltverschmierte Kurve (Anh. 3) : 
~ 0 1 

- - - -  o s - ~ ;  ~(s)= wro v s3 [43] 

Die vorstehende Argumentation kann na- 
tiMich nicht sfreng funktionentheoretischen 
Anspriichen genfigen, da z.B. die Konver- 
genzfrage nicht n/iher berfihrt wurde. Das 
Ergebnis ist aber vollk.ommen verl~iBlich 
und l~13t sich an allen exakt berechneten 
Streukurven verifizieren, worauf hier nicht 

n/iher eingegangen sei. Es dfirffe sich schon 
deswegen nicht lohnen, weft die F ormeln 
[42] und [43] ffir eine praktische Auswer- 
tung kaum in Frage kommen. Sie haben 
aber vielleicht ein gewisses .prinzipielles 
Interesse. Jedenfalls haben wit gesehen, 
dab der inhere Teil der Charakferistik den 
/iuBeren Verlauf der Streukurve bestimmt 
und der ~iuBere Teil der Charakterislik (end- 
liche Ausdehnung) sich im inneren Tell der 
Streukurve bemerkbar macht (horizontale 
Tangente). 

If. Die Kleinwinkelstreuung mizellarer 
Systeme 

1. P r o b l e m s t e l l u n g  

Zwei Orfinde sprechen daffir, die Unter- 
suchung der Kleinwinkelstreuung diehter kol- 
loider Systeme mit den mizellaren Systemen 
zu beginnen. Erstens stellen diese einen 
besonders einfach zu behandelnden und gut 
untersuchten Spezialfall dar. Zweitens han- 
delt es sich bet den mizellaren Systemen um 
einen in der Natur bet hochpolymeren Fa- 
sersioffen h~iufig realisierfen Typ. 

Die tiefste Einsicht in den mizellaren Auf- 
bau von Faserstoffen wurde beim Stadium 
der Zellul0se durch O. K r a t k y ,  P. H. 
H e r m a n s u. a. gewonnen. Insbesondere 
erbrachte eine quantitative Untersuchung 
des Deformafionsvorganges bet wiederge- 
f~illter Zellulose (24), sowie der Kleinwinkel- 
sfreuung (11, 25) yon h6her orientierten F~i- 
den den Beweis, dab die Zellulosemize!len, 
d.h. die fibermolekularen kristallinen Ein- 
heiten, Blfiffchengesialt haben. Diese Er- 

kenntnis zusammen mit der Tatsache, dab 
die makroskopische Dichte von trockenen 
Zellulosef/iden nur wenig von der tier kri- 
sr Mizellen abweicht (26, 27), ffihrte 
O. K r a t k y zu seiner bekannten Struktur- 
vorstellung einer Ordnung in kleinen Be- 
reichen (27). Danach sollen die bliittchen- 
f6rmigen Mizellen flaeh aneinander liegen 
:wie die B1/itter eines Buches, so dab be- 
nachbarte Mizellen auch anniihernd paral- 
lele Lagen haben. Diese Vorsfellung wurde 
durch die' Berficksichtigung der  Aufspaltung 
der Mizellenden (Fransenmizelle) (28) noch 
weiter verfeinert.Neuere Untersuchtmgen(29) 
haben es sehr wahrseheinlictt gemacht, daB 
auch die amorphen Zwischenbereiche bl/itt- 
rig aufgespalten sind (lamellare Scharniere). 

Eine fihnliche Struktur wie bei der Zel- 
lulose wurde auch bei Faserproteinen nach- 
gewiesen, so am Seidenfibroin (30) und 
am. Keratin (31). Nachdem auch bei Kau- 
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tschuk durch M a r k und S u s i c h (32) (zum 
erstenmal) Bl~ittchenmizellen gefunden wor- 
den sind, dtirfen wir wohl annehmen, dab 
es sich hier um einen in der Natur weitver- 
breiteten Bautyp handelt. 

Fiir eine strenge mathematische Behand- 
lung werden wir ein idealisiertes Mode!l 
verwenden. Die Mizellen ebenso wie die 
Zwischenr~iume werden als Bl~ittehen yon 
praktisch unendlieher Aus.dehnung, aber end- 
licher, im all gemeinen schwankender Dicke 
betrachtef. Sie liegen abwechselnd mit den 
F1/ichen aneinander, so dab sie ein unend- 
Itch ausgedehntes lineares Aggregat (Mizel- 
lenpaket) bilden. Diese Aggregate sind im 
System in allen Orientierungen vorhanden, 
'so dab dieses makroskopisch isotrop ist. 
Ferner wollen wir zuniichst nur statistisch 
hom ogene ungekoppelte Systeme in Be- 
traeht ziehen. Damit ist gemeint, dab alle 
Mizellenpakete statistiseh gleichwertigsind, 
d.h. dieselbe Mannigfaltigke.it von Mizellen 
und Zwisehenr/iumen enthalten, und dab 
keine Kopplung zwisehen benaehbarten Bau- 
steinen besteht, also die Wahrscheinli.ehkeit, 
z.B. eine dicke Mizelle anzutreffen, yon der 
Or613e der benaehbarten Mizellen unab- 
h~ingig is t. Diese Bedingungen sind nicht 
unbedingt gew.~ihrleistet; es liegen bis jetzt 
aber bet keiner Substanz Anzeichen fiir das 
Oegenteil vor. 

Weniger plausibel ist die Annahme einer 
unendlichen Ausdehnung der linearen Ag- 
gregate. Wie der Verfasser (33) zeigen konn- 
re, bewirkt eine Be.grenzung der Mizellen- 
pakete das Auftreten ether zus/itzlichen 
Streuung -bet kleinen Winkeln, die sp~iter als 
Kleinwinkelstreuun,g (15) bezeichnet wurde. 
Sie kann gewissermaBen als die Kleinwin- 
kelstreuung des ganzen Pakets aufgefaflt 
werden, gestattet aber ohne zus~itzliehe In- 
formation keine eindeutige Auswertung hin- 
sichtlich der Paketgr6fie, wie loc. cit. aus- 
gefithrt wurde. Ihre IntensK~it him'rot mit 
der Paketgr6fJe rasch ab. Dazu kommt 
noch, dab bet sehr grol~en Oebilden die 
F r a u n h o f e r sehe N~iherung versagt (vgl. 
I/4). Wenn wir noeh bedenken, dab die Ab- 
grenzung eines isolierten Mizellenpaketes an 
sich aueh nur eine Willkiir darstellt, die nur 
beimVorliegen sehr ausgedehnter Zwischen- 
bereiehe einen definjerten Sinn hat, dann 
schei:nt es vielleicht gereehtfertiEt , yon die- 
ser sehwer  zu behandelnden und nicht sehr 
wesentlichen Komplikation zuniiehst iiber- 
'haupt abzusehen. Aus demselben Orund 
kann sich der Verfasser zum Teil aueh nicht 
den recht weitgehenden Folgerungen an- 

schlief}en, die R. H o s e m a n n  (34) aus der 
strengen mathematischen Behandlung be- 
grenzter eindimensionaler Systeme gezogen 
hat. Es scheint tiberhaupt in diesem Fall 
nicht ratsam, die exakte Behandlung zu welt 
zu treiben, da gerade bet mizellaren Syste- 
men die tats~ichliche Streukurve dutch nicht 
erfaBbare Komplikationen (amorphe Beret- 
the, Hohlr~iume u. dgl.) verfiilseht sein wird. 

Die oben eingef/ihrte Definition eines mi- 
zellaren Systems fiihrt zu einer Aufspaltung 
der Streufunktion in zwei Falaoren, yon de- 
hen der eine die Struktur 1/ings der Paket- 
achse beschreibt (Strukturfaktor und Oitter- 
faktor), der andere die Ausdehnung tier 
Bl~ittchen berticksichtigt (L o r e n t z  faktor), 
ohne dab diese explizit darin enthalten ist. 
Dieser L o r e n t z f a k t o r ,  der bis jetzt wenig 
Beachtung gefunden hat, ist typiseh fiir mi- 
zellare Systeme und scheint ftir den cha- 
rakteristischen steilen Anstieg der Klein- 
winkelstreuung der Zellulose verantwortlich 
zu s'ein. 

Die Bereehn~ung des zweiten Fakto,rs ffiuft 
auf ein eindimensionales Streuproblem hin- 
aus. Das ist der Orund, warum die mizel- 
laren Systeme einen besonders einfaehen 
Spezialfall darstellen. Das eindimensionale 
Problem, ist yon mehreren Autore:n einge- 
bend bearbeitet worden. Die erste Arbeit 
auf diesem Oebiet stammt woh! von P r in s 
und Z e r n i c k e  (35); in der Folge haben 
sichJ.  J. H e r m a n s ( 3 6 ) ,  R. H o s e m a n n  
(34), der Verfasser (33) .m a. damit besch~if- 
tigt. Vor allem die grundlegende Arbeit von 
J. J. H e r m:a n s hat einen Tell des Pro- 
blems zu einem vorffiufigen AbschluB ge- 
/~racht. Wir werden aueh in dieser A r b e i t  
von seiner allgemeinen Streuformel Qebraueh 
machen. 

Die Kleinwinkelstreuung der Zellulose,. 
dasMusterbeispiel eines mizellaren Systems, 
hat eine gewisse historische Bedeutung fflr 
die Entwicklung der Theorie der Kleinwin- 
kelstreuung /iberhaupt. An diesem Spezial- 
fall wurde von O. K r a t k y  (6) zum ersten- 
real die V0rstellung des ,,dichtgepaekten" 
Systems entwickelt und die Bedeutung der  
intermizellaren Interferenz in den Vorder- 
grund gestellt im Oegensatz zu R. H o s e -  
m a n n (7), tier die Zellulose als verdtinn- 
tes System betrachtete und demgem/ifi 
ihre Kleinwinkelstreuung als reine Partikel- 
streuung interpretierte. Der Streit dieser 
beiden gegens/itzlichen Auffassungen, der  
bis heute noch nicht abgeschlossen ist, hat 
sich in der Folge als sehr fruchtbar erwie- 
sen und zu einer wertvollen Vertiefung der 
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Theorie gefiihrt. Es ist mit ein Ziel der vor- 
liegenden Arbeit, zu ether K1/irung dieser 
grundsfitzlichen Frage beizutragen. 

2. D i e  S t r e u u n g  d e r  E i n z e l m i z e l l e ;  
d e r  L o r e n t z f a k t o r  

Wir betrachten ein verdiinntes System 
yon Mizellen der angegebenen Art (unend- 
liehe F1/iehe, gleichm/il3ige Dieke d). Dann 
isI die Streukurve durch Formel [401 in Ka- 
pifel I gegeben:  

~T2~ ( sin:,d/2s d/8 )~; 4 ~  [ I ]  (s) = �9 d - s = , t  #" 

Diese Formel kann auf verschiedene Weise (5) 
abgeleiiet werden. Wir woIlen hier dem Gedan-  
kengang Yon AbschnRt I/5c folgen. Die spezifische 
Oberfliiche ist offenbar gleich: O/V = 2/d, woraus 
nac'h I(21) f01gt: h ( x ) ~ l ~ x / 2 d .  Dieser Aus- 
druck gilt s treng zuniichst nur  bis x = d/2, iat- 
s~ichlic:h aber bis x ~ d ,  wie eine elemen~are, 
hier zu fibergeh, ende Rechnnng zeigt. Ffir x ) d  
wird aus der Abstandskugel  vom, Radius x eine 
Zone 2 z x d  herausgeschnitten,  so dab gilt: h (x )  

d/2x.  Die gesam~e Belegungsfunktion - -  u,nter 
den oben gemachten Voraussetzu:ngen identisch 
mi• der Charakterisfik - -  besteht somit aus zwei 
stetig ineinander fibergehenden Xsten: 

h(x) ~ H(x)={ d/21--x/gdx Ifir {x,<dx ~/d. [2] 

Di, e w ei~ere Rec'hnung nach I [23] ftihr~ nun auf 
Formel  [1]. Der Rechengang ist in Anhang 4 zu 
sehen. 

Die Streufunktion zerffillt in zwei Fak- 
toren, den L o r e n t z faktor*) 2 ~/s 2 und den 
Dickenfaki.or (Strukturfakfor) d [(sinsd/2)/ 
(sd/2)] 2. Letzterer ist i denfisch mit der Streu- 
ung eines unendlich d/innen St~ibchens der 
L/~nge d, das 'parallel zur Strahlensymmetraie 
(Spiegelnormale) liegt. Der ,L o r e n t z faktor 
berticksichtigt offenbar die Ft~ichendehnung 
der bl~ifichent6rmigen Mizellen, wobei eine 
leichte Verkriimmung keine wesentliche Rolle 
spielL wie aus der obigen Ableitung hervor- 
geh• Der volle Sinn des L o r e n t z faktors 
wird aber aus der  fotgenden anschaulichen 
Uberlegung klar werden. 

Wenn wir sehr  groBe, aber mfiBig dicke, 
regellos im Raum verteilte Lamellen mit 
parallelem, monochromatischem R6ntgenlicht 
besirahlen, dann k6nnen n.ur jene Lamellen 
in einer besfimmten Abbeugungsrichtung 
eine merkliche Streuintensiffit erzeugen, de- 
ren Projektion auf die Spiegelnormale nicht 
zu groB ist. Dies ist darm und nur dann tier 
Fall, wenn die Lamellenebene e• mit der 
Spiegelebene zusammenf~illt oder anders ac~.s- 
gedrfickt, wenn die Fl~ichennormale mitder  

�9 ) In .ether frfiheren Arb, ei,t ( 3 3 )a l s  Prodnkt  
yon H6henfaktor und Breitenfaktor aUsgedriickt. 

Spiegelnormale nur einen kleinen Winkel 
'einschliegL Aus der ganzen Mannigfaltig- 
k:eit tier Lamellenlagen wird bet eLnem be- 
sfimmt:en Strahlengang also nur ein kleiner 
Bruchteil herausgegriffen, den wit etwa 
durch den Raumwinkel desjenigen Kegels 
um die Spiegelnormale me ssen k6nnen, in- 
nerhaIb dessen die Normalen aller merklich 
streuenden Lamellen liegen. Natfirlieh exi- 
stiert hier keine scharfe Grenze, abet es 
g:enfigt fiir diese nur relative Betrachtung, 
eine willktirliche Fesisetzung zu treffen; z. 
B. k6nnen wir als merklich streuend alle 
Lamellen bezeichnen, deren F1/ichen einen 
Oangunterschied kleiner his gleich einer 
Wellenl~inge erzeugen. Die effektive Zahl 
der s{reuenden Lamellen ist proportional 
dem Quadrat des Kegel6ffnungswinkels, und 
dieser ist nach den einfachsien Orunds/itzen 
der Beugung umgekehrt proportional der li- 
nearen Ausdehnung L der Lamellenfl~iche 
und dem Abbeugungswinkel 2#, aber pro- 
portional der verwendeten Wellenl~inge Z, 
also znsammen pp. 1/Ls. Die Streninten- 
siffit isl cet. par. sicher proportional tier La- 
mellenfl~iche und der effektiven Zahl der 
streuenden kamellen, somit insgesamt pro- 
portional L2/s2L 2--= 1/s 2. Das ist aber bis auf 
einen konstanten Koeffizienten der L o r e n iz-  
faktor. - 

NaiiMich gelten diese Oberlegungen nicht 
mehr ffir so kleine Abbeugungswinkel, daB 
der Oangunierschied in keiner Lage wesent- 
lieh gr6fier als eine Wellenl~inge ist. Ins- 
besondere muff der Orenzwert des L o -  
r e n t z f a k t o r s  beim Winkel 0 nach unseren 
Normierungsbedingungen gleich der Lamel- 
lenfl~iche seth, w~ihrend er nach [1] unend- 
rich wird. Zur Absch/itzung, wie weir unser 
Fakior in erster N~iherung giiltig bleibt, 
k6nnen wir z.B. die a .a .O.  (5) berechneie 
exakte Formel ffir eine unendlich diinne 
Kreisseheibe vom Durchmesser L heran- 
ziehen: 

L o r e n t z f a k t o r ~ * _ ~  ~- 

2 _4, (x) = ~  d-~ (x) [3] 

Besselfunkfion erster Ordnung;  
L 2 

lira ~ = - -  

Lamellenfl~che. 

Die reduzierte Besselfunktion A1 strebt 
schnell in abklingenden Wellen dem Grenz- 
wert 0 zu (37), wobei in unserem Fall die 
Ann~/herung dadurch noch viel besser wird, 
dab schnellperiodisclae Modulationen der 
Streukurve im Experiment immer ausge- 
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schmiert werden. Wir k6nnen sagen, dab 
das Korrekturglied A~ (s L) etwa beim Wert  
s L = J v ,  d.h. beim halben B r a g g s c h e n  
Winkel des Scheibendurchmessers auf Null 
abgeklungen ist. Bedenken wir das Auf- 
16sungsverm6gen ( ~  500 i )  einer norma- 
len Kleinwinkelkamera und vergleichen wir 
mit den Dimensionen yon etlichen Hundert  
bis Tausend 3~, die wir verniinftigerweise 
erwarten miissen, wenn wir von Lamellen 
oder Mizellen reden, dann wird klar, dab 
unser L o r e n t z faktor im derzeit experi.- 
mentell zuggnglichen Winkelbereich wohl 
immer ausreichen wird. 

Wir erkennen aber auch, dab es ein Irr- 
turn w/ire zu glauben, dab man den L o -  
r e n t z f a k t o r  bet einem o r i e n t i e r t e n  
System in erster N/iherung vernachl~issigen 
k6nnte. Denn es gelingt bet den bekannten 
mizellaren Faserstoffen nie, eine so gute 
Orientierung zu erreichen, dab n i c h t  d och 
noch eine fiir das Auftreten eines L o r e n t z- 
faktors zumindest teilweise geniigende La- 
genmannigfaltigkeit iibrigbleibt. Dazu kommt 
noch die stets vorhanclene Divergenz des 
Prim/irstrahls, die in derselben Riichtung 
wirkt. H/it-ten wir aber doch ein System 
mit idealer Orientierung und einen voll- 
kommen parallelisierten Prim/irstrahl, dann 
wfirden wit :ira: allgemeinen eine asymme- 
trische Streukurve mit einem Maximum 
beim Reflexionswinkel erhalten. Auf kei- 
hen Fall k6nnten wir wie mit einem ein- 
dimer~sionalen System rechnen, wenn die 
Mizellfl/ichen genfigend groB sind. Die Ver- 
h/iltnisse liegen also bet einem orienfierten 
System komplizierter als bet einem un- 
orientieren, und wir werden daher unsere 
Betrachtungen auf dieses beschr/inken. 

Im folgenden soll also stets vorausgesetzt 
seth, dab die Streufunktion ~0 als Produkt 
des L o r e n t z f a k t o r s  ~ und der linearen 
Streufunktion 9~ dargestellt werden kann: 

2 ~  
(s) = ~. ~0 Z (~) ; ~ = ~ - .  [,~3 

Die lineare Streufunktion kann analog I 
[23] dutch eine im Eindimensionalen deft- 
nierte Charakteristik ausgedrfickt werden: 

+ ~  + ~  

~e (~) = f He(x) cos s x. ,~x; % (o) = ~ = f H~ (~) dx .  
. . . .  E5] 

Diese Formel ist aber zur tats/ichlichen 
Berechnung der Streukurve nicht sehr zweck- 
m/iBig und soll nur erw/ihnt werden, um 
den AnschluB an die Formeln des vorigen 
Kapitels zu sichern. Ffir die weiteren Un- 
tersuchungen werden sich einfachereWege 
ergeben. 

3. D a s  S c h i c h t m o d e l l  

Um die Modifikation der Streukurve durch 
die Anordnung der Mizellen zu illustrieren, 
betrachten wir zun~ichst ein m6glichst ein- 
faches und ungeordnetes System. Wit mi, 
schen Schichten von Mizell- und Zwischen- 
raummaterie, die der Einfachheit halber 
alle von derselben Dicke d angenommen 
seien, v611ig willkfirlich miteinander. Ma'n 
kann sich ein solches System etwa folgen- 
derma6en konstruiert denken: man mischt 
Lose, z.B. schwa:rze und weige Kugeln, im 
Verh/iltnis w:r0 in ether Urne und bestimmt 
durch Ziehen ether Kugel, ob eine Mizell- 
oder Zwischenraumschicht aufgelegt werden 
soll. Eine Mizelle der Dicke 3d wiirde z. 
B. dann zustande kommen, wenn nach ether 
weigen Kugel dreimal schwarz und hier- 
auf wieder weig gezogen wird. Durchdiese 
Konstruktionsvorschrift erhalten wir ein Sy- 
stem, in dem Mizellen und Zwischenr/iume 
verschiedener Dicke, die allerdings nur em 
Vielfaches von d sein kann, abwechseln 
(Abb. 4a). Die Statistik der Mizell- und Zwi- 
schenraumdicken ergibt sich nach elemen- 
tarer Wahrscheinlichkeitsrech'nung: 

An=Ivwn-1; a=d/ro;  ~2=w;  

Bn ~ wpan-1; b= cl/w; ~)~= ro. 

Hierin bedeuten An die Wahrscheinlichkeit 
e t h e r  Mizelldicke rid, a deren Mittelwert 
und }'-' die relative quadratische Schwankung 
um denselben. Bn, b und z/2 sind analog ffir 
die Zwischenr/iume definiert. 

Dasselbe Systerh kann aber noch in an- 
derer Weise interpretiert werden, .indem wir 
die einzelnen Mizellschichten als Mizellen 
auffassen. Das ist m6glich, wenn wit Zwi- 
schenrfiume der Or6Be null zulassen. Wit 
haben hier ein Beispiei vor uns, wo der Be- 
griff der Mizelle und damit der allgemeJnere 
Begriff der Partikel nicht eindeutig zu fas- 

Abb. 4 a) Schematische Darstellung des Schichtmodells 
b) Mfzellschicht mit verschmierter Umgebung 
c) Mizelle mit verschmierter Umgebung 
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sen ist. Dieser Umstand wird sp~iter noch 
mehr als eine Eigenifimlichkeii dichtgepack- 
ter Sysieme hervortreten. Fflr die Streu- 
kurve darf es aber natfirtich keine'n Unter- 
schied maehen, in welcher Weise wir die 
Struktur inierpretieren. 

Zweckm~il3ig gehen wir dabe i  yon der 
zweiten Auffassung aus. Abb. 4b zeigt eine 
Schichtmizelle mit ihrer ,,verschmierten" 
Umgebung, also sozusagen die Belegungs- 
funktion v.om Mittelpunkt einer Schicht aus 
gerechnet. Der Verlauf ist ohne Rechnung 
verstS_ndlich, w e n n  wir bedenken, dab nur 
der Zufall darfiber entscheidet, ob eine 
Schicht in der Nachbarschaft als Mizelle 
oder als Zwischenraum zu werten ist. Die 
Bereehnung der linearen Streufunktion ist 
nun h6chst einfach. Naeh den Ausffihrungen 
zu Beginn dieser Arbeit ist der Formfaktor 
f jeder Mizelle mit der Summe der gormfak- 
toren aller MizeUen (unter Berficksichtigung 
der Phase) einschlieglich der betreffenden 
selbst zu multiplizieren. Diese Summe ist 
abe t  im Mittel offenbar gleich dem Form- 
faktor F vo'n Mizelle plus verscbmierter Um- 
gebung (Abb. 4b), wobei natiirlich in be- 
kannter Weise ein konstanter Untergrund 
abzuziehen ist. Sind Mizellen verschiedener 
Or66e vorhanden, dan n mug noch der Mit- 
telwert fiber diese Produkte gebildet wer- 
den. Die allgemeine Formel lautet daher 
in der richtigen Normierung: 

1 ~ - a ~ -  t F ,  [61 

worin das Qberstreichen die Mittelwertbil- 
dung bezeichnet. 

In unserem Spezialfall ist F einfach glejch 
pr0t, wie aus der Abbildung unmitlelbar her- 
vorgeht. Eine MRtelung ist nicht n.otwen- 
dig; wir erhalten daher sofort: 

~._I f ~ d/ sinsd/2 \~ sinsd/2 

F] 
in Ubereinstimmung mit (1). Das Ergeb- 
his kann nicht wetter iiberraschen. Es re- 
sultiert eine reine Partikelstreuung~;als ob 
die einzelnen Mizellschichten ein verdfinn- 
tes System bilden wfirden. Der Einilul3 
der Packungsdiehte und der Or6fienstatistik 
der eigentlichen Mizellen yon Abb. 4a ist 
in de r  Streukurve fiberhaupt nicht wahrzu- 
nehmen. Diese bilden demnaeh ihrerseits 
hinsichtlich der Kleinwinkelstreuung keines- 
wegs ein ver~iinntes System. Das geht auch 
aus Abb. 4c hervor, die den Einflul3 ether 
Mizelle auf ihre Umgebung darstellt. Das 
Diagramm ist unmittelbar aus der Konstruk- 
tionsv,orschriFt.' verst~indlich. Daraus kann 

nach [6] die Streufunktion abgeleitet wer- 
den. Die Rechnung, die in Anh. 5 im ein- 
zelnen ausgefBhrt ist, ergibt wieder das 
Resultat [7], wie es sein mug. 

Das hier behandelte Schichtmodell wffkt 
natfirlich sehr k onstruiert und wirklichkeits- 
fremd, vor allem well es nur diskrete Mizell- 
und Zwischenraumgr6Ben enth/iR. Es kann 
aber ohne weiteres auf eine kontinuierliche 
Or6Benstatistik verallgemeinert werden, in- 
dem wir  eine entsprechende Mannigfaltig- 
keit von Schichten zum Aufbau verwenden 
Der Konstruktionsvorgang wfirde dann dar- 
in be stehen, dab zunfichs.t eine bestimmte 
Schicht durch Zufall ausgew~ihlt und damn 
dutch Auslosung entschieden wird, ob diese 
zu ether Mizelle oder zu einem Zwische:n- 
raum geh6ren soll. gine explizite Wieder- 
gabe der Rechnung ist vielle:ieh• iiberflfis- 
sis, denn die bloge Oberlegung l~iBt er- 
kennen, dab das  Resultat im Prinzip das- 
selbe sein mug wie oben: Die Streukurve 
ist eine reine Partikelstreuung, bes'tehend 
aus der Uberlagerung der Formfaktorqua- 
drate der Schich• 

Interessanter als einzelne spezielle Er- 
gebnisse sind gewisse Folgerungen allge- 
meiner Nar die w,ir aus dem Schichtmo- 
dell ziehen k6nnen. Zun~ichst ist dadurch 
gezeigt, dab ein beliebig diehCgepacktes 
System ohne weiteres hins.ichtlich der R6nt- 
genbeugung verdflnnt wirken kann. Aber 
die so erhaltene Partikelstreuung steh't in 
keinem eindeufigen Zusammenhang mit den 
wirklichen Parfikeln (Mizellen), wie sie z. 
B. Abb. 4a zeigt, Dieser Umstand muff be- 
sonders hervorgehoben werden, weil viel- 
fach die Auffassung vertreten wird, dab man 
bet genfigender Unregelm/igigkeit der Tell- 
chert die Phasenbeziehungen zwi.schen ihnen 
vernaehlfissigen kann. R. H o s e m a n n hat 
in ether neueren Arbeit (16) einen sehr all- 
gemein formulierten Satz aufgestellt, wo- 
nach immer dann eine interferenzfreie Su- 
perposifion der Streuung der einzelnen Par- 
tikeln zu erwarten ist, wenn die relative 
statistische Schwankung ihrer Gr613e die 
Packungsdichle erreicht oder fiberschreitet. 
Diese Voraussetzung ist in unserem Fall er- 
fi;dlt. Trotzdem folgt die Streukurve nicht 
dem Satz yon H o  s e m a n n .  Das ist schon 
d e s w e g e n  nicht, m6glich, well wir naeh 
dem Reziprozifiiisgesetz (I /5a)  die Bezeich- 
nuns Mizelle und Zvdschenraum vertauschen 
k6nnen, die Streukurve also nicht eindeutig 
bestimmt w/ire. Wenn wit die Auswertung 
v 0 n  [7] aber doch im Sinne yon H o s e -  
m a n n  vornehmen, dann kommen wir zu 
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einem homodispersen System, ffir das der 
Sa•z eben nicht gilt. Dabei mfissen wir uns 
vor Augen halten, dab die Auffassung der 
einzelnen Schichten als Mizellen, was g leich- 
bedeutend ist mit der Zulassung ether end- 
lichen Zahl yon Zwischenr/iumen der Or6fle 
null, selbst wieder die Eindeutigkeit des 
Mizellbegriffes zerst6rt. Denn ein vorgeleg- 
tes System kann dann auf unendlich viele 
Arten in ,,Mizellen" zerlegt gedacht werden. 
Diese kurzen Oberlegungen diirften bereits 
gezeigt haben, dab die Interpretation einer 
reinen Partikelstreuung keineswegs so un- 
problematisch ist, wie vielfach angenommen 
wird. 

4. D i e  S t a t i s t i k  e i n d i m e n s i o n a l e r  
S y s t e m e  

Ein eindimensionales System besteht ganz 
allgemein aus' einer abweehselnden Folge 
yon Strichen, die der Dicke x der Mizellen 
bzw. y der Zwischenr/iume entsprechen. 
gin solches System ist statistisch eindeutig 
bestimmt durch die H/iufigkeitsverteilungen 
A (x) und.B (y), sofern nach unserer Voraus- 
setzung die einzelnen Striche voneinander 
unabh/ingig sind. Die Mittelwerte sollen 
mit a bzw. b, die relativen quadratischen 
Schwankungen mit 62 bzw. ~ bezeichnet 
werden. Es gelten somit folgende Feststel- 
lungen ffir die Mizellen (und ,das analoge 
ffir die Zwischenr/iume): 

ao 

f A(x) dx~ l ;  a : - x = f  xA(x) dx; ~2= x' a~ - J. 
0 0 

Es] 

Abb. 5; a) Eindimensionales' Strichgitter 
b) Umgebungsfunk'tion U 

Ein solches System (Abb. 5) hat den Cha- 
rakter eines linearen Oitters mit der mitf- 
leren Periode d : ( a @ b ) .  Sind ins'beson- 
dere die x alle gleich lang, dann haben wit 
jenen Spezialfall vor uns, der wohl yon O. 
K r a t k y (38) anl.iiglich der Diskussion der 
atomaren Verteilung in flfissigem Quecksilber 
und anderen Substanzen zum erstenmalals 
Modell vorges'chlagen und als Gitter mit 
St6rungen zweiter Art bezeichnet wurde. 

Damit ist fotgendes gemeint. Bekan.ntlich 
ist auch ein reales Oitter durch die Wfirme- 
bewegung immer mehr oder weniger ge- 
si6rt. Diese St6rungen erster Art, wie sie 
oft bezeichnet werden, beeintr~ichtigen abet 
nicht die Fernordnung des Kris{alls, weft 
v on einem beslimmten Bezugspunkt aus 
gerechnet jeder Oitterbaustein dieselbe 
Schwankung um seine durch das ideale Oit- 
ter festgelegte Ruhelage vollffihrt. Anders 
ist es bet den StSrungen zweiter Art, die ffir die 
Flfissigkeitssiruktur charakleristisch zu sein 
scheinen. Hier list die Schwankung in Be- 
zug auf den n~ichsten Nachbarn definiert, so 
dab sie mit zunehmender Entfernung yore 
Bezugspunkt rlach den Oesetzen der Fehler- 
rechnung mit der Wurzel aus der Ent- 
fernung zunimmt. Wenn wir daher die Um- 
gebung eines Gitterbausteines wie oben 
verschmieren (Abb. 5b), dann verliert sich 
auch eine anfiinglich gute gitterm:/igige Ord- 
nung, und wir erhalten in gr6Berer Vntfer- 
nung eine konstante Belegung w, wie wir 
es yon ether Belegungsfunktion gew6hnt 
sind. Das Oitter besitzt nur eine ,,Ordnung 
in kleinen Bereichen". (27). 

Am fibersichtlichsten lassen s.ich die sta- 
tistischen Verh/iltnisse ffir den eindimen- 
sionalen Fall*) nach H o s e m a n n (34) durch 
das Faltungstheorem beschreiben. Unter 
Faltung zweier Funktionen A und B ist 
dabei der folgende mathematische Prozeg 
zu verstehen: 

c(x) = A~ = f  A (t) B(x-t) dt. [9] 
o 

In unserem Fall heiBt dies folgendes: 
C (x) ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion ffir 
den Abstand z.B. yon der rechten Kante 
einer Mizelle zur rechten Kante der dar- 
auffolgenden Mizelle, also der schwan- 
kenden ,,Identit/itsperiode". Das FaItungsin- 
tegral gibt einfach die Summierung fiber 
alle M6glichkeiten an, wie d iese  Strecke 
in eine Mizelle und einen Zwischenraum 
unterteilt sein kann. Mit anderen Worten, 
die Faltung stellt das mathematische Oe- 
setz dar, nach dem sich Wahrscheinlich- 
keitsfunktionen von Strecken (St6rungen 
zweiter Art) zusammensetzen. 

Ffir den Falt:unggprozeB gelten nun drei 
wichtige mathematische S~itze, die seinen 
Wert  fiir das vorliegende Problem ausma- 
then. Erstens kann die Fal~ung beliebig oft 

*) Eine kr[tische Betrachtung fiber die MSg- 
liehkeiten zur Verallgemeinerung auf den mehr- 
dimensionalen Fall wird irn II. Teil gebracht 
werden. 

3 ~ 
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wiederholt werden, wobei die Reihenfolge 
der Teilschritte vertauschbar ist: 

A B C= C A B . . .  usw. [101 
Kommutativitfit  der Fal tung;  

Zweitens ist das totale Integral fiber eine 
Faltung gleich dem P.rodukt aus den Inte- 
gralen fiber die Faltungskomponenten: 

f ~ d. = f  :t d . . f  ~ d~ Illj 
o o 0 
Normierung der Fal tung;  

Insbesondere entsteht so aus den auf 1 nor- 
mierten Funktionen A und B wieder eine 
gleich normierte Funkt ion C. Der dritte 
Satz is t  das galtungstheorem der Fourier- 
transformation, gs besagI, daf3 die Fourier- 
transformierte einer galtung gleich ist dem 
Produkt aus den Fouriertransformierten der 
galtungskomponenten: 

(A) ~ f dx A (x),i~ 
0 

Fouriertr  ansfo,rmation; 
[121 

~ (A'-'B) = ~(A).  ~(B) 
Fal tungs theorem der Fou,riertransformation 

Oestfitzt auf die Faltungss~itze kSnnen 
wit nun leicht die Umgebungsfunktion U (x) 
berechnen. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit 
an, im Abstand x vom Rande einer Mizelle 
wieder einen Mizellenpunkt zu treffen, ganz 
fihnlich wie w~ir frfiher die Belegungsfunk- 
ti.on definiert haben. In gr6Berer gntfernung 
mug U konstant gleich w werden. Die 
Wahrscheinlichkeit, vom Rand einer Mi- 
zelle a u s  gerechnet in der gntfernung x 
einen Punkt derselben Mizelle zu treffen, 
set X (x). Sie ist jedenfalls gleich der Wahr- 
scheinlichkeit, dab die betreffende Mizelle 
(jetzt durch ein eindimensionales St~ibchen 
dargestellt) gr6ger ist als x,~ woraus sich 
soiort ergibt: 

X(x) = j  A (,) ~. [13] 
0J 

Unter Berficksiehtigung des oben fiber 
die Bedeutung der Faltung Oesagten k6nnen 
wir nun schreiben: 

"7---" "77" 
U = B~X@BAX@ B AX.@BAX- t -  . . . .  B~'X@ C~ r, 

[14] 

worin die Iterierung der Faltung symbolisch 
durch einen Exponenten dargestellt ist. Die 
Umgebungsfunktion ist nach [14] die L6- 
sung einer Integralgleichung. In ganz ana- 
loger Weise kann auch eine FunktionV(x) 
ffir die versdhmierte Umgebung eines Zwi- 
schenraumes definiert werden. 

Vorlfiufig interessiert uns die integrale 
Abweichung von der idealen Umgebungs- 

kurve in groger Entfernung (U = const=w; 
V- -cons t  = w). Im allgemeinen wird U eine 
Abweichung nach unten, V eine Abwei- 
chung nach oben zeigen. Jede Mizelle re:igt 
sozusagen im Mittel ein Loch L in seine 
Umgebung. Ebenso ist im Mittel jeder Zwi- 
schenraum von einem Oberschug L um- 
geben. Wir definieren daher wie folgt: 

o~ or 

L= 2 f  dx[~- U(x)]; J;-~'2fdx[V(.)-.~]. 
0 0 

[151 
Zwischen beiden Or6Ben l~igt sich leicht ein 
Zusammenhang herstellen. Das ,,Loch" L 
beruht ja darauf, dab definitionsgem~ig an 
beiden Seiten einer Mizelle ein Zwischen- 
raum anschliefien mug, was im Mittel einen 
Fehlbetrag von 2bw gegenfiber der Linie 
- - c o n s t - - w  ergibt. Daran schliegt sich aber 
noch nicht der endgfiltige Mittelwert w, 
sondern die Um:gebungskurve V miiI dem 
Oberschug L. Ks mug daher gelten: 

L = 2 b w - L ;  L-~-~ = 2 / ;  
l ~ b w = a m = a b / ( a @ b ) = w ~ v ( a @ b ) .  [163 

Hierin i.st durch Definition eine reduzierte 
L~inge 1 eingeffihrt, die sich zur Vereinfa- 
chung der Formeln als zweckm~igig erwei- 
sen wird. Die reduzierte L~inge ist kleiner 
sowohl als a, als auch als b und n~ihert sich 
mit zunehmender Verdfinnung (oder, was 
dasselbe ist, Verdichtung) dem kleineren 
yon beiden Werten, also dem Mittelwertder  
verdfinnten Komponente. 

Um L u n d  L zu berechnen, ist noch eine 
zweite Oleichung notwendig. Diese erhal- 
ten wir nach foIgender I:lberlegung: Die 
Miitelwertbildung fiber die Umgebung eines 
beliebigen Punktes des Systems (o.hne Rfick- 
sicht darauf, ob er zu einer Mizelle oder zu 
einem Zwischenraum gehSrt) mug unzwei- 
felhaft zu ether Verschmierungskurve = 
c o n s t - . w  ffihren. Ffihren wir jedoch diese 
Verschmierung nur um Punkte aus, die zu 
ether Mizelle der Dicke x geh6ren, dann 
erhalten wir einen 121berschug = (r0 x -  L), 
wie aus Abb. 4c unmittelbar ersichtlich ist. 
Soll nun die Umgebung aller Punkte ver- 
schmiert werden, die irgend ether Mizelle 
angehBren, dann ist bet der Mittelwertbil- 
dung zu bedenken, daft die Zahl der Punkte 
in den einzelnen Mizellen nach ihrer Or61]e 
verscbieden ist. Da wit nur einen relativen 
Wert brauchen, genfigt es, die Zahi der 
Punkte gleich x zu setzen. Wir erhalten so 
ftir den mittleren Oberschug pro Mizelle 
den Wert: 

x (m x--  L) = rox 2 - a  L = ~0 a 2 (1-t-~2)--a L 

= ~ [1(1 + ~ )  - L ] .  
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Einen analogen Ausdruck erhalten wir ffir 
das Defizit der Verschmierungskurve, wenn 
wir nur fiber die Umgebung  yon Zwischen- 
raumpunkten mittel.n : 

y(w y-k.)  ~ w b2(l+n ~)-bs = b[l(1 + r/~)-s 
Beide Ausdrticke miissen genau gleich sein, 
denn die Mittelung fiber Mizellen u n d  
ZwisChenr/iume soll ia weder  einen l)ber- 
schug noch ein Defizit ergeben. 

a [/(1 -}-~)- L] = b [i~(1 -]-n~)-L] ; :(a@b) 
w L-ro L =l[wil @ ~)-m(l @~12)] 

L+{ =~.2 

r=z[1+~-~ ~] 
= z [i - ~ ~ + r ~ ] .  [17] 

Es bleibt nun noch die Aufgabe,  vz (deft- 
niert in [51) zu berechnen. Der oben aus- 
geftihrte Verschmierungsvorgang isI genau 
derselbe, der nach der  Beschreibung des 
vorigen Kapitels zur Belegungsfunkiion h~ 
urld damit auch zur linearen Charakteristik 
H~ ftihrt, rlur mug noch zur riehtigen Nor- 
mierurlg der Faktor 1taw hinzugeftigt wer- 
den. Damit folgt: 

1 
aro 

= a [1-]-~2-- (I @ w {'2-- ro n')] ----' a [ro ~@ro ~O 2] 
vt = / (~@'~') = q~l (0). [18] ~) 

V~ kann als iniegrale L iinge der Charak- 
teristik betrachtet  werderl. Sic erweistsich 
als das Produkt  der reduzierten L/inge 1 
real der Summe der mittlererl quadratischen 
Schwankungen (~+z/~). 

Wir  wollen nun dieses Ergebnis kurz 
diskutieren. Als erstes f~illt auf, dab v~ und 
damit der Wer t  von ~0~ an der  Stelle null 
yon der OrSgenstatistik der Mizellen und 
Zwischenriiume nicht explizit abhiingt, sorl- 
dern nut  yon den Mit telwerten und den 
mittleren Schwankungen. Dabei ist der  gin- 
flug derselben ffir Mizellen und Zwisehen- 
riiume gleich, unabh~ingig von ihrem men- 
genmfigigen Ante i l  am System. Mit ver- 
schwindender Schwarlkung der  Or6gensta- 
tistiken geht  vz gegen  null, und darn'it ver- 
schwindet auch die Streuung bet kleinsten 
Wirlkeln (der L 0 r e n t z faktor verhindert 
das auch nicht), in voller Analogie zu drei- 
dimensionalen Systemen, wo bet guter  Ord- 
flung der Partikeln (Kristalle und gliissig- 
keiten) auch kettle Streuung bet kleinen 
Winkeln auftritt, nur dab das streufreie 
Winkelgebiet  dort wegen  der Kleinheit d e r  
Atome und Molekfile grSBer ist. 

*) Dies.es Ergebnis wurde auch yon H o s e -  
m a n n  (34) aus der sp~iier zu besprechenden 
Formel [22] van J. J. H e r m a n s  (36) abgeleitet. 

Besonders in te ressan t  ist der Obergang 
zum verdfinnten System. Lassen wir unter  
Beibehaltung der  Mizellen die Zwischen- 
r/iume und damit b immer mehr anwachsen, 
dann strebt wohl 1 gegen  a, der richtige 
Orenzwert  von vz [ = x 2 / a - - a ( l + ~ 2 ) ]  wird 
aber nur dann erreicht, wenn ~ =  1, d .h .  
wenn die mittlere statistische Sehwankung 
der Zwischenr~iume gerade 100o/0 betr~igt. 
Sowohl eine Abweichung nach unten als 
auch nach oben verhindert das Zustande- 
kommen eines verdiinnten Systems im Sinne 
der Kleinwinkelsfreuung auch bet beliebiger 
Verdiinnung. Eine zu kleine Schwankung 
bedeutet  eine gewisse Regelm~iBigkeit in 
der Anordnung der  Mizellen. Eine hShere 
Sehwankung ftihrt auch wieder zu einerteil-  
weisen Ordnung,  indem Zusammenballun- 
gen von Mizellerl, sogenannte , ,clusters", 
aufireten. Dem entspricht nach [18] eine 
hohe Intensit~it bet kleinsten Winkeln. Ein 
abnormal steiler Anstieg der Kleinwinkel- 
s t reuung gegen den PrimSrstrahl zu wurde 
i~brigens schon 5fters (39) durch die Bii- 
dung von clusters erklS_rt. 

Wenn wit  tiberle'gea, wie .eine stat:istische Gr6- 
genverteilung aussehen m'uB o ,damit ihre relative 
statistische Schwankung m6glichst grog (gr6Ber 
als 1) wird, dann bleibt eigentlich nur eine M6g- 
lic'hkeit: sic mug viele kleine Werte neben wenig 
grogen enthalten. Mittlere Werte vermindern die 
Sehwankung wieder. Oroge Schwankung ist also 
wesentlich verknfipft m.it einer Entmischung der 
Statistik. Wir wollen d~ies an einem m6glichst 
einfac'hen Beispiel verfolgen. 

Die Statistik enthalte nur Abst~inde c m i t  der 
Wahrscheinlichkeit p und Abst/inde O m i t  der 
Wahrscheinlichkeit p =  1 -  p. Der Mittelwert er- 
gibt sic'h' dann sofort zu b = p c  und die Schwan- 
kung zu ~ = p/p, unabhiingig yon b undc:. Obwohl 
wir auf dies,cArt ~ beliebig grog machen k6nnen, 
wiirde, das System dem Betrachter doch immer einen 
sehr geordneten Anblick bieten. Denn er mflBte 
feststellen, dab Mizellen sehr versebiedener OrSBe 
vorliegem die aber regelmfigig durcfi den gleichen 
Zwischenrat~m c getrennt sind. Man kann also, 
bildlich gesprochen, einen OberschuB an stati- 
stiseher Schwankung ebensogut in die Mizellen 
wie in die Zwischenr/iume verlegen. 

Wir haben gesehen, dab eine vollko,mmen 
regellose Verteilung (lurch .eine Schwan- 
kung von 1000/0 ausgezeichnet ist, und es 
erhebt sich die Frage,  welche Verteilungs- 
funkfion B (y) der Zwischenr/iume allen An- 
forderungen genfigt, urn zu einem verdfinn- 
ten System im fiblichen Sinn zu ftihren. 

Statt die Zwischenr/iume unendlich grog 
zu machen, k6nnen wir auch die Mizellen 
unendlich klein, d .h .  zu Punkten werden 
lassen. Ein ideal verdfinntes System liegt 
dann vor, wenn die Umgebungsfunkt ion U 
konsiant ist, u. zw. in unserem Fall gleich 
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l /b ,  weil ja im Mittel auf der  Strecke b je 
ein Punkt  liegen muff. 
U m u6 der Integralgleichung (14) geniigen, 
die sich jeizt vereinfaeht zu: 

Y 

U=B-{-B"-'U; 1 / b = B ( , j ) + l / b . f  B(t)dt. 
0 

Differentation der letzten Oleichung liefert: 
0 = z~'+~10 B, 

woraus folgt: 
B = const �9 e -y/b. 

Die Integraiionskonsfante ergibt  sich aus 
der Normierungsbedingung zu l /b ,  womit  
die vollst~indige L6sung  lautet: 

B(y) = 1/b e -y/b. [19] 

Unter zufiilliger oder  regelloser  Verfeilung 
wollen wi r  in Hi:nkunft die durch [19] deft- 
nierte Exponentialstatistik*) versfehen. Sie 
besitzt den Mit telwerf  b und die relative 
mittlere Schwankung 1, wie wir geforderf  
haben. 

5. D i e  l i n e a r e  S t r e u k u r v e  

Fiir den Orenzwert  beim Winkel 0 haben 
wir gefunden : 

q0t (0) = ,,t = 1 (~-}- ~ )  ; l=ab/(a-~-b). [18] 

Um diese Formel auszuwerten,  voraus- 
gesetzt,  da6 die Extrapolation auf den Win- 
kel 0 fiberhaupt praktisch m6gl'ich ist, 
braucht man eine Messung der Absolutin- 
tensii~it. Diese kann durch V e r w e n d u n g d e r  
Invariante 1 [27] umgangen werden,  und wir 
gelangen so zu einer neuen Beziehung. Zu 
diesem Zweck schreiben wir zuniichst noeh- 
reals die beiden Ausgangsformeln bin: 

oo 

= ~-'2~ ~t ," [47 inv.=fq~,~d,='2~ ', 1127] 
0 

woraus folgt: 

fm td ,  = ~ = inv. [20] 
0 

Experimentell  liegt eine Streukurve i vcr  
(in willkiirliehen Intensit:,itseinheiten) in Ab- 
hiingigkeit vom Prim~irstrahlabstand z auf 
dem Film. Durch punktweise Multiplikation 
mit z ~ erhalten wir die dem eindimensio- 
nalen System entsprechende Streukurve it 
(proportional 9~t). Bilden wir nun das Ver- 
h~iltnis des Wer tes  yon 9~t am der Sid le  0 
zur neuen Invariante [20], so .~indert sich 
nichts, wenn wir 9~a durch it ersetzen. Nut  
die Integrationsvariable werden  wir zweck- 
miiffig durch z ersetzen : s = 2 ovz]2, R : 

*) Die V e r w e n d u n g  tier Exponent ia l funkt i .on ist 
in ve r seh iedenen  Oeb ie t en  der  Stat is t ik  durchaus  
gebr~iuchlich. Im Z u s a m m e n h a n g  mif einerrc spe-  
ziel len e ind imens iona len  Sys tem w u r d e  sie z . B .  
sehon von P r i n s und Z e r n i c k e v e r w e n d e t  (35). 

~q (o) q la (0) )~ R 1 t (o) 

fcd  , ,  f 1, 
0 0 0 

[28 
Diesem Ergebn:is k6nnen wir noch leicht 

eine andere, anschaulichere Form geben.  
Der  Quotierrt Fl~iehe yon it durch it (0) be- 
deute t  ja nichts anderes  als die halbe inte- 
grale Breite Bt der  Streukurve it, wobe i  
diese beidseit ig zu nehmen ist ( y o n -  m bis 
+ ~), also in derselben Weise  wie vt die 
integrale Breite der  Charakteristik bedeu-  
tet. Es folgt daher:  

v t B t = 2 R [21a] 

oder in Wor ten  ausgedriickt:  die integrale 
Breite der Charakferisttk Ha ur/d die inte- 
grate Breite der Streukurve ia des linearen 
Systems sind ineinander nach dem B r a g g - 
schen Oesetz  zugeordnef.  Es set nochmals 
betont,  daft diese Formulierung v o n d e r  
Wahl der Einheiten v611ig unabh~ingig ist. 
Natiirlich kann Beziehung [21] aueh auf 
andere Weise  abgelei te t  werden ;  wit  be- 
gniigen uns mit dem Hinweis.  Der  yon 
uns verwendete  L o r e n t z  faktor gilt nicht 
m e h r  ffir sehr kleine Winkel,  doeh spielt 
dieser Umstand fiir die Extrapolation keine 
Rolle. 

Die lineare Streu[unkti,o,n 9~t ist durch die 
Statistik der Mizellen A (x) und der Zwi- 
sch'enr/iume B (y) eindeutig best immt und 
muff daher mathematisch dutch diese aus- 
driickbar seth. Dieses Problem wurde  yon 
J. J. H e r m a n s (36) i n  allgemein giiltiger 
Weise  gel6st. Seine Formel lautet (bis au[ 
einen Normierungsfaktor)  : 

t 2 ~ e ((1. --1~) (1 -- (~)~ ' 
~z= T �9 ~ r  ~ -/ [28 

worin {~ und @ die Fouriertransformierten 
von A und B bedeuten:  

o~ ar 

0 0 

Die Formel ist vollkommen symmetriseh in 
A und B, womit  dem Reziprozitiitsgesetz 
Qeniige getan wird. Berfieksiehtigt man die 
Begrenzung des eindimensionalen Systems, 
dann tritt ein asymmetr isehes Zusatzglied 
auf (Kleinstwinkelstreuung (33, 15)), das be- 
sonders yon H o s e m an.n (34) eingehend 
untersucht  worden  is't. Wir werden  aus 
den eingangs erw.iihnten Qrfinden nicht n/iher 
darauf eingehen, hauptsiichlieh abe t  des- 
wegen,  weil es schwer  ist, eine Abgren-  
zun.g dieser Art bet einem realen Objekf  
sinnvoll zu definieren. 

Um die Kleinwinkelstreuung yon mizel- 
laren Systemen the oretisch zu untersuchen, 
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k6nute man alle m6glichen Statistikenvor- 
geben und die Streukurven nach [22] be- 
rechnen. Ein solches systemloses Vorgehen 
wfirde aber zu keiner Kliirung des Pro- 
blems fiihren. Wit werden uns daher be- 
gnfigen, nur drei idealisierte Grenzfiille zu 
behandeln, die aber die wesenfiichenM6g- 
lichkeiten abgrenzen und gleichzeitig die 
fiir eine praktische Auswertung m Frage 
kommenden F/ille in sich enthalten. 

Ffir die Mizellen sowohl als auch fiir die 
Zwischenr/iume sind zwei Extremffille denk- 
bar: a) sie sind einheitlich; b) sie schwan- 
ken ganz regellos, d.h. nach der Exponen- 
tialstatistik. Durch Kombinafion dieser zwei 
M6glichkeiten ergeben sich drei Modelle, 
n5 mlich : 

1. Das nicht oder leicht gest6rte O,itter: 
Mizellen und Zwischenr/iume sind gleich- 
f6rmig ,oder schwanken nut leicht um einen 
Mittelwert. 

2. Das vollkommen gest6rte Oitter: gleich- 
f6rmige Mizellen mit regellosen Zwischen- 
r/lumen (oder umgekehrt). 

3. Das System mit regelloser Verteilung: 
sowohl Mizellen als auch Zwischenriiume 
schwanken in ihrer Gr613e nach der Expo- 
nentialstatistik. 

6. D ie  d r e i  G r e n z f i i l l e  

a) 1 . - G r e n z f a l l ;  d a s  l e i c h t  g e -  
s t 6 r t e  G i t t e r :  

Den eigentlichen Grenzfall stellt hier often- 
bar das ideale eindimensionale Oitter mit 
exakt untereinander gleichen Mizellen und 
Zwischenr~umen dar. Dieses ist iedoch so 
bekannt und gleichzeitig ffir die prakfische 
Anwendung auf mizellare Systeme wertlos, 
dab wir lieber gleich eine leichte StSrung 
der Periodizitfit einfiihrhn. Die einfachste 
und zwangloseste Annahme ist hier wohl 
die ether Oaul3schen Verteilung um den 
Mittelwert, solange man nur kleine Schwan- 
kungen betrachtet. Andernfalls wiirden in- 
folge der unendlichen Ausdehnung der 
G a u g  schen Olockenkurve negative Ab- 
stiinde in merklicher Menge auftreten. Fer- 
her werden wir das System als sehr dicht 
(w~ 1) betrachien, da nut unter dieser An- 
nahme eine gitterfihnliche Ordnung prak- 

- tisch m6glich erscheint. Dann genfigt es zur 
Vereinfachung, die kleinen Zwischenr/iume 
als konstant anzunehmen, d.h. zwischen den 
Mizellen schwankender Dicke sollen sich 
kleine gleieh dicke Spalten befinden. Der 
Identit/itsabstand hat dann eine relative qua- 
dratische Schwankung d 2 = w~ ~ um denMit- 
telwert d - - ( a + b ) .  Die loc. cir. (33) an- 

0 1 2 
sd/2~T = 

Abb. 6 Gi t ter faktor  des ]eicht gest6rt'en Gitters 
(t. Grenzfall~ fiir verschieden~ mittlere Schwankungen 

der Periode d 

gegebene Streufunktion ffir dieses Modell 
lautet mit der richtigen Normierung: 

s in  ~ ,u,/2 12 I - b 2 
b .[ ~ / 2  / 1 - 2 ~ c o s ~ k  ~; �9 z - ~ -  

k - -  e-- ~2a2/2; .u, - -  s d. [23] 

Wie Abb. 6 zeigt, treten diffuse Reflexe auf, 
die bet genflgender St6rung des Oitters in 
der wirklichen Streukurve durch den L o -  
t e n~ zfaktor iiberdeckt werden k6nnen. Die 
Lage der Reflexe ist etwa, wenn auch nieht 
exakt, durch das B ra g gsche Gesetz ge- 
geben. Die Reflexh6he*) ~,~ in der line- 
aren Streukurve ergibt sich ffir die n-te Ord- 
hung zu: 

q)~:n i1'-- ~ 7 / ,  

- 2 ~ n 2 a  ~ 

Gn 1 ~-  e n = 1.2,  3 [24] 
1 - -  ~ - 2 r  " " " 

Da der Formfaktor des Zwischenraums un- 
ter unseren Annahmen eine sehr langsam 
vedinderliche Or6Be darstellt, wird die Re- 
flexh6he in erster Linie durch den Gitter- 
fakto.r G dargestellt. In gleicher Weise gilt 
ffir die ,,Minima", d.h. die Stellen genau 
in der Mitre zwischen den B r a g g s c h e n  
Winkeln, die Formel: 

b ( s i n v o n ~ )  ~ 1 
cz~,~=W ~ , ; ~  �9 ~ - ;  ~=1/2.3/2.. .  

Der Oitterfaktor n~ihert sich mit zuneh- 
mender Qitterst6rung und wachsender Ord- 
nung der Reflexe bzw. Minima sehr bald 
dem Orenzwert 1 (Abb. 6), so dag dann 
praktisch nut mehr die Streuung der Zwi- 
schenraunilamellen fibrig "bleibt. Dieses Ver- 
halten wurde vor allem yon R. H O s e m a n n 
(34) n~her studiert. Merkw/irdigerweise 

�9 ) ( g e n a u e r  die H 6 5 e  be im B r a g g s c ' h e n  
Winke l ) .  
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kommt dieser Autor aber zum SchluB, d a b  
in dem Streuwinkelbereich, in dem die Re- 
flexe praktiseh v611ig verwischt sind, die 
reine Partiketstreuung der Mizellerl hervor-' 
treten sollte. Auf die Unhaltbarkeit dieser 
Ansicht wurde in der vorliegenden Arbeit 
schon aus anderen Oriinden mehrmals hin- 
gewiesen (Reziprozifiitsgesetz!), so dab sich 
eine weitere Diskussion erfibrigen dfirfte. 

Da die Reflexschiirfe im wesentlichen 
durch die statistische Abstandsschwankung 
bestimfnt ist ('der Einflufi der Mizellenzahl 
ist dagegen gering, wenn man nicht sehr 
kleine Pakete annehmen mug), ist es nahe- 
liegend, den Zusammenhang schiirfer zu 
formulieren, um zumindest e i n e  Absch~it- 
zung der Abstandschwankung aus der Streu- 
kurve zu erm6gliehen. Am einfachsten ist 
es, yon der integralen Reflexbreite auszu- 
gehen. Ks ist eine in der Kristallographie 
durchaus bekannte Tatsache, dab die inte- 
grale Intensitiit eines Reflexes in sehr guter 
Niiherung yon seiner Schiirfe, also v o n d e r  
Kristallitgr6fie und den Oitterst6rungen, un- 
abhfingig ist. Es herrscht Obereinstimmung, 
dab dies auch fiir St6rungen zweiter Art 
noeh recht gut gilt. Auch an unserem Mo- 
dell l~ifit sich das leicht zeigen. Zu .diesem 
Zweck werden wit jedem Reflex jenes F!ii- 
chen stiick unter der Kurvegz zuordnen, das 
durch die benachbarten Halbierungspunkte 
zwischen den Reflexen begrenzt wird. Die 
Variable ff geht daher ffir die n-re Ordnung 
von (n - -  1A) 2 ~ bis (n ~ ~/2) 2 re. Die Inte- 
gration l~ifit sich einfach nur durchfiihren, 
wenn der Formfakto:r und die Or6fie k im 
Integrationsintervall als konstant mit ihrem 
Wert  am Maximum angenommen werden. 
Wir integrieren daher nur den Oitterfaktor: 

(n+l/2)  2~ +o~ 

f l--kn~ l+Z~n f 
d[~ 1 -- 2 kn COS ,~-~-kn 2 1 -- kn 

(~,- x/2)  2 ~ 1 @ - -  
- ~  . (1  

Niiherung eigentlich nur bet sehr scharfen 
Reflexen erwarten liefien. Eine weitere 
Kontrolle besteht in der Invariante [20], die 
ebenfalls bet dieser Niiherung erfiillt wird 
(Anhang 6). 

Es ist far eine sp~itere Anwendung wich- 
fig, darauf hinzuwejsen, dab die mittlere 
Reflexh6he vom Identit~itsabstand d unab- 
hiingig ist, die Fl~iche des Reflexes daher 
umgekehrt proportional zu d, wenn man als 
Abszisse nicht #, sondern-den Streuw:inkel 
oder die gleichwertige Or613e s nimmt. 
Die integrale Breite B~ (am Film) des Re- 
flexes n-ter Ordnung ergibt sich nun leicht 
Z U  : 

)~ R 1--kn ,~ R 
B n ~  d l @ k n  "-:- d (n~O)~" [27]~1 

Die letzte N~iherung stimmt verh~iltnisrn~igig 
gut, solange der Reflex nicht zu diffus ist, 
in welchem Falle die Bestimmung ether 
Halbwertsbreiie ja auch keinen verniinftigen 
Sinn h~itte. 

Fassen wir nun kurz zusammerl, was das 
Modell 1 (leicht gest6rtes Oitter) ergeben 
hat. Man wird es dann in Betracht zu. ziehen 
haben, wenn ein sehr dichtes mizellares 
System yon verhfiltnismiiBiger Einheitlich- 
keit v orliegt. Charakter,istisch daffir ist das 
Auftreten von mehr oder minder verschwom- 
menen Reflexen, die aber keineswegs in 
der urspriinglichen Streukurve sichtbar sein 
miissen, gs geniigt, wenn sie nach Eliminie- 
rung des Lorentzfaktors hervortreten. Dann 
k6nnen wir aus der Lage des ersten Re- 
flexes (die weiteren dfirffen praktisch kaum 
mehr in Frage kommen) nach dem B r a g g-  
sChen Oesetz in erster Niiherung den mitt- 
leren Identit/itsabstand, d.h. etwa die mitt- 
lere Mizelldicke, entnehmen, wiihrend die 

d7 l @ kn 2 
~kn 7 = 1 - k n  1 / -  4kn = 2 ~ .  
_k~)2 sin2 ~- I / l -~ (l_k~)~ 

Die Fl~iche unter dem Oitterfaktor ist also 
ffir alle Ordnungen gleich und in erster sehr 
guter N~iherung yon der statistischen Schwan- 
kung unabhiingig. Wir k6nnen [261 auch 
so ausdriicken, daft der Durchschnitt des 
Oitterfaktors fiir jeden Reflex gleich 1 ist. 
DaB die N~iherung tatsiichlich sehr gut ar- 
better, erkennt man schon daraus, dag die- 
ser Wert ja wirkliCh, wie oben gezeigt, ffir 
die h6heren Ordnungen mit vollkommen 
verschmierten Maxima und Minima heraus- 
kommen mug. Die r0bereinstimmung ist 
deswegen beachtlich, well unsere Voraus- 
setzungen bet der Rechnung eine gute 

[26] 

integrale Breite eine Absch~tzung der sta- 
tistischen Gr6fienschwankung der Mizellen 
gestattet. Der weitere Verlauf der linearen 
S• zeigt eine deufliche Te'ndenz, 
einfach in die Streuung der Zwischenrfiume 
iiberzugehen, indem der Oitterfaktor eine 
Konstante wird. Allzugrofie Erwartungen 

*) Zu einer fihnlichen Formel, aber unter Be- 
riicksichtigung der Paketgr6Be, gelangte H o s e- 
re. ann (34). Seine allgemeiner abgeleitete For- 
mel enth~ilt die hier angegebene als Spezialfall fiir 
unendliehe Mizellenzahl. Der Einflul] einer end- 
lichen Zahl ist aber so gering, dab wir darin eine 
Rechtfertigung unseres vereinfachten Ansatzes 
sehen k6nnen. 
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wird man abet an eine Auswertung des 
~iugeren Kurventeils nicht kniipfen diirfen, 
da dort die Fehlergrenze sehr hoch ist. Man 
mug bedenken, daft der /iul3ere Teil der 
Streukurve an sich schon nur mit geri,nger 
Oenauigkeit festgestellt werden kann (ge- 
ringe Intensit/it, Abtrennung des Untergrtm- 
des), und dab die experimentellen Fehler 
dort durch die Multiplikati.on mit z~ (Eli- 
mination des Loren . tz fak tors )  besonders 
stark fiberh6ht werden. Die reine Partikel- 
streuung der Zwischenr./iume kann aber in 
zwei F/illen wesentlich hervortreten, einmal 
wenn die mittlere Mizelldicke sehr grog ist, 
so dab der charakteristische Teil der Streu- 
kurve zu unmel3bar kleinen Winkeln riickt, 
zum anderen, wenn die statistische Schwan- 
kung so bedeukend ist, dab bereits der erste 
Reflex vollkommen verschmiert erscheint. 
In diesem Fall werden wit besser Modell 2 
betrachten : 

b) 2. O r e n z f a l l ,  d a s  v 0 1 1 k o m m e n  g e -  
s t S r t e  O i t t e r * ) :  

Mizellen einheitlicher Dicke a sind durch 
Zwischenr/iume getrennt, die nach der Ex- 
ponentialstatistik schwanken. Es folgt rmch 
ieichter Rechnung (Anhanff 7): 

b 1--cos,~ 
g)l = ~ "  2 (1_ cos/~)2_? (s 0@ sin ff)~, / ~  ~ a. 

[~8i 
Beim Ubergang zu unendlich grogen Zwi- 
schenr/iumen geht [28] fiber in die Einzel- 
streuung der Mizellen (verdiinntes System): 

2 = a( sin ~/2 / "~ lim q~t = a �9 (1-costt) 
b - ~  -~- t ~/s ]" 

Abb. 7 zeigt die linearen Streukurven f~r 
verschiedene Quellungsgrade q (-= l/w).. Na- 
tfirlich sind diese Kurven nieht allzu w6rt- 

o,5 

"%~-v. l 

q5 
,.s'a/2 YF 

Abb. 7 Lineare Streukurven des vollkommen gest6rten 
Gitters (2. Grenzfall). ftir versehiedene Quellungsgrade q; 

norm~ert auf gleiehe Mizellenzahl 

*) Dieses Modell  wurde  schon yon P r i n s  und 
Z e r n i c k e  (35) mit demselben Ergebn[s be- 
handelt. 

lich aufzufassen. Sie sollen uns nur dazu 
dienen, um das Wesentliche beim Ober- 
gang yon einem dichten zu einem verdfmn- 
ten System zu erfassen. So kann man z.B. 
der Nullstelle bet ff = 2 Jr keine tiefere Be- 
deutung beimessen, denn sie rfihrt davon 
her, dab wir die Mizellen als exakt gleich 
angenommen haben, was natfirlich in Wirk- 
lichkeit hie der Fall sein wird. Aber selbst 
wenn es so w/ire, w/irden die unvermeid- 
liche endliche Ausdehnung des Primiirflecks, 
ein Rest yon Polychromasie und andere Un- 
regelm/igigkeiten hinreichen, um die Null- 
stelle zu verwischen. 

Betrachten wir nur die allgemeinenZfige 
von Abb. 7, dann kSnnen wir wohl zwang- 
los feststellen, dab ein kont,inuierlieher Ober- 
gang v.om dichten System mit einem Maxi- 
mum etwa beim B r a g g ' s c h e n  Winkel zum 
verd/innten System stattfindet, wie es nach 
Modell 1 schon zu erwarten war. Der (Jber- 
gang vollzieht sieh dabei in der Weise, dab 
zun/iehst der /iul3ere Kurvenast sich der 
Kurve des verd/innten Systems ansehmiegt 
und der Angleieh mit steigendem Quel- 
lungsgrad zu immer kleineren Winkeln fort- 
schreitet. Man kann also bet nieh( zu dieh- 
ten mizellaren Syste'men im wesentlichen 
die Kurve f/ir das verd/innte System erwar- 
ten mit einern Umbiegen bet kleinen Win- 
keln. Die Zuordnung zu verschiedenen Quel- 
lungsgraden wird natfirlich in der Praxis 
auf Sehwierigkeiten stofien, da man nicht 
sagen kann, ob die Quellung zwischen den 
Mizellen tats/ichlich im Sinne des makro- 
skopisch beobachteten Quellungsgrades er- 
folgt. 

Noch wichtiger ist aber ein anderer win- 
zipieller Umstand. Alle Berechnungen ein- 
dimensionaler Systeme b e r u h e n  auf der 
stillsehweigenden Voraussetzung, dab die 
Mizellen mit ihren F1/ichen parallel liegen. 
Beim dichtgepackten Mizellenpaket war 
diese Annahme durchaus gerechtfertigt, weil 
bet kleinen Zwischenr/iumen ja gar kein 
Spielraurn ffir eine sehr/ige Lage vorhanden 
ist. Anders ist es bet einem gequollenen Sy- 
stem. Hier I/tilt sich im Gegenteil gar kein 
plausibler Orund angeben, warum benach- 
barte Mizellen exakt parallel gerichtet sein 
sollten. Wir haben nnn schon bet der Be- 
griindung des Lo: ren tz fak tors  gesehen, 
dab bei bliittchenfSrmigen Teilchen die Lage 
der B1/ittchenebene yon entscheidender Be- 
deutung fiir d e n  Beitrag zur Streuung ist. 
An Hand der Skizze 8 1./il3t sich der Einflug 
der Lagenverwacklung leicht fiberblicken. 
Mai3gebend ist ja die Projektion tier Mi- 
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Abb. 8 Schematische Darstellung eines gequollenen 
Systems aus Fransenmizellen 

zellen auf die Systemachse. Die Streumas- 
serlbelegung, projiziert auf die Paketachse, 
ist nun irl: eirlem Sys tem wie in Abb. 8 
fas~ gleichmfiBig, und damit h6rt das inter-  
ferenzmiigige Zusammenwirkerl der Mizel- 
lerl praktisch auf. Zur Streuung tragen 
haupts~ichlich nur diejenigen Mizellen bet, 
die etwa in der Spiegeleberle liegen; die 
dazwischenliegenden schrfiggestellien Mizel- 
len wirken wie ein Zwiseherlraum, un,d wir 
haben so ein r6ntgenographisch verdiinntes 
System vor uns. 

Zusammerlfassend k6nnen wir also sagen, 
dab der 2. Orenzfall etwa das Optimum 
an Interferenz darstellt, d as man bet regel- 
loser Gr61~enverteilung der Zwischenr~iume 
erwarten karlrl. In der Praxis wird man ein 
derartiges System meist schon ab m~iBigen 
Quellungsgraden (q ~ 2) als verdfinnt be -  
trachten k6rlnen. 

Die Streukurven yon Abb. 7 k6nnen aber 
rloch arlders interpretiert werden, irldem 
wit n/imlich die Bezeichnung ,,Mizelle" urld 
,,Zwischenraum" vertauschen. In diesem 
Fall interessiert nut das dichtgepackte Sy- 
stem, da die Annahme grofier gleichm~iBi- 
get  Zwischenrfiume keinen vernfinftigen 
Sinn hat. Wir erkennen sofort (Kurven mit 
grol3em q), daB in sehr guter Niiherurlg die 
reine Partikelstreuung der Zwischerlr~iume 
resulfiert. Ks w~ire daher eirl TrugschluB, 
bet einem dichtgepackten System mit sehr 
urleinheitlichen Mizellen aus der Kleirlwin- 
kelstreuurlg einerl Aufschlufi fiber diese ge- 
winnen zu wollen. 

c) 3. G r e n z f a l l ;  r e g e l l o s e  G r 6 g e n -  
v e r t e i l u n g  d e r  M i z e l l e n  urld 
Z w i s c h e r l r / i u m e  
Vor der eigentlichen Diskussiorl dieses 

Modells soil der Grenzfall unendlieher Ver- 
dfinnung besprochen werden. Die Reeh- 
nurlg ist leicht streng durchzufiihrerl. 

r  

1 [" d x  e-~:/a 2 2 a  
~ =  ,, j - s  �9 s~ (1.-cos~)- 1 + ~ .  

o [29] 

Das Resultat stellt eine Olockenkurve dar, 
die aber im Oegensatz zur G a u s s s c h e n  
Fehlerkurve nut langsam (wie s- 0 abklingt. 
Sie is• als lineare Streukurve leicht zu iderl- 
tifiziererl, wenn man ihren Reziprokwert 
gegen das Quadrat des Streuwinkels auf- 
tr~igt. Ks muB dann eine arlsteigende Ge- 
rade erhalten werden. Der Abszissenwer• 
der Stelle, wo die Ordinate den doppelten 
Arlfarlgswert erreicht hat (Halbwertspunkt), 
entspricht dann s a = l ,  woraus sofort die 
mi• Mizelldicke a folgt. Ks set noch 
kurz erw.fihnt, dat3 [291 rlatfirlich auch der 
Invariantenforderung [201 genfigt. 

Wir gehen nun nach dieser Vorbereitung 
zum eigerltlichen Modellsystem fiber. Die 
Rechnurlg ergibt unter Benutzung der H e r -  
mansscher l  Formel [22] (Anhang 8): 

21 l = a b/(a § b). [30] 
~z- :  l @ s 2 t 2  ; 

Das Frgebnis stimmt formal mit [29] fiber- 
ein. Wir bekommen bet jeder Packungs- 
dichie die Streuung eines verdfinnten Sy- 
stems derselberl Art, nur mit wechselrlder 
scheinbarer mittlerer Mizelldicke gleich der 
reduZierten L~inge 1. Bet extremer Pak- 
kungsdichte entspricht die Streukurve der 
verdfinnten Phase. Die Auswertung kann 
wie oben angegeben erfolgerl. 

Unverkenrlbar ist die Analogie zu dem in 
Abschnitt 3 besprocherlen Mischsystem, urld 
tats~ichlich karln [30] a uch auf diese Weise 
abgeleitet werden. Auf ]eden Fall kann man 
sagen, dag bet sehr starker statistischer 
Schwankung sowohl der Mizellen, als auch.  
der Zwischenfiiume wohl immer eine Par- 
fikelstreuurlg zu erwarten ist, die aber nicht 
einfach den Mizellen zngeschrieberl wer- 
den karln. Bet dichter Packurlg w~ire das 
fiberhaupt sinnlos. In der Praxis wird man 
allerdings mit ether Schr~glage der Mizel- 
len zu reehnen haben, wodurch auch bet 
leichtgequollenen Systemen die Mizellen 
r6ntgenographisch besser hervortreten als 
die Zwischerlriiume. 

Wenn wir die eben besproehenen drei 
Grenzf/ille vergleichend betrachten, dann 
k6nnen wir wohl sagen, dab  alle praktiseh 
interessierenden M6glichkeiten dadurch er- 
faBt werderl. Ziel ether ]eden Auswertung 
wi.rd es natfirlich seirl, AufschluB fiber die 
mittlere Dicke der Mizellen und wom6glich 
fiber ihre Gr6Berlverteilurlg zu erhalten. 
keider ist dies nun nicht in jedem Fall m6g- 
lieh. Die Urlm6glichkeit geht eigentlich 
schon aus dem Reziprozit~itsgesetz hervor, 
wonach Mizellen und Zwischenr.~iume gleich- 
berechtigt sind, w/ihrerld doch die Streu- 
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kurve nicht gut beide Phasen gleichzeitig 
in charakteristischer Weise zum Ausdruck 
bringen kann. Allerdings liegen in Wahrhei t  
die Verh/il~nisse etwas gtinstiger, als es nach 
der eindimensionalen Betrachfung den An- 
schein hat. Die Mizellen als starre Ein- 
heiten werden, wie schon obe'n erwiihnt, 
in gequ.ollenen Systemen eine gr6Bere Un- 
ordnung zeigen, als das lineare Modell 
zum Ausdruek bringen kann, und daher 
eher in der Kleirlwinkelsfreuurlg in Erschei-. 
hung ~reten als die Zwischenr~iume, deren 
Bl,/ittchenform ia nur eine bloBe Abstrak- 
tion ist. Dazu kommt noch, dab die inter- 
mizellare Interferenz sich hauptsfichlich nur 
bet kleinen Winkeln auswirkt, wie die bis- 
herigen Betrachtungen wohl hinliinglich ge- 
zeigt haben. Daher wird marl die Streuung 
gequollener Systeme im allgemeinen nach 

ter zu treiben als oben angegeben. Man 
dart nicht vergessen, dab die R/ickrechnung 
yon d e r  Streukurve auf das streuende Sy- 
stem prirlzipiell nieht eindeutig ist. Auch 
wenn es gelingt, eine experimentelle Streu- 
kurve mit einer berechneten zur Deckung 
zu bringen, ist alas noch kein Zwingender 
Beweis ftir den Arlsatz. Abgesehen davon 
ist eine strenge Berechnung nattirlich nur 
f/ir stark idealisierte Modelle mSglich. 

Aus dieseri Or/inden schierl es z weck- 
mfiBiger und auch sieherer, unter Verzicht 
auf Feinheiten nur die wesentlichen Merk- 
mate der RSntgenstreuung von mizellarerl 
Systemen zu untersuchen. Hier ist an erster 
Stelle der L o r e n f z f a k t o r  zu rlennen, der 
z.B. der Streukurve der Zellulose - -  um 
das wichtigste Beispiet zu nennen - -  den 
charak~eristischen steilen Arls~ieg verleiht. 

den Mizellen auswerten k6nnen, wenn m a n  In der linearen Streukurve wurden zwei 
den innersterl Teil der Streukurve nicht be- Tendenzen sichtbar: einmal die Erzeuffung 
r/icksichtigt (vgl. das experimentelle Bet- yon diffusen Reflexen auf Orund ether git- 
spiel am Ende des Kapitels). terfihnlicherl Ordnung, ein Effekt, der sieh 

Nich~ so einfach liegen die Verh/iltnisse nach auBen hin bald verl,iert, zum anderrl 
bet sehr dichtgepackten Systemen. Liegen das deutliche Bestreben der Streukurve, bet 
verhiiltnism~iBig einheitliche Mizellen vor, grSBeren Winkeln in die Partikelstreuun~o 
dann kann deren mittlere Dicke roh aus 
dem diffusen lnterferenzmaximum der line- 
aren Streukurve entnommen werden, wfih- 
rend gleichzeitig die infegrale Breite der 
lnterfererlz (falls gen/igend seharf) eineAb- 
sch~itzung der statistischen Schwankung tier 
Mizelldick'erl gestattet. Die Auswertung wet- 
ter zrl treiben, h~itte vor allem beim iiugeren 
Ast der Streukurve keinen Sirln, da dort im 
wesen(lichen der reine gormfakt.or derZwi-  
schenrtiume in Erschei.nung tritt. Ist aber 
die Uneinheitlichkeit der Mizellen so grog, 
dab nicht einmal das erste Maximum auf- 
tritt, dann besteht keine M6gliehkeit mehr, 
die Kurve hinsichtlich der Mizellen auszu- 
werten, ausgenommen nat/irtich die quali- 
tative Aussage, dab sie sehr uneinheitlich 
sein m/issen. 

gti.r alle besprochenen Ffille besteht fer- 
net noch die M6glichkeit, die gewonnenen 
Ergebnisse durch Hinzuziehung der Abso- 
lutintensit~it zu st/itzen. Oerade diese Aus- 
wertungsmSglichkeit wurde bisher vielleicht 
zu wenig beachtet. Alle Streuformeln die- 
ser A rbeit sind einheitlich normiert, so dab 
sie unmittelbar die Angabe der Absolut- 
intensitfit gestatten. Der Vergleich mit der 
gemessenen Intensitfit kann zur Kontrolle 
dienen. Dagegen glaubt der Verfasser nicht, 
dab es bet der heute erzielbaren experimen- 
tellen Oenauigkeit lohnt, die Auswertung 

der d/i n n e r e n Phase tiberzugehen (unter 
Bevorzugung der Mizellen). 

7. S t a t i s t i s c h  i n h o m o g e n e  S y s t e m e  

Bis jetzt .wurde statistisch Homogenit~it 
des mizellaren Systems vorausgesetzt, d.h.  
es sollte dieselbe OrSgenstatistik an allen 
Stellen des Systems herrschen. Es ist aber 
die MSglichkeit yon vornherein nicht ganz 
v o n d e r  Hand zu weisen., dab es Systeme 
gibt, in denen in begrenzten Teilbereicherl 
verh/iltnism/iBige Einheitlichkeit herrscht, 
was nicht ausschlieBt, dab die makroskopi- 
sche Mittelung fiber diese Teilbereiche eine 
betiebige Uneinheitlichkeit ergeben kann. 
Die theoretisehe Behandlung solcher in- 
homogener Sysieme - -  speziell in Hirlblick 
auf die Streuung trockener Zellulose --- 
wurde erstmalig yon O. K r a t k y  (6) be- 
gonnen. 

Der Oedankengang ist kurz der folgende. 
Wenn Teilbereiche mit ziemlich einheitli- 
chert Mizellen in dichter Packung vorliegen, 
dann kann man im Sinne des Reziprozi- 
t/itsgesetzes die ZwischenrS, ume, die als 
sehr d/inn gedacht werden miissen (urn d ie s  
hervorzuheben, als Spalte bezeiehnet), als in 
erster N/iherung gittermfigig geordnet be- 
trachten, wobei die jeweilige Mizelldicke 
die ldentitfitsperiode darsteltt. Die diffuse 
Streukurve entsteht naeh dieser Vorstellung 

des S t r e u k u r v e n v e r l a u f s  wesentlich wet- durch kontinuierliche Clberlagerung relativ 
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scharfer Reflexe, so dab man jeder Stelle 
d e r  Streukurve ein Mizellenpaket zuordnen 
kann. Dadurch, dab nach dem B r a g g s c h e n  
Oesetz Ciitterkonstante und Refiexwinkel 
umgekehrt proportional sind, tritt dabei eine 
Anhfiufung yon Reflexen bet kleinen Win- 
keln auf. Um die H/iufigkeit A(x) der Mi- 
zelldicken aus der Intensit/itsverteilung i(O) 
zu bekommen, mug man daher eine Um- 
rechnung vornehmen. Im Intervall x bis 
x+ .dx  existieren A(x) dx Mizellen bzw. 
Spalte mit diesem Abstand; die im ent- 
sprechenden Winkelintervall dv ~ auftretende 
Streuintensitiit i (# )d#  mug der zugehSrigen 
Mizellenzahl proportional seth: 

i ( ~ ) d ~ A ( x ) d x ;  ~ 1 dx d~ 
--;x ~ '  

woraus durch lginsetzen folgt: 

dv~ ~ i (~)d~  bzw. A( x ) ~ i ( ~ ) ~  2. [31] 

In Worten ausgedriickt bedeutet dieses Er- 
gebnis: Man bekommt die H~iufigkeitsver- 
teilung der Mizellen, wenn man die Streu- 
kurve mit dem Quadrat des Streuwinkels 
oder einer proportionalen Or613e durchmul- 
tipliziert und jedem Winkel nach B r a g g  
eine Dicke zuordnet. 

Diese Feststellung mug noch in zweierlei 
Hinsicht modifiziert werden. Einmal ent- 
h/ilI die urspriingliche Fassung die implizite 
Annahme, daft die Reflexe mit. demselben 
Gewicht in die 13berlagerung eingehen. Wir 
haben aber vorhin gesehen (Abschniit 6a), 
dab die Reflexe cet. par. wohl ffir alle 
Ordnungen unabh~ingig yon der Gitterkon- 
stante und auch in erster N/iherung yon 
einer Gitterst6rung zweiter Art dieselbe 
mittlere H6he besitzen, daft abet gerade 

d e s w e g e n  die iniegrale Breite und damit 
die Fl~iche unter dem Reflex dem B r a g g -  
schen Winkel direkt und der Identit~itsperi- 
ode .umgekehrt proportional sind. Bei der 
Uberlagerung ist aber, wie leieht einzu:- 
sehen, jeder Reflex mit seiner F1/iche und 
nicht mit seiner H6he zu bewerten. Unter 
Beriicksichtigung dieses Umstandes mfissen 
wir die Mulliplikation re'it v ~2 durch eine 
solche mit ~ ersetzen, da in tier obigen 
Ableitung statt der t-l~ufigkeit A die be- 
wertete Funktion A/x zu setzen ist. Die bis 
jetzt bentitzte Funktion A bedeutet  die 
Z a h 1 e n h~iufigkeit tier Mizellen. Wenn wir 
eine Gewichtsh~iufigkeit A.q(x) zugrunde- 
legen derart, dab Ag (x)dx ein Marl fiir das 
Gewicht der Mizellen mit einer Dicke zwi- 
schen x und x + d x  darstellt, dann mug 
offenbar gelten: Ag =xA.  Daraus folgt so- 
fort, dab die lineare Streukurve selbst die 

Oewichtsverteilung der Mizellen wieder- 
gibt, wenn man jedem Streuwinkel nach 
Br a g g  eine Mizelldicke zuordnet. 

Eine zweite Modifikation ergibt sich aus 
dem Umstand, dab nicht nur die erste 
Ordnung der Reflexion, sondern auch die 
h6heren Ordnungen beriicksichtigt werden 
mtissen. Diese sind ja, wenn wir vom Struk- 
turfaktor der sehr dfinn angenommenen  
SpaRe absehen, was praktisch durchaus ge- 
rechtfertigt ist, vollkommen der ersten Ord- 
hung gleichwertig, aueh dann noch, wenn 
sie so verschwommen sind, dab man nicht 
mehr yon einem Reflex reden kann. Es 
wurde anlSfilich: der Diskussion des 1. Orenz- 
falles gezeigt, daft der Ciitterfaktor auch bet 
nur kleiner Gitterst6rung sehr bald einen 
konstanten Wert erreicht. Wenn sehr ver- 
schiedene Mizellenpakete vorliegen, d. h. die 
makroskopische Inhomogenit/it grof~ ist, 
dann muff jeder Reflex praktisch im dif- 
fusen Anteil der grSfieren Pakete unter- 
gehen, und wir werden im wesentliehen 
einen konstanten Ciitterfaktor, d. h. als Streu- 
kurve den Formfaktor tier Spalte zu erwar- 
ten haben. Die Hiiufigkeitsverteilung der 
Mizellen kann sich in diesem Fall nur im 
inneren .Teil der Streukurve auswirken, wo 
wenig hShere Ordnungen hinreichen. Wir 
wollen nun diese qualitativen Feststellungen 
an Hand von konkreten Beispielen etwas 
pg/izisieren. 

Die einfachste Annahme ist wohl die, dab 
die Mizellenpakete exakte Gitter aus Mi- 
zellen der Dicke x und Spalten der Dicke b 
(ffir alle Pakete gleich) bilden. Die Streu- 
kurve eines Paketes besteht dann aus dis- 
kreten Reflexen und kann in der bekannten 
Form .geschrieben werden: 

( 1 -1); fb sin.~b/~ 
~x = fb 2 29le 1-  e ~ (b+x~  .V2 

Formfaktor des SpaRs 
E32? 

Die Normierung kann bet einem Teilsys~em 
nicht in der bisher durchgefiihrten Weise 
erfolgen, sondern der obenstehende Aus- 
druck ist auf einen Spalt bezogen. Die 
Streuung des ganzen inhomogenen Systems 
erhalten wir dureh Integration fiber die 
Teilkurven nach Mafigabe der Mizellen- 
h~iufigkeitsfunktion A(x). Da es uns nur 
darauf ankommt, ein Beispiel zu geben, soil 
der einfache Ansatz gemacht werden, dab 
alle Mizelldicken zwischen al und a2 gleich 
h~iufig sind. Diese Verteilungskurve hat 
gleichzeitig den Vorteil, in der graphischen 
Darstellung leicht erkennbar zu sein, denn 
sie soll ja in der mit s multiplizierten Streu- 
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kurve siclltbar werden.  Die Rechnung ist 
im Anhang 9 durchgefrihrt  und ergibt  mit 
der richtigen Normierurlg:  

b sin s b/2 2. 2 ~x . ~33] 

Hierin s~ind n~ und n~ jerle ganzen Zahlen,  
die durch Abrundung der Ausdriicke s (a~ 
+ b ) / 2 s v  bzw. s ( a 2 + b ) / 2 z c  entstehen.  An- 
schaulich bedeu te t  dies folgendes:  wenn wir 
den ganzen Streubereich nach den Re- 
flexen des Paketes  mit den kleinsten Mi- 
zellen a~ untertei len,  dann numer ier t  n~ 
diese Abschnit te beginnend mit 0, d .h .  frir 
jede Stelle z. B. zwischen dem Reflex 
drifter und dem vierter  Ordnurlg gilt rl~ = 3. 
Analog ist n~ frir die obere  Orenze der  Mi- 
zelldicke definiert.  Aus dieser Formulierurlg 
geht  hervor,  dag die Streukurve urlstefig 
aus Stricken der Kurve ~ ft2/s bes teht  der- 
art, dab bet jeder  Ordrlung des gr613terl 
Ciitters ein Sprung hinauf und bet jeder  
Ordnung  des kleinsten Oitters ein Sprung 
rlach unten erfolgt. Die Streukurve schmiegt  
sich dabei mit wachsender  Zahl der  Sprfinge 
immer mehr dem Formfaktor  des Spalts an. 
Mul~iplizieren wir  die Streukurve ohne Form- 
faktor, d .h .  den reinerl Oit terfaktor,  mit s, 
um die H/iufigkeitsfunktion der  Mizellen 
zu erhalterl, dann bekommen  wir die rieh- 
t ige Kurve (eine Konstarl te)  nur im inner- 
sterl Bereich, solange rlur die 0be r l age rung  
der ersterl Ordnungen  vorhanden ist. Darln 
wird die Konstruktion sinnlos. 

r 

0 sb/2~" ~ I 

Abb.  9 L inea r e  S t r eukurven  i n h o m o g e n e r  Systeme 
mi t  exak tem Gi t te r  ; z u m V e r g l e i c h  die S t reukurve  de r  Spalte.  

a) b = I ;  a l ~ I , a ~ I 9 ;  b) b = I ;  a l ~ I , a ~ = 9 ;  
c) b ~ I ;  ~ z = 7 ,  a2~--79 

In Abb. 9 sind drei derar t ige Streukurven 
dargestellt .  Es ist daran deutlich zu er- 
kerlnen, wie sich die unstet ige s/igezahrl- 
/ihnliche Kurve immer mehr dem Formfak- 
to t  des Spalies arlschmiegt. Besonders  auf- 
ffillig ist dies im drit ten Beispiel zu sehen,  
wo zuerst  ge t rennte  Reflexb/inder auf t re ten 
und darlrl die Verschmierung fast schlag- 
artig einsetzt. Die urlstetige Form der Slreu- 
kurve ist ribrigens leicht auch ohne Rech- 
hung zu versteherl. Wenrl wir die Streu- 
winkel der Reflexe des  kleinsten und des 
gr613ten Mizellenpaketes markieren,  danrl 
sind dadurch auch die Streubereiche gege-  
berl, innerhalb derer  die Reflexe der ande- 
ren Pakete  zu liegerl k o m m e n .  Zwischen 
der n-ten Ordnung  vorl a2 und der  n-ten 
Ordnung  vorl al z .B.  erstreckt  sich ein Re- 
flexband, desserl Intensit/itsverteilurlg durch 
den Formfaktor  des Spaltes real den Faktor  
1/~ wegen  der oberl besprocherlen Abszis- 
senstauchurlg best immt ist. Die gesamte  
lineare Streukurve bes teht  aus der Super- 
position d:ieser B/inder, so dab beim Be- 
girlrl eines neuerl Bandes eine sprunghaf te  
Erh6hung und beim Ende eines solchen 
eirle sprrlnghaite Erniedr igung der  Intensi- 
t/it eirltreten mug. Natfirlich ffihren .in einem 
experimentel len Streudiagramm verschiedene 
Umst/inde immer zu eirler Verschmierung 
d e r  S t r eu k u rv e ,  so daft scharfe Sprringe 
nicht gefunderl werden  k6nnen, selbst  wenn 
eirl exakt  nach urlserer Arlnahme gebautes  
System vorliegen so llte. 

Es ist an dieser Stelle vieIl.eicht interessant, 
die Sfigezahnkurve der Abb. 9 mit den ganz fihn- 
lichen zu vergleichen, die bei der Behand[ung 
periodisc'her eindi.mensionaler Oebilde m regcl.- 
loser Orientierung erha[ten wu,rden (Kugelreihe 
von O. K r a t k y  (3), periodisches St/ibchen des 
V e r f a s s e r s (5). Tats/ichlich besteht ein enger 
innerer Zusammenhang. Dreht man n~imlich em 
eindimensionales Ciiiter der Periode d um den 
Winkel a gegen die normale Lage (parallel zur 
Strahlensymmetrale), dann wird die Periode wie 
cos a verk/irzt. Sind alle Lagen gleieh wahr- 
scheinlich, dann 1/iuft das auf genau dasselbe Re- 
sultat hinaus, wie wenn man die Oitterlinie in der 
Normallage festhalten und daffir alle Oitterkon- 
stanten zwisc'hen 0 und d mit derselben H/iufig- 
keit realisieren wtirde. Das Ergebnis entspricht 
daher formal dem oben angegebenen, nur dab 
wegen (a,-t- b) = 0 keine Sprflnge naeh unten 
erfolgen. In unserem Beispiel kann dieser Spezial- 
fall nichf eintreten. Damit hS.ngt auch .ein we}refer 
Unterschied der beiden Modelle zusam.men. Bet 
der Kugelreihe erfolgt de:r erste Sprung schon 
beim Winkel 0 - -  sozusagen bet der nullten Oral- 
hung --, weft ein beli.ebig Ianges St/ibchen bet 
Stellung senkrecht zur Normallage doch in der 
Proiektion auf die L/inge 0 zusammenschrumpff, 
was natfirlich bet ether reelIen Verkfirzung der 
Oitterkonstante nicht m6glich ist. Wenn auch die 
Mizellenpakete nur in der NormaIlage streuen 
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k6nnen, so verdient doch festgehalten zu werden,, 
dab bet kleinen B15_ttchen die Richtungsschwan- 
kung der Gitterlinien in derselben Richtung wirkt 
wie eine virtuelle lnhomogenit/it der Abstand- 
statistik. Es ist nicht undenkbar, dab dieser Urn- 
stand bet mehr st~bch:enf6rmigen Mizellen eine 
Rolle spielen k6nnte. Da jedoch eine allgemeine 
Behandlung dieser Frage ohne sehr willkfirliche 
Annahmen nicht m6glich scheint und andrerseits 
keine Anzeichen fflr eine praktische Wichtigkeit 
vorhanden sind, m6ge bier der Hinweis genfigen. 

Die Arlnahme eirler exakten gittermfiBi- 
gen Ordnurlg in den einzelne:n Mizellen- 
paketen ist vielleicht zu idealisiert, um eine 
atlgemeine Diskussion inhomogener Sy- 
sterne daran zu knfipfen. Wir wollen daher 
die Ordnung etwas lockern, indem' wit an- 
nehmen, dab die Spaltdicken nach der Ex- 
ponentialstatistik mit dem Mittelwert b 
schwanken, so dab jedes Mizellenpaket ffir 
sich dem 2. Orenzfall entspricht. Die Rech- 
flung ist in Anhang 10 durchgeffihrt und er- 
gibt als lineare Streukurve des Oesamtsy- 
stems : 

1 2t, [ b l n Z O + l  ( a r g Z _ a r g Z l ) ]  ~ s~-o~ - I 

[34] 
z1=1 + i  s b - e -i'~a' = (1 - cos s a~) + i (s b + sin s a~) ; 

Z~ analog. 
Der erste gaktor entsprieht [29] und ist 
iderrtisch mit der Partikelstreuung der Spalte. 
Man erkennt aus Formel [34], dag der Klam- 
merausdruck bet groBen Winkeln sieh auf 
1 reduziert, womit wieder der Interferenz- 
effekt ausgel6scht er~cheint. Abb. 10 zeigt 

o o.1 o,2 03 o.4 0.5 
sb/2tT 

A b b .  Io L i n e a r e  S t r e u k u r v e  e ines  i n h o m o g e n e n  Sys tems  
mi t  v o l l k o m m e n  ges tS r t em Gi t t e r ;  zum V e r g l e i c h  
die S t r e u k u r v e  d e r  SpaRe  ; b ~  I ; al = x, a~ ~ 9  

an einem speziellen~Beispiel, wie gut diese 
An n~herung an das verdfinnte System er- 
folgt. Die Multiplikation mit s ergibt auch 
hier nur garlz innen die zu erwartende 
H~iufigkeitsverteilung; speziell d ie  obere 
Grenze a~ der Mizelldicken wird angedeu- 
tet. Man kann sich vorstellen, dab es bet 
ether weniger markant gew/ihlten H~ufig- 
keitsfurlktion praktiseh unm6glieh ist, diese 
aus der mit s multiplizierten Streukurve her- 
auszuleserl. Alles in allem kann man wohl 
nur in besonderen gfinstigen F/illen hoffen, 
d i e  Streuurlg eirles irlhomogenen Mizellen- 

systems befriedigerld auszuwerten. Sicher 
finder man zumindest im fiuf3eren Verlauf 
die Streuung der SpaRe, die aber nicht wet- 
ter interessieren. 

8. E x p e r i m e n t e l l e  B e f u n d e  an r e -  
: g e n e r i e r t e r  Z e l l u l o s e  

Das bet weitem wichtigste und r6ntgeno- 
graphisch am besten untersuchte Beispiel 
ffir ein mizellares System ist ohne Zweifel 
die Zellulose. In Hinblick auf diese Sub- 
stanz wurde auch, wie schon erw~hnt, von 
O. K r a t k y  (6) erstmalig auf die Wichtig- 
keit der Berticksichtigung interpartikul~irer 
Interferenzen bet der Auswertung der Klein- 
winkelstreuung hingewiesen, w/ih'rend H o s e- 
m a n n  (7) die Zellulose als verdfinnies Sy- 
stem auffagte. Nun ist allerdings gerade 
die Zellulose, ob naiiv oder regeneriert, ei- 
gentlich kein gfinstiges Objekt fiir die Dis- 
kussiorl prinzipieller Fragen der Kleirlwin- 
kelstreuung, ist doch ihre Textur sicher sehr 
kompliziert und keineswegs in allen Eirlzel- 
heiten gekl/irt. Als gesichert kann man je- 
denfalls das Vorhandensein von bl~ittchen- 
f6rmigen Mizellen (24) (25) ansehen, die 
durch amorphe Zwischenbereiche (,,Fran- 
sen",  vgl. Abb. 8) verbunden sind. Daneben 
sind aber sicher noch amorphe Bereiche und 
Hohlrfiume vorhanderl, fiber deren Gr6ge,. 
Form urld Anordnurlg man wenig Bestimm- 
tes aussagerl kann. 

Von H e y n  (40) wurde an R6ntgendia- 
grammen von leicht gequollenen Zellulose- 
f/iden verschiedener Sorten eine Verschie- 
bung der Kleirlwinkelstreuung beobachtet ,  
die dieser Autor mit der .~nderung der 
intermizellaren Abst/inde in Zusammenharlg 
brachte. Ebenso zeigt die Anisotropie der 
Kleinwinkelstreuung von F~iden mit h6he- 
rer Orientierung (25), dab die Streuung tat- 
s/ichlich den Mizellen zuzuschreiben ist. lm- 
merhin mug 'man sich auch bewugt  blei- 
ben, dab die Streukurve auch durch die 
Streuung von Hohlrfiumen, Fransenberei- 
chen u. dgl. verf~ilscht sein karln. Unter Mi- 
zellen wollen w i r i n  diesem Zusammenhang 
nieht nur kristalline Anteile, sondern auc'h 
isolierte amorphe Bereiche (Str/irlge yon 
ZeIluloseketten) verstehen, ffir die eine 
~ihnlich bl~ittchenf6rmige Gestalt wie far 
die Kristallite wahrscheinlich ist, da die 
zwischenmolekularen KrMte hier w:ie dort: 
im wesentlichen dieselberl sind. 

Es soil in diesem Zusammenharlg noch 
erwiihnt werderl; dab neuerdings Struktur- 
vorschl~ige (41) gemacht worden sind, die 
die Unterscheidung . zwischen kristallinen 



J~,,a a24 Po.rod, Die R6ntgenkleinwinkelsireuung I. Teil l i t  
Heft 2 (1951) 

und amorphen Bereichen fiberhaupt gegen- 
standslos machen oder zumindest in einem 
neuen Licht erscheine'n lassen wfirden. Trotz- 
dem k6nnte aber die Bezeichnung ,,Mi- 
zellen" ffir isolierte Bereiche in r6ntgeno- 
graphischer Hinsicht ihren Sinn behalten. 

Ffir den Vergleich mit der Theorie liegen 
neue sorgfS_ltige Kleinwinkelstreuungs-Mes- 
sungen an aus Viskose gesponnenen Mo- 
deIlf/iden vor, die von H. J a n e s c h i t z -  
K r i e g l  in diesem Institut durchgeffihrt 
wurden. Bezfiglich Einzelheiten set auf die 
Originalarbeit (12) (42) verwiesen. Ver- 
wendet wurden luftgequollene (q = 5,7, 2,91, 
2,16, 1,56) und trockene E/iden ( q ~  1,1, 1). 
Die Aufnahmen erfolgten mit streng mono- 
chromatischer Cu-K~-Sirahlung unter Ver- 
wendung ether Schlitzblende. Sie muBten 
daher ,,entschmierV' werden, was tells rech- 
nerisch, tells graphisch (22) gesch.ah. Die so 
erhaltenen Streukurven wurden durch Multi- 
plikation mit z% ) yore L o r e n t z faktor be- 
freit und dadurch in die linearen Streu- 
kurven (nach der Bezeichnungsweise dieser 
Arbeit) fibergeffihrt. Diese sind in Abb. 11 

q ,~7 

% 

2 g 6 8 10 12  
z 

Abb. I I Experimentelle IntensitS, tskurven yon ]uftgequol- 
lenen ZeIlulosef/iden verschiedener Quellungsgrade q nach 
Eliminierung des L o r e n t z faktors ; die Kurven der diehten 

F~/den (q ~ I,i,  I) zehnfach tiberh6ht 
(H. J a n e s  c h i t z - K r i e g l )  

im richfigen Intensit/itsverh/iltnis zusammen- 
gestellt. Der Unterschied zwischen den luft- 
gequollenen und den lufttfockenen F/iden 
springt in die Augen. Bet ersteren haben 
wir offenbar '  im Sinne unserer frfiheren 
Ausffihrungen ein verdfinntes System vor 
uns mit einerAndeutung yon intermizellai-er 
Interferenz im innersien Tei[ (bet etwa 120 
bis 130 ~_). Eine quantitative Auswertung 
dieses Inferferenzansatzes stb6t auf g ro6e  
Schwierigkeiten, da sich kaum' plausible 
Annahmen fiber die intermizellare Quel- 
lung machen lassen. Daffir lie8 sich aber 
der nach au6en abfallende Ast zwanglos im 
Sinne yon Modell 2 als Partikelstreuung 
interprefieren. Die optimale Anpassung 
wurde mit einer mittleren Mizelldicke yon 

, C  a'q5 

Z ~  

Abb. I2 Vergleich der experimentellen Kurve  
(q~5.7 in Abb. II), gestrichelt, mit tier ffir eine mittlere 
Mizelldicke yon 5 ~ ~ und eine statistische Schwankung yon 

50% berechneten Kurve (vol]) 
(H. Janeschi tz-Kriegl ;  G. Porod) 

50 A und einer relativen Schwankung von 
50O/o erreicht (Abb. 12), was in gutem Ein- 
klang mit den bisherigen Befunden ans 
Linienbreitenmessungen (43) steht. Die 
theoretische Vergleichskurve wurde ether 
frfiheren Arbeit ( 3 3 ) d e s  Verfassers ent- 
nommen. Der Vergleich der Absolutinten- 
sit/it e rgab  ebenfalls sehr gute Oberein- 
stimmung. 

Die Streukurve der lufttrockenen F/iden 
bietet dagegen ein ganz anderes Bild (Abb. 
13). Alles spricht daffir, da6 hier ein ge,  

o 2 8 to 14 -~s 
Z ~  

Abb. 13 Vergr6i3erte Oarstellung der beiden gestri@elter~ 
Kurven in Abb. II  ( q ~  I I,I). Maximum bet 4o A 

(H. Janes ch itz- Kr ie gl) 

st6rtes Oitter im S[nne des ersten Orenz- 
falls (Abb. 6) vorliegt. Die Auswertung 
ergab ffir den Faden mit q = 1,1 etwa 400/o 
Schwankung bet einer mittleren Dicke yon 
40 A. Leider war dieser Faden nach der~ 
He:rstellungsbedingungen nicht unmittelbar 
mit den gequollenen vergleichbar, doch ist 
wenigstens in erster N/iherung Obereinstim- 
mung vorhanden. Jedenfalls kann man 
sagen, dab das Verhalten der Modellffiden 
im wesentlichen der Erwartung nach der 
Theorie entspricht. 

Z u s a m m e n f a s s u n g  
Es wird die R6ntgenkleinwinkelstreuung unter 

besonderer Berficksichtigung tier interparfikul/iren 
Interferenzwirku:ngen bet dich.tgepack~en kolloiden 
Systemen behandelt. 

I. Zur Beschreibu.ng der sfatisfischen Verteilung 
wird eine Charakteristik ,eingeffih:rt und einige all- 
gemeine Eigenschaften derselben abgeleitet. So 
ergibt sich ein strengeT Bewe:is des Reziprozi- 
t/itsgesetzes und ein enger Zu'sammenhang mit 
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der inneren OberfEiche sowie den statistischen 
Schwankungen der Streumassenverteilung. Eine 
allgemeine Formel fflr die Streukurve wird auf- 
gestellt und zur Diskussion benfltzt. Es ergeben 
sieh u.a. folgende allgemeine Eigensch.aften der 
Streukurve : 
a) Eine Invariante, die von der kolloiden Struktur 

unabMngig ist u'nd daher zur Umrechnung auf 
Absolutintensit/it dienen kann. 

b) Formeln zur h ypofhesenfreien Bestimmung der 
charakteristischen Konstanten, die den Bereich 
der kolloiden Inhomogenit~it besehreiben. 

c) Eine Diskussion des asymptotischen Verhaltens 
der Streukurve bei groBen Winke!n zeigt, dab 
sie grunds~itzlieh mit der vierten Potenz des 
Abbeugungswinkels abkli'ngf, wenn eine inhere 
flrenzflfiche vorfianden ist. 

II. Die Kleinwinkelstreuung mizellarer Sy- 
sterne, bestehend aus groBen bl~ittchenf6rmigen 
Mizellen, wird untersueht. Es zeigt s,ich, dab die 
Streukurve in einen L o r e n t z f a k t o r  und d'ie 
Streukurve eines eindimensionalen Systems bei 
senkrechter Durehstrahlung gespalten Werden 
kann. Die Diskussion der Statistik fiihrt zum An- 
satz einer Exponentialstatisfik ffir ungeordnete 
Systeme. 

Das Verhalten der Streukurve wird an d.rei 
flrenzEillen untersucht: 
a) das leicht gest6rte flitter, 
b) das vollkommen gest6rte flitter, 
c) Das System mit vollkommener Unordntmg. 
Es ergibt sieh, dab nut bei dichtgepackten Sy- 
stemen mit nieht zu uneinll~e:itlichen Mizetlen ein 
d eutlieher Interferenzeffekt zu erwar'ten i:st. Sonst 
ergibt sieh im wesentlichen eine Partikelstreuung, 
die bei extremer Packung,,, tier verdtinnterenPhase 
zuzusehreiben ist, im allgemeinen aber keine ein- 
deutige Auswertung hinsi.ehtlich der Mizellen ge- 
stattet. Diese Ergebnisse werden durch Klein- 
winkelmessungen an renatu.rierter Zellulose belegt. 

Eine Diskussion statistiseh inhomogener Sy- 
sterne zeigt, dab .eine ein4eutige Auswertung im 
allgemeinen nieht m6glieh ist. Bei starker In- 
homogenitfit erscheinf im wesentliehen die Streu- 
ung der Zwise.hendiume. 

Mathematischer Anhang 
1. B e i s p i e l e  z u r  I n v a r i a n t e :  

f s ~ q~ (s) ds -~ 2 ~ .  
0 

a) Kugel: 
4~  ( sin~t-~tcos~t)~; 

~ = ~ r  ~. 3 ~ 

0 

= -  ~ ( s i n ~ - ~ c o s ~ )  ~, 
0 

~ / 'd ,~ 2 ( s i n ~ - ~ c o s ~ ) ~ s i n ~ c  + 4  d,+~. 
0 

= ~ . ~ f - a ~  (1-  cos u . . - .  sin 2 ,+) 
o 

(zu 1 6a) 

f ~ s r ;  

4 ~  
- -  --  (1 -- COS 2 ~t -/x, s i n  2 ,+) / 

c~ 0 

, j - ~ -  (sin 2 ,+-2 cos 2 ~) 

2. D ie  I n v a r i a n t e  d e r  s p a l t v . e r s c h m ,  ier -  
t e n  S t r e u k u r v e  :. 

(zu I 6a) 

t=-rsina, dsdu=rdrda 

J'~.~d~= f f d~dt..~(V~-7~) 
0 0- -~  

+ ~ / 2  

0 - z / 2  

= 2  d , ' = 4  

0 

o \ 2 z /  

3. D e r  a s y m p t o t i s c h e  V e r l a u f  d e r S t r e u -  
k u r v e  : 

(zu I 6c) 
[ t (x )=l  ~-alx-~-o2x2~- . . . ;O\(xx(  A; H(x)=O, x) /A.  

A 
4 z f x  (l-l- cq x + % x ~ + . . . )  sin s x dx , T ~  8 

0 

- -  --s ~ - ~ y  q-,.. sinydy. 

0 
~/2 ~1'2 

f da tg~a = 8~/ s i n2a .da  
= 8 z  cos~ a (1 +tg~ a)2 o 

0 
= 8 z -  ; v / 4  = 2 z 2. 

0 

= 4 x . ~ - = 2 ~  2. 

b) Lamelle: 

q ) = d . ~ \ ~ ]  , I ~ sd /2 ;  

f / s i n ~ \  ~ 

0 

c) O u i n i e r s c h e  N~iherung: 

Cfl =(--4~-)~1'1l~ e--R%Y3; ,t/,~ S R/V3- ; 

Qt~ 

0 

d) Exponentialmodell: 
H(x)=e-Z/a; q)~8~aa/(l@~r N=-sa; 
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f y n s i n  dy = Y 
0 ~ 

: u n c o s u @ n u n - l s i n u - f n ( n - l ) y n - ~ s i n y d g .  
0 

Daher ergeben nur die Integrale mit geraden 
Potenzen unmodulierte Olieder, und es folgt ffir 
die gegl~ittete Streukurve ~ :  

qi= - 2 ! a ~ + 4 !  - 6 ! ~ - . .  ; a~=--w- -~  " 4 V  

2 ~  0 1 
~= w--~- " - V  " V - §  

f = 8 ~ 
0 

2 (sS_l_. ts) ~ s~ COSS a (l_~_tgS a)~ 
0 0 

~ /2  
2 . f  ~ 1 = s ~ -  COS~a .da  = ~ " s~; 

b 

~;s 0 1 
. . . . . . . . . . .  ~- . �9 [ fi r s ~ ~c . 

~11~ ~/  8 3 " " '  

4. D i e  S t r e u f u n k t i o n  d e r  L a m e l l e :  
(zu II 2) 

H ( x ) = l - x / 2 d ,  x x ( d ;  H ( x ) = d / 2 . %  x > / d ,  

(f = J : - / ' 4  z x H (x) sin s x d x  
8 J 

0 

_ 4 ~  ~ T - - - - s i n s x d x  
8 " O  2 d 

4 z  1 ( d _ x ) ~ s i n s x d x + ~ j s i n s x d x + ~ S )  

0 0 

d 

s d  \ 2 s  o s 

= 4 ,~  ( d - x )  sin s x  / + s  
s~ d o o 

4 ~  (1 -COSsd)=  2 ~  .d{ . s in  s d / 2 ) ~  
= -~' <-( ~ t ~ d12 " 

5. D i e  S t r e u f u n k t i o n  d e s  S c h i c h t -  
s y s t e m s :  

(zu t i  3) 
I - - -  d sin n ~. 

(r~ = d fn Fn; f~ = t~ ' F n = f , , - w f n + ~ ;  

t~ = s d/2.  
t e l =  

d ~ iv w "- i  sin n ,it { sin ntr u, sin (n-I 2),~.} 

_ ' ~  )Z ~ ,  {wn sin s n ~ - ~n + ,  sin n t~ sin (n + 2) #+} 

d 
l~{wn (1-COS 2n~)-wn+ ' [COS 2.a-COS 9 (n-k 1) , ]}  

2~tt ~ 

d tv z= ~ 
- I Z  wn( l -wcOS 2/x)-Z ~o n COS 2 n t t + Z  w n COS 2rip./ 

g,a w / l  l ~ J 

__ d m /__w ( l _ _ w C O S 2 t 0 _ w c o s 2 ~ t /  2 ,a s w tr~ / 

= ' ~  (t - cos 9 ~) = d . / s i n  ~t / ~ 
2p~ s \ /~ 1" 

6. D i e  l n v a r i a n t e  d e s  1. O r e n z f a l l s -  
(zu II 6a) 

or 

d 

- -  d w \ )~ ~ b /d  ) 1 --w 1 -  = _.w. 

7. D i e  S t r e u k u r v e  d e s  2. O r e n z f a l l s :  
(zlJ II 6b) 

= f d x  
~ = e i s a ;  ~ .  J b e - x / b ' e l S Z = l / ( 1 - - i s b ) "  

0 

t i l l= 

a-l-b 2 ( 1 - e  i ~ )  [X-- 1/(1-- is b)] 
: - - a b - -  " s ~ -  !~r l _ e i s a / ( l _ i s b )  

a ~ - b  2 [(1-COS sa) - i s i n s a ]  ( - i s b )  

: a+b .  2_ 91r (1-r  sa ) - (1 -cossa ) s in  sa+i[. . ,]  
a s ( i - c o s s a ) S - ( - ( s b + s i n s a )  2 

b 1 - cos s a 
w ( 1 - c o s  s a ) S @ ( s b @ s i n  sa )  e " 

8. D i e  S f r e u k u r v e  d e s  3. O r e n z f a l l s :  
(zu I1 6c) 

~ = l / ( ] - i s a ) ;  ( ~ = ] / ( 1 - i s b ) .  

a - l -b  2 [1 - 1/(1 - i sa)]  [ 1 . 1 / ( 1 - i s b ) ]  
q~l= a b  " s "~- 91r 1 - 1 / ( 1 - i s a ) ( 1 - i s b )  

_ a - i -b  2 ( - i s a ) ( - i s b )  2 91r 1 
ab  �9 s- ~ 91e _ i s a _ i s b _ s 2 a  b s s l - ~ i  

2 s l - i  2 t  
= 9lr 

s 5~---Ts~l s t + s S l  ~ " 

9, D i e  S t r e u k u r v e  d e s  i n h o m ,  o g e n e n  
S y s t e m s  m i t  e x a k t e m  O i t t e r :  

(zu II 7) 

1 1 ~ d x  
q ~ l = ~  fb~" as--a1 al j 1-[-2 !~r l_e iS (Z+b)  / 

= �9 1 + 9h  s In (1-eiS(b+x)) 

91r L" In O - J  s(b+~)) 
8 

1 
. . . . .  arg [1 - cos s (b-I- x) - i sin s (b-I- x)] 

8 

1 sin s (b@x)  _~ 1 [Jr = - - a r c t g  -- s (b § x) ] ; 
s 1 -  COS s ( b ~ x )  2 .~ 

, , v0n  0 bis 2 ~ .  
I" l I - - ~  

b / s i n s b / 2 ~ 2 r  s ( b + a 2 )  - - s ( b + a l )  1 

J 

b { s in  ~b/'2 ~ ..~-,,, 
= ,7 ~ s - S ~ f - ]  " 2 ~ s ( " - 2 - " 0  
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10. D i e  S t r e u k u r v e  d e s  i n h o m o g e n e n  
S y s t e m s  m i t  g e s t 6 r f e m  O i t t e r :  

(zll II 7) 

1 - c o s  sx 1 
(1--COS sx)2 @ (sb@sin sx) ~ = 9~e -~f ; 

Z = I  @ i s b -  e-lSz; 

f dx dx e~' f 
= J~( l@isb )  e l se -  1 

1 in[( l+isb)eiSX_l  ] 1 ( z + l l n Z )  
- - i s ( l + i s b )  = ~ " 

1 lnZ) (1-1sb) (x@ i ~  
= l_~_s~b~ ; I n Z = l n I Z [ + i a r g Z ;  

a2 

b 2 9lr f dx 
c P l = w  " a 2 - a  1 J Z 

al 

] w 1-~-s2b ~ l @ ~ e ,  (lnZ~-InZ~) i S (c: 2 -- a 0 

1 b 1 2b [ _ a , _ a  1 ,Z,[ 1 , Z _arg Z1)] - In ~ 1  i + s~-_-@~) ~arg w l+s 2 b 2 
12 IZ, i = (1 -c6s  sa l )~+(sb+s in  sal)~; 

a rgZ~=arc tg  s b + s i n  sa~ Z 2 analog. 
1--COS sa a ' 
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