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Einleitung Dies ist auch das Ziel der vorliegenden

Vor etwa 20 Jahren beobachteten meh-
rere Forscher (1) unabhingig voneinander
an verschiedenen Prdparaten eine Abbeu-
gung von RoOntgenstrahlen unter kleinen
Winkeln. Dieser Effekt, der als Kleinwinkel-
streuung bezeichnet wird, wurde bald als
Folge von Inhomogenititen in kolloiden Di-
mensionen erkannt. Das weitere Studium
dieser Erscheinung fithrte zu dem Ergebnis,
- daB es zumindest in verdiinnten kolloiden
Systemen moglich sein muf, aus der Klein-
winkelstreuung Aufschlufl iiber die Grofe
und in -weniger durchsichtiger Weise auch
iber die Gestalt von kolloiden Teilchen zu
erhalten. Nach den grundlegenden Arbeiten
von A. Guinier (2) und dem weiteren
Ausbau der Theorie durch O. Kratky (3),
Shull und Roess (4), den Verfasser (5)
u. a. diirfte dieses Problem in theoretischer
Hinsicht wohl einen vorldufigen AbschluB
erreicht haben. _

Wihrend die genannten Arbeiten die
Streuung an Einzelteilchen behandeln und
die ‘Phasenbeziehungen zwischen den Teil-
chen vernachlissigen, hat O. Kratky (6)
etwa gleichzeitig mit der oben zitierien
Untersuchung von Guinier die theoreti-
sche Interpretation der Kleinwinkelstreuung
an dichtgepackten Systemen begonnen und
dabei die interferenzmiBige Wechselwir-
kung der Teilchen in den Vordergrund ge-
stellt, Dieser Gesichtspunkt hat bisher zu
wenig Beachtung gefunden. Vielmehr steht
die Mehrzahl der Kleinwinkelforscher, ins-
besondere R. Hosemann (7), auf dem
Standpunkt, dafi auch bei dichten kolloiden
Systemen die Phasenbeziehungen zwischen
den Teilchen in der Regel vernachlissigt
werden konnen, Diese Divergenz der Aui-
fassungen hat vor allem bei der Auswertung
der Kleinwinkelstreuung " der Zellulose zu
widersprechenden Resultaten gefiihtt. Unter
diesen Umstinden schien es wiinschenswert,
den ganzen Fragenkomplex der Beugung
von Réntgenstrahlen an dichtgepackten kol-
loiden Systemen von einem moglichst all-
gemeinen Qesichtspunkt aus zu behandeln.

Arbeit. Sie behandelt die Grundziige der
Kleinwinkelstreuung von dichten Systemen,
soweit dabei die interpartikuldre Interferenz
die wesentliche Rolle spielt, ohne einen
Anspruch auf Vollstindigkeit zu erheben,
was bei der Vielgestaltigkeit des Problems
auch kaum mdoglich wire. Besonderer Wert
soll darauf gelegt werden aufzuzeigen, in
welchen Fillen und wie weit eine sinnvolle
Auswertung der Kleinwinkelstreuung iiber-
haupt moglich ist. Trotzdem werden aber
auch allgemeine Beziehungen, die einer un-
mittelbaren Anwendung derzeit nicht fihig
erscheinen, angegeben werden, soweit es
fiir eine einheitliche Darstellung der Theo-
rie nétig ist. Entsprechend dem allgemeinen
Charakter der Arbeit haben die nach den
einzelnen Kapiteln gebrachten experimen-
tellen Daten nur die Bedeutung von Muster-
beispielen. Lingere mathematische Ablei-
tungen sind in einem eigenen Anhang zu-
sammengefaBt.

Der vorliegende erste Teil' behandelt die
allgemeinen GesetzmiBigkeiten der Klein-
winkelstreuung und den Spezialfall mizella-
rer Systeme. Der anschlieBend erschei-
nende zweite Teil wird den konzentrierten
Losungen und Haufwerken von kolloiden
Partikeln gewidmet sein.

I. Aligemeine Prinzipien der Rontgenklein-
winkelstrenung

1. Voraussetzungen

Soweit nicht ausdriicklich anders bemerkt,
sind in dieser Arbeit stets folgende Vor-
aussetzungen als giiltig angenommen:

1. Es gilt die klassische Streutheorie nach
J. J. Thomson und P. Debye, d.h.
es wird nur die kohdrente Streustrah-
lung beriicksichtigt. Vernachldssigt wer-
den demmnach: :

a) die inkohdrente (Compton-) Streu-
ung

b) Brechung und Totalreflexion

¢) Mehrfachstreuung und Zusatzabsorp-
tion durch die Kleinwinkelstreuung.
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2. Die Berechnung der Streuung erfolgt mit
Hilfe der Strahlenoptik u.zw. auf Grund
der Fraunhoferschen Niherung.

3. Das kolloide System bestehe aus zwei
durch eine QGrenziliche getrennten Pha-
sen von verschiedener, aber innerhalb
jeder Phase konstanter Elektronendichte,
die- als gleichmiBig verschmiert anzu-
sehen ist.

Die Voraussetzungen 1. und 2. entspre-
chen im wesentlichen den in der Kristall-
strukturanalyse iiblichen. lhre glinzende Be-
wihrung auf diesem Gebiet diirfte ihre
Verwendung fiir die theoretische Behand-
lung der Kleinwinkelstreuung hinldnglich
rechtiertigen. Die Comptonstreuung ist
in unserem Fall schon deswegen sicher zu
vernachlissigen, weil hier nur kleine Streu-
winkel betrachtet werden, wo sie gegen-
iiber der kohirenten Streuung auf jeden
Fall unmerklich wird. Dagegen kann die
Mehrfachstreuung bei stark streuenden Pri-
paraten groBer Dicke unter Umstinden das
Frgebnis sehr wesentlich beeinflussen, wie
Ritland, Kaesberg und Beemann (8)
gezeigt haben. Durch die Verwendung eines
geniigend diinnen Priparates 146t sie sich
aber mit hinreichender Genauigkeit aus-
schalten. ‘

Die unter (3) gegebene Definition eines
kolloiden Systems ist natiurlich eine stark
idealisierte Abstraktion, die aber fiir unsere
Zwecke ausreichen diirfte. Man sieht dies
am besten ein, wenn man sich die kolloiden
Teilchen als kleine Kristillchen vorstellt
(wie es in Wirklichkeit auch meist der Fall
ist). Dann gibt jede Elektronendichtewelle
einen Reflex bei dem der Wellenldinge zu-
geordneten Brag gschen Winkel. Die Klein-
winkelstreuung kann als der Reflex (0,0, 0)
aufgefaBt werden und hidngt demnach nur
von der mittleren Elektronendichte ab. Da
die Feinstruktur keinen EinfluB auf die
Kleinwinkelstreuung hat, ist auch die Unter-
scheidung zwischen kristallin und amorph
fiir das Folgende ohne Belang.

2. Die klassische Streutheorie

J. J. Thomson (9) konnte auf Grund
der klassischen Elektrodynamik zeigen, daB
ein Elektron, das von einem Rontgenstrahl
der Intensitit ] umspiilt wird, seinerseits
den Ausgangspunkt einer kohirenten Streu-
welle bildet. Fiir die unter dem Winkel 2 ¢
abgebeugte Intensitidt i, im Abstand R gilt
(unpolarisierter Primirstrahl. vorausgesetzt):
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=S T=ga D ;
& 790-107%, (1
m? ¢t ’

Die Konstante des Thomsonfaktors ist
identisch mit dem Quadrat des klassischen
Elektronenradius (e = Elektronenladung, m
= FElektronenmasse, ¢ = Lichtgeschwindig-
keit). Der winkelabhingige sogenannte Po-
larisationsfaktor kann bei kleinen Winkeln
praktisch gleich 1 gesetzt werden.

Bei der Streuung an mehreren Elektronen
tritt Interferenz zwischen den Streuwellen
auf. Mathematisch bedeutet das, daB die
einzelnen Strenamplituden a unter Beriick-
sichtigung ihrer Phase wie komplexe Zah-
len addiert werden. Bezeichnen wir die
Richtung des einfallenden Strahls und eines
abgebeugten Strahls durch die Einheitsvek-
toren {, bzw. { und die Lage eines Elek-
trons gegeniiber einem willkiirlich gewihi-
ten Bezugspunkt durch den Ortsvektor i,
dann ist die Phase p der Streuwelle ge-
geben durch:

p= 2; t(f—fo)=sxcosc; s=%sinf&*; (21

d. h. die Phasendifferenz hingt vom Winkel
a ab, den der Ortsvektor mit der Strahlen-
symmetrale (f —{,, absoluter Betrag 2 sin )
einschlieft. Fiir alle Punkte in der Ebene
normal zur Strahlensymmetrale ist sie nach
[2] gleich 0. Diese Ebene kann daher als
fiktive Spiegelebene und die Beugung als
Spiegelung aufgefaBt werden. In komplexer
Schreibweise ergibt sich fiir die resultie-
rende Amplitude:

a=2ak:a231pk; =i . 3]
k k :

Die Streuintensitit ist gegeben durch das
Quadrat des absoluten Betrages der Ampli-
tude:

. » :
i=a a*=% ZZ' ay, a;"zqzkz’lep“; Pr=Pr—p; (4]

worin a? die durch [1] gegebene Streuinten-
sitit eines einzelnen Elektrons bedeutet.
Die Doppelsumme in [4] ist der Ableitung
entsprechend auch iiber die Kombination
k=1 zu erstrecken. Diese Glieder stellen
die Beitrdge der Elektronen an sich dar,
wihrend die Summanden mit gemischten
Indizes sinngemiB als Interferenzglieder
aufgefaBt werden kénnen.

Von besonderer Wichtigkeit ist nun der
Fall, daB ein und derselbe Abstand zwi-
schen zwei Elektronen sehr hiufig im Sy-
stem realisiert ist u.zw. in allen moglichen
rdumlichen Lagen durchschnittlich gleich
oft. Dann kann in [4] die Summierung
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{bzw. Integration) iiber Richtung und Be-
trag der Abstandsvektoren unabhingig von-
einander vorgenommen werden. Dieses Pro-
blemr wurde von P. Debye (10) in seiner
grundlegenden Arbeit iiber die Beugung
von Rontgenstrahlen au Gasen geldst. Die
Endformel lautet:

ity T [5)

worin 1 die Zahl der Abstinde x; bedeutet
und die GroBe s wie in [2] definiert ist. Ent-
sprechend dem oben Gesagten sind auch die
Abstinde jedes Elektrons zu sich selbst,
also x==0, mit zu beriicksichtigen. Durch
die Einfithrung von Formel [5] reduziert
sich das Streuproblem auf die Aufgabe, die
Statistik der Abstinde zu finden. Zunichst
ist es notwendig, die Formel auf den Fall
einer kontinuierlichen Verteilung der Elek-
tronenladungen im Sinne unserer Voraus-
setzung (3) umzuformen.

3. Die allgemeine Streuformel

Wir betrachten ein kolloides System vom
Volumen V, bestehend aus einer dispersen
Phase (Volumanteil w) und einem Disper-
stonsmittel (Volumanteil w= 1 — w). Die Be-
nennung der beiden Phasen ist an sich fiir
das Folgende gleichgiiltig, soll aber der An-
schaulichkeit halber beibehalten werden.
Die Elektronendichte ¢ seiin iitblicher Weise
als die Zahl der Elektronen in der Volums-
einheit einer Phase definiert:

az

Q:NLY7 {GJ

worin Ny die Lohschmidtsche Zahl, d
die Dichte, Z die Zahl der Elektronen im
Molekiil (Summe der Ordnungszahlen der
Atome) und M ‘das Molekulargewicht be-
deutet. Um die Ableitung der Streuformel
nicht unndtig zu komplizieren, wollen wir
nun vorwegnehmen, dafl die Streuung nur
von der Elektronendichtendifferenz der bei-
den Phasen (u.zw. unabhingig vom Vorzei-
chen) abhingt. M.a.W. wir subtrahieren
die Elektronendichte des Dispersionsmittels,
so daB die disperse Phase von der Elek-
ironendichte ¢=9, —0,, umgeben von der
Elektronendichte null iibrigbleibt. Die Be-
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dichte keine Kleinwinkelstrenung liefert (11),
und daB diese dem Quadrat der Elektro-
nendichtendifferenz proportional: ist. Eine
experimentelle Bestatigung hierfiir wurde
kiirzlich in diesem Institut von H. Jane-
schitz-Kriegl (12), (13) erbracht.

Durch die bloBe Beriicksichtigung der
Elektronendichtendifferenz erreichen wir,
daB wir nur die Abstinde zwischen Punk-
ten der Phase 1 zu zihlen brauchen. Solche
Punkte mogen als ,,belegt‘ bezeichnet wer-
den im Gegensatz zu den ,unbelegten‘
Punkten der Phase 2. Die Wahrscheinlich-
keit, daB ein willkiirlich herausgegriffener
Punkt des Systems belegt ist, ist offen-
bar gleich w. Die Wahrscheinlichkeit, dafl
ein zwejter Punkt ebenfalls belegt ist,
muB, wenn wir statistische Radialsymme-
trie voraussetzen, eine Funktion des Ab-
standes x vom ersten belegten Punkt sein,
die wir als die Belegungsfunktion h (x) be-
zeichnen wollen. Sie gibt die Belegungs-
wahrscheinlichkeit in der Umgebung eines
belegten Punktes an. In unmittelbarer Nihe
desselben ist es fast gewiBl, wieder Punkte
derselben Phase zu treffen; die Belegungs-
funktion wird daher nahezu den Wert 1
haben. In groBer Entfernung hingegen wird
die Belegung praktisch nicht mehr vom Be-
zugspunkt abhingen und h(x) daher gleich
w werden, Da die Belegungsfunktion nur in
einem begrenzten Bereich von w abweicht,
ist es naheliegend, eine neue Funktion H (x),
die Charakteristik, einzufithren durch die
Definition:

h@)=wtw H(x); HO)=1, H-0. [7]

Der Erwartungswert fiir die Zahl der Ab-
stinde zwischen den Elekironen in z2inem
Volumelement dV, und denjenigen in einem
Volumelement dV, betrigt offenbar: dVv,
dV, wh(xy;) 02, wenn wir den Abstand zwi-
schen beiden Volumelementen kurz mit x,,
bezeichnen. Nach Debye (Formel [5]) ist
jedem Abstand x der Ausdruck sin sx/sx zu-

zuordnen. Wir erhalten so als Variante
vor: [5):
i sin sy,
zﬂl.@zwvaf av, dVQh(xn)W (8]

oder wenn wir nach [7] die Charakteristik
H(x) einfithren:

sinsx sinsxz
i—i, 0%(w? [ [ d R s} av,d ).
i ¢19<wv/‘7[ v, SN e [f a7, aV, ) S ) (9]

rechiigung zu diesem Vorgehen wird wei-
ter unten klar werden. In experimenteller
Hinsicht kann als erwiesen gelten, daB ein
Kontinuum mit gleichférmiger Elektronen-

12

Das erste Integral in [9] stellt die Streu-
funktion des Gesamtvolumens als Super-
partikel aufgefaBt dar und ist daher nur bei
sehr kleinen Winkeln, die experimentell
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nicht mehr zuginglich sind, wesentlich von
0 verschieden. Wir verschieben eine nihere
Diskussion auf den nidchsten Abschnitt und
nehmen hier die Vernachldssigbarkeit dieses
Terms gleich vorweg. Es bleibt dann als
eigentliche Streufunktion der zweite Term,
den wir noch etwas umformen koénnen.
Die Charakteristik ist praktisch nur in einem
Bereich von 0 verschieden, der als sehr
klein gegeniiber dem Gesamtvolumen V an-
gesehen werden kann, Daher darf das Dop-
pelintégral in zwei einfache voneinander
unabhingige Integrationen zerlegt werden,

indem bei festgehaltenem dV,; das zweite

Volumelement relativ dazu immer densel-
ben Bereich durchliuft. Eine Stérung tritt
nur am Rande von V ein, wo dV,; nur einen
beschrankten Bereich durchlaufen kann, Von
dieser Komplikation kann aber abgesehen
werden, wenn das Gesamtvolumen nur ge-
niigend groB ist, was praktisch immer der

Fall ist, Wir erhalten mit dieser Einschrin-

kung die Endformel:
sin sz
s

i=i, ngwm/@nx?dw- H(zx) {10}
Diese Formel wird die Grundlage alier
weiteren  Untersuchungen bilden, soweit sie
allgemeine Eigenschatten der Streukurven
betreffen. Bevor wir auf diese niher ein-
gehen, soll noch kurz der vernachlissigte
erste Term in [9] diskutiert werden.

4. Die Streuung des Gesamt-
volumens

Bei der Ableitung von [8] bzw. [9] wur-
den zwei Vereinfachungen angewendet, die
zwar keinen EinfluB auf die Richtigkeit von
(10) haben, aber das sich auf das Gesamt-
volumen beziehende Integral wesentlich mo-
difizieren. Erstens ist es bei einer Einzel-
partikel natiirlich nicht gestattet, einen kon-
stanten Betrag von der Elektronendichte
abzuziehen, wie es geschehen ist. An Stelle
von wo ist daher die mittlere Elektronen-
dichte ¢ einzusetzen, womit der erste Term
lautet: .

iV=i1'§2fdeldV2§12%xm i e=wo,+wWwo,.

Vi 12 (11]
Zweitens kann bei der Beugung an einem
makroskopischen Objekt, wie es das durch-
strahlte Priparatvolumen immer darstellf,
die Fraunhotersche Niaherung nicht mehr
als ausreichend gelten. Man erkennt dies
am besten, wenn man die Streuintensitit
beim Winkel O betrachtet. Aus [11] folgt:

iy (O)=4 - 02 V=1,- N, [12]

d. h. die Intensitit ist dort gleich dem
Quadrat der mittleren Zahl der Elektronen
mal der Intensitit, die von einem einzelnen
Elektron gestreut wird. Nach dieser Rech-
nung konnte die Streuung ohne weiteres
um GroBenordnungen intensiver sein als
der Primirstrahi, was natiirlich keinen Sinn
hat. Der Fehler liegt darin, daf die Fraun-
hofersche Nidherung so rechnet, als ob
alle Streustrahlen zu einem bestimmten Auf-
punkt parallel und daher beim ungebeugten
Strahl in derselben Phase wiren. Diese
Betrachtungsweise ist vollig ausreichend fiir
enge Strahlenbiindel, wie sie etwa von
einem Kolloiden Teilchen ausgehen, nicht
aber fiir den Querschnitt des Primdirstrahls
selbst, der aus technischen Griinden kaum
unter 0,01 mm herabgedriickt werden kann.
Hier muBl die Fresnelsche Niherung her-
angezogen werden, Abb.1 illustriert den

Pl

Abb.1 Strahlengang bei Fresnelscher Beugung
an einer Linie

Strahlengang bei der Beugung an einer
Linie normal zum Primérstrahl zu einem
Aufpunkt in der Entfernung R. Die Phasen-
differenz p gegeniiber dem unabgelenkten
zentralen Strahl ergibt sich unmittelbar aus
der Skizze:

VR Lt a?
R =|Bta* =Rt 3 -

[13]

Die weitere Rechnung kann nun nach [3]
erfolgen:

a~ [ dx-em”z/R}'=]/l—21i'(1+i)
{14]

2w ., . x?
p=y BB =g

i=aa*~AiR.
Hierin ist die Linie als unendlich angenom-
men. Trotzdem wirkt sie nur, als ob sie bei
Fraunhoferscher Beugung die Linge
AR hitte. Bei den {iblichen experimentel-
en Anordnungen liegt diese in der GroBen-
ordnung von 1lu. Wie man am einfachsten
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aus der graphischen Darstellung der Fres-
nelschen Integrale (z.B. in den Funkti-
onentafeln von Jahnke-Emde (14)) er-
sieht, dndert sich an den Verhiltnissen we-
nig, wenn man die Begrenzung der Linie
beritcksichtigt, sofern diese mindestens J/AR
lang ist. Fiir die zweite Dimension normal
zum Primérstrahl gilt unabhingig genau
dieselbe Rechnung, da die Phase p in den
Koordinaten x und y additiv ist:
VRISt T 2ty
R=]R*Fa'4+y* =R+ Sh
[13a]

‘ p= /{TR (@?y?).
Dagegen ftritt in der dritten Dimension
parallel zum Primirstrahl bei der Fresnel-
schen Niherung keine Phasendifferenz auf.

Dafiir ist hier die maximale Streuintensi--

tit durch die Zusatzabsorption infolge der

Kleinwinkelstreuung und die Mehrfachstreu-:

ung begrenzt, Erscheinungen, auf die im
Rahmen dieser Arbeit nicht ndher einge-
gangen werden soll.

Die vorstehenden Ausfithrungen diirften
gezeigt haben, daB die Streuung des ge-
samten Priparates mit der iiblichen Streu-
theorie nicht erfaBt werden kann. Trotz-
dem bleibt der schon von Debye (10) an-
gegebene -und allgemein anerkannte Be-
fund richtig, daB dieser Streueffekt bei- so
kleinen Winkeln liegt, daf er praktisch nicht
beriicksichtigt zu werden braucht. Es gibt
aber einen Fall, duflere oder Form-Klein-
winkelstreuung (6) (15) genannt, wo man im
obigen Sinne rechnen muB, namlich dann,
wenn durch sehr starke Absorption des
Priparates nur eine diinne Randschichte
zur Streuung beitrdgt. Dieser Fall ist in
einer noch nicht vertffentlichten Arbeit des
Verfassers gesondert behandelt.

5. Allgemeine Eigenschaften der
Charakteristik

Aus [10] geht hervor, daB die Streukurve
eines kolloiden Systems eindeutig durch die
Charakteristik bestimmt ist. Umgekehrt kon-
nen daher aus der Kleinwinkelstreuung nur
solche Figenschaiten des Systems entnom-
men werden, die ihrerseits implicit in der
Charakteristik enthalten sind. Fiir jede dar-
iiber hinausgehende *~ Auswertung braucht
man zusitzliche Informationen. In  dieser
Hinsicht entspricht die Charakteristik der
Pattersonfunktion der Kristallstruktur-
analyse, obwohl das definitionsmiBige Ana-
logon hierzu eigentlich die Belegungsfunk-
tion darstellt. Aber auch fiir die Patter-

sonfunktion spielt bekanntlich die Lage des
Nullniveaus keine Rolle. :

Um den Zusammenhang herzustellen, betrach-
ten wir ein System mit kontinuierlich schwan-
kender Elektronendichte ¢ in statistisch radial-
symmetrischer Verteilung. Die dazugehorige Pat-
tersonfunktion hat fir den Abstand 0 den

Wert o2 und fitr so groBie Abstinde, daB die
Elektronendichten an den beiden Endpunkten von-
einander unabhingig sind, den Wert ¢2 Die Cha-
rakteristik des Systems erhalten wir durch Sub-
traktion dieses konstanten Endwertes. Fithren wir
nun die Rechnung fiir unser kolloides System mit
den beiden Phasen (w, ¢, bzw. w, g,) und der
Elektronendichtediiferenz Ag9 = 0, — ¢, (frither und
im folgenden einfach als ¢ bezeichnet) durch,
dann ergibt sich:
0'=w (0, +40)° +w 0,%; 0=0,+w Ao; -
0*—p’=ww (49)*;

d.h. die Funktion ww ¢?H(x) in [10] ist iden-
tisch mit der auf den Endwert 0 gekiirzten Pat-
tersonfunktion des Systems.

Wir wollen nun einige allgemeine Eigen-
schaften der Charakteristik niher bespre-
chen:

a) Das Reziprozititsgesetz

Das Babinetsche Theorem der Optik
besagt bekanntlich, daB zwei komplemen-
tire Schirme, d.h. solche, bei denen die
lichtdurchliassigen und undurchldssigen Teile
vertauscht sind, dasselbe Beugungsbild
geben. Vorausgesetzt ist, daB die Schirme
praktisch als unendlich ausgedehnt angesehen
werden kénnen. Die Giiltigkeit dieses Theo-
rems auch fiir die Beugung von Rontgenstrah-
len kann unbedenklich vorausgesetzt werden.
So hat z. B. O. Kratky (6) die Kleinwinkel-
streuung der Zellulose auf dieser Grundlage
diskutiert. Der Vollstidndigkeit halber soll
aber ein Beweis fiir das Babinetsche
Theorem (Reziprozititsgesetz) mit Hinblick
auf die Kleinwinkelstreuung gebracht wer-
den. Als reziprokes oder komplementéres
System ist dabei sinngemiB jenes zu ver-
stehen, in dem die Elekironendichten der
beiden Phasen vertauscht sind.

Die Belegungsfunktion des komplemen-
tiren Systems sei g(x), d.h. in der alten
Bezeichnungsweise die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Punkt unbelegt ist, wenn ein an-
derer Punkt in der Entfernung x als unbe-
legt festgestellt ist. Die Wahrscheinlichkeit,
daf von zwei Punkten im Abstand x der
eine unbelegt und der andere belegt ist, be-
trigt demnach w [l — g (x)]. Sie muf gleich
sein dem analogen Ausdruck w1 —h (x)],
der die Wahrscheinlichkeit darstellt, daB der
eine Punkt belegt und der andere unbelegtist.



38 Porod, Die Rontgenkleinwinkelstreuung I. Teil

Kolloid-
Zeitschrift

W [1~g@]=w[1-h@]=w[l-w-—w H@],
woraus folgt: :

g(@)=w--w H(). [16]
Damit' ist das Reziprozititsgesetz fiir kol-
loide Systeme in unserem Sinne eigentlich
schon bewiesen. Denn ein Vergleich von
[16] mit [7} zeigt, daB H(x) gleichzeitig
die Charakteristik des komplementiren Sy-
stems ist, weshalb dieses dieselbe Streu-
kurve liefern mubB.

Aus diesen beiden Beziehungen folgt un-
mittelbar eine Einschrinkung der GroBe
von H, wenn wir bedenken, daf die Be-
legungsfunktionen g und h zufolge ihrer
Definition als Wahrscheinlichkeiten nur
Werte zwischen 0 und 1 annehmren kdnnen:

w

jw\<m

15, H@))d fiir 1 [17]

w

Durch die Formelu [17] ist die Charakte-
ristik nach negativen Werten hin einer Be-
grenzung unterworfen, die von der Pak-
kungsdichte abhidngt. Der groBte mogliche
negative Wert ist —1 fir w=mw =1/,. Bei
sehr verdiinnten oder sehr dichtgepackten
Systemen, was eigentlich dasselbe ist, kann
die Charakteristik nur schwach negativ wer-
den. Die obere Grenze 1 gilt dagegen immer,
u.zw. wird sie an der Stelle x=0. erreicht.

NG

b) Das Charakteristikvolumen und
der Zusammenhang mit den stati-
stischen Schwankungen der Pak-
kungsdichte
Fine wichtige GroBe ist das Voluminte-

gral fiber die Charakteristik, das wir infolge

der Radialsymmetrie als Einfachintegral
schreiben konnen:
Charakteristikvolumen: -
vczlenxz H(zx)dx. [18]
0

Bei verdiinnten homodispersen Systemen ist
es identisch mit dem Teilchenvolumen; im
allgemeinen Falle 1468t sich keine so an-
schauliche Interpretation geben, die Bedeu-
tung fiir die Streukurve bleibt aber dieselbe.

Die Gré8e von v, -steht in einer direkten
Beziehung  zu den statistischen Dichte-
schwankutigen innerhalb des Systems. Da die
Verteilung der kolloiden Phase nicht streng
geometrisch wie die Anordnung der Gitter-
bausteine in einem Idealkristall, sondern nur
durchi- ein statistisches QGesetz festgelegt
werden kann, muB man bei einem end-
lichen Volumen V erwarten, daB nicht der

‘Tehrt.

exakte Mittelwert w der Packungsdichte,
sondern ein etwas abweichender w'=w
+ dw realisiert wird. Die Wahrscheinlich-
keit, daB zwei willkiirlich herausgegriffene
Punkte aus V gleichzeitig belegt gefunden
werden, ist dann im Spezialfall w’2 und all-
gemein, wenn die wahre Packungsdichte w’

nicht festgestellt ist, gleich w’2 Diese Wahr-
scheinlichkeit 148t sich aber auch durch den
Mittelwert der Belegungsfunktion h (x) iiber
alle x darstellen, wie aus deren Definition
hervorgeht. Wir gelangen so zur folgenden
Gleichung: '
w—”:w2+w=wh(x)=w[w+m%]=wz+wm%
W= VW. {19]

Nach einer einfachen GesetzmiBigkeit der
Statistik nimmt mit wachsendem Volumen
die quadratische Schwankung umgekehrt
proportional V ab, so dal} die rechte Seite
von [19] fiir geniigend groBes V tatsdchlich
eine Konstante darstellt.

Formel [19] verliert ihre Giiltigkeit, sobald das
Systemvolumen mindestens in einer Dimension
klein, d. h, mit der Ausdehnung von H vergleich-
bar ist. Dann ist bei der Mittelwertbildung iiber
H die a-priori-Hiufigkeit der Abstdnde x zu be-
riicksichtigen, die selbst wieder durch Hy, die
zut V gehorige Charakteristik, gegeben ist. Unter
sinngemiBer Erweiterung von [10] erhalten wir
so_die allgemein giiltige Formel:

o

wmf4nm2dx-H(x)HV(x)=VW. [20]
0

Speziell fiir die Dichteschwankung auf einer sehr
groBen ebenen Fliche F bzw. einer sehr langen
geraden Linie L gilt:

wmfczF(éw)?; fcszZdex-H(x) [19a)
0

wwl,=L0w)?’; 1=/ 2ds H(z). [19b]
0

Die charakteristischen Konstanten v, f, und 1,

werden spdter noch von Interesse sein, weil sie
in einem nahen Zusammenhang mit der Streu-
kurve stehen. .

Aus [19] geht hervor, daB v. (ebenso
wie f, und 1) eine wesentlich positive
GroBe ist. Diese Feststellung ist wichtig,
weil v, cet. par. der Streuintensitit beim
Winkel 0 proportional ist, wie Formel [10}
Insbesondere miissen wir ein Ver-
schwinden der Streuung bei kleinsten Win-
keln dann erwarten, wenn das sireuende
System eine regelmiBige Struktur besitzt.
Tatsichlich geben homogene Kristalle und
Fliissigkeiten keine merkliche Intensitit bei
kleinen Winkeln im Gegensatz zu den Gasen,
bei denen die Streuintensitit gegen den
Primirstrahl zu ansteigt.
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¢) Zusammenhang zwischen innerer
Oberfliche und Charakteristik

‘Bei vielen Kolloiden, vornehmlich Ad-
sorptionsmitteln, Katalysatoren u. dgl., ist
die Kenntnis der inneren Oberfliche von
groBtem Interesse. Es wire daher wiin-
schenswert, die Kleinwinkelstreuung in die-
ser Richtung auswerten zu konnen, Wir
werden auf dieses Problem noch zuriick-
kommen. Vorliufig soll nur seine prinzi-
pielle Lé&sbarkeit bewiesen werden, indem
wir zeigen, wie die innere Oberfliche ein-
deutig aus der Charakteristik entnommen
werden kann.

Wir wollen zu diesem Zweck die Bele-
gungsiunktion h (x) etwas niher diskutieren.
Die Zahl der belegten Punkte im System
kann gemessen werden durch das Volumen
V,=Vw, das von der ersten Phase einge-
nommen wird, Denken wir uns um jeden
dieser Punkte eine Kugel vom Radius x
geschlagen, dann mift das Produkt V,-
47x® die Zahl der moglichen Abstinde x.
Fiir h (x) sind davon aber nur diejenigen als

giinstige Fille anzusehen, die auf der Ku-

gelkalotte innerhalb V, enden. Der Quotient
der giinstigen durch die mdoglichen Fille
ist die gesuchte Belegungsfunktion h, Es ist
klar, daB nur diejenigen Kugeln ungiinstige
Fille enthalten kénnen, deren Mittelpunkte
in einem Abstand t{ x von der Phasen-
grenziliche liegen., Wenn der Abstand x
geniigend klein gewdihlt ist, kann diese in
dem in Betracht kommenden Stiick als Ebene
angesehen werden. Die durch die Grenz-
fliche abgeschnittene Kalotte ist dann nach
elementarer Geometrie gleich 2w x (x —1)
und die Zahl der ungiinstigen Fiile ergibt
sich durch einfache Integration:

&*
O-2na [ dt@w—t)=0m 2%,
0

woraus wir nach dem oben Gesagten sofort
die Belegungsfunktion fiir kleines x er-
halten:

Omxt 0
h(x)_l_m'“_l—gLle”'
(ﬂ>__ o __90 1. (ﬂ)___@_._l_
dz ), 4V, 4V  w’ \dx ), 4V ww

' (21]

Damit ist ein iiberraschend einfacher Zu-
sammenhang zwischen der inneren Ober-
fliche 0 und der Anfangsneigung der
Charakteristik gewonnen. Als Beispiel sei
die' Charakteristik eines verdiinnten Systems
von Kugeln vom ‘Durchmesser D angefiihrt
(5) (loc. cit. wurde in abweichender Be-

tes,

0 Y - 7

Abb. 2 Charakteristik. H der Kugel und Anfangstangente

nennung die Abstandsfunktion ~ x*H an-
gegeben):
X

1/ x

'H(m):l-g<f)+§(—5)s, @XD; H(x) =0, =5,D.

(22]

Abb. 2 zeigt deutlich, wie weitgehend der
anndhernd lineare Teil realisiert ist. Das
'mag iiberraschend erscheinen, wenn man
bedenkt, daB sich die Kugelstreukurve nach
Guinier (2) in sehr guter Niherung durch
eine Gausssche Glockenkurve darstellen
14Bt, deren Charakteristik ja wieder eine
Gausssche Glockenkurve ist /(also (dH/dx),
=0). Aus diesem Beispiel kann man er-
sehen, welche Anforderungen man an die
Genauigkeit einer experimentellen Streti-
kurve stellen miiBte, wenn man Feinheiten
der Charakteristik daraus entnehmen wollte.
Es ist daher klar, daB Formel [21] prak-
tisch nicht zu einer Bestimmung der inne-
ren Oberfliche verwendet werden kann.
Sie wird aber — abgesehen von dem prin-
zipiellen Interesse, das sie vielleicht bean-
spruchen kann -— die Grundlage zu einer
im Kapitel III zu besprechenden Niherungs-
methode bilden.

Eine sehr allgemeine Folgerung kann
noch aus [21] gezogen werden. Denken wir
uns das kolloide System aus individuellen
Teilchen von beliebiger GroBe und Gestalt
bestehend; dann ist die spezifische Ober-
fliche O/V, jedenfalls unabhingig von der
Packungsdichte w. Daraus folgt, daB auch
der innerste Teil der Belegungsfunktion von
w unabhingig ist. Die Charakteristik aber,
deren Neigung umgekehrt proportional w
ist, wird mit zunehmender Packungsdichte
cet. par. immer steiler, d.h. die Streukurve
muB sich dndern. Es ist somit prinzipiell
unmoglich, daB ein dichtgepacktes System
dieselbe Streukurve liefert wie ein verdiinn-
bestehend aus denselben Teilchen.
Diese Feststellung ist wichtig, weil viel-
fach, vor allem von R. Hosemann (7), (16)
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die Ansicht vertreten wird, daB in vielen
Fillen (besonders bei geniigender Polydis-
persitit) dichte Systeme rdntgenographisch
einfach wie verdiinnte ausgewertet werden
kénnen (17). Natiirlich darf die obige Fest-
stellung nur als ein erster Hinweis zu dieser
Streitfrage betrachtet werden, weil es erst
einer niheren Untersuchung bedarf, ob der
sicher vorhandene EinfluB der Packungs-
dichte auf die Streukurve praktisch wirklich
ins Gewicht fillt.

6. Allgemeine Eigenschaften der
Streukurve

Die Grundlage fiir jede allgemeine Dis-
kussion der Streukurven wird Formel [10]
bilden. Wir wollen sie nur -etwas umfor-
men, indem wir eine Trennung in einen
intensitdtsbestimmenden Faktor, die Streu-
kraft S und die eigentliche Streufunktion ¢
vornehmen:

i=J-8 9@); i

47T .
=——sin¢=-
$ 7 sm 7

@
(23]
sm sx

)______

S=~’1-Vo ww;

7 ¢ = f4m2dx H

Wenn nur die relative Winkelabhingig-
keit der Streukurve interessiert, ist es oft
zweckmiBig, eine normierte Streufunktion
einzufithren, die beim Wert 1 beginnt:

g =0, 6); @) =v,; P0O)=1. [24]

In [23] ist ‘das durchstrahlte Volumen V als
klein in jeder Richtung vorausgesetzt. Unter der
Primérintensitdt ist dann die Intensitit des homo-
. gen gedachten Primirstrahls nach dem Priparat
zu verstehen, weil durch die Absorption die Stren~
strahlung ebenso stark geschwicht wird.: Bei
dlohteren, stark streuenden Priparaten tritt eine
Komplikation dadurch auf, daf der Priméirstrahl
durch die Abgabe der Kleinwinkelstrenung zu-
. sitzlich geschwicht wird. Darauf beruht eine Me-
thode zur Bestimmung der integralen gestreuten
Energie nach Warren (18). Ein endlicher Quer-
schnitt des Primérstrahls bewirkt eine ,,Verschmie-
rung® des Kleinwinkelstreuung-Diagramms, d. h.

die an einem Punkt gemessene Streuintensitit,

setzt sich aus Beitrigen zusammen, die unter ver-
schiedenen Winkeln abgebeugt wurden. Eine In-
tensititsformel unter Berficksichtigung dieses Um-
standes wurde a.a.O. (19) gegeben.

Bei Kleinwinkeluatersuchungen arbeitet
man meist aus Intensititsgriinden mit einem
spaltiérmig ausgeblendeten Primérstrahl*),
der eine sogenannte Spaltverschmierung (3)
verursacht., Nun -existiert zwar ein graph1—
sches Verfahren von Du Mond (21) sowie

*) Die experimentelle Aufnahmetechnik wird
in dieser Arbeit nicht niher behandelt. Eine iiber-
sichtliche Zusammenstellung der wichtigsten Klein-
winkelkameras findetsich bei R. Hosemann (20).

von Bouzitat und Germain (angegeben
von Guinier und Fournet (22)), um
die gemessene Intensititskurve zu ent-.
schmieren**), d.h. auf diejenige zuriickzu-
fithren, die durch einen punktiérmig aus-
geblendeten Primérstrahl entstanden wire;
aber die Durchfithrung ist umstindlich und
nicht mit sehr grofier Genauigkeit verbun-
den. Wir werden daher, soweit moglich,
auch die Varianten der Formeln fiir spalt-
verschmierte Kurven angeben (diese werden
durch Uberdachung gekennzeichnet).

Ferner soll der Streuwinkel 29 zwecks
besserer Ubersichtlichkeit bei der prakti-
schen Auswertung durch den Abstand z
vom Primérstrahl (bei photographischer Re-
gistrierung der Kleinwinkelsireuung der Ab-
stand auf dem Film) ausgedriickt werden:
29 = z/R; s = 2mz/AR. In dieser Schreib-
weise erhalten (3) wir fiir die spaltver-
schmierte Intensititskurve 1 (z):

+ oo
i@= [Ty dy=JT-8 ()

[25]

+oc
T 5 T-J
=[ Aol S=gn

Die Streukraft S ist hierin fiir die Langen-
einheit des Primérstrahls am Film defi-
niert, d.h. es ist an Stelle von V (vgl. (23)
das Produkt aus Priparatdicke D und irte-
graler Breite B des Primérstrahls am Film
einzusetzen, wobei ] die maximale Primér-
intensitdt am Film bedeutet.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen
konnen wir uns der Diskussion einiger all-
gemeiner Figenschaften der Streukurve zu-
wenden:

II

—— DB o ww.

a) Die charakteristischen Kon-
stanten der Streukurve

Zwischen der Charakteristik und der
Streukurve besteht eine Reziprozitit der-
art, daB die Funktionen xH und s ¢ durch

ein Fourierintegral verkniipft sind:
@) =47 [ x Ha)sinsz-de.  [23a]
0

Die Umkehrung des Fourierintegrals liefert:

1 £ . R
= ; . [26]
x H(x) 2120 s@(s)sinsx.ds [26]
bzw. in Analogie zu [23]:
1 sinsx 5
=— . ds. |
H(z) 5 of @(s) — - ds. [26a)

*¥) Das Verfahren gilt nur fiir einen unendlich
langen Primirstrahl homogener Intensitit.. Die Er-
weiterung auf den allgemeinen Fall ist loc. cit.
(19) durchgefithrt worden.
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Diese Formel gibt die Maoglichkeit, die
Charakteristik aus der Streukurve zu gewin-
nen, u. zw. in genau derselben Weise wie um-
gekehrt die Streukurve aus der Charakte-
ristik. Diese Reziprozitit zwischen beiden
Kurven wird sich von Wert fiir die weitere
Diskussion erweisern.

Eine Folgerung aus [23] ist schon er-

wihnt worden, nidmlich der Wert von ¢
an der Stelle s=0:

(p(0)=vc:fw4-:rvx2H(x) dz. [24) [18)
0 .

Die dazu reziproke Formel erhalten wir
durch Nullsetzen von x in [26a], wenn
wir beriicksichtigen, daB definitionsgemal
H{@)=1:

@
] s2@(s) ds =2 [27)
) .

Durch [27] ist eine Invariante jeder Streu-
kurve definiert. Im Anhang 1 ist die Rich-
tigkeit von [27] an einigen Beispielen veri-
fiziert. Man erkennt, daB die Invariante um-
gekehrt eine Kontrolle fiir die Korrektheit
einer berechneten Streukurve darstellt. Eine
zweite Anwendungsmoglichkeit besteht dar-
in, daf sie eine Bestimmung der Streukraft
aus der experimentell vermessenen Inten-
sitdtskurve und damit des richtigen Intensi-
titsverhiltnisses zwischen Streuung und Pri-
mirintensitdt gestattet. Diese Beziehung
folgt aus der Vereinigung von [23] und [27]:
(A R
47

jpz'(z) 2?dz=J-8- (28]

0

Fiir die spaltverschmierten Kurven erhalten
wir (Anh. 2):

f Pls) s ds=4 a%;

0

Ji@zdz=J S R?. [29)
0

Die durch die Formeln [27, 28, 29] be-
schriebene . Invariante hat auch dann Gel-
tung, wenn das Systemr nicht aus zwei
Phasen konstanter Elektronendichte besteht,
sondern diese beliebig — stetig oder unste-
tig — schwankt; nur ist in diesem Fall in
~der Streukraft statto?ww der allgemszinere

Ausdruck (40)% nach [15] einzusetzen. Die
Bedeutung der Invariante ftritt aber am
klarsten hervor in den kolloiden Systemen,
die unserer Voraussetzung gemiBl gebaut
sind. Wenn wir z. B, eine beliebig konzen-
trierte Losung von kolloiden Teilchen haben
und diese irgendwelche Veridnderungen er-
leiden, sei es durch Deformation, Aggre-
gation oder Aufspaltung, dann &ndert sich
die Kleinwinkelstreuung nach Intensititsver-
lauf und Absolutintensitiat, aber die durch
die obigen Formeln ausgedriickte Invari-

ante bleibt erhalten. Man muf} natiirlich
beachten, daB ihrer Erkennung experimen-
telle Grenzen gesetzt sind. Wenn die Teil-
chen zu groB werden, dann riickt die Klein-
winkelstreuung zu unmeBbar kleinen Win-
keln. Werden sie zu klein, dann sinkt die
Intensitit der Kleinwinkelstreuung unter die
Grenze der Beobachtbarkeit. AuBerdem ist
dann die Bedingung nicht mehr erfiillt, daf§
die Streukurve bereits im Kleinwinkelgebiet
praktisch auf null absinkt, was deswegen
gefordert werden mufB, weil wir bei der
Integration die obere Grenze unendlich ge-
setzt haben. Daher konnen die vorstehenden
Betrachtungeén auch nicht auf molekular-
disperse Systeme (Gase, Fliissigkeiten und
Losungen) angewendet werden.

Fine weitere charakteristische GroéBe ist
der Grenzwert der spaltverschmierten In-
tensitdtskurve beim Winkel 0. Er ist nach
[25] identisch mit der Fliche unter der un-
verschmierten Kurve, woraus sofort seine
Bedeutung folgt:

i(0) = J\fq)(s)ds-—JSdefﬁlﬂfsz( )smS-T

=JSnf4:vva(x)dx
0

und weiter nach [19a]:
i)=JS 2af,. (30

Bei punktférmig ausgeblendetem Primir-
strahl ist entsprechend die Fliche unter
der In‘tensitéitskurve zu verwenden:
+ 0

fi(z)dz—JsAfm(s)ers AR-f,. 131]
Zu [31] kénnen wir im Sinne der eingangs
erwihnten Reziprozitit sofort unter Be-
niitzung von [26a] eine duale Formel ge-
winnen, welche die Fliche unter der Cha-
rakteristik 1, (vgli [19b]) mit der integralen
Intensitdit (oder besser - Energie) E der
Kleinwinkelstreuung verkniipft:

4
ly=[ H@)dz
—®

$) ﬂ']ffd

1 ko=
=5 fdxfshp

E— on./, i@ de=J -

d
mofsw@ s;

E=J-S(AR?I,. [32]

Bei einem spaltverschmierten Kleinwinkel-
streuungs-Diagramm ist die integrale Enér-
gie E pro Lingeneinheit des Primérstrahls
einfach durch das Linienintegral iiber die
Intensitatskurve gegeben:
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+ .
B=[dz-i@)=J8GAR) 27l,. [33]
— 0o

Die Bestimmung der integralen Streuenergie
erfolgt am besten durch graphische Integration
der Intensititskurve. Fine andere direkte Methode
von Warren (18) erfordert ein Zweikristall-
spektrometer mit Zihlrohranlage. Abgesehen von
diesem apparativen Aufwand ist sie nur fiir sehr
stark streuende Priparate anwendbar. Dafiir er-
fordert die graphische Integration die Kenntnis
der ganzen Streukurve, wobei allerdings der ex-
perimentell schwer erfaBibare innerste Winkel-
bereich nur wenig ins Gewicht fillt. Genau ge-
nommen miiBte man iiber den Raumwinkel inte-
grieren, wihrend in dieser Arbeit immer-die Vari-
ablen z bzw. s verwendet sind. Der Fehler ist bei
der Kleinwinkelstreuung vernachlissigbar; im Falle
der integralen Intensitit fillt er sogar streng weg
infolge der Identitét:

sds ~2sind-d@sin$)=sin2d-d@H).

Die vorstehenden Ableitungen haben ge-
zeigt, daB man aus der Streukurve die cha-
rakteristischen Konstanten hypothesenirei, d.

h. ohne sonstige Kenntnis des streuenden -

Systems erhalten kann. Wir stellen nun die
betreffenden Formeln nochmals zusammen:
Invariante:
_ — g B
Q—f?(v) 2?dz=J8 ppt

0

Q=[iz)zdz=J S0 R)?;
0

v,= g (0) =¢(0)/J §;
1

1 5T
fcszwz(z)dz:.]g.zn

1 . 1
"= s " JSO.R 2
Alle diese Formeln enthalten die Intensi-
tit des Primdrstrahls und die Streukraft.
Diese GréBen, deren experimentelle Bestim-
mung meist mit Schwierigkeiten verbunden
ist, kénnen aber durch die Verwendung der

Invarianten Q bzw. Q eliminiert werden, so
daB man auf die Messung der Primirinten-
sitdt, der Elektronendichtendifferenz und der
Packungsdichte verzichten kann.

Eine andere Moglichkeit besteht darin,
die Quotienten der charakieristischen Kon-
stanten zu bilden. Wir wollen dies nur fiir
fo/l,  durchfithren, da das Ergebnis anschau-
lich interpretiert werden kann. Der Quo-
tient ist entsprechend der Definition [19a, b]
nach der G uldinschen Regel einfach gleich
X wenn wir mit x;  die Schwerpunktslage
der Charakteristik bezeichnen. Genau dual
dazu enthilt der Quotient auf der rechten
Seite die Schwerpunktslage der Streukurve
z;. Fiir die spaltverschmierte Kurve ergibt

[34a)

0)

i)
M

sich entsprechend E/i(O) =b, die integraie
Breite. Damit lauten die Formeln:

(was)(wes) =2 R;  (was)b=2LR. [35]

Die Beziehung der Form: Xz = AR bedeu-
tet allgemein, daB z diejenige Abbeugung
bezeichnet, die der Linge x, nach dem
Braggschen Gesetz zugeordnet ist. Damit
gewinnen die Formeln [35] eine unmittel-
bar anschauliche Bedeutung. Die GréBen
Xs, Zs, b sind in der schematischen Abb. 3
zu ersehen.

P
% S H
¥
: |
s
z
K N
b
Z —> A___l .
Abb. 3 Schematische Darstellung von

a) Charakteristik mit Schwerpunkt S
b) Streukurve mit Schwerpunkt $ o
¢) Spaltverschmierte Streukurve mit integraler Breite b

. Zum AbschluB dieser Betrachtungen ist es. viel-
leicht von Interesse, die Verhiltnisse im Weit-
winkelgebiet zum Vergleich heranzuziehen. Nach
Compton und Allison (23) ist die integrale
gestreute Energie eines beliebigen Stoffes, odér
der Miftelwert iiber einen hinreichend groBen
Winkel- oder Wellenlingenbereich, einfach gleich
der Summe der von den einzelnen Elektronen ge-
streuten Energie und daher unabhingig von der
Struktur des Stoffes. Dieser Satz wurde schon von
Barkla (23) zu einer ersten Bestimmung der
Elektronenzahl von Atomen verwendet und kann
nach den Untersuchungen von Coven, Jaun-
cey, Pennel (23) u.a. in guter Naherung als
experimentell gesichert gelten. Im Gegensatz dazu
hangt die integrale Energie der Kleinwinkelstreu-
ung kolloider Systeme nach [32] von der Struktur
(1), der Wellenlinge und dem Quadrat der

Elektronendichtendifferenz bzw.  allgemeiner
von der mittleren quadratischen Schwankung der

Elektronendichte (49¢)2 ab. Es bestehit daher ein
scheinbarer Widerspruch zwischen den Befunden
im Weitwinkel- und im Kleinwinkelgebiet, der aus
dem Quotienten der beiden Formeln deutlich er-
sichtlich ist: (E. Elektronenstreuung nach Comp-
taon): ’

E/E,=(A0)* 221,/(8 7/3) Q. [36]

Die integrale Fnergie der Kleinwinkelstreuung
kann darnach ohne weiteres den fiir die Substanz
zu erwartenden Wert E. um ein Vielfaches itber-
steigen. Aus alledem ist klar, daB die Kleinwinkel-
streuung einen zuséatzlichen Effekt darstellt, der
keineswegs in der durch denm Streuabsorptions-
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koeffizienten erfaBten und an die Substanz selbst
gebundenen Streuung enthalten ist. Alle von
Compton und Allison (23) zitierten Experi-
mente wurden an homogenen Stoifen und unter
AusschluB des Kleinwinkelgebietes durchgefiihrt.
Umgekehrt folgt daraus, dafl unsere Formeln nur
fiir die wirkliche K1einwinkelstreuung gelten. Es
ist daher vom Standpunkt der Theorie aus durch-
aus korrekt—wenn auch nicht ganz exakt durch-
{ithrbar —, wenn bei der Auswertung von Klein-
winkelstreuungs-Diagrammen der ,Untergrund
abgezogen wird, so daB die Streukurve bereits
bei kleinen kaeln praktisch gegen null strebt.

b) Verlauf der Streukurve bei
kleinen Winkeln

A. Guinier kounte in seiner grund-
legenden Untersuchung (2) zeigen, daff die
Streukurve verdiinnter Systeme sich in guter
Nédherung durch eine GauBsche Glocken-
kurve darstellen 1a8t. Die Ubereinstimmung
ist erfahrungsgemiB sehr gut, wenn ziem-
lich einheitliche globulare Teilchen vorlie-
gen, wird aber immer unbefriedigender, je
mehr diese von der Kugelgestalt abweichen
und je groBer die Polydispersitit der Lo-
sung ist. Die Guiniersche Néiherung
lautet:

(p(s)ivc-e_szm/?’, [37)
worin R den Streumassenradius (rayon de
giration) bedeutet, der wie der Tragheits-
radius der Mechanik definiert ist und mit
Hilfe der Charakteristik auch fiir beliebig
dichte Systeme folgendermafBen ausgedriickt
werden kann:

[*s]
2R = [ dmat Hx) da. [38]
’l)c &

Fiir den Grenzfall unendlich langer Stab-
chen (Querschnitt q) und unendlich groBer
Blattchen (Dicke d) wurden vom Verfas-
ser (5) andere Niherungsformeln abgelei-
tet, die infolge der Voraussetzung unend-
licher GroBe bei kleinsten Winkeln nicht
mehr gelten konnen, was aber ihren Wert
im experimentell zuginglichen Winkelbe-
reich nicht beeintrachtigt:

Stiabchen:
gls) —q- T R (39)
Blattchen:
i ﬂ: sinsd/2\?
= ful |
poy—d- (RN oy

Hierin bezieht sich R nur auf den Quer-
schnitt des Stdbchens. Die Faktorenn/s und
2 m/s?, die als Lorentzfaktoren angespro-
-chen werden kénnen, beriicksichtigen offen-
bar dic unendliche Ausdehnung in einer bzw.
zwei Dimensionen. Die Diskussion des Lo-
‘rentzfaktors sei auf den nichsten Ab-
schnitt verschoben.
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Wenn auch die Guiniersche Niherung
nur einen Spezialfall — allerdings von grof-
ter praktischer Wichtigkeit — darstellt, so
beschreibt sie doch das Verhalten der Streu-
kurve bei kleinsten Winkeln richtig durch
eine Schmiegungsparabel zweiter Ordnung.
Wir erhalten dieses Ergebnis am einfach-
sten durch Reihenentwicklung von [23] ana-
log dem loc. cit. (5) entwickelten Ver-
fahren: .\ s :

(p(s)=vc(1— R;‘ +.. ) [41]
Damit ist auch der Streumassenradius eine
GroBe, die hypothesenfrei aus der Sireu-
kurve entmommen werden kann, vorausge-
setzt, daB diese bis zu geniigend kleinen
Winkeln gemessen wird. Die Untersuchung
des parabolischen Kurventeils kann entwe-
der nach Guinier (2) durch Auftragung
von Ini gegen z2 oder einfach von i gegen z2
geschehen. In beiden Fillen sollte” sich im
innersten Teil der Kurve eine Gerade erge-
ben, aus deren Neigungstangente in ein-
facher Weise der Streumassenradius R folgt.
Es mufl aber gesagt werden, daf die an-
schauliche Bedeutung von R nur bei an-
ndhernder Giiltigkeit der Guinierschen
Naherung vorhanden ist. Bei starkem Her-
vortreten von interpartikuliren Interferen-
zen kann R? sogar negativ werden, d. h.
die Streukurve beginnt dann konvex zur
Abszisse. In diesem Fall muBl die Streu-
kurve mindestens ein Maximum besitzen.

c) Asymptotisches Verhalten der
Streukurve gegen groBe Win-
kel; Zusammenhang mitder in-
neren Oberflidche

Die obige Feststellung, daB der innerste
Teil der Streukurve stets im Sinne einer
quadratischen Parabel mit horizontaler Tan-
gente verlduft, ist eigentlich iiberraschend.
Da zwischen der Charakteristik und der
Streukurve, wie mehrfach erwihnt, eine
vollkommene mathematische Reziprozitit be-
steht, konnte man versucht sein, die Ab-
leitung von [41] ganz analog ausgehend von
[26a] durchzufithren, woraus folgen miiBte,

- daB auch die Charakteristik sich durch eine

gerade Funktion mit horizontaler Anfangs-
tangente darstellen lassen miiBte. Das steht
aber im Widerspruch zu [21], wonach die
Charakteristik eine bestimmte Anfangsnei-
gung abhingig von der inneren Oberfliche
besitzt (vgl. Abb. 2). Der Grund fiir die-
ses abweichende Verhalten liegt darin, daB
eine Reihenentwicklung im Sinne von [41]
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nur dann konvergiert, wenn die Funktion
im Integranden sich nicht bis ins unendliche
erstreckt ioder zumindest stirker als jede Po-
tenz abklingt. Fiir die Charakteristik kénnen
wir diese Bedingung immer als erfiillt an-
sehen. Wire sie es nicht, dann hitten die
obigen Ausfithrungen iiber den Streumas-
senradius keinen Sinn. Die Streukurve hin-
gegen klingt grundsiizlich wie s aus, falls
eine innere Oberfliche vorhanden ist. Unter
Abklingen wollen wir dabei das erste Glied
einer Entwicklung nach negativen Potenzen
verstehen, das einen konstanten Koeffizien-
ten hat; denn modulierte Glieder, wie etwa
z. B. sins/s, liefern ja im Durchschnitt bei
grofiem s null, und solche Modulationen
kommen bei experimentellen Kurven nicht
zur Geltung, weil stets Finfliisse vorhanden
sind, die eine Verschmierung der Kurve
iitber einen kleinen Bereich bewirken. Es
ist daher durchaus berechtigt und entspricht
einfach den tatséchlichen Verhéiltnissen,
wenn man der Diskussion ,,geglittete’* Kur-
ven zugrunde legt.

Wir wollen nun zeigen, daf aus dem
Vorhandensein einer inneren Oberfliche ein
Auslauf der Streukurve wie s-¢ folgt. Be-
handeln wir zu diesem Zweck einmal die
Charakteristik wie eine Streukurve und fra-
gen wir nach dem zugehorigen Streunias-
senradius. Bei der iiblichen Auswertung
nach Guinier miissen wir dafiir den Wert
unendlich erhalten, wenn die Charakteristik
mit endlicher Neigung beginnt. Daheog muf

auch das entsprechende Integral [38] f @stds

1]
unendlich werden. Andrerseits wurde aber
o0

schon gezeigt, da das Integral f(p s?ds

0
(Invariante [27]) einen bestimmten endlichen
Wert hat. Daraus geht hervor, daB die
Streukurve wie s-¢ oder s-® abklingen muf.
Fine kleine Rechnung (Anhang 3) zeigt, daB
nur gerade Potenzen vorkommen koénnen.
Das Ergebnis lautet:
2@ O 1
@(s) = ww Vs

[42]

$— 00}
bzw., fiir die spaltverschmierte Kurve (Anh. 3):
] 1

"’()*W V53

Die vorstehende Argumentation kann na-
tiirlich nicht streng funktionentheoretischen
Anspriichen geniigen, da z.B. die Konver-
genzfrage nicht nidher berithrt wurde. Das
Ergebnis ist aber vollkommen verldBlich
und 146t sich an allen exakt berechneten
Streukurven verifizieren, worauf hier nicht

§— 03 [43]

ndher eingegangen sei. Es diirfte sich schon
deswegen mnicht lohnen, weil die Formeln
{42] und [43] fiir eine praktische Auswer-
tung kaum in Frage kommen. Sie haben
aber vielleicht ein gewisses prinzipielles
Interesse. Jedenfalls haben wir gesehen,
daB der innere Teil der Charakteristik den
duBeren Verlauf der Streukurve bestimmt
und der duBere Teil der Charakteristik (end-
liche Ausdehnung) sich im inneren Teil der
Streukurve bemerkbar macht (horizontale
Tangente).

Il. Die Kieinwinkelstreuung mizellarer
Systeme

1. Problemsteliung

Zwel Grinde sprechen dafiir, die Unter-
suchung der Kleinwinkelstreuung dichter kol-
loider Systeme mit den mizellaren Systemen
zu beginnen. FErstens stellen diese einen
besonders einfach zu behandelnden und gut
untersuchten Spezialfall dar. Zweitens han-
delt es sich bei den mizellaren Systemen um
einen in der Natur bei hochpolymeren Fa-
serstoffen hiufig realisierten Typ.

Die tiefste Einsicht in den mizellaren Aui-
bau von Faserstoffen wurde beim Studium
der Zellulose durch O. Kratky, P. H.
Hermans u. a. gewonnen. Insbesondere
erbrachte eine quantitative Untersuchung
des Deformationsvorganges bei wiederge-
fallter Zellulose (24), sowie der Kleinwinkel-
streuung (11, 25) von hoher orientierten Fi-
den den Beweis, daB die Zellulosemizellen,
d.h. die iibermolekularen kristallinen Ein-
heiten, Blittchengestalt haben. Diese Er-

‘kenntnis zusammen mit der Tatsache, daB

die makroskopische Dichte von trockenen
Zellulosefdden nur wenig von der der kri-
stallinen Mizellen abweicht (26, 27), fithrte
O. Kratky zu seiner bekannten Struktur-
vorstellung einer Ordnung in kleinen Be-
reichen (27). Danach sollen die blittchen-
formigen Mizellen flach aneinander liegen

wie die Blitter eines Buches, so daB be-

nachbarte Mizellen auch annihernd paral-
lele Lagen haben. Diese Vorstellung wurde
durch die Berticksichtigung der Aufspaltung
der Mizellenden (Fransenmizelle) (28) noch
weiter verfeinert.Neuere Untersuchungen(29)
haben es sehr wahrscheinlich gemacht, daB
auch die amorphen Zwischenbereiche blitt-
rig aufgespalten sind (lamellare Scharniere).

Fine #hnliche Struktur wie bei der Zel-
lulose wurde auch bei Faserproteinen nach-
gewiesen, so am Seidenfibroin (30) und
am Keratin (31). Nachdem auch bei Kau-
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tschuk durch Mark und Susich(32) (zum
erstenmal) Blidttchenmizellen gefunden wor-
den sind, diirfen wir wohl annehmen, dafi
es sich hier um einen in der Natur weitver-
breiteten Bautyp handelt.

Fiir eine strenge mathematische Behand-
lung werden wir ein idealisiertes Modell
verwenden. Die Mizellen ebenso wie die
Zwischenriume werden als Blittchen von
praktisch unendlicher Ausdehnung, aber end-
licher, im allgemeinen schwankender Dicke
betrachtet. Sie liegen abwechselnd mit den
Flichen aneinander, so daB sie ein unend-
lich ausgedehntes lineares Aggregat (Mizel-
lenpaket) bilden. Diese Aggregate sind im
System in allen -Orientierungen vorhanden,
so daBl dieses makroskopisch isotrop ist.
Ferner wollen wir zunichst nur statistisch
homogene ungekoppelte Systeme in Be-
tracht ziehen. Damit ist gemeint, daf alle
Mizellenpakete statistisch gleichwertig sind,
d. h. dieselbe Mannigfaltigkeit von Mizellen
und Zwischenrdumen enthalten, und daf
keine Kopplung zwischen benachbarten Bau-
steinen besteht, also die Wahrscheinlichkeit,
z. B. eine dicke Mizelle anzuireffen, von der
GroBe der benachbarten Mizellen unab-
hingig ist. Diese Bedingungen sind nicht
unbedingt gewdihrleistet; es liegen bis jetzt
aber bei keiner Substanz Anzeichen fiir das
Gegenteil vor.

Weniger plausibel ist die Annahme einer
unendlichen Ausdehnung der linearen Ag-
gregate. Wie der Verfasser (33) zeigen konn-
te, bewirkt eine Begrenzung der Mizellen-
pakete das Auftreten einer zusitzlichen
Streuung bei kleinen Winkeln, die spiter als
Kleinwinkelstreuung (15) bezeichnet wurde.
Sie kann gewissermaBen als die Kleinwin-
kelstreuung des ganzen Pakets aufgefafit
werden, gestattet aber ohne zusitzliche In-
formation keine eindeutige Auswertung hin-
sichtlich der PaketgroBfe, wie loc. cit. aus-
gefithrt wurde. Ihre Intensitit nimmt mit
der PaketgréBe rasch ab, Dazu kommt
noch, daB bei sehr groBen Gebilden die
Fraunhofersche Niherung versagt (vgl
I/4). Wenn wir noch bedenken, daf die Ab-
grenzung eines isolierten Mizellenpaketes an
sich auch nur eine Willkiir darstellt, die nur
beim Vorliegen sehr ausgedehnter Zwischen-
bereiche einen definierten Sinn hat, dann
scheint es vielleicht gerechtfertigt, von die-
ser schwer zu behandelnden und nicht sehr
wesentlichen Komplikation zunichst iiber-
haupt abzusehen. Aus demselben Grund
kann sich der Verfasser zum Teil auch nicht
den recht weitgehenden Folgerungen an-

schlieBen, die R. Hosemann (34) aus der
strengen mathematischen Behandlung be-
grenzter eindimensionaler Systeme gezogen
hat. Es scheint iiberhaupt in diesem Fall
nicht ratsam, die exakte Behandlung zu weit
zu treiben, da gerade bei mizellaren Syste-
men die tatsdchliche Streukurve durch nicht
erfaBbare Komplikationen (amorphe Berei-
che, Hohlrdume u. dgl.) verfalscht sein wird.

Die oben eingefiihrte Definition eines mi-
zellaren Systems fithrt zu einer Aufspaltung
der Streufunktion in zwei Faktoren, von de-
nen der eine die Struktur lings der Paket-
achse beschreibt (Strukturfaktor und Gitter-
faktor), der andere die Ausdehnung der
Blittchen beriicksichtigt (L or entzfaktor),
ohne daf diese explizit darin enthalten ist.
Dieser Lorentzfaktor, der bis jetzt wenig
Beachtung gefunden hat, ist typisch fiir mi-
zellare Systeme und scheint fiir den cha-
rakteristischen steilen Anstieg der Klein-
winkelstreuung der Zellulose verantwortlich
zu sein.

Die Berechnung des zweiten Faktors liuft
auf ein eindimensionales Streuproblem hin-
aus. Das ist der Grund, warum die mizel-
laren Systeme einen besonders einfachen
Spezialfall darstellen. Das eindimensionale
Problem ist von mehreren Autoren einge-
hend bearbeitet worden. Die erste Arbeit
auf diesem Gebiet stammt wohl von Prins
und Zernicke (35); in der Folge haben
sich J. J. Hermans (36), R. Hosemann
(34), der Verfasser (33) u. a. damit beschai-
tigt. Vor allem die grundlegende Arbeit von
J.J.Hermans hat einen Teil des Pro-
blems zu einem vorldufigen AbschluB ge-
bracht. Wir werden auch in dieser Arbeit -
von seiner allgemeinen Streuformel Gebrauch
machen.

Die Kleinwinkelstreuung der Zellulose,
das Musterbeispiel eines mizellaren Systems,
hat eine gewisse historische Bedeutung fiir
die Entwicklung der Theorie der Kleinwin-
kelstreuung iiberhaupt. An diesem Spezial-
fall wurde von O. Kratky (6) zum ersten-
mal die Vorstellung des ,dichtgepackten‘
Systems entwickelt und die Bedeutung der
intermizellaren Interferenz in den Vorder-
grund gestellt im Gegensatz zu R. Hose-
mann (7), der die Zellulose als verdiinn-
tes System betrachtete und demgemiB
ihre Kleinwinkelstreuung als reine Partikel-
streuung interpretierte. Der Streit dieser
beiden gegensitzlichen Auffassungen, der
bis heute noch nicht abgeschlossen ist, hat
sich in der Folge als sehr fruchtbar erwie-
sen und zu einer wertvollen Vertiefung der
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Theorie getiihrt. Es ist mit ein Ziel der vor-
liegenden Arbeit, zu einer Klirung dieser
grundsitzlichen Frage beizutragen.

2. Die Streuung der Einzelmizelle;
der Lorentzfaktor

Wir betrachten ein verdiinantes System
von Mizellen der angegebenen Art (unend-
liche Flache, gleichmiBige Dicke d). Dann
ist die Streukurve durch Formel [40} in Ka-
pitel I gegeben:

@ (s) = _221 .d(M);

sd/s SZT'@' (al

Diese Formel kann auf verschiedene Weise (5)
abgeleitet werden. Wir wollen hier demr Gedan-
kengang von Abschnitt I/5¢ folgen. Die spezifische
Oberiliche ist offenbar gleich: O/V = 2/d, woraus
nach I(21) folgt: h(x)=1-—x/2d. Dieser Aus-
druck gilt streng zunachst nur bis x=d/2, tat-
siachlich aber bis x=d, wie <¢ine elementare,
hier zu tlbergehende Rechnung zeigt, Fir x > d
wird aus der Abstandskugel vom Radius x eine
Zone 2w xd herausgeschnitten, so daB gilt: h (x)
=d/2x. Die gesamte Belegungsfunktion — umnter
den oben gemachten Voraussetzungen identisch
mit der Charakteristik — besteht somit aus zwei
stetig inejnander iibergehenden- Asten:

/24 . (24

= H(x) = 2

h(x)= H(x) {d/gx fur{w»d. [2]

Die weitere Rechnung nach I [23] fiihrt nun auf

Formel [1]. Der Rechengang ist in Anhang 4 zu
sehen.

Die Streufunktion zerfillt in zwei Fak-
toren, den Lorentziaktor*) 2m/s? und den
Dickenfaktor (Strukturfaktor) d [(sinsd/2)/
(sd/2)j2. Letztereristidentisch mit der Streu-
ung eines unendlich diinnen Stibchens der
Linge d, das parallel zur Strahlensymmetrale
(Spiegelnormale) liegt. Der L orentzfaktor
beriicksichtigt offenbar die Flichendehnung
der blatichentérmigen Mizellen, wobei eine
leichte Verkrummung keine wesenthche Rolle
spielt, wie aus der obigen Ableitung hervor-
geht. Der volle Sinn des Lorentzfaktors
wird aber aus der folgenden anschaulichen
Uberlegung klar werden.

Wenn wir sehr groBe, aber miBig dlcke
regellos im Raum verteilte Lamellen mit
parallelem, monochromatischem Rontgenlicht
bestrahlen, dann kénnen nur jene Lamellen
in einer bestimmten Abbeugungsrichtung
eine merkliche Streuintensitit erzeugen, de-
ren Projektion auf die Spiegelnormale nicht
zu grof ist. Dies ist dann und nur dann der
Fall, wenn die Lamellenebene etwa mit der
Spiegelebene zusammentillt oder anders aus-
gedriickt, wenn die Flichennormale mit der

*y In einer Iritheren Arbeit (33) als Produkt
von Hohenfaktor und Breitenfaktor ausgedriickt.

Spiegelnormale nur einen kleinen Winkel

einschlieBt. Aus der ganzen Manmgfaltlg-

keit der Lamellenlagen wird bei einem be-
stimmten Strahlengang also nur ein kleiner
Bruchteil herausgegriffen, den wir etwa
durch den Raumwinkel desjenigen Kegels
um die Spiegelnormale messen konnen, in-
nerhalb dessen die Normalen aller merklich
streuenden Lamellen liegen. Natiirlich exi-
stiert hier keine scharfe Grenze, aber es
geniigt fir diese nur relative Betrachtung,
eine willkiirliche Festsetzung zu treffen; z,
B. kdénnen wir als merklich streuend alle
Lamellen bezeichnen, deren Flichen einen
‘Gangunterschied kleiner bis gleich einer
Wellenlinge erzeugen. Die effektive Zahl
der streuenden Lamellen ist proportional
dem Quadrat des Kegeloffnungswinkels, und
dieser ist nach den einfachsten Grundsitzen
der Beugung umgekehrt proportional der li-
nearen Ausdehnung L der Lamellenfliche
und dem Abbeugungswinkel 2, aber pro-
portional der verwendeten Wellenlinge A,
also zusammen pp. 1/Ls. Die Streuinten-
sitdt ist cet. par. sicher proportional der La-
mellenfliche und der effektiven Zahl der
streuenden Lamellen, somit insgesamt pro-
portional L2/s2[.2=1/s% Das ist aber bis auf
einenkonstanten Koeffizientender Lorentz-
faktor. -

Natiirlich gelten diese Uberlegungen nicht
mehr fiir so kleine Abbeugungswinkel daB
der Gangunterschied in keiner Lage wesent-
lich groBer als eine Wellenlinge ist. Ins-
besondere muB der Grenzwert des Lo-
rentzfaktors beim Winkel 0 nach unseren
Normierungsbedingungen gleich der Lamel-
lenfliche sein, wihrend er nach [1] unend-
lich wird. Zur Abschitzung, wie weit unser
Faktor in erster Niherung giiltig bleibt,
konnen wir z. B. die a.a. O. (5) berechnete
exakte Formel fiir eine unendlich diinne
Kreisscheibe vom Durchmesser L heran-
ziehen: -

27
i [1—4,6L)];

Lorentzfaktor = 8=

4, = @) [3]

Besseliunktion erster Ordnung;

. Ly

ing= 5%

Lamellenflache,
Die reduzierte Besselfunktion A, strebt
schrell in abklingenden Wellen dem Grenz-
wert 0 zu (37), wobei in unserem Fall die
Anndherung dadurch noch viel besser wird,
daB3 schnellperlodlsche Modulationen der
Streukurve im Experiment immer ausge-
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schmiert werden. Wir konnen sagen, daB
das Korrekturglied 4, (sL) etwa beim Wert
sL=m, d.h.beim halben Braggschen
Winkel des Scheibendurchmessers auf Null
abgeklungen ist. Bedenken wir das Auf-
16sungsvermogen (~ 500 A) einer norma-
len Kleinwinkelkamera und vergleichen wir
mit den Dimensionen von etlichen Hundert
bis Tausend A, die wir verniinftigerweise
erwarten miissen, wenn wir von Lamellen
oder Mizellen reden, dann wird klar, daB
unser Lorentzfaktor im derzeit experi-
mentell zuginglichen Winkelbereich wohl
immer ausreichen wird.

Wir erkennen aber auch, daB es ein Irr-
tum wire zu glauben, da man den Lo-
rentzfaktor bei einem orientierten
System in erster Ndherung vernachlissigen
kénnte. Denn es gelingt bei den bekannten
mizellaren Faserstoffen nie, eine so gute
Orientierung zu erreichen, daB nicht doch
noch eine fiir das Auftreten einesLorentz-
faktors zumindest teilweise geniigende La-
genmannigfaltigkeit iibrigbleibt. Dazu kommt
noch die stets vorhandene Divergenz des
Primérstrahls, die in derselben Richtung
wirkt. Hitten wir aber doch ein System
mit idealer Orientierung und einen voll-
kommen parallelisierten Primérstrahl, dann
wiirden wir im allgemeinen eine asymme-
trische Streukurve mit einem Maximum
beim Reflexionswinkel erhalten. Auf kei-
nen Fall kénnten wir wie mit einem ein-
dimensionalen System rechnen, wenn die
Mizellfldchen geniigend groB sind. Die Ver-
héltnisse liegen also bei einem orientierten
Systemr komplizierter als bei einem un-
orientieren, und wir werden daher unsere
Betrachtungen auf dieses beschrinken.

Im folgenden soll also stets vorausgesetzt
sein, daB die Streufunktion ¢ als Produkt
des Lorentzfaktors £ und der linearen
Streufunktion ¢, dargestellt werden kann:

27 [4]

s

Die lineare Streufunktion kann analog I
[23] durch eine im FEindimensionalen defi-
nierte Charakteristik ausgedriickt werden:

+ +
9, = [ H,(@) cossz-du; ¢,0)=v,~ [ H,@)de.

—o0 — [5]
Diese Formel ist aber zur tatsichlichen
Berechnung der Streukurve nicht sehr zweck-
miBig und soll nur erwidhnt werden, um
den AnschluB an die Formeln des vorigen
Kapitels zu sichern. Fiir die weiteren Un-
tersuchungen werden sich einfachere Wege
ergeben.

=

) =2-9,9;

3. Das Schichtmodell

Um die Modifikation der Streukurve durch
die Anordnung der Mizellen zu illustrieren,
betrachten wir zunichst ein mdglichst ein-
faches und ungeordnetes System. Wir mi-
schen Schichten von Mizell- und Zwischen-
raummaterie, die der Einfachheit halber
alle von derselben Dicke d angenommen
seien, vollig willkiirlich miteinander. Man
kann sich ein solches System etwa folgen-
dermaBen konstruiert denken: man mischt
Lose, z.B. schwarze und weiBe Kugeln, im
Verhiltnis w:w in einer Urne und bestimmt
durch Ziehen einer Kugel, ob eine Mizell-
oder Zwischenraumschicht aufgelegt werden
soll. Eine Mizelle der Dicke 3d wiirde z.
B. dann zustande kommen, wenn nach einer
weilen Kugel dreimal schwarz und hier-
auf wieder weil gezogen wird. Durch diese
Konstruktionsvorschritt erhalten wir ein Sy-
stem, in dem Mizellen und Zwischenrdume
verschiedener Dicke, die allerdings nur ein
Vielfaches von d sein kann, abwechseln
(Abb. 4a). Die Statistik der Mizell- und Zwi-
schenraumdicken ergibt sich nach elemen-
tarer Wahrscheinlichkeitsrechnung:

E=w;

b=d/w; npl=w.
Hierin bedeuten A, die Wahrscheinlichkeit

Ap=wuh a=d/w;

Bp=wn";

“einer Mizelldicke nd, a deren Mittelwert

und & die relative quadratische Schwankung -
um denselben. Bs, b und %2 sind analog fiir
die Zwischenrdume definiert. ‘
Dasselbe System kann aber noch in an-
derer Weise interpretiert werden, indem wir
die einzelnen Mizellschichten als Mizellen
auffassen. Das ist moglich, wenn wir Zwi-
schenrdume der GroBe null zulassen. Wir
haben hier ein Beispiel vor uns, wo der Be-
griff der Mizelle und damit der allgemeinere
Begriff der Partikel nicht eindeutig zu fas-

Abb.4 a) Schematische Darstellung des Schichtmodells
b) Mizellschicht mit verschmierter Umgebung
¢) Mizelle mit verschmierter Umgebung
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sen ist. Dieser Umstand wird spiter noch
mehr als eine Eigentiimlichkeit dichtgepack-
ter Systeme hervortreten. Fiir die Streu-
kurve darf es aber natiirlich keinen Unter-
schied machen, in welcher Weise -wir die
Struktur interpretieren.

ZweckmilBig gehen wir dabei- von der
zweiten Auffassung aus. Abb. 4b zeigt eine
Schichtmizelle mit ihrer ,,verschmierten
Umgebung, also sozusagen die Belegungs-
funktion vom Mittelpunkt einer Schicht aus

gerechnet. Der Verlauf ist ohne Rechnung

verstandlich, ‘wenn wir bedenken, daB nur
der Zufall dariiber entscheidet, ob eine
Schicht in der Nachbarschaft als Mizelle
oder als Zwischenraum zu werten ist. Die
Berechnung der linearen Streufunktion ist
nun hochst einfach. Nach den Ausfithrungen
zu Beginn dieser Arbeit ist der Formfaktor
f jeder Mizelle mit der Summe der Formfak-
toren aller Mizellen (unter Beriicksichtigung
der - Phase) einschlieBlich der betreffenden
selbst zu multiplizieren, Diese Summe ist
aber im Mittel offenbar gleich dem Form-
faktor F von Mizelle plus verschmierter Um-
gebung (Abb. 4b), wobei natiirlich in be-
kannter Weise ein konstanter Untergrund
abzuziehen ist. Sind Mizellen verschiedener
GroBe vorhanden, dann mufl noch der Mit-
telwert {iber diese Produkte gebildet wer-
den. Die allgemeine Formel lautet daher
in der rlchtlgen Normxerung ‘

me—wﬂ* -8l

worin das Uberstreichen die Mittelwertbil-
dung bezeichnet.

In unserem Spezialfall ist F einfach gleich
wi;, wie aus der Abbildung unmittelbar her-
vorgeht. Eine Mittelung ist nicht notwen-
d1g, w1r erhalten daher sofort:

. . sinsd/2 smsd/z
g o —a B g SIS

7]
in Ubereinstimmung mit (1). Das Ergab-
nis kann nicht weiter tiberraschen. Es re-
.sultiert eine. reine Partikelstreuung;: als ob
die einzelnen -Mizellschichten ein verdiinn-
tes System bilden wiirden. Der Einfluf
der Packungsdichte und der GroBenstatistik
der eigentlichen Mizellen von Abb. 4a ist
in der Streukurve iiberhaupt nicht wahrzu-
nehmen. Diese bilden demnach ihrerseits
hinsichilich der Kleinwinkelstreuting keines-
wegs ein verdiinntes System. Das geht auch
aus Abb. 4¢ hervor, die den Einfluf einer
Mizelle auf ihre Umgebung darstellt. Das
Diagramm ist unmitfelbar aus der Konstruk-
tionsvorschrift -verstindlich. Daraus kann

nach [0] die Streufunktion abgeleitet wer-
den. Die Rechnung, die in Anh.5 im ein-
zelnen ausgefithrt ist, ergibt wieder das
Resultat [7], wie es sein muB.

Das hier behandelte Schichtmodell wirkt
natlirlich sehr konstruiert und wirklichkeits-
fremd, vor allem weil es nur diskrete Mizeil-
und ZwischenraumgréBen enthdlt. Es kann
aber ohne weiteres auf eine kontinuierliche
GroBenstatistik verallgemeinert werden, in-
dem wir eine entsprechende Mannigfaltig-
keit von Schichten zum Aufbau verwenden
Der Konstruktionsvorgang wiirde dann dar-
in bestehen, daB zunidchst eine bestimmie
Schicht durch Zufall ausgewahlt und dann
durch Auslosung entschieden wird, ob diese
zu einer Mizelle oder zu einem Zwischen-
raum gehoren soll. Eine explizite Wieder-
gabe der Rechnung ist vielleicht iiberfliis-
sig, denn die bloBe Uberlegung 4Bt er-
kennen, daB das Resultat im Prinzip das-
selbe sein muB wie oben: Die Streukurve
ist eine reine Partikelstreuung, bestehend
aus der Uberlagerung der Formfaktorqua-
drate der Schichten,

Interessanter als einzelne spezielle Er-
gebnisse sind gewisse Folgerungen allge-
meiner Natur, die wir aus dem Schichtmo-
dell ziehen komnen. Zunichst ist dadurch
gezeigt, daB ein beliebig dichtgepacktes
System ohne weiteres hinsichtlich der Rout-
genbeugung verdiinnt wirken kann. Aber
die so erhaltene Partikelstreuung steht in
keinem eindeutigen Zusammenhang mit den
wirklichen Partikeln (Mizellen), wie sie z.
B. Abb. 4a zeigt. Dieser Umstand muB be-
sonders hervorgehoben werden, weil viel-
fach die Auffassung vertreten wird, daBl man
bei geniigender UnregelmiBigkeit der Teil-
chen die Phasenbeziehungen zwischen ihnen
vernachldssigen kann. R. Hosemann hat
in einer neueren Arbeit (16) einen sehr all-
gemein formulierten Satz aufgestellt, wo-
nach immer dann eine interferenzireie Su-
perposition der Streuung der einzelnen Par-
tikeln zu erwarten ist, wenn die relative
statistische Schwankung ihrer Grgfe die
Packungsdichte erreicht oder {iberschreitet.
Diese Voraussetzung ist in unserem Fall er-
filllt. Trotzdem folgt die Streukirve nicht
dem Satz von Hosemann. Das ist schon
deswegen. nicht. moglich, weil wir nach
dem Reziprozitatsgesetz (I/5a) die. Bezeich-
nung Mizelle und Zwischenraum vertauschen
konnen, die Streukurve also nicht eindeutig
bestimmt wire. Wenn wir die Auswertung
von - [7] aber doch im Sinne vou Hose-
mann vornehmen, dann kommen wir zu
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einem homodispersen System, fiir das der
Satz eben nicht gilt. Dabei miissen wir uns
vor Augen halten, daB die Auffassung der
einzelnen Schichten als Mizellen, was gleich-
bedeutend ist mit der Zulassung einer end-
lichen Zahl von Zwischenrdumen der Grofie
null, selbst wieder die Eindeutigkeit des
Mizellbegriffes zerstért. Denn ein vorgeleg-
tes System kann dann auf unendlich viele
Arten in ,,Mizellen** zerlegt gedacht werden.
Diese kurzen Uberlegungen diirften bereits
gezeigt haben, daB die Interpretation einer
reinen Partikelstreuung keineswegs so un-
problematisch ist, wie vielfach angenommen
wird.

4. Die Statistik eindimensionaler
Systeme

Ein eindimensionales System besteht ganz
allgemein aus einer abwechselnden Folge
von Strichen, die der Dicke x der Mizellen
bzw. y der Zwischenrdume entsprechen.
Ein solches System ist statistisch eindeutig
bestimmt durch die Haufigkeitsverteilungen
A (x) und B (y), sofern nach unserer Voraus-
setzung die einzelnen Striche voneinander
unabhingig sind. Die Mittelwerte sollen
mit a bzw. b, die relativen quadratischen
Schwankungen mit & bzw. n? bezeichnet
werden. Es gelten somit folgende Feststel-
lungen fiir die Mizellen (und das analoge
fir die Zwischenrdume):

oK 2
[ @ dz=1; z
0

jeel
azz= [ wd(@)de; £=";-1.
0

612

(8]

Abb. 5 a) Eindimensionales Strichgitter
b} Umgebungsfunk‘tlon U

Fin solches System (Abb. 5) hat den Cha-
rakter eines linearen QGitters mit der mitt-
leren Periode d= (a--b). Sind insbeson-
dere die x alle gleich lang, dann haben wir
jenen Sperzialfall vor uns, der wohl von O.
Kratky (38) anldBlich der Diskussion der
atomaren Verteilung in fliissigem Quecksilber
und anderen Substanzen zum erstenmal als
Modell vorgeschlagen und als Gitter mit
Storungen zweiter Art bezeichnet wurde.

Damit ist folgendes gemeint. Bekanntlich
ist auch ein reales Gitter durch die Wirme-
bewegung immer mehr oder weniger ge-
stort. Diese Storungen erster Art, wie sie
oft bezeichnet werden, beeintrichtigen aber
nicht die Fernordnung des Kristalls, weil
von einem bestimmten Bezugspunkt aus
gerechnet jeder Gitterbaustein dieselbe
Schwankung um seine durch das ideale Git-
ter festgelegte Ruhelage vollfithrt. Anders
ist esbeiden Stérungen zweiter Art, die fiir die
Fliissigkeitsstruktur charakteristisch zu sein
scheinen. Hier ist die Schwankung in Be-
zug auf den ndchsten Nachbarn definiert, so
daB sie mit zunehmender Entfernung vom
Bezugspunkt nach den Gesetzen der Fehler-
rechnung mit der Wurzel aus der Eut-
fernung zunimmt. Wenn wir daher die Um-
gebung eines Gitterbausteines wie oben
verschmieren (Abb. 5b), dann verliert sich
auch eine anfinglich gute gittermiBige Ord-
nung, und wir erhalten in gréBerer Entfer-
nung eine konstante Belegung w, wie wir
es von einer Belegungsfunktion gewdhnt
sind. Das Gitter besitzt nur eine ,,Ordnung
in kleinen Bereichen‘. (27).

Am iibersichtlichsten lassen sich dle sta-
tistischen Verhiltnisse fir den eindimen-
sionalen Fall*) nach Hosemann (34) durch
das Faltungstheorem beschreiben, Unter
Faltung zweier Funktionen A und B ist
dabei der folgende mathematische ProzefB
zu verstehen:

Cla)=dB=[ A@®) Blx—1)dt. 19]

. ' 0

In unserem Fall heiBit dies folgendes:
C (x) ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir
den Abstand z.B. von der rechten Kante
einer Mizelle zur rechten Kante der dar-
auffolgenden Mizelle, also der schwan-
kenden ,Identititsperiode‘‘. Das Faltungsin-
tegral gibt einfach die Summierung iiber
alle Moglichkeiten an, wie diese. Strecke
in eine Mizelle und einen Zwischenraum
unterteilt sein kann. Mit anderen Worten,
die Faltung stellt das mathematische Ge-
setz dar, nach dem sich Wahrscheinlich-
keitsfunktionen von Strecken (Stérungen
zweiter Art) zusammensetzen.

Fiir den FaltungsprozeB gelten nun drei
wichtige mathematische Sitze, die seinen
Wert firr das vorliegende Problem ausma-
chen. Erstens kann die Faltung beliebig oft

*) Eine - Kritische Betrachtung iiber die Mdog-
lichkeiten zur Verallgemeinerung auf den mehr-
dimensionalen Fall w:rd im JII. Teil gebracht
werden. - -

3-)(-
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wiederholt werden, wobei die Reihenfolge

der Teilschritte vertauschbar ist:
ABC=CAB... usw. [10]

. Kommutativitit der Faltung;

Zweitens ist das totale Integral iiber eine

Faltung gleich dem Produkt aus den Imte-

gralen iiber die Faltungskomponenten:

® ® ©
[ ABde=[ Adw-[ Bdx  [11]
0 ] 0

Normierung der Faltung;

Insbesondere entsteht so aus den auf 1 nor-
mierten Funktionen A und B wieder eine
gleich normierte Funktion C. Der dritte
Satz ist das Faltungstheoremr der Fourier-
transformation. Es besagt, daB die Fourier-
transformierte einer Faltung gleich ist dem
Produkt aus den Fouriertransformierten der
F aItungskomponenteg :
§(A)= [ do d(z) i
0
Fouriertransiormation;

_ [12]
§(4B)=§(4)-§(B)
Faltungstheorem der Fouriertransformation
Gestiitzt auf die Faltungssidtze kénnen
wir nun leicht die Umgebungsfunktion U (x)
berechnen. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit
an, im Abstand x vom Rande einer Mizelle
wieder einen Mizellenpunkt zu treffen, ganz
dhnlich wie wir frither die Belegungstink-
tion definiert haben. In gréBerer Entiernung
muB U konstant gleich w werden. Die
Wahrscheinlichkeit, vom Rand einer Mi-
zelle aus gerechnet in der Entfernung x
einen Punkt derselben Mizelle zu treffen,
sei X (x). Sie ist jedenfalls gleich der Wahr-
scheinlichkeit, daff die betreffende Mizelle
(jetzt durch ein eindimensionales Stibchen
dargestellt) groBer ist als x, woraus sich

sofort ergibt: .
X(@) = [ A@dr [13]
Unter Beriicksichtigung des oben iiber
die Bedeutung der Faltung Gesagten kénnen
wir nun schreiben:

32 43
U:BAX—}~B2AX—§—BAX+BAX—[—. ..=BX-CT,
[14]

worin die [terierung der Faltung symbolisch
durch einen Exponenten dargestellt ist. Die
Umgebungsfunktion ist nach [14] die Lo-
sung einer Integralgleichung. In ganz ana-
loger Weise kann auch eine Funktion V(x)
firr die verschmierte Umgebung eines Zwi-
schenraumes definiert werden.

Vorldufig interessiert uns die integrale
Abweichung von der idealen Umgebungs-

kurve in groBer Entiernung (U = const=w;

V = const = w). Im allgemeinen wird U eine
Abweichung nach unten, V eine Abwei-
chung nach oben zeigen. Jede Mizelle reifit
sozusagen im Mittel ein Loch L in seine
Umgebung. Ebenso ist im Mittel jeder Zwi-
schenraum von einem UberschuB Y. um-
geben. Wir definieren daher wie folgt:

L=2fwd:c[w——U(x)]; Lzzfajlx[V(m)—w].
0 0

{15]
Zwischen beiden GroBen 4Bt sich leicht ein
Zusammenhang herstellen. Das ,Loch‘ L
beruht ja darauf, daB definitionsgemifl an
beiden Seiten einer Mizelle ein Zwischen-
raum anschlieBen muB, was im Mittel einen
Fehlbetrag von 2bw gegeniiber der Linje
== const ==w ergibt. Daran schliefit sich aber
noch nicht der endgiiltige Mittelwert w,
sondern die Umgebungskurve V mit dem
UberschuB . Es muB daher gelten:
L=2bw—1%; L+% =21,
I=bw=aw=ab/lab)=wwlaib). [16]

Hierin ist durch Definition eine reduzierte
Linge 1 eingefiihrt, die sich zur Vereinfa-
chung der Formeln als zweckmiBig erwei-
sen wird. Die reduzierte Linge ist kleiner
sowohl als a, als auch als b und nihert sich
mit zunehmender Verdiinnung (oder, was
dasselbe ist, Verdichtung) dem kleineren
von beiden Werten, also dem Mittelwert der
verdiinnten Komponente.

Um L und X. zu berechnen, ist noch eine
zweite Gleichung notwendig. Diese erhal-
ten wir nach folgender Uberlegung: Die
Mittelwertbildung iiber die Umgebung eines
beliebigen Punktes des Systems (ohne Riick-
sicht darauf, ob er zu einer Mizelle oder zu
einem Zwischenraum gehort) muB unzwei-
felhaft zu einer Verschmierungskurve =
const = w fithren. Fithren wir jedoch diese
Verschmierung nur um Punkte aus, die zu
einer Mizelle der Dicke x gehdren, dann
erhalten wir einen Uberschu = (wx - L),
wie aus Abb. 4c unmittelbar ersichtlich ist.
Soll nun die Umgebung aller Punkte ver-
schmiert werden, die irgend einer Mizelle
angehdren, dann ist bei der Mittelwertbil-
dung zu bedenken, dafl die Zahl der Punkte

. in den einzelnen Mizellen nach ihrer GréBe

verschieden ist. Da wir nur einen relativen
Wert brauchen, geniigt es, die Zahl der
Punkte gleich x zu setzen. Wir erhalten so
fiir den mittleren UberschuBf pro Mizelle
den Wert:

x(mx—l,)zmF—aLzmaz(l-{‘?)-—aL

=18 - L].
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Einen analogen Ausdruck erhalten wir fiir
das Defizit der Verschmierungskurve, wenn
wir nur itber die Umgebung von ZWISChen-
raumpunkten mitteln:
ywy—1)=wb*A+1)—bL =010+ 1) -E£]
Beide Ausdriicke miissen genau gleich sein,
denn die Mittelung iiber Mizellen und
Zwischenriume soll ja weder einen Uber-
schuB noch ein Delfizit ergeben.
allQ+&)—-L}=bv[tQ+n)—-2] ;
wL— mi—l[w(l—]—?)—m(l«}—vf)]
L+E=1-2
L=1[14wé~w nz]
£=1[1~w+wn*]. [17]

Es bleibt nun noch die Aufgabe, v, (defi-
niert in [5]}) zu berechnen. Der oben aus-
gefithrte Verschmierungsvorgang ist genau
derselbe, der nach der Beschreibung des
vorigen Kapitels zur Belegungsfunktion h;
und damit auch zur linearen Charakteristik
H; fithrt, nur muB noch zur richtigen Nor-
mierung der Fakior 1/aw hinzugefiigt wer-
den, Damit folgt:
o=—— alliE)-L];

=a[1+8—1-+w-wn)]=a[w+wn’]

v, =1+ = ¢, 0). (181
v, kann als integrale Lange der Charak-
teristik betrachtet werden. Sie erweistsich
als das Produkt der reduzierten Linge 1
mal der Summe der mittleren quadratischen
Schwankungen (§%+n?).

Wir wollen nun dieses FErgebnis kurz
diskutieren. Als erstes fillt auf, daB v, und
damit der Wert von ¢; an der Stelle null
von der GroBenstatistik der Mizellen und
Zwischenrdume nicht explizit abhingt, son-
dern nur von den Mittelwerten und den
mittleren Schwankungen. Dabei ist der Ein-
fluB derselben fiir Mizellen und Zwischen-
rdume gleich, unabhingig von ihrem men-
genmifBigen Anteil- am System. Mit ver-
schwindender Schwankung der GroBensta-
tistiken geht v; gegen null, und damit ver-
schwindet auch die Streuung bei kleinsten
Winkeln (der Lorentziaktor verhindert
das auch nicht), in voller Analogie zu drei-
dimensionalen Systemen, wo bei guter Ord-
nung der Partikeln (Kristalle und Fliissig-
keiten) auch keine Streuung bei kleinen
Winkeln auftritt, nur daB das streufreie
Winkelgebiet dort wegen der Kleinheit der
Atome und Molekile gréfer ist.

(a++b)

{l=aw

'*) Dieses Ergebnis wurde auch von Hose-
mann (34) aus der spater zu besprechenden
Formel [22] von I. J. Hermauns (36) abgeleitet.

Besonders . interessant ist der Ubergang
zum verdiinnten System. Lassen wir unter
Beibehaltung der Mizellen die Zwischen-
riume und damit b immer mehr anwachsen,
dann strebt wohl 1 gegen a, der richtige
Grenzwert von v; [=x%a=a(1+£§%] wird
aber nur dann erreicht, wenn nz=1,
wenn die mittlere statistische Schwankung
der Zwischenrdaume gerade 1000/, betrigt.
Sowohl eine Abweichung nach unten als
auch nach oben verhindert das Zustande-
kommen eines verdiinnten Systems im Sinne
der Kleinwinkelstreuung auch bei beliebiger
Verdiinnung. Eine zu kleine Schwankung
bedeutet eine gewisse RegelmiBigkeit in
der Anordnung der Mizellen. Eine hohere
Schwankung fithrt auch wieder zu einer teil-
weisen Ordnung, indem Zusammenballun-
gen von Mizellen, sogenannte ,,clusters®,
auftreten. Dem entspricht nach [18] eine
hohe Intensitdt bei kleinsten Winkeln. Ein
abnormal steiler Anstieg der Kleinwinkel-
streuung gegen den Primirstrahl zu wurde
iibrigens schon ofters (39) durch die Bil-
dung von clusters erklirt.

Wenn wir iiberlegen, wie eine statistische Gro-
Benverteilung aussehen mufl, damit ihre relative
statistische Schwankung mogllchst groB_(groBer
als 1) wird, dann bleibt eigentlich nur eine Mog-
lichkeit: sie mufl viele kleine Werte neben wenig
groBen enthalten. Mittlere Werte vermindern die
Schwankung wieder. GroBie Schwankung ist also
wesentlich verkniipft mit einer Entmischung der
Statistik. Wir wollen dies an einem moglichst

einfachen Beispiel verfolgen.
Die Statistik enthalte nur Abstinde ¢ mit der

‘Wahrscheinlichkeit p und Abstinde O mit der

Wahrscheinlichkeit p=1—p. Der Mittelwert er-
gibt sich dann sofort zit b=pc und die Schwan-
kung zut n® = p/p, unabhingig von b und ¢. Obwohl
wir auf diese Art 72 beliebig groBl machen kdnnen,
wiirde das System dem Betrachter doch immer einen
selir geordneten Anblick bieten. Denn er miiBite
feststellen, daB Mizellen sehr verschiedener Grofie
vorliegen, die aber regelmiBig durch den gleichen
Zwischenraum ¢ getrennt sind. Man kann also,
bildlich gesprochen, einen Uberschuff an stati-
stischer Schwankung ebensogut in die Mlzellen
wie in die Zwischenriume verlegen.

Wir haben gesehen, daf eine vollkommen
regellose Verteilung durch eine Schwan-
kung von 1000/ ausgezeichnet ist, und es
erhebt sich die Frage, welche Verteilungs-
funktion B (v) der Zwischenrdume allen An-
forderungen geniigt, um zu einem verdiinn-
ten System im iiblichen Sinn zu fithren.

Statt die Zwischenrdume unendlich groff
zu machen, kénnen wir auch die Mizellen
unendlich klein, d.h. zu Punkten werden
lassen. Ein ideal verdiinntes System liegt
dann vor, wenn die Umgebungsfunktion U
konstant ist, u. zw. in unserem Fall gleich
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1/b, weil ja im Mittel auf der Strecke b je
ein Punkt liegen muB.

U muf der Integralgleichung (14) geniigen,
die sich jetzt vereinfacht zu:

Y
U=B-+BU; 1/6=B(y)+1/b- [ B@)adt
0

Differentation der letzten Gleichung liefert:

0=B+1/b B,
woraus folgt:

B=const- e~ ¥
Die Integrationskonstante ergibt sich aus
der Normierungsbedingung zu 1/b, womit
die vollstindige Loésung lautet:

Bly)=1/b e~ Y. [19]
Unter zufilliger oder regelloser Verteilung
wollen wir in Hinkunft die-durch [19] defi-
nierte Exponentialstatistik*) verstehen. Sie
besitzt den Mittelwert b und die relative

mittlere Schwankung 1, wie wir gefordert
haben.

5. Die lineare Streukurve

Fiir den Grenzwert beim Winkel 0 haben

wir gefunden:
P 0) =2, =1 +n%; - I=0ab/lwtb). [18]

Um diese Formel auszuwerten, vorais-
gesetzt, daB die Extrapolation auf den Win-
kel 0 iberhaupt praktisch moglich ist,
braucht man eine Messung der Absolutin-
tensitit. Diese kann durch Verwendung der
Invariante 1 [27] umgangen werden, und wir
gelangen so zu einer neuen Beziehung. Zu
diesem Zweck schreiben wir zunéchst noch-
mals die beiden Ausgangsformeln hin:

27

0= 4] inv.=f(ps2ds=2n?, [127]
0

woraus folgt:

[ @ds=m=inv. [20]
0 .

Experimentell liegt eine Streukurve i vor
(in willkiirlichen Intensititseinheiten) in Ab-
hiangigkeit vom Primirstrahlabstand z auf
dem Film. Durch punktweise Multiplikation
mit z2 erhalten wir die dem eindimznsio-
nalen System entsprechende Streukurve i
(proportional ¢;). Bilden wir nun das Ver-
héltnis des Wertes von ¢; an der Stelle 0
zur neuen Invariante [20], so Zndert sich
nichts, wenn wir ¢; durch i, ersetzen. Nur
die Integrationsvariable werden wir zweck-
méBig durch z ersetzen: s=2mz[AR:

*Y Die Verwendung der Exponentialfunktion ist
in verschiedenen Gebieten der Statistik durchaus
gebriuchlich. Im Zusammenhang mit einent. spe-
ziellen eindimensionalen System wurde sie z. B.
schon von Prins und Zernicke verwendet (35).

P, 0

Ofo;lds v '_%%O[wzl dz

7,0 iR

o=

L
fll dz
0

[21)
Diesemr Ergebnis kénnen wir noch leicht
eine andere, anschaulichere Form geben.
Der Quotient Fliche von 4 durch i, (0) be-
deutet ja nichts anderes als die halbe inte-
grale Breite B, der Streukurve i, wobei
diese beidseitig zu nehmen ist (von — « bis
+ o), also in derselben Weise wie v; die
integrale Breite der Charakteristik bedeu-

tet. Es folgt daher:
v, B,=LR [21a]

oder in Worten ausgedriickt: die integrale
Breite der Charakteristik H; und die inte-
grale Breite der Streukurve i; des linearen
Systems sind ineinander nach dem Bragg -
schen Gesetz zugeordnet. Es sei nochmals
betont, dafl diese Formulierung von der
Wahl der Einheiten vo6llig unabhingig ist.
Natiirlich kann Beziehung [21] auch auf
andere Weise abgeleitet werden; wir be-
gniigen uns mit dem Hinweis. Der von
uns verwendete Lorentzfaktor gilt nicht
mehr fiir sehr kleine Winkel, doch spielt
dieser Umstand fiir die Extrapolation keine
Rolle.

Die lineare Streufunktion ¢; ist durch die
Statistik der Mizellen A (x) und der Zwi-
schenrdume B (y) eindeutig bestimmt und
muB daher mathematisch durch diese aus-
driickbar sein. Dieses Problem wurde von
J.J . Hermans (36) in allgemein gilltiger
Weise gelost. Seine Formel lautet (bis auf
einen Normierungsfaktor):

1 2 1-% 1—©)
n= e,
worin § und & die Fouriertransformierten
von A und B bedeuten:

10 :fwdxA(x) - gist &(s) :fmdx B () ¢ise.
0 0

(22)

Die Formel ist vollkommen symmetrisch in
A und B, womit dem Reziprozititsgesetz
Geniige getan wird. Beriicksichtigt man die
Begrenzung des eindimensionalen Systems,
dann tritt ein asymmetrisches Zusatzglied
auf (Kleinstwinkelstreuung (33, 15)), das be-
sonders von Hosemann (34) eingehend
untersucht worden ist. Wir werden aus
den eingangs erwihnten Griinden nich{ niher
darauf eingehen, hauptsichlich aber des-
wegen, weil es schwer ist, eine Abgren-
zung dieser Art bei einem realen Objekt
sinnvoll zu definieren.

Um die Kleinwinkelstreuung von mizel-
laren Systemen theoretisch zu untersuchen,
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konnte mdn alle méglichen Statistiken vor-
geben und die Streukurven nach [22] be-
rechnen. Ein solches systemloses Vorgehen
wiirde aber zu keiner Klirung des Pro-
blems fithren. Wir werden uns daher be-
gniigen, nur drei idealisierte Grenzfille zu
behandeln, die aber die wesentlichen Mog-
lichkeiten abgrenzen und gleichzeitig die
fiir eine praktische Auswertung in Frage
kommenden Fille in sich enthalten.

Fiir die Mizellen sowohl als auch fiir die
Zwischenrdume sind zwei Extremfille denk-
bar: a) sie sind einheitlich; b) sie schwan-
ken ganz regellos, d.h. nach der Exponen-
tialstatistik. Durch Kombination dieser zwei
Moglichkeiten ergeben sich drei Modelle,
namlich: ’

1. Das nicht oder leicht gestérte Gitter:
Mizellen und Zwischenrdume sind gleich-
férmig -oder schwanken nur leicht um einen
Mittelwert.

2. Das vollkommen gestorte Gitter: gleich-
formige Mizellen mit regellosen Zwischen-
riumen (oder umgekehrt).

3. Das System mit regelloser Verteilung:
sowoh!l Mizellen als auch Zwischenriume
schwanken in ihrer GréBe nach der Expo-
nentialstatistik.

6. Die drei Grenzfalle

a) 1. ‘Grenzfall; das leicht ge-
storte Gitter: ’

Den eigentlichen Grenzfall stellt hier offen-

bar das ideale eindimensionale Gitter mit
exakt untereinander gleichen Mizellen und
Zwischenriumen dar. Dieses ist jedoch so
bekannt und gleichzeitig fiir die praktische
Anwendung auf mizellare Systeme wertlos,
dafi wir lieber gleich eine leichte Stérung
der Periodizitat einfithren. Die -einfachste
und zwangloseste Annahme ist hier wohl
die . einer GaufBschen Verteilung um den
Mittelwert, solange man nur kleine Schwan-
kungen betrachtet. Andernfalls wiirden in-
folge der umendlichen Ausdehnung der
GauBschen Glockenkurve negative Ab-
stdnde in merklicher Menge auftreten. Fer-
ner werden wir das System als sehr dicht
(w ~ 1) betrachten, da nur unter dieser An-
nahme eine gitterdhnliche Ordnung prak-
tisch moéglich erscheint. Dann geniigt es zur
Vereinfachung, die kleinen Zwischenrdume
als konstant anzunehmen, d. h. zwischen den
Mizellen schwankender Dicke sollen. sich
kleine gleich dicke.Spalten -befinden. :Der
Identitdtsabstand hat dann eine relative qua-
dratische Schwankung ¢2= w& um den Mit-
telwert d = (a—b). Die loc. cit, (33) an-

-7

0 2
sdf2;r —

Abb. 6 Gitterfaktor des leicht gestorten Gitters
(1. Grenzfall) fiir verschiedene mittlere Schwankungen
der Periode d
gegebene Streufunktion fiir dieses Modell
lautet mit der richtigen Normierung:

) (sin w /2 )2 1—k? .
=% w /2 1-2kcosp-+42’
F=em HO2 w=sd. [23]

Wie Abb. 6 zeigt, treten diffuse Reflexe auf,
die bei geniigender Storung des Gitters in
der wirklichen Streukurve durch den Lo-
rentzfiaktor {iberdeckt werden kénnen. Die
Lage der Reflexe ist etwa, wenn auch nicht
exakt, durch das Braggsche Gesetz ge-
geben. Die Reflexhohe*y ¢f, in der line-
aren Streukurve ergibt sich fiir d1e n-te Ord-

nung zu:
h sinwn
¥ 0 (SAWRTA L
Yin u( W T ) w?
. . ~2atnsd
1+e :
G?’ —1——-2‘&—%, . n=1,2,3.1. [24]

Da der Formfaktor des Zwischenraums un-
ter unseren Annahmen eine sehr langsam
veranderliche GroBe darstellt, wird die Re-
flexhdhe in erster Linie durch den QGitter-
faktor G- dargestelit. In gleicher Weise gilt
fiir die ,,Minima‘‘, d.h. die Stellen genau
in der Mitte zwischen den Braggschen
Wirkeln, die Formel:

b (Sinmnﬂ)2 1

w wn T

R
('n

[ n=1/2,3/2...

[25)
Der Gitterfaktor nihert sich mit zuneh-
mender Gitterstorung und wachsender Ord-
nung der Reflexe bzw. Minima sehr bald

dem Grenzwert 1 (Abb. 6), so daB dann

praktisch nur mehr die Streuung der Zwi-
schenraumlamellen iibrig bleibt. Dieses Ver-
halten wurde-vor allem von R.Hosemann
(34) ndher. studiert. Merkwiirdigerweise

*) (genauer
Winkel).

die Hohe beim  Braggschen
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kommt dieser Autor aber zum SchluB, daB
in dem Streuwinkelbereich, in dem die Re-
flexe praktisch voéllig verwischt sind, die
reine Partikelstreuung der Mizellen hervor-
treten sollte. Auf die Unhaltbarkeit dieser
Ansicht wurde in der vorliegenden Arbeit
schon aus anderen Griinden mehrmals hin-
gewiesen (Reziprozititsgesetz!), so daB sich
eine weitere Diskussion eriibrigen diirfte.

Da die Reflexschirfe im wesentlichen

durch die statistische Abstandsschwankung

. bestimrmt ist (der EinfluB der Mizellenzahi
ist dagegen gering, wenn man nicht sehr
kleine Pakete annehmen muB), ist es nahe-
liegend, den Zusammenhang schirfer zu
formulieren, um zumindest eine  Abschéit-
zung der Abstandschwankung aus der Streu-
kurve zu ermoglichen. Am einfachsten ist
es, von der integralen Reflexbreite auszu-
gehen. Es ist eine in der Kristallographie
durchaus bekannte Tatsache, daB die inte-
grale Intensitit eines Reflexes in sehr guter
Niherung von seiner Schirfe, also von der
Kristallitgr6Be und den Gitterstérungen, un-
abhingig ist. Es herrscht Ubereinstimmung,
daB dies auch fiir Stérungen zweiter Art
noch recht gut gilt. Auch an unserem Mo-
dell 1aBt sich das leicht zeigen. Zu diesem
Zweck werden wir jedem Reflex jenes Fli-
chenstiick unter der Kurve g, zuordnen, das
durch die benachbarten Halbierungspunkte
zwischen den Reflexen begrenzt wird. Die
Variable p geht daher fiir die n-te Ordnung
von (n—1/,) 2w bis (n41/,) 27 Die lute-
gration 148t sich einfach nur durchfiihren,
wenn der Formfaktor und die GroBe k im
[ntegrationsintervall als konstant mit ihrem
Wert am Maximum angenommen werden.
Wir integrieren daher nur den Gitterfaktor:
(n+1/2) 2 ' 4ot

Niherung eigentlich nur bei sehr scharfen
Reilexen erwarten liefSen. FEine weitere
Kontrolle besteht in der Invariante [20], die
ebenfalls bei dieser Niherung erfiillt wird
(Anhang 6). )

Es ist fiir eine spitere Anwendung wich-
tig, darauf hinzuweisen, daB die mitflere
Reiflexhéhe vom Identitidtsabstand d unab-
hingig ist, die Fliche des Reflexes daher
umgekehrt proportional zu d, wenn man als
Abszisse nicht u, sondern-den Streuwinkel
oder die gleichwertige Grofe s nimmt.
Die integrale Breite B, (am Film) des Re-
flexes n-ter Ordnung ergibt sich nun leicht
zu:

yo AR 1=kn AR

" 1dkn o d

Die letzte Niherung stimmt verhiltnismaBig

gut, solange der Reflex nicht zu diffus ist,

in welchem Falle die Bestimmung einer

Halbwertsbreite ja auch keinen verniinftigen
Sinn hétte.

Fassen wir nun kurz zusammen, was das
Modell 1 (leicht gestortes Gitter) ergeben
hat. Man wird es dann in Betracht zu ziehen
haben, wenn ein sehr dichtes mizellares
System von verhiltnismifiger Finheitlich-
keit vorliegt. Charakteristisch dafiir ist das
Auftreten von mehr oder minder verschwom-
menen Reflexen, die aber keineswegs in
der urspriinglichen Streukurve sichtbar sein
miissen. Es geniigt, wenn sie nach Eliminie-
rung des Lorentzfaktors hervortreten. Dann
kénnen wir aus der Lage des ersten Re-
flexes (die weiteren diirtten praktisch kaum
mehr in Frage kommen) nach dem Bragg-
schen Gesetz in erster Niherung den mitt-
leren ldentititsabstand, d.h. etwa die mitt-
lere Mizelldicke, entnehmen, wihrend die

[277%)

(nad)?.

1—kp? 1}y /
du -
i+

1—2kn cos u—+Fkn? T I—ln
(n—1/2)27 -

Die Fliche unter dem Gitterfaktor ist also
fiir alle Ordnungen gleich und in erster sehr
guter Niaherung von der statistischen Schwan-
kung unabhingig. Wir koénnen ([26] auch
so ausdriicken, dafi der Durchschnitt des
QGitterfaktors fiir jeden Reflex gleich 1 ist.
Daf die Niherung tatsdchlich sehr gut ar-
beitet, erkennt man schon daraus, daB die-
ser Wert ja wirklich, wie oben gezeigt, fiir
die hoéheren Ordnungen mit vollkommen
verschmierten Maxima und Minima heraus-
kommen muB. Die Ubereinstimmung ist
deswegen beachtlich, weil unsere Voraus-
setzungen bei der Rechnung eine gute

&y = 1+kn =2,
L ke, . 7 41% T Ak,
sin
-k 2 ]/ I+ aE (1—Ten)
(26]

integrale Breite eine Abschitzung der sta-
tistischen Grofenschwankung der Mizellen
gestattet. Der weitere Verlauf der linearen
Streukurve zeigt eine deutliche Tendenz,
einfach in die Streuung der Zwischenrdume
iiberzugehen, indem der Gitterfaktor eine
Konstante wird. Allzugrofie Erwartungen

*) Zu einer #hnlichen Formel, aber unter Be-
riicksichtigung der PaketgrtBe, gelangte Hose-
mann (34). Seine allgemeiner abgeleitete For-
mel enthilt die hier angegebene als Spezialfall fiir
unendliche Mizellenzahl. Der EinfluB einer end-
lichen Zahl ist aber so gering, daf wir darin eine
Rechtfertigung unseres vereinfachten Ansatzes
sehen konnen.
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wird man aber an eine Auswertung des
duberen Kurventeils nicht kniipfen diurfen,
da dort die Fehlergrenze sehr hoch ist. Man
muB bedenken, daB der AduBere Teil der
Streukurve an sich schon nur mit geringer
Genauigkeit festgestellt werden kann (ge-
ringe Intensitit, Abtrennung des Untergrun-
des), und daB die experimentellen Fehler
dort durch die Multiplikation mit zz (Eli-
mination des Lorentzfaktors) besonders
stark iiberhoht werden. Die reine Partikel-
streuung der Zwischenrdume kann aber in
zwei Fillen wesentlich hervortreten, einmal
wenn die mittlere Mizelldicke sehr grof ist,
so daB der charakteristische Teil der Streu-
kurve zu unmeBbar kleinen Winkeln riickt,
zum anderen, wenn die statistische Schwan-
kung so bedeutend ist, daB bereits der erste
Reflex vollkommen verschmiert erscheint.
In diesem Fall werden wir besser Modell 2
betrachten:

b) 2. Grenzfall, das vollkommen ge-
stérte Gitter®):

Mizellen einheitlicher Dicke a sind durch
Zwischenrdume getrennt, die nach der Ex-
ponentialstatistik schwanken. Es folgt nach
leichter Rechnung (Anhang 7):

b 1—cosu

=g oM —sa.
YTt A —CoswiGbsmmEr M7

(28]

Beim Ubergang zu unendlich groBen Zwi-
schenrdumen geht [28] dber in die Finzel-
streuung der Mizellen (verdiinntes System):

. _ 2 _{sinu/2\?

g o= ea Cos“)"“( ufs )
Abb. 7 zeigt die linearen Streukurven fir
verschiedene Quellungsgrade q (=1/w). Na-
tiirlich sind diese Kurven nicht allzu wort-

7

95}

0 05 1

Abb. 7 Lineare Streukurven des vollkommen ‘gestb'rten
Gitters (2. Grenzfall) fiir verschiedene Quellungsgrade q;
normiert auf gleiche Mizellenzahl

*) Dieses Modell wurde schon von Prins und
Zernicke (35) mit demselben Frgebnis be-
handelt.

lich aufzufassen. Sie sollen uns nur dazu
dienen, um das Wesentliche beim Ubar-
gang von einem dichten zu einem verdiinn-
ten System zu erfassen. So kann man z. B.
der Nullstelle bei u =2 n keine tiefere Be-
deutung beimessen, denn sie rithrt davon
her, daf wir die Mizellen als exakt gleich
angenommen haben, was natiirlich in Wirk-
lichkeit nie der Fall sein wird. Aber selbst
wenn es so wire, wiirden die unvermeid-
liche endliche Ausdehnung des Primérflecks,
ein Rest von Polychromasie und anderz Un-
regelmiBigkeiten hinreichen, um die Null-
stelle zu verwischen,

Betrachten wir nur die allgemeinen Ziige
von Abb. 7, dann kénnen wir wohl zwang-
los feststellen, daB ein kontinuierlicher Uber-
gang vom dichten System mit einem Maxi-
mum etwa beim Bragg’schen Winkel zum
verdilnnten System stattfindet, wie es nach
Modell 1 schon zu erwarten war. Der Uber-
gang vollzieht sich dabei in der Weise, dafl
zunachst der #duBere Kurvenast sich der
Kurve des verdiinnten Systems anschmiegt
und der Angleich mit steigendem Quel-
lungsgrad zu immer kleineren Winkeln fort-
schreitet. Man kann also bei nicht zu dich-
ten mizellaren Systemen im wesentlichen
die Kurve fiir das verdiinnte System erwar-
ten mit einem Umbiegen bei kleinen Win-
keln. Die Zuordnung zu verschiedenen Quel-
lungsgraden wird natiirlich in der Praxis
auf Schwierigkeiten stoBen, da man nicht
sagen kann, ob die Quellung zwischen den
Mizellen tatsichlich im Sinne des makro-
skopisch beobachteten Quellungsgrades er-
folgt.

Noch wichtiger ist aber ein anderer prin-
zipieller Umstand. Alle Berechnungen ein-
dimensionaler Systeme beruhen. auf der
stillschweigenden Voraussetzung, dafBi die
Mizellen mit ihren Flichen parallel liegen.
Beim dichtgepackten Mizellenpaket war
diese Annahme durchaus gerechtfertigt, weil
bei kleinen Zwischenrdumen ja gar kein
Spielraum fiir eine schrige lage vorhanden
ist. Anders ist es bei einem gequollenen Sy-
stem. Hier a6t sich im Gegenteil gar kein
plausibler Grund angeben, warum benach-
barte Mizellen exakt parallel gerichtet sein
sollten, Wir haben nun schon bei der Be-
grimdung des Lorentzfaktors geszhen,
daB bei blattchenformigen Teilchen die Lage
der Blittchenebene von entscheidender Be-
deutung fiir den Beitrag zur Streuung ist.
An Hand der Skizze 8 148t sich der Einflufl
der Lagenverwacklung leicht iiberblicken.
Mafgebend ist ja die Projektion der Mi-
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Abb.8 Schematische Darstellung eines gequollenen

Systems aus Fransenmizellen
zellen auf die Systemachse. Die Streumas-
senbelegung, projiziert auf die Paketachse,
ist nun in einem -System wie in Abb. 8
fast gleichmifBig, und damit hért das inter-
ferenzmiBige Zusammenwirken der Mizel-
len praktisch auf. Zur Streuung tragen
hauptsdchlich nur diejenigen Mizellen bei,
die etwa in der Spiegelebene liegen; die
dazwischenliegenden schriggestellten Mizel-
len wirken wie ein Zwischenraum, und wir
haben so ein réntgenographisch verdiinntes
System vor uns,

Zusammenfassend konnen wir also sagen,
dafl der 2. QGrenzfall etwa das Optimum
an Interferenz darstellt, das man bei regel-
loser GroBenverteilung der Zwischenrdume
erwarten kann. In der Praxis wird man ein
derartiges System meist schon ab miBigen
Quellungsgraden (q ~ 2) als verdiinnt be-
trachten kénnen.

Die Streukurven von Abb. 7 koénnen aber
noch anders interpretiert werden, indem
wir ndmlich die Bezeichnung ,,Mizelle‘ und
»Zwischenraum‘ vertauschen. In diesem
Fall interessiert nur das dichtgepackte Sy-
stem, da die Annahme groBer gleichméBi-
ger Zwischenrdume keinen verniinftigen
Sinn hat. Wir erkennen sofort (Kurven mit
grofem q), daB in sehr guter Niherung die
reine Partikelstreuung der Zwischenrdume
resultiert. Es wire daher ein TrugschluB,
bei einem dichtgepackten System mit sehr
uneinheitlichen Mizellen aus der Kleinwin-
kelstreuung einen Aufschluf iiber diese ge-
winnen zu wollen.

¢) 3. Qrenzfall; regellose GroéBen-
verteilung der Mizellen und
Zwischenrdume

Vor der eigentlichen Diskussion dieses
Modells soll der Grenzfall unendlicher Ver-
diinnung besprochen werden. Die  Rech-
nung ist leicht streng durchzufiihren.

[ d —x 2 - 2
1 &r e ?(II—COSS-Z'):‘* e

he 1Fs2a?

“ a
[

Das Resultat stellt eine Glockenkurve dar,
die aber im Gegensatz zur Gaussschen
Fehlerkurve nur langsam (wie s-2) abklingt.
Sie ist als lineare Streukurve leicht zu iden-
tifizieren, wenn man ihren Reziprokwert

. gegen das Quadrat des Streuwinkels auf-

tragt. Es muB dann eine ansteigende Ge-
rade erhalten werden. Der Abszissenwert
der Stelle, wo die Ordinate den doppelten
Anfangswert erreicht hat (Halbwertspunkt),
entspricht dann sa=1, woraus sofort die
mittlere Mizelldicke a folgt.” Es sei noch
kurz erwihnt, daBl [29] natiirlich auch der
Invariantenforderung [20] geniigt.

Wir gehen nun nach dieser Vorbereitung
zum eigentlichen Modellsystem iiber. Die
Rechnung ergibt unter Benutzung der Her -
mansschen Formel [22] (Anhang 8):

qjl;—i—__ﬁ;Tl?; {=ab/(a-}b).

Das Ergebnis stimmt formal mit [29] {ber-
ein. Wir bekommen bei jeder Packungs-
dichte die Streuung eines verdiinnten Sy-
stems derselben Art, nur mit wechselnder
scheinbarer mittlerer Mizelldicke gleich der
reduzierten Lédnge 1. Bei extremer Pak-
kungsdichte entspricht die Streukurve der
verdiinnten Phase. Die Auswertung kann
wie oben angegeben erfolgen.

Unverkennbar ist die Analogie zu dem in
Abschnitt 3 besprochenen Mischsystem, und
tatsdchlich kann [30] auch auf diese Weise
abgeleitet werden. Auf jeden Fall kann man
sagen, daB bei sehr starker statistischer
Schwankung sowohl der Mizellen, als auch -
der Zwischenrdume wohl immer eine Par-
tikelstreuung zu erwarten ist, die aber nicht
einfach den Mizellen zugeschrieben wer-
den kann. Bei dichter Packung wire das
fiberhaupt sinnlos. In der Praxis wird man
allerdings mit einer Schriglage der Mizel-
len zu rechnen haben, wodurch auch bei
leichtgequollenen Systemen die Mizellen
rontgenographisch besser hervortreten als
die Zwischenrdume.

Wenn wir die eben besprochenen drei
Grenzfille vergleichend betrachten, dann
konnen wir wohl sagen, daB alle praktisch
interessierenden Moglichkeiten dadurch er-
faBt werden. Ziel einer jeden Auswertung
wird es natiirlich sein, Aufschluff iiber die
mittlere Dicke der Mizellen und womdglich
iiber ihre GroBenverteilung zu erhalten.
Leider ist dies nun nicht'in jedem Fall mdg-
lich. Die Unmoglichkeit geht eigentlich
schon aus dem Reziprozititsgesetz hervor,
wonach Mizellen und Zwischenrdume gleich-
berechtigt sind, wiahrend doch die Streu-

(30]



Band 124
Heft 2 (1951)

Porod, Die Réntgenkleinwinkelstreuung I. Teil 107

kurve nicht gut beide Phasen gleichzeitig
in charakteristischer Weise zum Ausdruck

bringen kann. Allerdings liegen in Wahrheit-

die Verhéiltnisse etwas giinstiger, als es nach
der eindimensionalen Betrachtung den Anu-
schein hat. Die Mizellen als starre FEin-
heiten werden, wie schon oben erwihut,
in gequollenen Systemen eine gréBerée Un-
ordnung zeigen, als das lineare Modell
zum Ausdruck bringen kann, und daher

eher in der Kleinwinkelstreuung in Erschei-

nung treten als die Zwischenrdume, deren
Blittchenform ja nur eine bloBe Abstrak-
tion ist. Dazu kommt noch, daB die inter-
mizellare Interferenz sich hauptsidchlich nur
bei kleinen Winkeln auswirkt, wie die bis-
herigen Betrachtungen wohl hinlinglich ge-
zeigt haben. Daher wird man die Streuung
gequollener Systeme im allgemeinen nach

den Mizellen auswerten kénnen, wenn man -

den innersten Teil der Streukurve nicht be-
riicksichtigt (vgl. das experimentelle Bei-
spiel am Ende des Kapitels).

Nicht so einfach liegen die Verhdltnisse
bei sehr dichtgepackten Systemen. Liegen
verhiltnismédBig einheitliche Mizellen vor,
dann kann deren mittlere Dicke roh aus
dem diffusen Interferenzmaximum der line-
aren Streukurve entnommen werden, wih-
rend gleichzeitig die integrale Breite der
Interferenz (falls geniigend scharf) eine Ab-
schitzung der statistischen Schwankung der
Mizelldicken gestattet. Die Auswertung wei-
ter zu treiben, hitte vor allem beim auBeren
Ast der Streukurve keinen Sinn, da dort im
wesentlichen der reine Formfaktor der Zwi-
schenrdume in Erscheinung tritt. Ist aber
die Uneinheitlichkeit der Mizellen so grof},
daB micht einmal das erste Maximum auf-
tritt, dann besteht keine Méglichkeit mehr,
die Kurve hinsichtlich der Mizellen auszu-
werten, ausgenommen natiirlich die quali-
tative Aussage, daB sie sehr uneinheitlich
sein miissen.

Fiir alle besprochenen Fille besteht fer-
ner noch die Moglichkeit, die gewonnenen
Ergebnisse durch Hinzuziehung der Abso-
lutintensitit zu stiitzen. Gerade diese Aus-
wertungsmoéglichkeit wurde bisher vielleicht
zu wenig beachtet. Alle Streuformeln die-
ser Arbeit sind einheitlich normiert, so daB
sie unmittelbar die Angabe der Absolut-
intensitit gestatten. Der Vergleich mit der
gemessenen Intensitit kann zur Kontrolle
dienen. Dagegen glaubt der Verfasser nicht,
dalBl es bei der heute erzielbaren experimen-
tellen Genauigkeit lohnt, die Auswertung
des Streukurvenverlaufs wesentlich wei-

ter zu treiben als oben angegeben. Man
darf nicht vergessen, daBl die Riickrechnung
von der Streukurve auf das streuende Sy-
stem prinzipiell nicht eindeutig ist. Auch
wenn es gelingt, eine experimentellé Streu-
kurve mit einer berechneten zur Deckung
zu bringen, ist das noch kein zwingender
Beweis fiir den Amnsatz. Abgesehen davon
ist eine strenge Berechnung natirlich nur
fiir stark idealisierte Modelle moglich.
Aus dieseri Griinden schien es zweck-
maBiger und auch sicherer, unter Verzicht
auf Feinheiten nur die wesentlichen Merk-
male der Rontgenstreuung von mizellaren
Systemen zu untersuchen. Hier ist an erster
Stelle der Lorentzfaktor zu nennen, der
z.B. der Streukurve der Zellulose — um
das wichtigste Beispiel zu nennen — den
charakteristischen steilen Anstieg verleiht.
In der linearen Streukurve wurden zwei
Tendenzen sichtbar: einmal die Erzeugung
von diffusen Reflexen auf Grund einer git-
terdhnlichen Ordnung, ein Effekt, der sich
nach auBen hin bald verliert, zum andern
das deutliche Bestreben der Streukurve, bei

‘groBeren Winkeln in die Partikelstrevung

der ditnneren Phase iiberzugehen (unter
Bevorzugung der Mizellen).

7. Statistisch inhomogene Systeme

Bis jetzt wurde statistisch Homogenitit
des mizellaren Systems vorausgesetzt, d. h.
es sollte dieselbe GroBenstatistik an allen
Stellen des Systems herrschen. Es ist aber
die Moglichkeit von vornherein nicht ganz
von der Hand zu weisen, daB es Systeme
gibt, in denen in begrenzten Teilbereichen
verhdltnismaBige Einheitlichkeit herrscht,
was nicht ausschlieft, daB die makroskopi-
sche Mittelung iiber diese Teilbereiche eine
beliebige Uneinheitlichkeit ergeben kann.-
Die theoretische Behandlung solcher in-
homogener Systeme — speziell in Hinblick
auf die Streuung trockener Zellulose —
wurde erstmalig von O. Kratky (6) be-
gonnen.

Der Gedankengang ist kurz der folgende.
Wenn Teilbereiche mit ziemlich einheitli-
chen Mizellen in dichter Packung vorliegen,
dann kann man im Sinne des Reziprozi-
titsgesetzes die Zwischenriume, die als
sehr dilnn gedacht werden miissen (um dies
hervorzuheben, als Spalte bezeichnet), als in
erster Niherung gittermiBig geordnet be-
trachten, wobei die jeweilige Mizelldicke
die Identitidtsperiode darstellt. Die. diffuse
Streukurve entsteht nach dieser Vorstellung
durch kontinuierliche Uberlagerung relativ
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scharfer Reflexe, so daB man jeder Stelle
der Streukurve ein Mizellenpaket zuordnen
kann. Dadurch, daBl nach dem Braggschen
Gesetz Gitterkonstante und Reflexwinkel
umgekehrt proportional sind, tritt dabei eine
Anbhdufung von Reflexen bei kleinen Win-
keln auf. Um die Hiufigkeit A (x) der Mi-
zelldicken aus der Intensititsverteilung i (9)
zu bekommen, muB man daher eine Um-
rechnung vornehmen. Im Intervall x bis
x+dx existieren A (x)dx Mizellen bzw.
Spalte mit diesem Abstand; die im ent-
sprechenden Winkelintervall d¢t auftretende
Streuintensitit i (#)dd muB der zugehdrigen
Mizellenzahl proportional sein:

. 1 g

() d ~ A (x) dx; 0~?; dx~ﬁz~,
woraus durch Einsetzen folgt:

4@ W~ i) ad baw. @)~ i@ 0 (1]

In Worten ausgedriickt bedeutet dieses Er-
gebnis: Man bekommt die Haufigkeitsver-
teilung der Mizellen, wenn man die Streu-
kurve mit dem Quadrat des Streuwinkels
oder einer proportionalen Grofie durchmul-
tipliziert und jedem Winkel nach Bragg
eine Dicke zuordnet.

Diese Feststellung muB noch in zweierlei
Hinsicht modifiziert werden. Einmal ent-
hélt die urspriingliche Fassung die implizite
Annahme, daB die Reflexe mit- demselben
Gewicht in die Uberlagerung eingehen. Wir
haben aber vorhin gesehen (Abschnitt 6a),
daB die Reflexe cet. par. wohl fiir alle
Ordnungen unabhingig von der Gitterkon-
stante und auch in erster Niherung von
einer QGitterstorung zweiter Art dieselbe
mittlere Hoéhe besitzen, daB aber gerade
deswegen die integrale Breite und damit
die Fliche unter dem Reflex dem Bragg-
schen Winkel direkt und der Identitdtsperi-
ode ‘umgekehrt proportional sind. Bei der
Uberlagerung ist aber, wie leicht einzu-
sehen, jeder Reflex mit seiner Fliche und
nicht mit seiner Héhe zu bewerten. Unter
Beriicksichtigung dieses Umstandes miissen
wir .die Multiplikation mit J2 durch eine
solche mit 4 ersetzen, da in der obigen
Ableitung statt der Haufigkeit A die be-
wertete Funktion A/x zu setzen ist. Die bis
jetzt beniitzte Funktion A bedeutet die
Zahlenhiufigkeit der Mizellen. Wenn wir
eine Gewichtshaufigkeit A, (x) zugrunde-
legen derart, dal A, (x)dx ein Maf fiir das
Gewicht der Mizellen mit einer Dicke zwi-
schen x und x--dx darstellt, dann muB
offenbar gelten: A;=xA. Daraus folgt so-
fort, daB die lineare Streukurve selbst die

Gewichtsverteilung der Mizellen wieder-
gibt, wenn man jedem Streuwinkel nach
Bragyg eine Mizelldicke zuordnet.

Fine zweite Modifikation ergibt sich aus
dem Umstand, daB nicht nur die erste
Ordnung der Reflexion, sondern auch die
héheren Ordnungen beriicksichtigt werden
miissen. Diese sind ja, wenn wir vom Struk-
turfaktor der sehr diinn -angenommenen
Spalte absehen, was praktisch durchaus ge-
rechtfertigt ist, vollkommen der ersten Ord-
nung gleichwertig, auch dann noch, wenn
sie so verschwommen sind, daB man nicht
mehr von einem Reflex reden kann. Es
wurde anldBlich der Diskussion des 1. Grenz-
falles gezeigt, daB der Gitterfaktor auch bei
nur kleiner Gitterstorung sehr bald einen
konstanten Wert erreicht. Wenn sehr ver-
schiedene Mizellenpakete vorliegen, d. h. die
makroskopische Inhomogenitit grofl ist,
dann muB jeder Reflex praktisch im dif~
fusen Anteil der gréBeren Pakete unter-
gehen, und wir werden im wesentlichen
einen konstanten Gitterfaktor, d. h. als Streu-
kurve den Formfaktor der Spalte zu erwar-
ten haben. Die Haufigkeitsverteilung der
Mizellen kann sich in diesem Fall nur im
inneren Teil der Streukurve auswirken, wo
wenig hoéhere Ordnungen hinreichen. Wir
wollen nun diese qualitativen Feststellungen
an Hand von konkreten Beispielen etwas
prézisieren.

Die einfachste Annahme ist wohl die, da8
die Mizelienpakete exakte Gitter aus Mi-
zellen der Dicke x und Spalten der Dicke b
(firr alle Pakete gleich) bilden. Die Streu-
kurve eines Paketes besteht dann aus dis-
kreten Reflexen und kann in der bekannten
Form geschrieben werden:

1 " sin«b/2
%szz(zmel—e“b*'”_l); ="

Formfaktor des ‘Spalts

[32
Die Normierung kann bei einem Teilsystem
nicht in der bisher durchgefithrten Weise
erfolgen, sondern der obenstehende Aus-
druck ist auf einen Spalt bezogen. Die
Streuung des ganzen inhomogenen Systems
erhalten wir durch Integration iiber die
Teilkurven nach MaBgabe der Mizellen-
haufigkeitsfunktion A (x). Da es uns nur
darauf ankommt, ein Beispiel zu geben, soll
der einfache Ansatz gemacht werden, dafl
alle Mizelldicken zwischen a, und a, gleich
hiaufig sind. Diese Verteilungskurve hat
gleichzeitig den Vorteil, in der graphischen
Darstellung leicht erkennbar zu sein, denn
sie soll ja in der mit s multiplizierten Streu-
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kurve sichtbar werden. Die Rechnung ist
im Anhang 9 durchgefiihrt und ergibt mit
der richtigen Normierung:
b (sinsh/2 \* .

n= (Shim )
Hierin sind n; und n, jene ganzen Zahlen,
die durch Abrundung der Ausdriicke s(a,
+Db)/2m bzw. s(a,+ b)/2s entstehen. An-
schaulich bedeutet dies folgendes: wenn wir
den ganzen Streubereich nach den Re-
flexen des Paketes mit den kleinsten Mi-
zellen a, unterteilen, dann numeriert n,
diese Abschnitte beginnend mit 0, d. h. fiir
jede Stelle z. B. zwischen dem Reflex
dritter und dem vierter Ordnung gilt n, = 3.
Analog ist n, fiir die obere Grenze der Mi-
zelldicke definiert. Aus dieser Formulierung
geht hervor, daB die Streukurve unstetig
aus Stiicken der Kurve ~ f:?/s besteht der-
art, daB bei jeder Ordnung des grofBiten
Gitters ein Sprung hinauf und bei jeder
Ordnung des kleinsten Gitters ein Sprung
nach unten erfolgt. Die Streukurve schmiegt
sich dabei mit wachsender Zahl der Spriinge
immer mehr dem Formfaktor des Spalts an.
Multiplizieren wir die Streukurve ohne Form-
faktor, d.h. den reinen Gitterfaktor, mit s,
um die HAaufigkeitsfunktion der Mizellen
zu erhalten, dann bekommen wir die rich-
tige Kurve (eine Konstante) nur im inner-
sten Bereich, solange nur die Uberlagerung
der ersten Ordnungen vorhanden ist. Dann
wird die Konstruktion sinnlos.

ny,—n,
s(og—ay) '

(33]

Abb.9 Lineare Streukurven inhomogener Systeme
mit exaktem Gitter ; zum Vergleich die Streukurve der Spalte.
a) b=1; a;=1,a,=19; b)b=1; a,=1,2,=9;

o) b=1I; a1=7,2;=9

In Abb. 9 sind drei derartige Streukurven
dargestellt. Es ist daran deutlich zu er-
kennen, wie sich die unstetige sigezahn-
dhnliche Kurve immer mehr dem Formfak-
tor des Spaltes anschmiegt. Besonders auf-
fallig ist dies im dritten Beispiel zu sehen,
wo zuerst getrennte Reflexbinder auftreten
und dann die Verschmierung fast schlag-
artig einsetzt. Die unstetige Form der Streu-
kurve ist iibrigens leicht auch ohne Rech-
nung zu verstehen. Wenn wir die Streu-
winkel der Reflexe des kleinsten und des
groften Mizellenpaketes markieren, dann
sind dadurch auch die Streubereiche gege-
ben, innerhalb derer die Reflexe der ande-
ren Pakete zu liegen kommen. Zwischen
der n-ten Ordnung von a, und der n-ten
Ordnung von a; z.B. erstreckt sich ein Re-
flexband, dessen Intensititsverteilung durch
den Formfaktor des Spaltes mal den Faktor
1/ wegen der oben besprochenen Abszis-
senstauchung bestimmt ist. Die gesamte
lineare Streukurve besteht aus der Super-
position dieser Bander, so daBi beim Be-
ginn eines neuen Bandes eine sprunghafte
Erhohung und beim Ende eines solchen
eine sprunghafte Erniedrigung der Intensi-
tit eintreten muB. Natiirlich fithren in einem
experimentellen Streudiagramm verschiedene
Umstinde immer zu einer Verschmierung
der *Streukurve, so daB scharfe Spriinge
nicht gefunden werden koénnen, selbst wenn
ein exakt nach unserer Anmahme gebautes
System vorliegen sollte.

Es ist an dieser Stelle vielleicht interessant,
die Sdgezahnkurve der Abb. O mit den ganz dhn-
lichen zu vergleichen, die bei der Behandlung
periodischer eindimensionaler Gebilde in regel-
loser Orientierung erhalten wurden (Kugelreihe
von O. Kratky (3), periodisches Stibchen des
Verfassers (5). Tatsichlich besteht ein enger
innerer Zusammenhang. Dreht man ndmlich ein
eindimensionales Gitter der Periode d um den
Winkel ¢ gegen die normale Lage (parallel zur
Strahlensymmetrale), dann wird die Periode wie
cos o verkiirzt. Sind alle Lagen gleich wahr-
scheinlich, dann liuft das auf genau dasselbe Re-
sultat hinaus, wie wenn man die Gitterlinie in der
Normallage festhalten und dafiir alle Gitterkon-
stanten zwischen 0 und d mit derselben Hiufig-
keit realisierent wiirde. Das Ergebnis entspricht
daher formal dem oben angegebenen, nur daB
wegen (a; -+ b)=0 keine Springe nach unten
erfolgen. In unserem Beispiel kann dieser Spezial-
fall nicht eintreten. Damit hingt auch ein weiterer
Unterschied der beiden Modelle zusammen. Bei
der Kugelreihe erfolgt der erste Sprung schon
beim Winkel 0 — sozusagen bei der nullten Ord-
nung —, weil ein beliebig langes Stibchen bei
Stellung senkrecht zur Normallage doch in der
Projektion’ auf die Linge 0 zusammenschrumpit,
was natiirlich bei einer reellen Verkiirzung der
Gitterkonstante nicht moglich ist. Wenn auch die
Mizellenpakete nur in der Normallage streuwen
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konnen, so verdient doch festgehalten zu werden,
daB bei kleinen Blétichen die Richtungsschwan-
kung der Gitterlinien in derselben Richtung wirkt
wie eine virtuelle Inhomogenitit der Abstand-
statistik. Es ist nicht undenkbar, daBl dieser Um-
stand bei mehr stibchenférmigen Mizellen eine
Rolle spielen konnte. Da jedoch eine allgemeine
Behandlung dieser Frage ohne sehr willkiirliche
Annahmen nicht moglich scheint und andrerseits
keine Anzeichen fiir eine praktische Wichtigkeit
vorhanden sind, moége hier der Hinweis geniigen.

Die Annahme einer exakten gittermiBi-
gen Ordnung in den einzelnen Mizellen-
paketen ist vielleicht zu idealisiert, um eine
allgemeine Diskussion inhomogener Sy-
steme daran zu kniipfen. Wir wollen daher
die Ordnung etwas lockern, indem wir an-
nehmen, daBf die Spaltdicken nach der Ex-
ponentialstatistik mit dem Mittelwert b
schwanken, so daB jedes Mizellenpaket fiir
sich dem 2. Grenzfall entspricht. Die Rech-
nung ist in Anhang 10 durchgefithrt und er-
gibt als lineare Streukurve des Gesamtsy-
stems:

h 7) Z,
ml:%l—fﬁz a0, ar1 ||Z|‘+s( 217)<argZ arg Z,)
(84]
Z=l4ish-e BN (1 - cossa,)+i(sh-+sinsay);
Z, analog.

Der erste Faktor entspricht [29] und ist
identisch mit der Partikelstreuung der Spalte.
Man erkennt aus Formel [34], daB der Klam-
merausdriuck bei groBen Winkeln sich auf
1 reduziert, womit wieder der Interferenz-
effekt ausgeloscht erscheint. Abb. 10 zeigt

0 o1 02 03 04 05
sbfom —
Abb. 10 Lineare Streukurve eines inhomogenen Systems

mit vollkommen gestértem Gitter; zum Vergleich
die Streukurve der Spalte; b==1; aj=1, ay==9

an einem speziellen-Beispiel, wie gut diese
Anndherung an das verdiinnte System er-
folgt. Die Multiplikation mit s ergibt auch
hier nur ganz innen die zu erwartende
Haufigkeitsverteilung; speziell ‘die obere
Grenze a, der Mizelldicken wird angedeu-
tet. -Man kann sichr vorstellen, daB es bei
einer weniger markant gewdhlten Hiufig-
keitsfunktion praktisch unméglich ist, diese
aus der mit s multiplizierten Streukurve her-
auszulesen. Alles in allem kann man wohl
nur in besonderen giinstigen Fillen hoffen,
die. Streuung eines inhomogenen Mizellen-

systems befriedigend auszuwerten. Sicher
findet man zumindest im duBeren Verlauf
die Streuung der Spalte, die aber nicht wei-
ter interessieren.

8. Experimentelle Befunde an re-
generierter Zellulose

Das bei weitem wichtigste und réntgeno-
graphisch am besten untersuchte Beispiel
fiir ein mizellares System ist ohne Zweifel
die Zellulose. In Hinblick auf diese Sub-
stanz wurde auch, wie schon erwihnt, von
O. Kratky (6) erstmalig auf die Wichtig-
keit der Beriicksichtigung interpartikulirer
Interferenzen bei der Auswertung der Klein-
winkelstreuung hingewiesen, wihrend Hos e-
mann (7) die Zellulose als verdiinntes Sy-
stem auffaBte. Nun ist allerdings gerade
die Zeilulose, ob nativ oder regeneriert, ei-
gentlich kein giinstiges Objekt fiir die Dis-
kussion prinzipieller Fragen der Kleinwin-
kelstreuung, ist doch ihre Textur sicher sehr
kompliziert und keineswegs in allen Finzel-
heiten geklirt. Als gesichert kann man je-
denfalls das Vorhandensein von blatichen-
formigen Mizellen (24) (25) ansehen, die
durch amorphe Zwischenbereiche (,,Fran-
sen‘‘, vgl. Abb. 8) verbunden sind. Daneben
sind aber sicher noch amorphe Bereiche und
Hohlrdume vorhanden, iiber deren GroBe,
Form und Anordnung man wenig Bestimm-
tes aussagen kanm.

Von Heyn (40) wurde an Rontgendia-
grammen von leicht gequollenen Zellulose-
fiden verschiedener Sorten eine Verschie-
bung der Kleinwinkelstreuung beobachtet,
die dieser Autor mit der Anderung der
intermizellaren Abstinde in Zusammenhang
brachte. Ebenso zeigt die Anisotropie der
Kleinwinkelstreuung von Fidden mit hohe-
rer Orientierung (25), daB die Streuung tat-
sichlich den Mizellen zuzuschreiben ist. Im-
merhin muB 'man sich auch bewuBt blei-
ben, daB die Streukurve auch durch die
Streuung von Hohlriumen, Fransenberei-
chen u. dgl. verfilscht sein kann. Unter Mi-
zellen wollen wir in diesem Zusammenhang
nicht nur kristalline Anteile, sondern auch
isolierte amorphe Bereiche (Stringe von
Zelluloseketten) verstehen, fiir die eine
dhnlich blattcheniérmige Gestalt wie fir
die Kristallite wahrscheinlich ist, da die
zwischenmolekularen Kréfte hier W‘ie dort:
im wesentlichen dieselben sind.

Es soll in diesem Zusammenhang noch
erwiahnt werden, daB neuerdings Struktur-
vorschlige (41) gemacht worden sind, die
die Unterscheidung ,zwischen Kkristallinen
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und amorphen Bereichen iiberhaupt gegen-
standslos machen oder zumindest in einem
neuen Licht erscheinen lassen wiirden. Trotz-
dem konnte aber die Bezeichnung ,,Mi-
zellen‘* firr isolierte Bereiche in rontgeno-
graphischer Hinsicht ihren Sinn behalten.

Fiir den Vergleich mit der Theorie liegen

neue sorgfiltige Kleinwinkelstreuungs-Mes-
sungen an aus Viskose gesponnenen Mo-
dellifdden vor, die von H. Janeschitz-
Kriegl
wurden. Beziiglich Einzelheiten sei auf die
Originalarbeit (12) (42) verwiesen. Ver-
wendet wurden luftgequollene (q = 5,7, 2,91,
2,16, 1,56) und trockene Fiden (q==1,1, 1).
Die Aufnahmen erfolgten mit streng mono-
chromatischer Cu-K,-Strahlung unter Ver-
wendung einer Schlitzblende. Sie mubBten
daher ,,entschmiert werden, was teils rech-
nerisch, teils graphisch (22) geschah. Die so
erhaltenen Streukurven wurden durch Multi-
plikation mit &2 vom Lorentzfaktor be-
freit und dadurch in die linearen Streu-
kurven (nach der Bezeichnungsweise dieser
Arbeit) iibergefithrt. Diese sind in Abb. 11

Abb. 11 Experimentelle Intensititskurven von luftgequol-
lenen Zellulosefiden verschiedener Quellungsgrade q nach
Eliminierung des Lorent z faktors; die Kurven deér dichten
Faden (q=1,1, I) zehnfach iberhéht
(H.Janeschitz-Kriegl)

im richtigen Intensitdtsverhiltnis zusammen-
gestellt. Der Unterschied zwischen den luft-
gequollenen und den lufttrockenen Fiden
springt in die Augen. Bei ersteren haben
wir offenbar - im Sinne unserer fritheren
Ausfithrungen ein verdiinntes System vor
uns mit einer Andeutung von intermizellarer
Interferenz im innersten Teil (bei etwa 120
bis 130 A). Eine quantitative Auswertung
dieses Interferenzansatzes stoBft auf groBe
Schwierigkeiten, da sich kaum plausible
Annahmen {iber die intermizellare Quel-
lung machen lassen. Dafiir lief sich aber
der nach auBen abfallende Ast zwanglos im
Sinne von Modell 2 als Partikelstreuung
interpretieren. Die optimale Anpassung
wurde mit einer mittleren Mizelldicke von

in diesem Institut durchgefithrt .

d,=504; 3-05

Z —

Abb.12 Vergleich der experimentellen Kurve
(g==5,7 in Abb. 11), gestrichelt, mit der fiir eine mittlere
Mizelldicke von 50 A und eine statistische Schwankung von

50% berechneten Kurve (voll)

(H.Janeschitz-Xriegl; G.Porod)

50 A und einer relativen Schwankung von
500/ erreicht (Abb. 12), was in gutem Ein-
klang mit den bisherigen Befunden aus
Linienbreitenmessungen (43) steht. Die
theoretische Vergleichskurve wurde einer
fritheren Arbeit (33) des Verfassers ent-
nommen. Der Vergleich der Absolutinten-
sitit ergab ebenfalls sehr gute Uberein-
stimmung.

Die Streukurve der lufttrockenen Fiaden
bietet dagegen ein ganz anderes Bild (Abb.
13). Alles spricht dafiir, daB hier ein ge-

04 )
a 2 3 i 14 8

2 —>

Abb. 13 VergroBerte Darstellung der beiden gestrichelten.
Kurven in Abb. 11 (q=11,1). Maximum bei 40 A
(H. ]aneschltz Kriegl)

stortes Gitter im Siune des ersten Grenz-
falls (Abb. 6) vorliegt. Die Auswertung
ergab fiir den Faden mit q=1,1 etwa 400
Schwankung bei einer mittleren Dicke von
40 A. Leider war dieser Faden nach den
Herstellungsbedingungen nicht unmittelbar
mit den gequollenen vergleichbar, doch ist
wenigstens in erster Niherung Ubereinstim-
mung vorhanden. Jedenfalls kann man
sagen, dafl das Verhalten der Modellfiden
im wesentlichen der Erwartung nach der
Theorie entspricht.

Zusammenfassung

Es wird die Rontgenkleinwinkelstreuung unter
besonderer Beriicksichtigung- der interpartikuliren
Interferenzwirkungen bei dlchtgepack’rerx kolloiden
Systemen behandelt.

I. Zur Beschreibung der statistischen Verteilung
wird eine Charakteristik eingefithrt und einige all-
gemeine Eigenschaften derselben abgeleitet. So
ergibt sich ein strenger Beweis des Reziprozi-
titsgesetzes und ein enger Zusammenhang mit



112 Porod, Die Réntgenkleinwinkelstreuung I Teii

KEollold-
Zeitschrift

der inneren Oberfliche sowie den statistischen

Schwankungen der Streumassenverteilung. Eine

aligemeine Formel fir die Streukurve wird auf-

gestellt und zur Diskussion beniitzt. Es ergeben
sich u. a. folgende allgemeine Figenschaften der

Streukurve:

a) Eine Invariante, die von der kolloiden Struktur
unabhingig ist und daher zur Umrechnung auf
Absolutintensitit dienen kann.

b) Formeln zur hypothesenireien Bestimmung der
charakteristischen Konstanten, die den Bereich
der kolloiden Inhomogenitit beschreiben.

¢) Eine Diskussion des asymptotischen Verhaltens
der Streukurve bei- groBen Winkeln zeigt, daB
sie grundsatzlich mit der vierten Potenz des
Abbeugungswinkels abklingt, wenn eine innere
Grenziliche vorhanden ist.

II. Die Kleinwinkelstreuung mizellarer Sy-
steme, bestehend aus grofen blitichenférmigen
Mizellen, wird untersucht. Es zeigt sich; daB die
Streukurve in einen Lorentziaktor und die
Streukurve eines eindimensionalen Systems bei
senkrechter Durchstrahlung gespalten werden
kann. Die Diskussion der Statistik fithrt zum An-
satz einer Exponentialstatistik fiir ungeordnete
Systeme.

Das Verhalten der Streukurve wird an drel
Grenzfillen untersucht:

a) das leicht gestérte Gitter,

b) das vollkommen gestorte Gitter,

¢} Das System mit vollkommener Unordnung.
Es ergibt sich, daB nur bei dichtgepackien Sy-
stemen mit nicht zu uneinheitlichen Mizellen ein
deutlicher Interferenzeffekt zu erwarten ist. Sonst
ergibt sich im wesentlichen eine Partikelstreuung,
die bei extremer Packung der verdiinnteren Phase
zuzuschreiben ist, im allgemeinen aber keine ein-
deutige Auswertung hinsichtlich der Mizellen ge-
stattet. Diese Ergebnisse werden durch Klein-
winkelmessungen an renaturierter Zellulose belegt.

Eine Diskussion statistisch inhomogener Sy-
steme zeigt, daB eine eindeutige Auswertung im
allgemeinen nicht méglich ist. Bei starker In-
homogenitdt erscheint im wesentlichen die Streu-
ung der Zwischenrdume.

Mathematischer Anhang

1. Beispiele zur Invariante:
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+4m 0 2 (sin g —u CcOS W) ¢ Sin 1
6 :

¥4
=4nf ,u;
w

0

4 - . ’
= — " (1—cos?u—usm2u)/

e

auw .
+4nf—k‘—r(sm 2 0—2 1 COS 2 1)

8

&L o0 . ) [=>]

n(sin 2,Lo/+fd,u——sm‘u in 2, /)
0§ “ 0

7T

=47T‘2—: w2
- b) Lamelle:
T (sinp\? S,
p=d- S<M) =sd/2;
o0 . M
4nf(jﬂ(w) :4;’[.2:2”2_
Iz 22—
0
c) Guiniersche Niherung:
4w \E o Regs =
(p:( 3 ) J AN RS MESR/VS,
*
(4%)3/2fe_””g-‘uﬂd‘u:(4n)3/2-]/};/4=;n2.
0
d) Exponentialmodell:
Ha)=e "%  p=8ad’/(i+p2? p=sa;
@0
8 [ w? dp/(L+uy>= —tga
0
/2 o
da 1g%a o
= . = .d
8nf cos’a A Ftga)? 8:v0fsm a-da
0 .

=87 7/4=2m%

2. Die Invariante der spaltverschmier.
ten Streukurve:.

(zu T 62)
s=rcosa, s*-HiP=r?
t=rsing, dsdu=rdrda

© ® oc S
Jé-s =f sdt-s g ()s"F %)
0

w /2
f rdrda-rcosa-o@)
J'L‘
fw

]

oo
[izdz:JS(
0
3. Der asymptotische Verlauf derStreu-

kurve:
(zu 1 6c)
Oz 4d; Hx)=0, z),A.

! sx=y, sA=u l

Jsinsxdx

H

(r) dr —475“’

2 o n
. D S s (4 2
M) of(pvsds JS (i R)?.

Hx)=1-+az+a,2® ..

¥4

@ = (L-4a, x40, 2?4, .

0
u

ki1 a .
f(y+ + 0yt ..>smydy.
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u o d w (w \

fy” siny dy — “ St w {T{ (1 —1wcos2u —wcos 2 M}

g w

= —uP COS U -+ nuP” 1sin w— fn(n—— 1) y* 2siny dy.

Daher ergeben nur die Integrale mit geraden
Potenzen unmodulierte Glieder, und es folgt fiir
die geglittete Streukuxve @

45T : 1 o
= ! l_ . s
7 st ( S )’ a] ww 4V
2@ 0
" ow 7‘?+ ’
. T 1
m=26fm(]/s + &) at; =
» w2
Df'—j_t“*"'if da 1
T (@) 8 ) costa [1-Ftg2a)?
0 0
/2
T 1
—fCOSa da*?-—‘g;
. ? 4] 1 .
fﬁ“)‘;l;l'“—' ?'?‘I‘...; fiir s— .
4, Die Streufunktion der Lamelle:
(zu 11 2)
Hx) =1-2/2d, 2{d; H@ =d32r, xd

; =
m,_A,};_f/;an(x) sin sz dz
54

a

XL
m%-<fx—~51n sxdx—[—fd— sin sacdr)
, a
:J‘s”< /(d x)2Slnsxdx+§fSlnsxdx+ >

0

= <~—(d x)? cossr/-’,— j d— xc05sxdw>

S
45 1
- ————( (d~z)sin sz /+ j sin sxdx)
4w _ 2= sin s d/2
=aq (1—cossd) = — ( s d)2 ) .

5. Die Streufunktion des Schicht-
systems:
(zu 11-3)

sinn @
£, Frn={fou—10fn;s;

fa=a >l
=gd/2.

] RS
1=y fndg

0w, =

4
demw""

sinny { sinnp

-
—w sin (n--2) u }
42

[ 24
WS +1
= ;{;2 {wnsin?n p — w? ' sinuwsin (v 4+ 2) p}
1

d
=50 % 2 {wh(1-cos 2nu)-w"+1[cos2u-cos 2 (n+1) ]}
= 1 N

Zu"’ {Zu‘"(l wCOS 24)~ Zw”‘cos‘)nu+2w"C052ny}

4 ' o
:al‘g(l—coszpb):d_(glil:_u)_

6. Die Invarlante des 1. Grenzfalls:

(zu I ()a)
* © b (sinsb/2 2w
ds = —_— = A
(‘]/(pl ¢ n§1 w ( sb/2 )S-—n . —ZFZTL d

ab X3 /sinnap/ay: a by
T dw {_Zw< n bld ) = (1'7)_5'

7. Die Streukurve des 2. Grenzfalls:
(zu I 6b)

F=eise; @= fﬁ ~E/bL ST = 1/(1—i8b).

=

_atb 2o (=) [1-1/(1~isd)]

T ab ) 2 ¢ 1_gisa/(1_isb)

_oat+b 2 o [(-cossa) —isinsa] (~isy)

ab s (1=cossa)—i(sb}sinsa)

_atdh 2 Re (1-cos sa)(sb-+sin sa)-(1~cos sa)sin sa+i[ ... ]
[ 8

(1-cos s )%+ (sb+sin sa)?
- 2]}_ 1—~cosse
T " w (1—cos sa)?+(sb-]-sin sa)? *

8 Die Streukurve des 3. Grenzfalls:

(zu 1I 6c)
%zl/(]—isa); G=1/L~-isb).
a-l-b [1-1/0-isa)] [1~1/(1—isb)]
(AT 32 Re 1~1/(1—isa) (1—4sb)
_akb 2 (cisa(mish) 20 1
ab s? —isa—isb—-s*ab s sl
2 sl—i 21
= R T 1T

0. Die Streukurve des inhomogenen

Systems mit exaktem Gitter:

(zu 11 7)
1 . 1 i 7 . eis(x+b)
U yrall ay—a, af dz <1+25Re | As@Fh)

b (sin sb/2)2 ~ 2 $ i+ 7
- 1w '( -S'b/2 ! l_az"axmes]"d ‘ )ﬂ,/

Re % In (1_'eis(b+x)) —
_ g arg[1-cos s (b--2)~isin s (b-+a)]

sins@+a) 1
Tocoss e ~as 00Tl

———— von 0 bis 2.

1
= arctg

. | e— [ ee—
_i(sm sb/‘Z)2 - sb—+ay) —sb+a,)
"= sb/2 s (ay — ay)
zi(sin sb/‘Z)"' op 2T
0 sb/2 s (a,—a,)
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10. Die Streukurve des inhomogenen
Systems mit gestéortem Gitter:

(zu 11 7)
1-cCos sz :mei'
(1=cOs sx)?-(sbsin sx)® zZ’
Z=1-+ish—ets%;
fd;x_ dx ets®
Z ) (1+ish)eisz—1
;_l____ i 082 1| = 1 ( _1,] Z)
T is(l+ish) I'][(lﬂ'"’b)e U= et !n

(1—ssb) (x—{- 718—ln Z)

InZ=In|Z }+iarg Z;

145202 B
b "
2 x
pp=— ——— Re | =
Pw ay— a4 VA
ay
1 2b 1—isb
R A CaE _
w 1L g2b? [1 - Qe Ts—a) (n Z, anx)]_
! 2b b ‘Zﬂ 1 }
—— _ 14y . p
w 1-Ls2b? [l Py ln[Z1[+s(a2—a1)(arg ,—arg Z,)

|Z,*= (1~ cOs sa,)*+(sb+-sin sa,)?;

sb-+sin sa,

; 7, analog.
1—-cos sa, ' * g

arg Z, = arctg
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