
l~ber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen 
algebraisehen Gleiehungen mit ganzzahligen 

Koeffizienten. 
Von 

M. Fekete in Budapest. 

Einleitung. 
In seiner gleiohbetitelten interessanten Abhandlung (Math. Zeitschr. 

1 (1918), S. 377--402) hat Herr I, Sehur  u. a. gezeigt, dall unter ge- 
wissen Bedingungen zu einem reellen Intervall J oder einem Kreis K 
mit reellem Mittelpunkt bei ~:orgesehriebenem ganzzahligen positiven a o 

nut endlieh viele Gleichungen 

( i )  a o x "  + a l x n - 1  :j- . . . -~  a~ --~ 0 

mit ganzzahligen K o e f f i z i e n t e n  und nieht .versehwindender Diskriminante 
gehSren, deren Wurzeln sgmtlieh in J bzw. K enthaIten sind. 

Der Hauptzweek der vorliegenden Arbeit ist, Kriterien fiir die End- 
lichkeit, der Anzahl yon Gleiehungen der Sehar~ (1) aufzustellen, bei denen 
s~imtliehe Wurzeln einer aUgemeinen  unendliehen, besehriin.:ten und ab- 
geschlossenen Punktmenge angehSren. 

~terr Sehur  griindet seine Untersuehungen auf die Auswertung des 
gr6llten Wertes M~,~ welchen der absolute Betrag der Diskriminante 

~t 

1 
~.<i. 

der n GrSllen x,, annehmen kann, falls dieselben auf ein Intervall (oder 
einen Kreis)besehr~inkt sind. 

Die Grundlage unserer Entwieklungen bildet der Umstand, da• der 
Maximalwert yon l A (x, ,  x . , , . . . ,  x,,)[ aueh im Falle einer beliebig gegebenen 

�9 unendliehen, abgesehlossenen und besehriinkten Punktmenge E vorhanden ist. 
und sein Verhalten bei waehsendem n aueh dann zu verfolgen is~, "wenn seine 
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Auswertung fiir feste Werte yon n wegen der Allgemeinheit der Menge E 
auf Schwierigkeiten stSllt. In der Tat, ist M,,-~ M,,(E) der gr61lte Wert, 
dessen t A (xl, x.~, ..., x,,)! fiir zur Menge gehSrigen Wertsysteme x,, x~,.. . ,  x, 

2"1 3"2 
fiihig ist, so bilden die Gr6~en ~ r ~ ,  ]/-~3, , r  . . . . ,  VM .. . . . .  eine monoton 

n ( a . - - . . l ) . - -  
abnehmende Folge $tnd also existiert lira VM, ~ M = M(E) (vgl. w 1, 
Satz I*). "-~ ~ 

Bevor wit diese, auf einfachstem Wege beweisbare Tatsache zu dem 
oben fes~gelegten Zwecke anwenden, stellen wit ihr im w 2 einen einfaehen 
Satz zur Seite, fiber die Maximalwerte m d e r  absoluten Betr~ige der zu 
B geh6rigen Tschebyseheffschen Po!ynome t,~(x) (Satz II), um naehher 
im folgenden Paragraphen einen fiir uns wichtigen Zusammenhang zwisehen 

den -- yon uns aueh geometrisch interpretierten - GrfBen ~r M.-~d,,  

und ~ ----- ~,, herzuleiten, der i~ der einfachen Formel lira d~ ~ lim ~, 

seinen Ausdruck findet (Satz III). Im SehluBparagraphen des vorbereiten- 
den I. Teiles fiihrt uns dieser Zusammenhang in Verbindung mit gewissen 
Ergebnissen der Herren F a b e r  und Szeg5 zur Auswertung yon limd~ in 
einem bemerkenswerten speziellen Falle, niimlich in dem Fall, wo die 
Komplementiirmenge von E einen e~nfaeh zusammenhiingenden Bereich 
bildet (Satz IX). 

Nach allen diesen Vorbereitungen befassen wir uns im II. Teile mit 
der Frage nach der Anzahl aller ganzzahligen Gleichungen, deren s/imtliche 
Wurzeln einfach sJnd und einer gegebenen'Punktmenge yon der charakteri- 
sierten Art angeh6ren. Zuerst betrachten wir Gleichungen der Form (1) 
mit Iestem hSchsten Koeffiz~enten a o und beweisen den Satz, dab unter 
denselben nur endlich v i d e  ~orkommen kdnnen, deren Wurzeln in eine 
P~nkiritenge yon ,,trans/initem Durchmesser" .< 1 /allen, d. h: in eine 
Menge, [qir welche l i m d , , ~ l  ist (vgl. w 5, Satz X). 

Nach etliehen Verschiirfungen und Erg/inzungen dieses Satzes gehen 
wit i m w  6 (iihnlieh wie das Herr Sehur  in den yon ibm behandelten 
speziellen Fiillen getan hat) zu Gleichungen (1) mit hSehstem Koeffizienten 
a o ~ aft" (~ > 0, fl > 1)~ fiber, d.i .  zu Gleichungen, bei denen dieser Ko- 
effizient mit dem G!eiehungsgrade naeh Art einer geometrisehen Progression 
wadasen kann und stellen wieder hinreiehende Bedingtmgen fiir die End- 
liehkeit der Anzahl der Gleichungen namentlich mit Hilfe des transfiniten 
Durehmessers von E und der fiir das Anwaehsen von a o mallgebenden 
GrSIle /~ auf (Sat~ XII). Die gewonnenen Ergebnisse werden in demselben 
Paragraphen auf Punktmengen E angewendet, deren Komplementiirmenge 
einen einfaeh zusammeRhiingenden Bereieh bildet (Satz XIH). 
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Bisher bedienten wir uns der ,,Diskriminantenme$hode" des Herrn 
Schur. Im SchluBparagraphen 7 greilen wit unser Problem mit einer 
neuen Methode an, welche Verfasser mit seinem verstorbenen Freunde 
F ranz  Luk~cs  sehon friiher flit den speziellen Fall eines reellen Inter- 
valles ausgebildet hat. Mit dieser ,,ResultanSenmethode" gewinnen wir 
die bisherigen Ergebnisse von neuem und beleuehten sie von neuer Seite. 
Um die Anwendung der fraglichen Methode zu ermSglichen, stellen wir 
die an und fiir sich interessante Tatsache lest, da~ in ~eder bezehrd~en, 
abgesehlossenen, in bezug au/ die reelle Aehse symme|risehen ebenen 
PunkSmenge yon einera $ransfiniSen Durvhmesser < 1 die Null dutch 
ganzzahlige Polynome begiebig /ein approximier$ werden t:~nn (Satz XIV). 

I. TelL 

G e o m e t r i s c h e  C h a r a k t e r i s t i k e n  f l i t  e b e n e  P u n k t m e n g e n .  

w  

l~ber die Folge der Durchmesser bei einer besehriinkten und 
abgeschlossenen unendlichen Punktmenge. 

Es sei E eine beschriinkte and abges'chlossen e unendliche Punktmenge 
der x-Ebene und es sei V~ ~ V~(E) der grSl~te Weft, den der absolute 
Betrag der Vandermondesehen  Determinante 

f t  
- -  # - - 2  v (x~, x . . , . . . ,  x.)  = t x~" ' ,  ,~ , . . . ,  2,~, 11 = / / ( , ~ ,  - x~) (,~ > 2) 

1 

der n OrSl~en x, annehmen k'ann, wenn dieselben voneinander unabh~ingig 
siimtliche Punkte yon E durchlaufen. 

Man betraohte die positiven Zahlen 

(2) d,, =(:'~V,-- 

f i i r  n ~ 2, 3, . . . .  Ist n = 2, so bedeutet d,, die grSl~te Sehne yon E,  
eine Strecke, die iiblieherweise als der Darchmesser yon E bezeichnet 
wird; fiir n ~ 3 bedeutet d, das Maximum der geometrischen Mittelwerte, 
die aus siimtlichen Seiten irgendeines in E enthaltenen vollstiindigen n-EckS 
gebildet sind; aus diesem Grunde sollen die Gr6flen d, aucb flit n ~ 3 als 
Durehmesser der Menge ~ bezeiclmet werden. 

Wit wollen eine int~ressante Eigenschaft dieser Durchmesser in folgen- 
dem Satze formulieren 

I. Eei E eine beschrdnkte und abgesehlossene unendliche, sonst be- 
liebige ebene Punktmenge. Dann k6nnen ihre Durchmesser d,, bei waz~en- 
dem n niemals zunehmen. 
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Zum Beweise sei ~1, ~ , - .  ", ~., ~.+1 ein Punktsystem aus E, fiir 
welches I V(xx, ~ , . . . ,  ~,, x,+x) I ihren gr61~ten Weft annimmt, also 

I V ( ~ l ,  a. . . . .  , ~., ~.+,)l.--V,+l 
ist, Aus der Oleiehung 

V(~l, ~, .... ~., $.+i) 
= (~1 - , ~ ) ( ~ 1 - ~ . ) . . .  (~1 - ~ , ) ( ~ 1 -  ~ . + l ) V  (~,, ~. . . . .  , r  

folgt nach der Definition der Or6flen ~k, V,, V,+ x die Beziehung: 

v.+l < I ~1-  ~,i.l r  ~, I ... I~1-  ~,,+1 I,v. 
und ~anlioh kann man die weiteren Beziehungen: 

. .  ~ ~ �9 �9 ~ �9 ~ ~ . ,  ~ �9 �9 . ~ �9 �9 ~ �9 �9 ~ �9 ~ �9 

v.+l < Ir r162 ~, I . . .  1~.+1- ~,].v, 
herleiten. 

Nun folgt aus denselben durch Multiplikation 

] ;rn+l ~ [ 7 - ~ 1  + 1 [ ~ 1  

�9 ~+1 _~ .' ~t ~ /  - -  ~), = V :  + l  V : + I  
1 

und folglich ist 

(3) 

also besteht die Beziehung 

V,,"+~ <" v"+l  

(.;1) ( , ~  
1/v.+1 _~ Vr~, 

W. Z. b .  w .  

Bemerkung.  Aus der eben bewiesenen Monotonie der Zahlen d~ 
folgt die bemerkenswerte Tatsache, da~ dieae Zalde~ bd u~e'~llich 
wavhsendem n einem GrenzwerSe zustreben. Wit bezeichnen diesen Orenz- 
weft als den tranafini~n Durchmesser yon E. 

Der sp~iteren Anwendungen halber wollen wfr den Satz I und die 
hinzugefiigte Bemerkung auch folgendermaflen aussprechen: 

I *. Sei E irgendeine " besehrdnkte und abgeschloasene unendliehe ebene 
Punldmenge. M, bedeute den grO~ten Weft, dessen der absolute Betrag 
van der D~kriminante 

n 

(~1 ,  x ,  . . . . .  ~ . ) -~ / / (x .  - x~) ~ 
1 

tier n Gr6flen x, ]dhig ist, ]alls dieselben in  ~ beliebig variieren. Dann 
hi[den die paei$iven galden 

m ( n ' l } ~  
YM~ ( .  = 2 , 3  . . . .  ) 
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eine Folge, deren Glieder bei wa~hsendem n niemals z unehmen und also 
einem endliehen, nietttnegatioen. Grenzwerte zustreben. 

w 

~ber die Lemniskaten yon kleinsten mittlercn Radie~, welche eine 
beschriinkte und abgesehlossene ebene Punktmenge iiberdeeken. 

Esse i  E wiederum eine~ und abgeschlossene unendlichc 
Punktmenge in der x-Ebene und 

t . ( z )  ----z ~ + c l z  "-1 + c~ zn-~  § . . .  - ~  c~ 

sei das zur E gehSrige I Tschebyscheffsehe Polynom 1) n- ten Grades, 
d. h. dasjenige Polynom, flit welches das Maximum des absoIuten Betrages 
auf E kleiner aus~llt, als fiir irgendein anderes Polynom mit demselben 
h6chsten Gliede~). Wir wollen zauiichst die Minimumeigenschaft, die dem 
Polynome t, (x) laut seiner Definition zukommt, geometriseh interpretieren: 
Sei ~v(x) irgendein Polynom vonder  .Gestalt 

und m der grSBte Weft, dessen der absolute Betrag yon p(z) auf E fiihig 
ist; dann bildet die Gesamtheit aller Punkte x, fiir welche die Beziehung 

(4) ]p(~)l--<'~ 
stattfindet, eine ,,Lemniskatenflgche", die die Menge E ,,iiberdeekt". Die 
Nullstellen x~,z.~ . . . .  x, yon ~v(x) sind di e ]o~i der Lemniskatenlinie 

(5) lp(~) 1 = ~ ,  
welche den Rand dieser Fliiche (4) bildet und die Abstiind~ [x--x~ [, 
l z -- z~ [ . . . .  , I z -- ~,, [ bilden die radii vectores, welche zum Ponkte x 
der Lemniskate (5) gehSren. Den geometrischen Mittelwert dieser Radien, 
d.h.  die n-te Wurzet yon m wollen wit als den mittleren Radius der 
Lemniskate (5) bezcichnen. Nun sei m, ~ m~ (E) der grSl]~e Weft yon 
It, (x) I auf ~ .  Dann l~flt sich die Minimaleigcnschaft yon t~ (z) geometrisch 
so aussprechen: 

Die Lemniskate 

(~) It. (~)l = ~,, 

besitzt den kleins~en mittler~n R~dius under s~mtliohen L~mniskaten, 

1) Kurz T-Polynom. 
~) Existenz und Unit~t dieses Polynoms tn (z) folgt for allgem~ine Ponktmengen 

der charakterisierten ArC aus gewissen S~tzen yon Herra de 1~ VaI i~e-Pouss in .  
Vgl. Sur lee polynomes d'approximation ~ une variable complexe. [Bull. de l'Acad. 
r. de Belgique 8 (191!), S. 199--211.] 
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welche die Menge E iiberdeckende Lemniskatenfl/iehen yon der Form (4) 
umgrenzen. 

Ein e bemerkenswerte Eigenschaft der mittleren Radien e,  = l/m-,, 
der Cberdeckungslemniskaten (6) sei im folgenden Satze formuliort : 

II. Bssei  E elne bdiebige beschrdnkte u~td abgeschlossene unendliche 
Punktmenge der ~-~bene; t,,(:~) bedeute das zu E gehdrige T-Polynom 
n'ten Grades und m, sei der grdflte Weft yon ] t , (x)[  au[ E. Dann 
Itonver~ieren die mi~eren Radien e.-~ ~ / ~  der ~]berdeckun~$lemnlskate~ 
(6) bei unendlich wavhsendem n gegen einen endlichen Grenzwert. 

Zum Beweise setzen w~r 

lim inf e,  = ~, lira sup e, =/~; 

da otienbar ~ ~ /~  < cr iet, so geniig~ es zu zeigen, dall ~ ~ ~ ist. 8ei e 
irgendeine positive Grfil~e; dann existiert ein solches n -=  n(e) ,  fiir welches 

n > 2  und ~ , < ~ + ~ ,  

also~ iiberall auf E 

It,,(=)l < (,~ + ~)" 
besteht. Ist nun k irgendeine "positive gauze Zahl und 1 eine ganze 
Zahl ~ 1, ~ n -  1, so besteht ebenda aueh die Ungleiehheit 

wobei K bei vorausbestimmtem ~ nur yon der Ausdehnung der be- 
schriinkten Menge E abh~ingt; daher ist fiir k = 1,2 . . . .  ; 1 ~ 1 ~ n -  1 

m.~+~ < K(~ + ~) "~§ 
1 

~.~+~ < K "I'+: (a + ~) 
und folglich 

lira sup e,, _~ a § ~, 

d.h.  
/ ~ < ~ §  

Daraus folgt aber ~ =< ~ und somit die Riehtigkeit des Satzes IIS). 

a) Im Spezialfalle, we E sue siimtlichen Punkten einer Lemniskateniinie 
I zk  + c~ = k - t  + .  _ + ck I = e t  yon mittlerem R~dius e besteht, konvergieren die mi~tleren 
Radien ~= der zugeh6rigea Uberdeckungslemniska~en fiir r t -~  co  gegen e; das folgt 
aus dem |eicht beweisbaren Umstande,  dais im genaunten Falle die T~Polynome 
v / t - ten  Grades mit der ~-ten Potenz yon ~ k + c ~ k - l + . . . A - c k  z u s a m m e n -  
fallen miiasen. Vgl. aueh VII. (Satz yon F a b e r ) .  
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w  

Uber den Zusammenhang zwisehen den Grenzwerten, denen die Foigen 
(d, , )  und {t).) zustreben. 

Wit haben in den beiden ersten Paragraphen ffir beschr~intrt-ab- 
geschlossene unendliche Punktmengen zwei Folgen yon geometrischen 
Charakteristiken dieser Mengen definiert: die der Durchmesser und die 
der kleinsten mittleren Radien der Uberdeckungslemniskaten. Wit haben 
auch gezeigt, dal~, wie auch diese Punktmengen sonst beschaflen seien.~ 
beide der genannten Folgen &onvergieren. Da nun in dem folgenden 
alles darauf hinausliiu~t, zu entscheiden, welchem Grenzwerte diese Folgen 
zustreben, ist es fiir uns yon besonderer Wichtigkeit, festzuste]len, ob und 
we]cher Zusammenhang zwischen beiden fraglichen Grenzwerten, bei Zu- 
grundelegung einer und derselben Pun~menge, besteht. 

Nun fiihrt eJne einfache Analyse zum folgenden, ganz allgemeinen 
Ergebnisse: 

!II.  E s s e i  E eine beliebige be~ehrdn~-abge~chlossene unendliche 
ebene Punktmenge und 

d e , ds, ... .  , d , , . . .  

sei die Polge der zu E geh6r,gen Durchmesser, de8 weiteren 

~ ,  ~2, ." ", ~,,, . . .  

die Folge der kleinsten miUlere~t Radien der ~]berdeckungslemniskaten 
van E. Dann k~mvergiervn bei wachsendem n beide Folgen gegen den- 
selben Grenzwert4). 

Zur Begrfindung des Sntzes III  brauehen wir zwei Hilfss~itze fiber 
die friiher definierten GrSl~en V . = V . ( E )  und m. = m,(E) .  Diese lauten 
wie folgt: 

IV. Ist  E eine Punktmenge wie in III ,  so besteht die Beziehung 

,m, < L+~ (n ~ 2). 

4) Die Verkniipfung diesee Satzes und der Beh~uptung in der Ful~note s) fiihrt 
zum Resultate, dsl3 der mittlere Radius einer bdiebigen Lemniskatenlinie dem ,,traus- 
finiten Durchmess~r" dersdben gleich ist. Aus diesem Umstande folgen die beiden 
Tatsaehen: 1. die in w 2 betrachteten Uberdeckungslemniskaten I t . (x ) [=m,  sind 
auch (lurch die Eigenschaft ausgezeichnet, da6 ihr transfiniter Durchmeeser kleiner 
ausfi~llt als der irgendeiner anderen Uberdeckungslemniskate mit n focis; 2. Satz IlI 
1~13~ sich aueh so interpretieren, da6 die Punktmengen [t.(z) l~m.  die Menge E in 
soleher Weise ilberdecken, dab zugleieh die Folge ihrer transfiniten Durelimesser gegen 
den transfiniten Durchmeseer der iiberdeckten Menge E konvergiert. 
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V. Ist E dne Punktmenge ,vie i~ I I I ,  so ~ilt die Relation 

v~+, (~_> 2). 
-OF -s (n § 1) ,n. 

Um den Hflfssatz IV zu beweisen, sei ~1, ~s, . . . .  ~ ein Pu,nktsystem 
aus E,  iiir welches der  absolnte Betrag der V a n d e r m o n d e s c h e n  Deter- 
minante Y(z~, z s , . . . ,  z~) ihren Maximalwert V~ ~ P'. (g)  annimmt. Wo/ter 
se] $o eln solcher Punkt yon E ,  in welchem 

m6glicht groB ausfgl!t. Dann ist 

I V(~o,h ..... G) I V(~o ..... ~.) 

Nun ist aber das Produkt Links ~ m, ~ Max [ t,, (z) [, der Zghler des rechts- 

stehenden Bruches iedoch ~ Max [ V(a:~, z s . . . . .  x. ,  x,,+~)[ = V,,+~, also 
(g) 

m.s ~+~ 
w.z.b.w.~). 

Den Beweis yon V griinden wir auf die Identit/it: 

(~) v ( ~ , , ~ , . . . , ~ , , ~ , O = l ~ , " , ~ ; - ' ,  . . . .  ~ ,  ~ [ - I ~ , ( ~ , ) , ~ Y  ~ . . . .  ,~,., ~I. 

Ist n~mlich ~h, ~1~, ". ", ~1., ~].+x ein Punktsystem yon E,  fiir welches 

l V( '~ ,  '~,"  "-, '~., '~.+~)I = V.+~ 

besteht, so folgt aus (7), dab 

v~+~ __< I ~ , ( ~ , ) l . l v ( ~ , ~  . . . .  , ~ ,  ~ , + , ) l + l ~ .  (~) I ' t  v (~,, ~ ; . . . ,  ~,, ~ , - )1  

+ . . .  + I*,(,~,,+,)l.I v(,~,,  ,~,, . . . .  ,~.), 

also 
v.+ , < ( ,~ + ~),,). v .  

i~t"). W . z . b . w .  

I t .  
~) Wit  haben bier die Beziehung/r mitbewiesen, wobei t~, das M~ximum 

r X  

des ~bsoluten Betrages des zu E geh~rigen n-ten 2"- Polynoms ,in engerem Sinne ~ auf E 
bezeichnet, d. i. eines Polynoms der Polynomschar yon der Gestalt x~ + c t xn-1  + . . .  + c~ 
mi~ lagter in .E l i~end~ WurzeM, fiir welches dasM~ximum des absoluten Betrages 
auf E mSgliohst klein ausfgllt, Offenbar ist /z~ ~ m~, 

o) Diese Relation, vereint mit der Beziehung #~ ~ r + ~  [vgl, Fuflaote ~)1, f/ihrt 

zum interes~anten Ergebnis: ~ , ~  (n + 1) m~. 
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Nunmehr, um aus IV und V zu III  zu gelangen 
diesen beiden Hilfssiitzen mit Hinsicht auf 

Vo <:2mr  
die Beziehung 7) 

leiten wit aus 

ab. Daraus folgt auf Grund der Definition yon #,,, d~ die Ungleichheit 

n a c h  ( 3 )  i s t  

n ( # + ] )  
.~ / - - - ~ +  ~ 

v v .  

V--x <iV-+* 

7) I ch  v e r d a n k e  H e r r n  S z e g 5  die fo lgende  B e m e r k u n g :  De r  zweite  Teil  de r  
Ung le ichung  (8 )  k a n n  ve r sch~r f t  w e r d e n ;  d ie  I d e n t i t ~ t  V ( z l , ~ s  . . . .  ,xm+t)-----  
~ [  t. (~v), t,_, (xv) . . . . .  t t  ( ~ , ) ,  1 ] ff ihrt  n~ml ich  - m i t  H i n z u n a h m e  des  H a d a m a r d -  

~ + i  
schen  D e t e r m i n a n t e n s a t z e s  --  z u r  Bez i ehung :  F ,  + ~ ~ (~  + 1) s m I mz . . .  mz _ 1 m~. 

8) Aus  d en  b e i d e n  B e z i e h u n g e n  m , ~ / ~ . ~ ( n + l ) m , ~  [vgl. Fuf lno te  ~) u n d  ~)] 

folgt ,  d a b  s u c h  lim~/p-~ = ]im ~ = l ira d .  ist. 

Nach IV ist niimlich 

n (#+1) 

o ~ - ~ o = ~ d  ~" ~ ( n + l ) !  ~ ~ = - ~  n . . .  ~o_1 ~). 

und daher 

n (n + 1) # In + 1) n (n + 1) 

Nun konvergiert oflenbar bei wachsendem n mit #~ zugleich such der 
n(n+l )  

Mittelwert ~/0~ ~ . . .  0," gegen einen Grenzwert und zwar gegen demelben, 

wie ~ .  Mit Hinsieht suf die St i r l ingsehe Formel folgt also aus (8) 

lira fl,, = lira d,. 

Dsmit ist such III  bewiesenS). 

Als eine Ergiinzung zu I I I ,  IV und V wollen wir noch folgende, 
auch an sich interessante Tatsache zeigen: 

V!. Haben E, ~., d~ die Bede~ung wie oben, so besteht die Un- 
gleichhe~ 

d .  + 1 
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Aus diesen beiden Beziehungen folgt 

on+ 1) 

W, Z. b .  w.  

w  

Die Bestimmung des Grenzwertes der Durchtnesserfolge in einem 
wichtigen Spezialfalle. 

Wir wollen ~m vorliegenden Faragraphen den Orenzwert der zur 
Menge E gehSrigen Durchmesserfolge in dem wichtigen Spezialfalle be- 
stimmen, wo E eine solche beschr~nkte und abgeschlossene Punktmenge 
der x-Ebene ist, deren Komplement~rmenge einen einfach zusammen- 
h~ngenden (den Punkt �9 ~ co enthaltenden) Bereich B bildet. Es gibt 
dann nach einem grundlegenden Satze der Theorie der ~onformen Ab- 
bildung eine Funktion z ~ ~ (x), welche den Bereich B schlicht auf das 
AulSere des Einheitskreises der z-Ebene abbildet, w~ihrend die Punkte 
x ~ co und z ~ co einander entspreehen. Die inverse Funktion x = ~o (z) 
dieser Funktion z ~ ( x )  hat die folgende Form: 

vl %2 cn x = = Y " ' "  . . . .  

wobei ~ =~ 0 ist. Null ist der absolute Betrag des ,,Abbildungsmoduls" r 
gleich dem Grenzwert der zu E geh6rigen Durchmesser]olge. Das folgern 
wir auf Grund unseres Satzes I I I  aus den beiden nachstehenden Hilfs- 
s~tzen: 

VII. (Satz yon Faber~ Es sei C eine geschlossene analytische 
Kurve in der komplexen x-Ebene und T , ( x )  dab zugeh6rige T-Polynom 
n-ten Grades; ferner 8ei der Maximalwer$ yon ]T,,(x)] au] C: 

I =M.. 
(c) 

Ist x - = q S ( z ) = c z + c  o +  c~ , c.~ e,, ~ - ~  -~-+ . . .  ~ - ~ - ~  ... (c =4= O) eine Funlction, 

welche das Gebie$ I z l > 1 schlicht au/ das ~u[3ere der Kurve C abbildet, 
wdhrend die Punkte z ~  ~ und x = co einander enSsprechen, so ist 

lira ~ ---~ 1 i 

I c l  

VIII.- (Satz von Faber~~ Es babe C, sowie auch T < ~ M,,, q~(z) ,,ix}, 

9) G. F a b e r :  ~ber  T s c h e b y s c h e f f s c h e  Polynome [Journal fiir Math. 150 
(1919), S. 79~106], S. 86, Vgl. auch F a b e r ,  Potentialtheorie und konforme Ab- 
bildung [Sitzungsber, der math.-phys. K]. der bay. Akad. d. Wiss. 1920, S. 49-64].  

~o) A. a. O. 
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und c dieselbe Bedeutung, wie ion Satze VII. Dann besteht die Re- 

~ a ~  M,, ~_ I~l". 11) 
Ist n~imlich t , ( x )  das zar Menge E gehSrige n-re T-Polynom und 

m s das Maximum von I$,(x)l in E,  so kann fiir die mittleren Radien 

e , -~  ~ der Uberdeckungslemniskaten I t , (x)i----m, aus VII bzw. VII I  
die Beziehung 

(h)  lira e .  s [z 1, 

bzw. die Ungleichheit 

(B) e . >  I , I  (=----1,2, . . .  

hergeleitet werden; aus diesen beiden Beziehungen folgt abet die mit 
unserer Behauptung nach I I I  iiquivalente Gleiehung 

lira e.  ~ [ v  ] 
unmittelbar. ~ + | 

Wit beweisen zun~iehst den Grenzwertsatz (h) :  
Set R > 1 und bedeute CR diejenige gesehlossene und doppelpunktlose ana- 

lytisehe Kurve der x-Ebene, in welche die dutch x ~-- cp (z)~,~Tz --]- T O -f- +-q- . . .  

geleistete Abbildung den Kreis I zl ~ - R  fiberfiihrt. Dann ist 

T 1 .T 9 z - -  ~R (z) ~ T R  z § T o + ~ - ~ - 4 -  ~ + . . .  

eine Funktion, welche das Kreis~iuBer'e [z I > l auf das Auflere yon CR 
schlioht abbildet. Wendet man den Satz VII auf die Kurve C2 an, so 
gelangt man zur Relation 

lira M,(R) ~ 1 ,  
~ -~  Ir, RI ~ 

wobei M.  (R) das Maximum des absoluten Betrages d~es zum Kreisbilde Cn 
gehSrigen T-Polynoms yon n-tern Grade aui Cn angibt. Aus dieser Glei- 
chang folgt a Iortiori 

lira ~7-M (R) = I T I . R .  

Nun ist aber offenbar M , , ( R ) >  m,,, da E im Innern von Cn liegt; also ist 

nm ~ ,  < I vl. R, 
wie auch R > 1 gew~ihlt set. Man hat danach 

lim ~m-~, ~ l z  I" W.z .b .w .  
Nunmehr gehen wit zum Beweise yon (B) fiber. 

x!) Vgl. auch G. SzegS: Uber orthogonale Polynome usw. Math. Zeitschrift 9 
(1921), S. 254. 
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Es habe R, CR, ~ ( z ) ,  M,,(R) dieselbe Bedeutung wie oben. Dann 
gilt nach VIII die Beziehung 

M . ( R )  > I~RI"; 
es ist aber offenbar 

Max tt.(x)t> M.(R), 
(%) 

also besteht die Ungleichung 

Max It.(x)l ~ I~RI". 
(%) 

Wir haben bisher bewiesen: Wie auch R > 1 gewiihlt sei, kann m a n  
auf dem Kreisbilde Cn einen solehen Punkt x(R) festsetzen, wo das zur 
Menge E gehSrige T-Polynom n-ten Grades dem absoluten Betrage naeh 
> [rl n isg. Nun sei R1, R2; . . . ,  R~ . . . .  eine unendliehe, monoton ab- 
nehmende, gegen Eins konvergierende Folge, fiir welehe der Grenzwert 

lim x (R,,) 

vorhanden ist; man bezeiehne diesen Grenzwer~ mit ~. (Die Existenz 
einer solehen Folge erg!bt sich aus dem Umstande, dall die Menge aller 
Zahlen x (R) fiir 1 < R < R o besehr/~nkt ist.) 

Wit behaupten, ~ gehSrt zur Menge E:. Im entgegengesetzten Falle 
wiirde n~mlieh fiir r = W(~) die Ungleiehung [r I > 1 gelten, also hiiuften 
sieh die Bildpunkte z , = w [ x ( R , ) ]  der Punkte x(R,) um einen Grenz- 

# 

punkt autlerhalb des Einheitskreises I z [ = 1, obgleieh die GrSllen I z, I = Br 
- -  naeh V6raussetzung -- gegen Eins konvergieren. Nun ist abet ~ ein 
soleher Punkt, in dessen beliebiger N~ihe runkte existieren, wo It, (x)[ > I~ l n 
ist; daher ist I t.(~)l > I~ l~ und somit die Ungleiehung 

bewiesen. 
Auf Grund yon (A), (B) und III  kSnnen wit den folgenden Satz ~g) 

aussprechen: 

IX. Es sei E eine besehrdnkte und abgeseMossene unendliche Punkt- 
menge der x-Ebene, deren Komplementdrmenye einen ein/ach zusammen- 
hdngendr Bereich B bildet. Ist 

�9 = ~ ) =  ~ + ~ o + ~ +  . . .  + ~: + . . .  

eine Funktion, wdehe das Yluflere des Einheitskreises I z]--  1 schlicl~ 

~) Herr Szeg5 hat ihn dem ,Verf. (in speziellerer Form) dis eine Vermutung 
mitgeteilt und auch potentisltheoretiseh interpretiert; aueh die im Texto befindliche 
allgemeine Form des Satzes ist seiner Anregung zu verdanken. 
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a u] den Bereich B abbildet, u'dhrend die Punk~e z ~-oo und x ~ 
einander ent~Trechen, ~o konvergieren die zu E gehOtigen Durchmesser d, 
bel unendUch wachsendem n gegen 13 I. 

[L TeiL 

l~ber die Anzahl aller ganzzahliger Gleichungen, deren 
Wurzeln einer gegebenen Punktmenge angehiiren. 

w 

Gleichungen mit festem h~chsten Koefflzienten. 

Es sei E eine unendliche, beschr~nkte und abgeschlossene Punkt- 
menge der x-Ebene. Wir stellen uns die Frage, wie vide Gleichun.qe~ 

(1) aoXn 4- a lx  n-1 J r . . .  -~ a,, ~---0 (a o > O) 

mit latter ganzen rationalen Koe//izienten und mix demsetben hScksten 
KoeHizienten a o existi~en, deren sdmtliche Wurzeln ein/ach sind und 
der Menge E angehdren? 

Es ist zun~ichst klar, dal~ bei vorgesehriebenem Grade n nur endlich 
viele voneinander verschiedene Gleiehungen (1) (eventuell keine) existieren 
k5nnen, welche den in der Fragestellung angegebenen .Voraussetzungen 
entsprechen. Hat n~imlieh eine solehe Gleiehung ihre s~imtliehen Wurzeln 
x 1, xe . . . .  , x~ in E und i s t  diese Menge in einem Kreise ]xl-~ ~ ent- 
halten .(die Existenz eines solchen kreises folgt aus der Beschr~nktheit 
von E), so ist 

]a,.I-~ao[~X~.lx~,...x~.,,l_~(~)ao~o" ( ~ =  1, 2, . . . , n / .  

also unterhalb einer allein yon ao, ~o und n abh~ingenden Schranke gelegen. 
Daher kommen tiir die ganzen Zahlen al, a~, . . . .  an-~, a~ nut endlieh 
viele Wertsysteme in Betraeht. Nun fo|gt aus dem eben Gesagten, dab 
unendlieh viele Gleichungen (1) mit lauter einfachen und in E liegenden 
Wurzeln nut dann existieren kSnnen, falls deren Grad unbegrenzt w~ichst. 
Aus diesem Umstande kann man leieht in bezug auf den Grenzwert der 
zu E gehSrigen Durchmesser d~ folgendes sehlieflen: 

X. 1s$ E eine beschrdnkte und abgeschlossene unendliche ebene Punkt- 
menge, so kgnnen unendlich viele Gleichungen der Form (1) mit ganzen 
rationalen und demselben ersten KoeHizienten a o und mit lauter ein- 
[achen, in E /allenden Wurzeln nur dann eXistieren, /alls die Durch- 
messer d,, yon E gegen einen Grenzwert ~ 1 konvergieren. 

Denn sei 

(1) aoxn-~P, aj x n - l -~- . . . -~  a,----- 0 (ao> O) 
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eine Gleichmag mit ganzen Koeflizienten, deren siimtlieheWurzeln xl, x2, . . .  , x, 
einfach mad in E gelegen sind. Dann gilt offenbar fiir ihre Diskriminante 

n 
D ~ n - - O  0 

1 

die folgende Abseh/itzung: 

(9) .D ~ ao ~ - '  �9 M,,, 

wobei M,, den gr6flten Wert angibt, dessen ] J (a~, % . . . . .  ~,,)] fiihig ist, 
falls al, or2,... , % in E beliebig variieren. 

lqunmehr ist D nach unseren-Voraussetzungen eine ganze Zahl > 1, 
daher fzlgt nach (9) 

. ( . - 1 ) ~ . _ _  
(10) VM. 

~Ta o 

Sind also unendlieh viele Gleiehungen mit den oben vorausgesetzten 
Eigensehaften vorhanden, so besteht die Beziehung (10) fiir unendlieh 
viele versehiedene Werte yon n, also ist der .naeh dem 8atze I* gewil] 
existierende Orenzwert 

. ( n - l ) ,  . .  

(11) l i r a  V M , > I .  
n-lt* ao 

Um den Beweis zu Ende zu fiihren, beaehte man noeh, dab naeh 
den Definitionen des w 1 

M, 
und also (11) mit 

gleiehbedeutend ist. 

(;)_ 
vv,: 

lira d n ~ ! 

Man gewinnt noch eine leichte Versch/irfung von X. auf Grund der 
bekannten Tatsache, dab die nichtreellen Wurzeln einer Gleiehung mit 
reellen Koeffizienten paarweise symmetrisch zur reellen Achse gelegen sin& 
Fallen also s~mtliche Wurzeln von (1) in die Menge E,  so gehSren die- 
selben zum ,,symmetrisehen Kerne" E* dieser Menge, d.h.  zu derjenigen 
echten oder uneehten Teilmenge yon E,  welche auBer allen reellen 1)unkten 
von E n c e h  aus allen solehen nichtreellen Punkten gebildet ist, die saint 
ihren Spiege]punkien in bezug auf die reelle Achse zur Menge E gehS~en. 
Da nun mit E zugleich aueh ihr symmetrischer Kerr, E* besehriinkt und 
abgeschlossen ist, so lautet X. in versch/irfter Form, wie folgt: 

X*. Ist  E eine Menge, wie in X., so kdnnen unendlich vide Giei- 
chungen, wie die in X. charakterisierten ~tur dann ezistieren, Jails die 
zum symmelrischen Kerne E* yon E gehSrigen Durchmesser d* gege~ 
einen Grenzwert >= 1 konvergieren. 

Mathemati$che Zeitschrift. X V I L  16 
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Dieser Satz X* gibt eine notwendige Bedingung an, damit eine Menge 
E unendlich viele Systeme yon konjugierten algebraischen gebrochenen 
Zahlen mit demselben gemeinsamen Nenner a o vollstiindig enthalte. Man 
kana an einfsehen Beispielen zeigen, daI$ die Erfiilhng dieser Bedingung 
vicht geniigt, um die Unendlichkeit der Anzahl der eben besprochenen 
Zahlensysteme zu siehern. Bisher waren unsere Bemiihungen, notwendige 
und hinreichende Bedingungen aufzustellen, effolglos. 

Um die LSsung der eingangs gestellten Frage in anderer Riohtung 
weiter zu f6rdern, wollen wit zuerst den Satz X* anders formuliert, aueh 
folgendermal~en ausspreehen: 

XI. 8 d  E eine ~nenclliehe besehrdnkte und abgescldossene ebene 
Pttnlamenge und E ~hr syrametrtseher Kern. Des we~teren seien 

* * * . , . �9 

dj ,  d~ . . . .  , d~, . . .  d~e zu E gehorzgen Durchmesser. Is t  

lira a* < ! ,  
f~ qb 

so ia  die Anzatd der in X. eharalaerisierten Gleichungen endlich. 

Diese Formulierung unseres bisherigen Ergebnisses suggeriert die Frage, 
ob mit Hil[e der einzelnen Durehme~erwerte nicht etwas Genaueres 
fiber die in Frage stehendo Anzahl festzustellen wiire, falls sie der Vor- 
aussetzung lira d* < 1 zufolge endlieh ist ~. 

In dieser Hinsieht ist die bishet nieht vSllig ausgebeutete Tatsaehe 
yon Bedeutung, dni] die Durehmesser d* eine monoton abnehmende Folge 
bilden. Daraus folgt ni~mlieh, dal~ das Bestehen der Relation d* < 1 fiir 
einen einzigen Wert yon n sehon die Ungleiehung lira d* < 1 mar F olge hat. 

Ma'n ban~ also au] die Endliehkeit der pa4]lichen Glsich~ngsanzahl 
sehliepen, sobald die Ungleiehheit 

lf~r einen einzigen Weft non n ]estgesteUr i~t. 

Wit kSnnen aber noeh welter gehen. E~ wurde gezeigt, dab fiir 
s~mtliche Gleichungen 

aox'~ q-- alz'~-i -~ . . . + a,, = 0 (ao ~ O) 

mit ganzen und demselben hSchsten Koeffizienten und mit lauter" ein[aehen 
und in B fallenden Wurzeln die Beziehung 
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bestehen muff. Sie ist aber nach der Definition von M,, und d,, gleich- 
bedeutend mit 

d . > - -  
~/ao 

und bleibt auch in der verseh~rften Form 

d*_>_ 1 
Vat 

richtig. Ist nun lira d~' <:. ! ,  so muff wegen des monotonen Abnehmens yon 
k--~m 

d* k und 17~ von einem Werte des k an 

(12) a: 
~ao 

beatehen. Int ~ + 1  der kteinate Wert yon k, f~r wdchen (12) gilt, ao 
kann der Grad der ]raglieher~ Oleichungen ~, nieht iiber~rellen und somit 
bleibt, wie leieht zu beweisen ist, aueh die Anzahl derselben unter e iner ,  
nur yon % a o und d. 2 abhiingenden Sehranke. Im speziellen FaUe a o =  1 
liifft sich sogar diese Anzahl mit  Hilfe yon ~, allein absch~tzen, fails ~, + 1 
wieder den kleinsten Wert von /r angibt, fiir welehen 

a: <1 

besteht. Denn gibt es iiberhsupt solehe ganzzahlige Gleichungen 

f (x )  ~ "  + a l x " - '  + . . . - ~ a , =  0, 

deren si~mtliehe Wurzeln voneinander verschieden sind und in die Menge 
E* fallen und ist 

q,(  x )  - -  x" + a~=, , -x  + . . .  -+- ~,, = 0 

diejenige unter ihnen, deren Grad mSgliehst groff ausfiillt, so muff f (x )  in 
~o(x) aufgehen. Nun ist abe~ unsehwer zu folgern, daff hSehstens 2 t' 
ganz~.nhlige Polynome in ~o(x) aulgehen kSnnen; ctahcr ist such die frag- 
liche Gleichungsanzahl ~ 2 I'. Daraus folgt jedoch die MSgliehkeit der  
behaupteten Absehiitzung, da naeh dem oben Gesagten/L ~ ~, bestehen mu~. 

w  

Gleiehungen mit  h6r Koefflzienten a0 <: a8  ~. 

Im vorigen Paragraphen haben wir den Zusammenhang untersueht, 
welcher zwisehen dem ,trarusfiniten Durehmesser" einer beschriinkten und 
abgeschlossenen Punktmenge oder ihrcs symmetri~chen Kernes E*, d .h .  
zwischen lira d~ oder lira d* und der Anzahl derjenigen Gleiehungen 

(1) a o Z , , + a ! z ' s - l + . . . q - a , , = O  (ao, a , , . . . , a , ,  ganz; a o > 0 )  
16" 
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besteht, die einen gemeinsamen ersten Koeifizienten a o und la, ter  einfache, 
in E fallende Wurzeln haben. 

Nunmehr wollen wit die Anzahl aller Gleichungen yon der Form (1) 
bei Auireehterhaltung der die Wurzeln beziiglichen Bedingungen unter einer 
neuen Voraussetzung betreffs des ersten Koeffizienten a o untersuchen, indem 
wit ihn yon nun an nieht iest vorschreiben, sondern mlt dem Gleiehungs- 
grad n anwachsen lassen, mit der einzigen Beschr~inlmng, dab iramer 

(13) ao< p (,~>o, p> l )  
bestehe. 

Da, wie bei festem a o, auch jetzt nu t  endlich viele Gleichungen mit  
den angegebenen Eigenschaiten existieren kSnnen, deren Grad vorgesehrieben 
ist, so kSnnen wir behaupten, da~ mit der Anzahl dieser Gleichungen auch 
deren Grad ins Unendliche wachsen muG. 

Nun besteht, wie wit sahen, flit irgendeine der fraglichen Gleichungen / 

a _ bzw. d.* ~_ _~a (1) vom n-ten Grade die Ungleichheit d .  ~ ~/a~ ~ ,  wo d.  

bzw. dn* den n- ten  Durchmesser von:E bzw. E*  bezeichnet, also ist naeh (13) 

- p  

Daraus folgt, dal~ nut dann unendlich viele Gleichungen mit den iest- 
gesetzten Eigenschaften existieren k~innen, wenn die Beziehung 

1 bzw. ~ !ira d.  > ~ 

besteht. 
Mit Hinsicht au/ die of[enbar bestehende Relation 

lira d.  _~ tim d~* 

k6nnen wir also den Satz aussprechen: 
XII. Sei ~, eine beschrdinkte und abge~chlosaene Punktrnenge, deren 

sym~neSrisvl~er Kern E* den trans]initen Durehmesser ~* besitzt. Is$ 
a > 0, fl ~ 1, / 3 ~ * <  1, so gibt es nu t  endlich vide Gleivhungen 

aoxn -+ alxn-a -~-... + a,, ~ O. (ao, a I . . . . .  a,, ganz; a o > O) 

mit  lauter ein]achen, in E liegenden Wurzeln, deren hdchster Koe]]izien$ 

a o der Ungleichheit 
~o ~ O~fl n 

geniigt. 
Dieser Satz enth/ilt offenbar unsere Siitze X, X*, XI und kann s is  

eine Verallgemeinerung der beiden Sgtze V und XIV des Herrn Se/hur 
aufgefaBt Werdenl3). 

is) A.  a. O. S. 388 und S. 398. 
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Zum Schlu6 dieses Paragraphen stehe noeh hier fo]gendes Theorem, 
zu welchem die Verkniipiimg der Siitze IX und XII  unmittelbar hinfiihrt: 

XIII .  B e / E  eine beschrdnl~e und abgeschlossene unendliche Punkt- 
raenge der x- Bbene, deren Komplemen~drmenge einen einfach zusammen- 
kdngenden Bereieh B bilde$. Bedeute 

T I ~a "Ca 

�9 = ~( , ) .= , ,  +~0+7 + ~ .+.-. +~, + " "  

eine Funldion, wdehe das Gebiet I z l > 1 scldieht au/ den Bereieh B ab- 
bildet, wdhrend die Punlde z = or, x = co einander entsprechen. Ist 

~>0, ~>1,  f i l l < l ,  
so gibt e~ nu t  endliehviele ganzzahUge Glei~hungen (1) mir lauter ein- 
fachen, in E liegenden Wurzdn, deren h6eh~ter KoeHizient a o der Un- 
gIeichheit 

ao < ~P" 
geniigt. 

Um die Tragweite des Satze~ XIII  zu er]euehten, wollen wir einige 
wiehtige spezielle Fiille yon Punktmengen E bier anfiihren, in welchen 
der Weft des Abbildungsmodul �9 bekannt istl~). 

Sei E eine Kreisfliiche ] x l ~  R; dann i s t ] ~  I = R. 
Ist E eine Ellipsenfl~che, begrenzt dureh die Ellipsenlinie 

2 

"~g~q-~'J =1, ,  (x == ~: + r/i), 

so ist  

2 

Ist E eine Halbkreisfl~ehe, begrenzt durch einen Halbkreis und einen 
Durehmesser yon der Liinge 2R,  so ist 

4R 
i~I < 8r ~ �9 

Bi]den die Randpunkf~ yon E ein symmetrisches Kreisbogenzweieelr 
mit der Sehne h und mit dem Winke] 2/~n (/c < I), so ist 

h 1 
I~I--7" l - k "  

In  allen diesen Fiillen ]~il~t der 8atz X I I I  mit Hi]re der charak- 
teristisehen geometrisehen, Daten Bedingungen aufstellen, un te r  welchen 
die Anzahl der Gleichungen (1) ohne mehrfachen und mit insgesamt i n  
den genannten Mengen liegenden Wurzeln bei a e < a/~" endlieh ist. 

u) Vgl. H~rrn SzegSs Aufsatz a. ~. O. FuBnote n), S. 253--254. 
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w  

Uber die Anniiherung der Null durch ganzzahlige Polynome in gegebener 
Punktmenge. Anwendung. 

In diesem Paragraphen wollen wir die Frage nach der Anzahl siimt- 
licher ganzzahliger Gleichungen, mit festem h~o.h~ten Kceffizienten und 
mit lauter einfachen, in einer gegebenen Punktmenge liegenden Wurze]n, 
mit Hilfe einer n~uen Methode angreifen. Diese Methode ist nicht nur 
zur wiederholten Herleitung der bisherigen Ergebnisse geeignet, sondern 
wirft auch neues Licht aui dieselben. Insbesondere l~il~t sie alle ganz- 
zahligen Gleichungen mit dem h&hsten Koe/fizienten Ei~s, deren s~imt- 
liehe Wurzeln in eine Punk tmenge  yon transfinitem Durchmesser < ! 
fallen, interessant charakterisieren. 

Unser neues Verfahren s~iitzt sieh auf die folgende, auch an und fiir 
sich bemerkenswerte Tatsache: 

XIV. Ist E eine b~chrdnktp und abgeschloasene ebene Punktmenge, 
deren nichSLreelle PunkSe aymmeSrisch zur reellen Achse gelegen sind 
und deren tranaflniSer Durchmeser < 1 ist, so gibt es ein nich$-identisch 
verschwindendes Polynom g(x) mi$ lauSer ganzzahligen KoeHizienten, 
dab dem BeSrage nach iiberall auf E kleiner als 1 istlr'). 

Mit a.W.: In jeder beschr~nkt-abgeschlossenen symmetrisehen Punkt- 
menge yon einem transfinitem Durchmesser <: 1 kann die Null dutch 
ganzzahlige Polynome beliebig rein approximiert werden. 

Zum Beweise werden wit zun~chst flit jedes ganzes n ~ 1 und fiir 
symmetrische Punktmengen E vom beliebigen transfiniten Durchmesser 
die Existenz eines nieht-identiseh verschwindenden ganzzahligen Polynoms 

~.(X) : go-~-gzX-~- . . .  --'[- gn;V" 
nachweisen, dessen Grad <: n ist, und welches iiberall auf E der Beziehung 

n 

! g,, (x) I --_< (n + 1) 
geniigt, wobei d,+ 1 den zu E geh6rigen n- ten Durchmesser bedeutet. 

In der Tat, ist 

r(x)  § r ,x  § . . .  § r,x" 
irgendein Polynom, dessen Grad ~ n ist, so  kann man es als ein lineares 
Aggregat der zu E gehSrigen Tschebyschef fschen  Polynome to(x)=_1,  
t i (x  ), t..(x) . . . . .  , t . (x)  in der Form 

(14) 7 (x) = 2 0 t o (x)-q:- 2, t, (x) + . . .  + 2. $. (x) 

t~) Satz XIV liiflt sich offenbar umkehren. 



Verteilung der Wurzeln. 247 

darstellen; hierbei sind ~o,~:, . . . ,  ~,, selbst linear aus den Koeffizienten 
70, 7~, . . . ,  7~,,Zusammeng esetzt und zwar derart, da~ ~ nur die GrSflen 
7k, 7k+~ . . . .  , 7 ,  enthalt, die erste yon ihnen mit dem Kodfizienten Eins, 
die fibrigen mit  reelien Kodfizienten: 

. ( 1 )  ( s )  ' ( n )  

%-----ro ~ % ~'1 + % ~'g -/- " '" ~- % Y,,, 
2~ = )'1 -F al y~ -{- . . .  § ~ r,,, 

(15) ~(.~.. 

�9 ~ . ~ �9 �9 ~ ~ . . . . . . . . .  

Die k - t e  Potenz yon x l~iflt namlich offenbar folgende Darstellung zu: 

x ~ t k ( x ) +  r " a (k) " 0" " - - . . .  ao (k) t o (1 k 

wobei die Gr51~en a reeUe Zahlen bezeichnen, da (wegen der symmetrischen 
Lage yon E )  auch die T-Polynome lau~er reelle Koe/fizienten besltzen16). 
Daraus folgt (14) unmittelbar, mit  Koeffizienten ~, die .dem Gleiohungs- 
system (15) geniigen. 

Nun folgt  aus der Beziehung (14) in jedem Punkte x der Menge E 
die Ungleiehung 

(116) _-< mo, o I + . . .  + Im, .l, 
wo too, m l , . . . ,  m,  der Reihe naeh das Maximum des absoluten Betrages 
yon to(X)~__-l, t l ( x  ) . . . . .  t~(x)  auf E bezeiehnen. 

Von dieser Relation gelangt man zur Existenz yon g ( x ) ,  wenn man 
auf die linearen Formen mo~o, m 1 2 ~ , . . : , m , 2 ,  der ( n - } - l )  Griii~en 
?o. ~'~, " . . ,  7,, mit der Determinante morn ~ . . .  m ,  daR folgende Theorem 
yon M i n k o w s k i  anwendet. 

Es seien ~, Formen 

- - X b  x. (1 </r <, , )  

mit reellen Koe//izienten und  ~o~itiver Determinante D gegeben. D a n n  
~ibt es ~, ganze rationale nicht sdmtlieh verschwindende Zahlen x~ , x~ . . . .  , x,. 
so, daft /i~r alle k 

Nach diesem Theorem kann man in (15): den GrSl~en )'o, ?~ , - . - ,  7, 
solche ganze, nieht s~imtlich versehwindende Werte go, g~ . . . . .  g~ geben, dab 

fiir alle k _~ O, ~ n bestehe. 

:a)'Das ist eine leicht ersichtliche Folge der Unit~t dieser [olynome. 
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Bildet man mit diesen ~ das Polynom 

r (x) = :~oto (x) + ,~, t, (~) + . . .  + :~,,t,, ( , ) ,  
so erhiilt man ein Polynom 

g , , ( z ) = g o + g ~ z +  .. +g,z" 
mit lauter ganzen Koeffizienten, welches nicht identisch verschwindet und 
nach (16) und (17) der Bedingung 

n + l  I 

(18) ]g , (~ ) l=<(nq-1 )  1 / m l m .  . . . . m .  

iib~rall auf E geniigt. Nun ist abet nach (8) und (2) 
n 

"= + &  V V,, + I ~" v m ,  m .  m ,  < ,=+1 �9 �9 �9 ~ -~- d,=+l,  

also involviert (18) die Ungleichung 
,= 

I g . ( x ) l < ( ~ + l )  ~ �9 d ~ + l  

damit ist die behauptete Existenz bewiesen. Daraus folgt schon die 
Richtigkeit des Sa~zes XIII  fast unmittelbar. Ist ni~mlich der transfinite 
Durchmesser yon E < 1, d.h. ist lim d, < 1, so gibt es einen Weft des 

n--~=o 
,= l 

d ~ n ,  yon welchem an (n q-1) ,=+1 < 1; dann geniigt aher g,(~)  den Be- 
dingungen des Satzcs XIII .  W.z .b .w .  

Nunmehr wollen wit auf Grund des ebcn bewiesenen Satzes XHI 
zuniichst den Satz XI yon neuem herleitcn. 

Sei also E einc unendliche, beschri~nkte und abgeschlossene Pankt- 
menge der z-Ebene und E * ihr symmetrischer Kern, dessen Darchmesser d~* 
der Bedingung 

lira d* , < 1  
,=--l~ao 

geniigt. Dann gibt es naeh XIII  ein nicht-identiseh verschwindendas 
ganzzahliges Polynom 

g(~l~) = e 0 Z/t -1-- e I . / t - - 1  + . . . . . ~  e/t,  

welches iiberall auf B* dem Betrage nach ~ M < 1 ausfiillt. Ist nun 

(19) go (~) = ~o x" + ~, ~ - - ,  + . . .  + ~ 

irgendein ganzzahliges irredu'zibles Polynom mit lauter in E* liegenden 
Wurzeln ~,, ~=, . . . .  & ,des sen  hSchster Koeffizient ein Teiler yon a o 
(d. h. yon dem gemei~,samen hSchsten Koeflizienten der zu betraehtenden 
Polynome) ist, so gilt flit die Sy lves te r sche  Resultante yon go (z) und g(a)  

R = ~o 'g(~)g(~,)  . . .  g(~,) 
die Abschgtzung 

k . M ~ '  ~ ( 2 0 )  I R I  < =o 
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Daraus folgt aber, dab die nach mlseren Voraussetzungen gaazwertige Zahl R 
versehwinden muff, sobald r eine, nur yon a o abh~ingige Grenze ~o iiber- 
steigt. Daher kann das Polynom q~ (x) seine siimtlichen Nullstellen nur dann 
in E* haben, wenn entweder sein Grad ~ ~'o ist, oder fiir mindestens 
eine seiner Nullstellen g(x) verschwindet; im letzteren Falle ist ~ ( x )  
notwendigerweise ein Teiler yon g(x) .  

Um aus diesen Ergebnissen zum Satze XI zu gelangen, beachte man 
ram, daf jedes ganzzahlige Polynom 

f (x )  = aoX" + a l x " - I  + . . .  + a .  (a o > 0) 
mit dem hSehsten Koeffizienten a o and mit lauter einfaehen, in E* 
liegenden Wurzeln entweder selbst ein irredazibles Polynom, wie das oben 
charakterisierte q~ (x) ist, oder sich, wenn es reduzibel ist, als Produkt 
aus solehen, voneinander verschiedenen Po]ynomen q~(x) darstellen l~il~t. 
Daabe r  die Anzahl der ganzzahligen Polynome mit hSehstem Koeffizienten 

a o u n d  yore Grade ~ ~o, deren s~mtliehe Wurzeln in E * fallen, sowie 
die Anzahl der Teller yon g(x) endlich ist, so muff aueh die Anzahl der 
in Frage stehenden Polynome f(x) endlich ausfallen. W . z . b . w .  

Indem wir erw~ihnen, da[3 auch der Satz XII, den wir im vorigen 
Paragraphen nach der ,,Diskriminantenme~hode" des Herrn Schu r  her- 
geleitet haben, sieh mit unserer oben angewandten ,,Resultantenme~hode" 
beweisen ]~ft, wollen wir mit Hilfe der letzteren Methode den Satz XI 
erg~inzen fiir den speziellen Fall, wo der hSehste Koeffizient a o = 1 ist. 

Sei E eine Punktmenge, wie in XI und g(x) irgendein P o l y n o m ,  
dessen Existenz fiir den symmetrischen Kern E* yon E aus dem Satz XIII  
folgt. Ferner sei f(x)  irgendein ganzzahliges Polynom der Gestalt 

x" + a l x ~ - l  + . . .  + a , ,  

mit lauter einfaehen, in E* liegenden Wurzeln und ~p (x)irgendein ganz- 
zahliger irreduzibler Teller yon f(x). Dann gilt. nach (20) iiir die 
Sylvestersche Resultante R der Polynome q~ (x) und g (x) die Abseh~itzung 

]RI<I, 
also mu~ R verschwinden und q~(~) in g(~r aufgehen. 

Wir haben somit folgendes bewiesen: 

XIVo Ist E eine beliebige Pun]ctmenge, wie in XI und g (x ) irgend- 
ein ganzzahliges nicht-identisc~h versehwindendes Polynom, desse~ ab- 
soluter Betrag au/ dem symmetrischen Kerne E* yon .~ iSber~ll ~ 1 ist, 
so muff ]edes ganzzahlige Polyr~on~ mit h6ehstem Koe//izient.en Eins 
and .mit lauter ein]a, chen in E liegenden Nullstellen in g(x) au/ffehen, 

Budapes t ,  den i7. 5uli 1922. 

(Eingegangen an 20. Juli 1922.) 


