Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen
algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen
Koeffizienten.

Von
M. Fekete in Budapest.

Einleitung.

In seiner gleichbetitelten interessanten Abhandlung (Math. Zeitschr.
1 (1918), S.377—402) hat Herr I. Schur u. a. gezeigt, daB unter ge-
wissen Bedingungen zu einem reellen Intervall J oder einem Kreis K
mit reellem Mittelpunkt bei vorgeschriebenem ganzzahligen positiven a,
nur endlich viele Gleichungen

(1) a, " -a,x* 4. . +a,=0

mit ganzzahligen Koeffizienten und nicht -verschwindender Diskriminante
gehoren, deren Wurzeln simtlich in J bzw. K enthalten sind.

Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist, Kriterien fiir die End-
lichkeit- der Anzahl von Gleichungen der Schar:(1) aufzustellen, bei denen
simtliche Wurzeln einer allgemeinen unendlichen, beschréin.:ten und ab-
geschlossenen Punktmenge angehéren.

. &err Schur griindet seine Untersuchungen auf die Auswertung des
groBten Wertes M, welchen der absolute Betrag der Diskriminante

"’

A(:::l,a:.,,...,a:,,)=]}"}(:v,,—;\»:,1)ﬁ (n>2)
i

der n Grofen z, annehmen kann, falls dieselben auf ein Intervall (oder’

‘einen Kreis) beschriinkt sind.
. Die Grundlage unserer Entwicklungen blldet der Umstand daB der
Maximalwert von |4(®,,%,,...,%,)| auch im Falle einer beliebig gegebenen
" unendlichen, abgeschlossenen und beschriinkten Punktmenge E vorhanden ist,
und sein Verhalten bei wachsendem # anch dann zu verfolgen ist, wenn seine
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Auswertung fiir feste Werte von n wegen der Allgemeinheit der Menge E
auf Schwierigkeiten sto8t. In der Tat, ist M, = M (H) der groBte Wert,
dessen | 4(x,, @, ..., «,)| fiir zur Menge gehorigen Wertsysteme x,, @, ..., ,

2. 3:2 nin-1)—

fihig ist, so bilden die Grofien V M,, 3VMS, e ( _ VM,,, ... eine monoton
abnehmende Folge ynd also existiert lim MMVM:= M=M(E) (vgl §1,
Satz I*). nr

Bevor wir diese, auf einfachstem Wege beweisbare Tatsache zu dem
-oben festgelegten Zwecke anwenden, stellen wir ihr im § 2 einen einfachen
Satz zur Seite, iiber die Maximalwerte m, A der absoluten Betrige der zu
~ E gehérigen Tschebyscheffschen Polynome ¢ (z) (Satz II), um nachher

im folgenden Paragraphen einen fiir uns wichtigen Zusammenhang zwischen

nn—-1) —

den — von uns auch geometrisch interpretierten — Grofen VM, =—=d,

und “Vm" =g, herzuleiten, der in der einfachen Formel lim d,=limp,

n->E n>x

seinen Ausdruck findet (Satz III). Im SchluBparagraphen des vorbereiten-
den I Teiles fiihrt uns dieser Zusammenhang in Verbindung mit gewissen
Ergebnissen der Herren Faber und Szegd zur Auswertung von limd, in
einem bemerkenswerten speziellen Falle, nimlich in dem Fall, wo die

Komplementirmenge von E einen einfach zusammenhingenden Bereich
bildet (Satz IX).

Nach allen diesen Vorbereitungen befassen wir uns im II. Teile mit
der Frage nach der Anzahl aller ganzzahligen Gleichungen, deren simtliche
Waurzeln einfach sind und einer gegebenen Punktmenge von der charakteri-
sierten Art angehdren. Zuerst betrachten wir Gleichungen der Form (1)
mit festem hochsten Koeffizienten a, und beweisen den Satz, daB unfer
denselben nur endlich viele vorkommen kénnen, deren Wurzeln in eine
Punktmenge von ,transfinilem Durchmesser< <1 fallen, d.h. in eine
Menge, fiir welche limd, <1 st (vgl. § 5, Satz X).

n—row

Nach etlichen Verschirfungen und Ergénzungen dieses Satzes gehen
wir im § 6 (dhnlich wie das Herr Schur in den von ihm behandelten
speziellen Fillen getan hat) zu Gleichungen (1) mit hichstem Koeffizienten
a, < e¢fi” (e >0, f > 1) iiber, d.i. zu Gleichungen, bei denen dieser Ko-
effizient mit dem Gleichungsgrade nach Art einer geometiischen Progression
wachsen kann und stellen wieder hinreichende Bedingungen fiir die End-
lichkeit der Anzahl der Gleichungen namentlich mit Hilfe des transfiniten
Durchmessers von E und der fiir das Anwachsen von @, maBgebenden
GroBe g auf (Satz XII). Die gewonnenen Ergebnisse werden in demselben
Paragraphen auf Punktmengen E angewendet, deren Komplementirmenge
einen einfach zusammenhéngenden Bereich bildet (Satz XIII).
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Bisher bedienten wir uns der ,,Diskriminanienmethode* des Herrn
Schur. Im Schluiparagraphen 7 greifen wir unser Problem mit einer
neuen Methode an, welche Verfasser mit seinem verstorbenen Freunde
Franz Lukdcs schon frither fiir den speziellen Fall eines reellen Inter-
valles ausgebildet hat. Mit dieser' ,,Resultantenmethode* gewinnen wir
die bisherigen Ergebnisse von neuem und beleuchten sie von neuer Seite.
Um die Anwendung der fraglichen Methode zu ermdglichen, stellen wir
die an und fiir sich interessante Tatsache fest, daB ¢n jeder beschrdnkien,
abgeschlossenen, in bezug auf die reelle Achse symmeirischen ebenen
Punkimenge wvon einem transfiniten Durchmesser <1 die Null durch
ganzzahlige Polynome beliebig fein approximiert werden kann (Satz XIV).

L Teil
Geometrische Charakteristiken fiir ebene Punktmengen.

§ 1.
Uber die Folge der Durchmesser bei einer beschrinkten und
abgeschlossenen unendlichen Punktmenge.

Es sei B eine beschrinkte und abgeschlossene unendliche Punktmenge
der x-Ebene und es sei V, =7V, (E) der groBte Wert, den der absolute
Betrag der Vandermondeschen Determinante

Com

V(2 @y on @) = |2 20 o2, 1 = [[(m—m) (n22)
. 1
wlh

der n GroBen x, annehmen kann, wenn dieselben voneinander unabhingig
simtliche Punkte von E durchlaufen.

Man betrachte die positiven Zahlen

()
(2) 4,=Y7, |
fir n=2,3,.... Ist » =2, so bedeutet d, die groBte Sehne von E,

eine Strecke, die iiblicherweise als der Durchmesser von K bezeichnet
wird; fiir n > 3 bedeutet d, das Maximum der geometrischen Mittelwerte,
die aus samtlichen Seiten irgendeines in E enthaltenen vollstindigen - Ecks
gebildet sind; aus diesem Grunde sollen die GroSen d, auch fir n >3 als
Durchmesser der Menge E bezeichnet werden.

Wir wollen eine interessante Eigenschaft dieser Durchmesser in folgen-
dem Satze formulieren

1. Sei E eine beschrankie und abgeschlossene unendliche, somst be-

liebige ebene Punkimenge. Dann konnen ihre Durchmesser d, bei wachsen-
dem n niemals zunehmen.
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Zum Beweise sei £,,¢&,,...,¢&,,¢&,,, ein Punktsystem aus K, fiir
welches |V (2,,%,, ..., %,, %,,)| ihren groBten Wert annimmt, also

[V (&1s &as v s s bpaa) = Viiy
ist. Aus der Gleichung
V(El’ E‘J’ ] én’ §u+1)

= (51 — &) (51'“ (51 § )(51 n+1)V(5a’ €550 5n+x)
folgt nach der Deﬁmtmn der GroBen Ek, '+ Vyyy fie Beziehung:
n+1—IE_E$|151 "‘51— n+1l'Vn

und dhnlich kann man die weiteren Bez1ehungen:

E}lélsa”fll"se"‘fsl"- !53“5nl"§'z—5n+1|'vu’

n+l S'Eoﬁ-l §1|'I§n+1_ fet"-' l§n+1 - 5n|'Vn
herleiten.
Nun folgt aus denselben durch Multiplikation

:-:11 S V“+1 ﬂ | Eu - Ez| = V,H-l n+1
x<1
und folglich ist

(3) it S Vot
also besteht die Beziehung

("“)... (@
n+1 S Wn’
w.z. b. w.

Bemerkung. Aus der eben bewiesenen Monotonie der Zshlen d,
folgt die bemerkenswerte Tatsache, daB diese Zahlen bes unendlich
wachsendem n einem Grenzwerte zustreben. Wir bezeichnen diesen Grenz- -
wert als den transfintten Durchmesser von E.

Der spiteren Anwendungen halber wollen wir den Satz I und die
hinzugefiigte Bemerkung auch folgendermaBen aussprechen:

I*. Sei E irgendeine beschrdnkie und abgeschlossene unendliche ebene
Punkimenge. M, bedeute den gropien Wert, dessen der absolute Belrag
von der Diskriminante

4(x, 2y, ..., 2,) -—-—'-]}(a:,, — )"
xél
der n Grofen x, fihig ist, falls dieselben in E belicbig variieren. Dann
bilden die positiven Zahlen

win—-n___

M, (n=2,3,...)
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eine Folge, deren Glieder bei wachsendem n niemals zunehmen und olso
etnem endlichen, nichinegativen. Grenzwerte zusireben.

§2.
Uber die Lemniskaten von kleinsten mittleron Radien, welche eine
beschrinkte und abgesehlossene ebene Punktmenge iiberdeecken.

Es sei & wiederum eine beschrinkte und abgeschlossene unendliche

Punktmenge in der z-Ebene und
i, (#)=z*+c 21t crr 24 ... +¢,

sei das zur % gehﬁrigei Tschebyscheffsche Polynom?*) n-ten Grades,
d. h. dasjenige Polynom, fiir welches das Maximum des absoluten Betrages
auf B kieiner ausfillt, als fiir irgendein anderes Polynom mit demselben
hochsten Gliede?). Wir wollen zunichst die Minimumeigenschaft, die dem
Polynome i, (x) laut seiner Definition zukommt, geometrisch interpretieren:
Set p () irgendein Polynom von der Gestalt

2 4a,2* 14 ... 4 a,

und m der groBte Wert, dessen der absolute Betrag von p(z) auf B fahig
ist; dann bildet die Gesamtheit aller Punkte z, fiir welche die Beziechung

(4) |p(z)|<m

stattfindet, eine ,Lemniskatenfliche, die die Menge E ,iiberdsckt“. Die
Nullstellen z,,2,, ... 2, von p(z) sind die focs der Lemniskatenlinie

(8) |p(2)|=m,

welche den Rand dieser Fliche (4) bildet und die Abstinde |z —u, |,
lx —@y|,..., |z —x,| bilden die radii vectores, welche zum Punkte z
der Lemniskate (5) gehdren. Den geometrischen Mittelwert dieser Radien,
d. h. die n-te Wurzel von m wollen wir als den mittleren Radius der
Lemniskate (5) bezeichnen. Nun sei m, = m, (E) der groBte Wert von
|t,(x)| auf E. Dann liBt sich die Minimaleigenschaft von £, (2) geometrisch
so aussprechen:

Die Lemniskate

(6) ‘ I tn (z) , = mn
besitzt den kleinsten mittleren Radius unter simtlichen Lemniskaten,

1) Kurz T-Polynom. )

?) Existenz und Unitét dieses Polynoms ¢, (z) folgt fiir allgemoine Punktmengen
der charakterisierten Art aus gewissen Sitzen von Herra de ia Vallée-Poussin,
Vgl. Sur les polynomes d’approximation & une variable complexe. [Bull. de I’Acad.
v. de Belgique 8 (1911), 8. 199 —211.]
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welche die Menge E iiberdeckende Lemniskatenflichen von der Form (4)
umgrenzen.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft der mittleren Radien o, = 1”/—717,;
der Uberdeckungslemniskaten (6) sei im folgenden:Satze formuliert :

II. Es sei E ¢ine beliebige beschrankte und abgeschlossene unendliche
Punkimenge der x-Ebene; t,(x) bedeute dus 2u B gehorige T- Polynom
n-ten Grades und m, sei der grofte Wert von |t (z)| auf E. Dann

konvergieren die mittleren Radien o, = V'm, der Uberdeckungslemniskaten
(6) bes unendlich wachsendem n gegen einen endlichen Gremzwert.

Zum Beweise setzen wir

lim inf o, =, lim sup g, = §;
n>rx n-px

da offenbar « < 8 < oo ist, so geniigt es zu zeigen, daB g Lo ist. Sei ¢
irgendeine positive GroBe; dann existiert ein solches n = n (&), fiir welches

n=>2 und o, <ea-e,

also- iiberall auf ¥

|t (@) < (e +¢)"

besteht. Ist nun % irgendeine “positive ganze Zahl und [ eine ganze
Zahl >1, <n — 1, so besteht ebenda auch die Ungleichheit

|4, ()"t < K (¢ &),

wobei K bei vorausbestimmtem ¢ nur von der Ausdehnung der be-
schriinkten Menge K abhiingt; daher ist fiir k=1,2,...; 1 <I<n —1

Mpyiy < K (@ + 5)‘”“»

1
Onr+1 < K™¥F (o - &)
und folglich
lim sup g, L & } &,

P X

BLate.
Daraus folgt aber f§ < o und somit die Richtigkeit des Satzes II3).

d. h.

%) Im Spezialfalle, wo E aus simtlichen Punkten einer Lemniskatenlinie
|2k + ¢, zk—14 ... 4+ ¢x| = o¥ von mittlerem Radius g besteht, konyergieren die mittleren
Radien ¢, der zugehorigen Uberdeckungslemniskaten fiir 5> 00 gogen p; das folgt
aus dem leicht beweisbaren Umstande, daf im genannten Falle die 7'-Polynome
vk-ten Grades wit der »-ten Potenz von zk4-¢,xk—1-+4 ...+ ¢ zusammen-
fallen miissen. Vgl. auch VIIL. (Satz von Faber).
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§ 3.

Uber den Zusammenhang zwisechen den Grenzwerten, denen die Folgen
{d,} und {g.} zustreben.

Wir haben in den beiden ersten Paragraphen fiir beschrinkt-ab-
geschlossene unendliche Punktmengen zwei Folgen von geometrischen
Charakteristiken dieser Mengen definiert: die der Durchmesser und die
der kleinsten mittleren Radien der Uberdeckungslemniskaten. Wir haben
auch gezeigt, daB, wie auch diese Punktmengen sonst beschaffen seien,
beide der genannten Folgen .konvergieren. Da nun in dem folgenden
alles darauf hinauslduft, zu entscheiden, welchem Grenzwerte diese Folgen
zustreben, ist es fiir uns von besonderer Wichtigkeit, festzustellen, ob und
welcher Zusammenhang zwischen beiden fraglichen Grenzwerten, bei Zu-
grundelegung einer und derselben Punktmenge, besteht.

Nun filhrt eine einfache Analyse zum folgenden, ganz allgemeinen
Ergebnisse:

IIL. Es ses E eine beliebige beschrinkt-abgeschlossene unendliche
ebene Punkimenge und

dgrdygy..ord,, ...

”

ses die Folge der zu E gehorigen Durchmesser, des weiteren
Q1>0g5 «co3 Qps«+-

die Folge der kleinsten mittleren Radien der Uberdeckungslemniskaten
von E. Dann konvergieren bei wachsendem n beide Folgen gegen den-
selben Grenzwert®).

Zur Begriindung des Satzes III brauchen wir zwei Hilfssitze iiber
die frither definierten GroBen V, =1V, (E) und m, = m, (E). Diese lauten
wie folgt:

IV. Ist E eine Punkimenge wie in II1, so besteht die Beziehung
m, < Vts (n>2).

4) Die Verkniipfung dieses Satzes und der Behauptung in der FuBinote ) fiihrt
zum Resultate, daB der mittlere Radius einer belicbigen Lemniskatenlinie dem ,trans-
finiten Durchmesser derselben gleich ist. . Aus diesem Umstande folgen die beiden
Tatsachen: 1. die in § % betrachteten Uberdeckungslemniskaten 't,. (%) | =m, sind
auch durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daf ihr transfiniter Durchmesser kleiner
ausfillt als der irgendeiner anderen Uberdeckungslemniskate mit n focis; 2. Satz III
18t sich auch so interpretieren, daB die Punktmengen |i,(x)| <m, die Menge E in
solcher Weise iiberdecken, daf zugleich die Folge ihrer transfiniten Durchmesser gegen
den transfiniten Durchmesser der iiberdeckten Menge E konvergiert.
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V. Ist E eine Punktmenge wie in III, g0 gilt die Relation
Tets < (n 4+ 1) m, (n22).

Um den Hilfssatz IV zu beweisen, sei &, &,, ..., &, ein Punktsystem
sus B, fiir welches der absolnte Betrag der Vandermondeschen Deter-
minante V(z,, %,, . . ., 2,) ihren Maximalwert V, =V, (&) annimmt. Wester
sei &, ein solcher Punkt von E, in welchem

[z~ &) (@~ &)... (&~ &)
moglicht groB ausfallt. Dann ist

V D2 BS54 358 V 03 - -y bn
(& — & |-1& — &l . 1& ~ &l = ;E(Eiw;)> Vi, k)

Va )
Nun ist aber das Produkt links > m, = Max |¢, ()|, der Zihler des rechts-
(B)

stehenden Bruches jedoch < Max |V (%, %,,...,%,,%,.,)| =7V, also
E)

m, < 2n,
w.z. b. w.%).

Den Beweis von V griinden wir auf die Identitit:

(7) V(xpzsp ERTE xﬂ+1)=iﬁr,$:-1,..., %y, 1l§2t"(xr): x:‘—.l, ceey Xy, 1'

Ist ndmlich #,, %, ...s 9,> a4+, €in Punktsystem von F, fiir welches

. |V(’71’ 779:---, ’]”, ﬂ"+1)|=Vﬂ+1
besteht, so folgt aus (7), daB

Vn+1§,tn(ﬂx),"v(’)w’k""=/’7n:’7n+1)‘+“’n("72)HV(‘?;»%Q---:’7""'71:-1-1)}
+ .. +]tn(’7n+1)"lv(’h’ Nas o o> Mo )s

also
Vn+1 g(n+1)mn Vn
istd). W.z.b.w.

% Wir haben hier die Beziehung y,év';;‘ mitbewiesen, wobei f, das Maximum

des absolaten Betrages des zu E gehorigen n-ten T~ Polynoms ,in engerem Sinne auf ¥
bezeichnet, d. i. eines Polynoms der Polynomschar von der Gestalt za 4 ¢, z6—14-... +¢x
mit lauter in E liegenden Wurzeln, fiir welches das Maximum des absoluten Betrages
auf E moglichst klein ansfdllt. Offenbar ist w, 2 m,.

%) Diese Relation, vereint mit der Beziehung y,_z%,il [vgl. FuBnote 4], filhrt
zum interessanten Ergebnis: u, <(n+-1)m,. *
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Nunmehr, um aus IV und V zu III zu gelangen leiten wir aus
diesen beiden Hilfssétzen mit Hinsicht auf

V.<2m,
die Beziehung®)

(8) mlm‘-‘ b mu—lmn 'g Vi3+1 é (n+1)! mlm'} b m‘n—lmn

ab. Daraus folgt auf Grund der Definition von g,, d, die Ungleichheit

n(n+1)
109203 Aa—-inn 2 L] 10243 n—1p,n
ole2o} ...ortor<d, 2 S(n+1)!oloiol... on lon
und daher
nin+1) nin+1) n{nt+1)

L e —— X 2 2
Vorel...or<d,, SV(n+1)! Velol... ot

Nun konvergiert offenbar bei wachsendem » mit g, zugleich auch der
n(nt1)

Mittelwert 1/ 0l g2 ... o" gegen einen Grenzwert und zwar gegen denselben,
wie o . Mit Hinsicht auf die Stirlingsche Formel folgt also aus (8)

limg, =limd,.
n-> rx® n>w

Damit ist auch III bewiesen?).

Als eine Erginzung zu III, IV und V wollen wir noch folgende,
auch an sich interessante Tatsache zeigen:

V1. Haben E,9,,d, die Bedeutung wie oben, so besteht die Un-
- gleichheit

. Qn g dn+ 1°
Nach IV ist namlich
n{n+1)
oAt
1 %l +31 _ Vﬂzl .
Qn g l/ Vn - n+1’

v,?
nach (3) ist
n—1 _iprnt1
Vu+1 égvn“"'

7) Ich verdanke Herrn Szeg® die folgende Bemerkung: Der zweite Teil der
' Ungleichung (8) kann verscharft werden; die Identitit V(z,, @5, ..., Tayy) =
==|t, (2v), ta—y (Tv), ..., t (2v), 1] filhrt pimlich — mit Hinzunahme des Hadamard-

n+1

schen Determinantensatzes — zur Beziehung: V, ., <(n4+1) ® mym, ... m,_, m,.

%) Aus den beiden Beziehungen m, < u, <(n-+1)m, [vgl. FuBnote % und )
folgt, daB auch lim 1"/,u—,. = lim 0 = lim d,, ist.
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Aus diesen beiden Beziehungen folgt
ni{nt+1)

.= VV +1=0pyy;
w.z b. w.

§ 4.

Die Bestimmung des Grenzwertes der Durchimesserfolge in einem
wichtigen Spezialfalle.

Wir wollen im vorliegenden Paragraphen den Grenzwert der zur
Menge E gehorigen Durchmesserfolge in dem wichtigen Spezialfalle be-
stimmen, wo E eine solche beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge
der z-Ebene ist, deren Komplementirmenge einen einfach zusammen-
hingenden (den Punkt z = co enthaltenden) Bereich B bildet. Es gibt
dann nach einem grundlegenden Satze der Theorie der konformen Ab-
bildung eine Funktion z =y (x), welche den Bereich B schlicht auf das
. Auflere des Einheitskreises der z-Ebene abbildet, wahrend die Punkte
=00 und z==0c einander entsprechen. Die inverse Funktion z = ¢(2)
dieser Funktion z= vy (z) hat die folgende Form:

x=tp()~—zz+ro+ + —f—zi’;——}«,

wobei v == 0 ist. Nun ist der absolute Betrag des ,, Abbildungsmoduls* ¢
gleich dem GQrenzwert der zu E gehorigen Durchmesserfolge. Das folgern
wir auf Grund unseres Satzes III aus den beiden nachstehenden Hilfs-
sitzen:

VIL. (Satz von Faber?®). Es ses C eine geschlossene analytische
Kurve in der komplexen z-Ebene und T, (x) das zugehorige T - Polynom
n-ten Grades; ferner sei der Maximalweri von |T“(a:)| auf C:

Max |7, (2)| = M,.
()

Ist x =@ )—cz+co+ - —{— +c" ... (¢ = 0) etne Funktion,
welche das Gebiet |z[ >1 schlzcht auf das Auﬁere der Kurve C abbildet,
wdahrend . die Punkte z=c0 und x = co etnander entsprechen, so ist

VIIL: (Satz von Faber'®). Es habe C, sowie auch T, (x), M, D(z)

% G. Faber: Uber Tschebyscheffsche Polynome [Journal fiir Math. 150
(1919), S.79—-106], 8.86. Vgl. auch Faber, Potentialtheoric und konforme Ab-

bildung [Sitzungsber: der math.-phys. Kl. der bay. Akad. d. Wiss. 1920, 8. 49-64].
10y A a O
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und ¢ dieselbe Bedeutung, wie im Satze VII. Dann besteht die Re-
lation .
M, 2>|c|™ 1)

Ist ndmlich ¢, (2) das zur Menge E gehérige n-te T'-Polynom und
m, das Maximum von |{,(z)| in E, so kann fiir die mittleren Radien
e, =Vm, der Uberdeckungslemniskaten |¢, ()| =m, aus VII baw. VIII
die Beziehung

(A) lim o, < ||,
n->o
bzw. die Ungleichheit
(B) e, 27| (n=1,2, ...

hergeleitet werden; aus diesen beiden Bezichungen folgt aber die mit
unserer Behauptung nach III &quivalente Gleichung

lim g, =|7|
unmittelbar. n>e

Wir beweisen zundchst den Grenzwertsatz (A):

Sei B >1 und bedeute C'r diejenige geschlossene und doppelpunktlose ana-
lytische Kurve der z-Ebene, in welche die durch # = ¢ (z) =12 7, + E‘—-l— ces
geleistete Abbildung den Kreis |2|= R tberfithrt. Dann ist

x=(PR(z)=1Rz+ro+1;-—‘z—+ + ...

T
R%2®
eine Funktion, welche das KreisiuBere |z|>1 auf das AuBere von Cg
schlicht abbildet. Wendet man der Satz VII auf die Kurve Cy an, so
gelangt man zur Relation

tim M (B)
im —-—t=1,

n->w er‘n

wobei M « (R) das Maximum des absoluten Betrages des zum Kreisbilde Cg
gehorigen T'-Polynoms von n-tem Grade auf Cp angibt. Aus dieser Glei-

chung folgt a fortiori A
lim VM_(R) =|7|-R.
n-r=x
Nun ist aber offenbar M, (R)> m_, da E im Innern von Cp liegt; also ist
lim Vm, <|z|- R,
wie auch R >1 gewihlt sei. Man hat danach

lim Vom, < 7). W.z b w.
Nunmehr gehen wir zum Beweise von (B) iiber.

1) Vgl auch G. Szegd: Uber orthogonale Polynome usw. Math, Zeitschrift 9
(1921), 8. 254.
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Es habe R, Cg, ®r(z), M, (R) dieselbe Bedeutung wie oben. Dann
gilt nach VIII die Beziehung
M, (R)z|=R|";
es ist aber offenbar

Max |1, ()] 2 M, (R),

R

also besteht die Ungleichung
Max |tn(x)| g IT'RI”'
(Ca)

Wir haben bisher bewiesen: Wie auch B >1 gewihlt sei, kann man
auf dem Kreisbilde Cg einen solchen Punkt z(R) festsetzen, wo das zur
Menge E gehorige T'-Polynom n-ten Grades dem absoluten Betrage nach

> |z|" ist. Nun sei Ry, Ry; ..., R,, ... eine unendliche, monoton ab-
nehmende, gegen Eins konvergierende Folge, fiir welche der Grenzwert
lim z (R,)
Y>>

vorhanden ist; man bezeichne diesen Grenzwert mit £. (Die Existenz
einer solchen Folge ergibt sich aus dem Umstande, daB die Menge aller
Zahlen z (R) fiir 1< R < R, beschrinkt ist.) _

Wir behaupten, & gehort zur Menge E. Im entgegengesetzten Falle
wiirde ndmlich fiir { = (&) die Ungleichung lé‘ | >1 gelten, also hiuften
sich die Bildpunkte z, = yw{x(R,)] der Punkte z(R,) um einen Grenz-
punkt auBerhalb des Einheitskreises |2| =1, obgleich die GroSen |z,: |=R,
— nach Voraussetzung — gegen Eins konvergieren. Nun ist aber £ ein
solcher Punkt, in dessen beliebiger Nahe Punkte existieren, wo |¢, ()| > |7|"
ist; daher ist |,(&)|>|z|” und somit die Ungleichung

(B) 0, |7|
bewiesen.

Auf Grand von (A), (B) und IIT konnen wir den folgenden Satz?®)

aussprechen :

IX. Es sei E eine beschrdnkte und abgeschlossene unendliche Punkt-
menge der x-Ebene, deren Komplementdrmenge etnen einfach zusammen-
hdngenden Bereich B bildet. Ist

z=g(z) =ttt ..+ 24
etne Funkiton, welche das Auﬂére des Etnheitskreises |z| =1 schlichi

12) Herr Szegd hat ihn dem Verf. (in speziellerer Form) als eine Vermutung
mitgeteilt und auch potentialtheoretisch interpretiert; auch die im Texte befindliche
allgemeine Form des Satzes ist seiner Anregung zu verdanken.
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auf den Bereich ‘B abbildet, wdhrend die Punkte 2= und x—o0
einander entsprechen, so konvergieren die zu E gehorigen Durchmesser d,,
bei unendlich wachsendem n gegen |z|.

1L Teil.

Uber die Anzahl aller ganzzahliger Gleichungen, deren
Wurzeln einer gegebenen Punktmenge angehiren.

§5.
Gleichungen mit festem hichsten Koeffizienten.

Es sei E eine unendliche, beschrinkte und abgeschlossene Punkt-
menge -der z-Ebene. Wir stellen uns die Frage, wie viele Gleichungen
1) a2 +a, 271 ... tLa, =0 (ag>0)
mit lauter ganzen rationalen Koeffizienten und mit demselben hichsten
Koeffizienten a,, existieren, deren similiche Wurzeln einfach sind und
der Menge E angehoren?

" Es ist zuniichst klar, daB bei vorgeschriebenem Grade n nur endlich
viele voneinander verschiedene Gleichungen (1) (eventuell keine) existieren
konnen, welche den in der Fragestellung angegebenen .Voraussetzungen
entsprechen. Hat nimlich eine solche Gleichung ihre simtlichen Wurzeln
%, Xy, ..., %, in K und ist diese Menge in einem Kreise |z|= ¢ ent-
halten -(die Existenz eines solchen Kreises folgt aus der Beschrinktheit
von E), so ist '

| =a| a2, ... 33, g(’D%g’ (r=1,2,...,n).

also unterhalb einer allein von a,, ¢ und n abhingenden Schranke gelegen.
Daher kommen fiir die ganzen Zahlen a,, a,, ..., @4_,, @, nur endlich
viele Wertsysteme in Betracht. Nun folgt aus dem eben Gesagten, dafB
unendlich viele Gleichungen (1) mit lauter einfachen und in E liegenden
Wurzeln nur dann existieren konnen, falls deren Grad unbegrenst wichst.
Aus diesem Umstande kann man leicht in bezug auf den Grenzwert der
zu E gehorigen Durchmesser d, folgendes schliefen:

X. Ist E eine beschrinkte und abgeschlossene unendliche ebene Punki-
menge, so konnen unendlich viele Gleichungen der Form (1) mit ganzen
rationalen und demselben ersten Koeffizienten a, und mit lauter ein-
facken, in E fallenden Wurzeln nur dann existieren, falls die Durch-
messer d, von E gegen einen Grenzwert >1 konvergieren.

Denn sei

(1) a,x"+a x* 14 ...+ a =0 (@,>0)
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eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten, deren samtliche Wurzeln z,, ,, ..., z,
einfach und in & gelegen sind. Dann gilt offenbar fiir ihre Diskriminante

n
‘D = agn_z'lll(z” - x,-_)"": a(‘f"“"A (_371, x‘l’ ‘et x‘ll)
x <A
die folgende Abschitzung:
(9) D<Lai* M

wobei M, den groBten Wert angibt, dessen |4 («,, «,, ..., «,)| fihig ist,
falls «, «,, ..., «, in E beliebig variieren.
Nunmehr ist D nach unseren-Voraussetzungen eine ganze Zahl >1,
daher folgt nach (9)
nin-1)

(10) VM, > -1

= ‘7;3_

Sind also unendlich viele Gleichungen mit den oben vorausgesetzten
Eigenschaften vorhanden, so besteht die Beziehung (10) fiir unendlich
viele verschiedene Werte von %, also ist der nach dem Satze I* gewiB
existierende Grenzwert

n?

nin-—-1)
(11) lim VM, >1.
n-p o !
Um den Beweis zu Ende zu fiihren, beachte man noch, daf nach
den Definitionen des § 1
, G)_..
Mn=V”2’ dn=2vK|
und also (11) mit
limd 2>1

n ==

gleichbedeutend ist.
Man gewinnt noch eine leichte Verschirfung von X. auf Grund der
bekannten Tatsache, daBl die nichtreellen Wurzeln einer Gleichung mit
reellen Koeffizienten paarweise symmetrisch zur reellen Achse gelegen sind.
Fallen also simtliche Wurzeln von (1) in die Menge E, so gehiren die-
selben zum ,symmetrischen Kerne“ E* dieser Menge, d. h. zu derjenigen
echten oder unechten Teilmenge von E, welche auBler allen reelien Punkten
von F ncch aus allen solchen nichtreellen Punkten gebildet ist, die samt
ihren Spiegelpunkten in bezug auf die reelle Achse zur Menge £ gehéren.
Da nun mit F zugleich auch ihr symmetrischer Kerr. E* beschrinkt und
abgeschlossen ist, so lautet X. in verschirfter Form, wie folgt:

~ X* Ist B eine Menge, wie in X., so konnen unendlich viele Glei-
chungen, wie die in X. charakierisierien nur dann exislieren, falls die
zum symmelrischen Kerne E* von E gehcrigen Durchmesser dy gegen
etnen Grenzwert > 1 konvergieren.

Mathematische Zeitschritt. XVIL 16
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Dieser Satz X* gibt eine notwendige Bedingung an, damit eine Menge
E unendlich viele Systeme von konjugierten algebraischen gebrochenen
Zahlen mit demselben gemeinsamen Nenner g, vollstindig enthalte. Man
kana an einfachen Beispielen zeigen, da8 die Erfiillung dieser Bedingung
nicht genfigt, um die Unendlichkeit der Anzahl der eben besprochenen
Zshlensysteme zu sichern. Bisher waren unsere Bemiihungen, notwendige
und hinreichende Bedingungen aufzustellen, erfolglos. -

Um die Losung der eingangs gestellten Frage in anderer Richtung
weiter zu fordern, wollen wir zuerst den Satz X* anders formuliert, auch
folgendermafien aussprechen:

XI. 8Ses E eine unendliche beschrinkte und abgeschlossene ebene
Punktmenge und E* ihr symmetrischer Kern. Des weiteren seien
dl ds,....dr ... die zu E* gehorigen Durchmesser. Ist

limdy <1,
B>w -

g0 ist die Anzahl der in X. charakierisierten Gleichungen endlich.

Diese Formulierung unseres bisherigen Ergebnisses suggeriert die Frage,
ob mit Hilfe der einzelnen Durchmesserwerte nicht etwas Genaueres
iiber die in Frage stehende Anzahl festzustellen wire, falls sie der Vor-
aussetzung lim df < 1 zufolge endlich ist?

fn-> @

In dieser Hinsicht ist die bisher mcht vollig ausgebeutete Tatsache
von Bedeutung, daB die Durchmesser d, eine monoton abnehmende Folge
Abxlden Daraus folgt némlich, daB das Bestehen der Relatlon dn <1 fiir
einen einzigen Wert von # schon die Ungleichung limd, <1 zur Folge hat.

N>

.Man' kann also auf die Endlichkeit der fraglichen Gleichungsanzahl
schliefen, sobald die Ungleichheit

dn <1

fiir einen einzigen Wert von n festgestellt ist.
Wir kénnen aber noch weiter gehen. E¢ wurde gezeigt, daB fiir
“simtliche Gleichungen

g,z +-a,z* 1+ ... ta, =0 (ay > 0)
mit ganzen und demselben hochsten Koeffizienten und mit lauter einfachen
und in F fallenden Wurzeln die Beziehung

ain-1)
V2 g
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bestehen muB. Sie ist aber nach der Definition von M, und d, gleich-
bedeutend mit '
¢, 25—
Vai

und bleibt auch in der verschirften Form

>t

Sy
Vai

richtig. Ist nun lim di < 1, so muB wegen des monotonen Abnehmens von
k> >

dy und \7(73 von einem Werte des % an
* 1

bestehen. Ist » 41 der kleinste Wert von k, fir welchen (12) gilt, so

kann der Grad der fraglichen Gleichungen v nicht dbertreffen und somit

bleibt, wie leicht zu beweisen ist, auch die Anzahl derselben unter einer,
nur von ¥, a, und d, abhingenden Schranke. Im speziellen Falle a,=1

1aBt sich sogar diese Anzahl mit Hilfe von » allein abschédtzen, falls » 4-1

wieder den kleinsten Wert von %k angibt; fiir welchen

& <1
besteht. Denn gibt es iiberhaupt solche ganzzahlige Gleichungen
flz)=2*t+ax*1+...4a,=0,
deren simtliche Wurzeln voneinander verschieden sind und in die Menge
E* fallen und ist _
ple)=a" + ezt =0
diejenige unter ihnen, deren Grad moglichst grof ausfillt, so muB f(z) in
o (x) aufgehen. Nun ist aber unschwer zu folgern, daB hochstens 2/
ganzzahlige Polynome in ¢ (z) aufgehen konnen; daher ist auch die frag-

liche Gleichungsanzahl < 2”. Daraus folgt jedoch die Moglichkeit der
behaupteten Abschdtzung, da nach dem oben Gesagten u < » bestehen mu8.

§ 6.
Gleichungen mit hichstem Koeffizienten @, < g™,

Im vorigen Paragraphen haben wir den Zusammenhang untersucht,
welcher zwischen dem fransfiniten Durchmesser“ einer beschrinkten und
abgeschiossenen Punktmenge oder ihrcs symmetrischen Kernes E*, d. h.
zwischen limd, oder limd, und der Anzahl derjenigen Gleichungen

nrw n>®
(1) a2+ @,z ... +a,=0 (a,aq,,...,a, ganz; a, > 0)
! 16*
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besteht, die einen gemeinsamen ersten Koeffizienten a, und lanter einfache,
in E fallende Wurzeln haben.

Nunmehr wollen wir die Anzahl aller Gleichungen von der Form (1)
bei Aufrechterhaltung der die-Wurzeln beziiglichen Bedingungen unter einer
neuen Voraussetzung betreffs des ersten Koeffizienten a, untersuchen, indem
wir ‘ihn von nun an nicht fest vorschreiben, sondern mit dem Gleichungs-
grad n anwachsen lassen, mit der einzigen Beschrinkung, da immer

(13) @ < ef” (>0, >1)
bestehe.

Da, wie bei festem- ¢,, auch jetzt nur endlich viele Gleichungen mit
den angegebenen Eigenschaften existieren konnen, deren Grad vorgeschrieben
ist, so konnen wir behaupten, daB mit der Anzahl dieser Gleichungen auch
deren Grad ins Unendliche wachsen muB.

Nun besteht, wie wir sahen, fiir irgendeine der fra.glichen Gleichungen”

(1) vom n-ten Grade die Ungleichheit d, > — W. dn g;l-, wo d,

ao ag
bzw. d.¥ den n-ten Durchmesser von' B bzw. E™* bezeichnet, also ist nach (13)
-1 * 1
Qo2 —— Oy =——.
Teva T e
Daraus folgt, daB nur dann unendlich viele Gleichungen mit den fest-
gesetzten Eigenschaften existieren konnen, wenn die Beziehung

limd, 2—— bzw. limd:_Z_-;—._,

fi-»x ">
besteht.
Mit Hinsicht auf die offenbar bestehende Relation
limd, > limdy
n->w n>o

kénnen wir also den Satz aussprechen:

XII. Sei E eine be.schmnlcte und abgeschlossene Punlctmenge deren
Jmmetrwcher Kem E* den transfiniten Durchmesser 8% besitzt. Ist
«>0, B>1, f76% <1, so gibt es nur endlich viele Gleichungen

@Gx" + a2 14 ... 4+ a,=0 (a,a,..., a, ganz; a,>0)
mit lauter einfachen, in E liegenden Wurzeln, deren hochster Koeffizient
a, der Ungleichheit

a, < af”
geniigt.

Dieser Satz enthilt offenbar unsere Sitze X, X*, XI und kann als‘
eine Verallgemeinerung der beiden Sétze V und XIV des Herrn Sohur
aufgefaBt werdens),

13) A, a. O.'S. 388 und 8. 398.
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Zum SchluB dieses Paragraphen stehe noch hier folgendes Theorem,
zu welchem die Verkniipfung der Sitze IX und XII unmittelbar hinfiihrt:

XIII. Sei E eine beschrinkte und abgeschlossene unendliche Punki-
menge der z-Ebene, deren Komplemenidrmenge einen einfach zusammen-
hdingenden Bereich B bildet. Bedeute

g=g(a)=tztn+ 2+ 2+ + 3

eine Funktion, welche das Gebiet |z| >1 schlicht auf den Bereich B ab-
bildet, wdhrend die Punkte z = 0o, z = co einander enisprechen. Ist

«>0, p>1, p’|7|<1,
80 gibt es nur endlichviele ganzeahlige Gleichungen (1) mit lauter ein-
facken, in E liegenden Wurzein, deren hochster Kocffizient a, der Un-
gleichheit
a, < af”
geniigt.

Um die Tragweite des Satzes XIII zu erleuchten, wollen wir einige
wichtige spezielle Fille von Punktmengen E hier anfiihren, in welchen
der Wert des Abbildungsmodul © bekannt ist4).

Sei E eine Kreisfliche |x| < R; dann ist |7|=R

Ist E eine Ellipsenfliche, begrenzt durch die Ellipsenlinie

& g .
St =1, (& =&+ 71),
s0 ist
| ._a‘i"'b
=

Ist E eine Halbkreisfliche, begrenzt durch einen Halbkreis und einen
Durchmesser von der Linge 2R, so ist

<55

Bilden die Randpunkte von E ein symmetrisches Kreisbogenzweieck
-mit der Sehne 4 und mit dem Winkel 2kn (k< 1), so ist

Mz,ll.._l__

4 1—-k°

In allen diesen Fillen 1iBt der Satz XIII mit Hilfe der charak-
teristischen geometrischen . Daten Bedingungen aufstellen, unter welchen
die Anzahl der Gleichungen (1) ohne mehrfachen und mit insgesamt in
den genannten Mengen liegenden Wurzeln bei a, < « 8" endlich ist.

¥) Vgl. Herrn Szegde Aufsatz a. a. 0. FuBnote '), S. 253—254.
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§7.

Uber die Anniiherung der Null durch ganzzahlige Polynome in gegebener
Punktmenge. Anwendung.

In diesem Paragraphen wollen wir die Frage nach der Anzah! simt-
licher ganzzahliger Gleichungen, mit festem héchsten Koeffizienten und
mit lauter einfachen, in einer gegebenen Punktmenge liegenden Wurzeln,
mit Hilfe einer neuen Methode angreifen. Diese Methode ist nicht nur
zur wiederholten Herleitung der bisherigen Ergebnisse geeignet, sondern
wirft auch neues Licht auf dieselben. Insbesondere liBt sie alle ganz-
zahligen Gleichungen mit dem hochsien Koeffizienten Eins, deren simt-
liche Wurzeln in eine Punktmenge - von transfinitem Durchmesser < 1
fallen, interessant charakterisieren.

Unser neues Verfahren stiitzt sich auf die folgende, auch an und fiir
sich bemerkenswerte Tatsache:

XIV. Ist E eine beschrinkte und 'abgeschlo.sse‘ne ebene Punkimenge,
deren nichi-reelle Punkite symmetrisch zur reellen Achse gelegen sind
und deren transfiniter Durchmeser << 1 1ist, so gibt es ein nicht-identisch
verschwindendes Polynom g¢(z) mit lauter ganzzahligen Koeffizienten,
das dem Betrage nach iiberall auf E Fleiner als 1 ist?).

Mit a. W.: In jeder beschrinkt-abgeschlossenen symmetrischen Punkt-
menge von einem transfinitem Durchmesser <1 kann die Null durch
ganzzahlige Polynome beliebig fein approximiert werden.

Zum Beweise werden wir zunichst fiir jedes ganzes » > 1 und fiir
symmetrische Punktmengen E vom beliebigen transfiniten Durchmesser
die Existenz eines nicht-identisch verschwindenden ganzzahligen Polynoms

gn(w):go+glx+ ree _l_gnx"

nachweisen, dessen Grad < ist, und welches iiberall auf £ der Beziehung

n
19, (2)| < (0 +1)dyia
geniigt, wobei d, , den zu E gehérigen n-ten Durchmesser bedeutet.
~ In der Tat, ist
r(@)=r,+r,2-+ ... T ¥n®
irgendein Polynom, dessen Grad < n ist, so kann man es als ein lineares

Aggregat der zu E gehorigen Tschebyscheffschen Polynome ¢,(x)=1,
4 (), 4, (=), ..., 1, (x) in der Form

(14) 7(%) = doto (%) -+, () + ... +4,8,(2)

15) Satz XIV liBt sich offenbar umkehren,

"
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darstellen; hierbei sind 4,,4,,..., 4, selbst linear aus den Koeffizienten
Yor¥1s -3 V. zusammengesetzt und zwar derart, daB 1, nur die GroSen
e» Vpa1s -+ - Vo €nthilt, die erste von ihnen mit dem Koefﬁzlenten Eins,

die iibrigen mit reelien Koeffizienten:

10 — ?’0 + a(()l) }, + (2) + + a(ﬂ) 7” ,

5) Ay = y1+u1“"’yg + .. +ui")/,.,
(1 Ay== yo ... —}—lx,;”’yﬂ,
n Vn:

Die k-te Potenz von x 1iBt nimlich offenbar folgende Darstellung zu:

2F = b (2)+ ot (@) F oot o (2)+ .. e (x) ALEL0),
wobei die GrBen « reelle Zahlen bezeichnen, da (wegen der symmetrischen
Lage von E) auch die T- Polynome lauter reelle Koeffizienten besstzen'®).
Daraus folgt (14) unmittelbar, mit Koeffizienten 1, die dem Gleichungs-
system (15) geniigen.

Nun folgt aus der Beziehung (14) in jedem Punkte z der Menge E
die Ungleichung

(16) Y(x)lg‘mozol“}‘--"‘“mn nl
wo g, m,, ..., m, der Reihe nach das Maximum des absoluten Betrages
von #,(z2)=1, t,(x),....t,(z) auf E bezeichnen.

Von dieser Relatxon gelangt man zur Emstenz von g(), wenn man
auf die linearen Formen myd,, m,4,,...,m, 4, der (n-+ 1) GréBen
Por V1s -+ +» ¥, Wit der Determinante mym, ... m, das folgende Theorem
von Minkowski anwendet.

Es seien v Formen
Yo=2b,x, 1LkLy)

=1

mit reellen Koeffizienten und positiver Determinante D gegeben. Dann
gibt es v ganze rationale nicht sdmilich verschwindende Zahlen z,,z,, .. ., %,

so, daf fir alle k ,
9. <VD.

‘Nach diesem Theorem kann man in (15) den GroBen y,,7,,..., 7,
solche ganze, nicht sémtlich verschwindende Werte g,, g, .. ., g, geben, daB

n+1
Vmem, ... my,

my

(17) 4] <
fir alle £ > 0, < n bestehe.

1)’ Dag ist eine leicht ersichtliche Folge der Unitiit dieser Polynome.
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Bildet man mit diesen 1 das Polynom
7(®) = oty () +- 4,8 (%) + ... +- 4,1, (),
so erhilt man ein Polynom
9o (2)=go + %+ ... +9,2"
mit lauter ganzen Koeffizienten, welches nicht identisch verschwindet und
nach (16) und (17) der Bedingung
(18) |90(2)| < (o +1)" Vim0
iiberall auf B geniigt. Nun ist aber nach (8) und (2)

n
n+1

I s
le my ... mn g " “I/Vn+1 =d1:+1’
also involviert (18) die Ungleichung

n
,gn (x)‘ é (n + l)d:-(*-l 3
damit ist die behauptete Existenz bewiesen. Daraus folgt schon die

Richtigkeit des Satzes XIII fast unmittelbar. Ist namlich der transfinite
Durchmesser von £ < 1, d. h ist lim d, <1, so gibt es einen Wert des

n-»o
1!-

n, von welchem an (n +1)d;,, <1; dann geniigt aber g, (x) den Be-
dingungen des Satzes XIII. W.z. b.w.

Nunmehr wollen wir auf Grund des eben bewiesenen Satzes XIII
zundchst den Satz XI von neuem herleiten.

Sei also E eine unendhche beschrinkte und abgeschlossene Punkt-
menge der z-Ebene und E * ihr symmetnscher Kern, dessen Durchmesser d

der Bedingung lim &* < 1
im d,

n>wo

geniigt. Dann gibt es nach XIII ein nicht-identisch verschwindendes
ganzzahliges Polynom

gx)=ez* + et 1+ ... ¢,
welches iiberall auf E* dem Betrage nach < M < 1 ausfillt. Ist nun
(19) p@)=o0yx’+e, a1+ ... o,
irgendeiﬂ ganzzahliges irreduzibles Polynom mit lauter in E* liegenden
Wurzeln ¢, &,, ..., &, dessen hochster Koeffizient ein Teiler von a,

(d. h. von dem gemeinisamen hochsten Koeffizienten der zu betrachtenden
Polynome) ist, so gilt fiir die Sylvestersche Resultante von ¢ (z) und g (z)

. _ R=0o9(8)0(&) . 9(&)
die Abschétzung

(20) |R|<as M".
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Daraus folgt aber, daB die nach unseren Voraussetzungen ganzwertige Zahl B
verschwinden muf, sobald » eine, nur von @, abhingige Grenze », iiber-
steigt. Daher kann das Polynom ¢ () seine simtlichen Nullstellen nur dann
in E* haben, wenn entweder sein Grad <, ist, oder fiir mindestens
eine seiner Nullstellen g(x) verschwindet; im letzteren Falle ist ¢(=z)
notwendigerweise ein Teiler von g(z).

Um aus diesen Ergebnissen zum Satze XI zu gelangen, beachte man
nu, daB jedes ganzzahlige Polynom

fz)=a,z" +az"" 14 ... +a, (a@p > 0)
mit dem hochsten Koeffizienten @, und mit lauter einfachen, in E*
liegenden Wurzeln entweder selbst ein irreduzibles Polynom, wie das oben
charakterisierte @ (z) ist, oder sich, wenn es reduzibel ist, als Produkt
aus solchen, voneinander verschiedenen Polynomen ¢ (x) darstellen laGt.
Da abver die Anzahl der ganzzahligen Polynome mit hochstem Koeffizienten
L a, und vom Grade < »,, deren simtliche Wurzeln in & * fallen, sowie
die Anzahl der Teiler von g(x) endlich ist, so muBl auch die Anzahl der
in Frage stehenden Polynome f(x) endlich ausfallen. W.z.b.w.

Indem wir erwihnen, daB auch der Satz XII, den wir im vorigen
Paragraphen nach der ,,Diskriminantenmethode* des Herrn Schur her-
geleitet haben, sich mit unserer oben angewandten , Resultantenmethodes
beweisen 1iBt, wollen wir mit Hilfe der letzteren Methode den Satz XI
erginzen fiir den speziellen Fall, wo der hochste Koeffizient @, =1 ist.

Sei B eine Punktmenge, wie in XI und g(z) irgendein Polynom,
dessen Existenz fiir den symmetrischen Kern E* von & aus dem Satz XIII
folgt. Ferner sei f(z) irgendein ganzzahliges Polynom der Gestalt

2" +az* '+ ... +a,,
mit lauter einfachen, in E* liegenden Wurzeln und ¢ (z) irgendein ganz-
zahliger irreduzibler Teiler von f(z). Dann gilt. nach (20) fiir die
Sylvestersche Resultante R der Polynome ¢ () und ¢ (x) die Abschitzung
. Bl <1,
also muf R verschwinden und ¢(2z) in g(z) aufgehen.

Wir haben somit folgendes bewiesen:

X1V, Ist E eine beliebige Punkimenge, wie in XI und g(z) irgend-
etn ganzzahliges micht-identisch verschwindendes Polyndm, dessen ab-
soluter Betrag auf dem symmetrischen Kerne E* von B dberall < 1 ist,
so muf jedes ganzzahlige Polynom mit hichstem Koeffizienten Eins
und mit lauter einfachen in K liegenden Nullstellen in g¢(x) aufgehen,

Budapest, den 17. Juli 1822.

(Eingegangen an 20. Juli 1922)



