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Einleitung. 

Die Ergebnisse der ersten Mitteilung 1) werden in diesem Teil versch~rfV 
mad erweitert, wobei besonders die Tendenz leitend ist, m6glichst weitgehende 
homotopieinvariante Aussagen iiber eine Abbildung ] zu erhalten2). 

Die ~'ixp,mlrtzahlenS) v~ der Fixpunktklassen warden in W. 1 lediglich 
als eine ungeordnete, endliche Menge ganzer ZaMen gewonnen. Zur Pr~- 
zisierung dieses ]~rgebnisses erscheint es notwendig, diese Zahlen als die Fix- 
punktzahlen ganz bestimmter ~'ixpunktldassen in einer invarianten Weise 
individuell zu benennen, indem man die l~ixpunkt]dassen deformations- 
invarianten GrSBen eineindeutig zuordnet. Dies gehngt nach Nielsen mit Hitfe 
clef ~'undamentalgruppe f '  yon ~ und eines durch ] induzierten Auto- 
morphismus H yon /~. 

Durch die stetige Abbildung ] yon ~ in sich wird eine Transformatio~ 
yon f '  in sich bekanntlich 4) nut his auf einen inneren Automorphismus fest- 
gelegt; einen bestimmten Automorphismus H erh~lt man, sobald man einen 
Punkt p yon ~ dutch eine Kurve E mit seinem Bildpun:kt l(P) = 19' verbinde~ 
und dadurch die Wegegruppen m}t den • p und p' eineindeutig 
aufeinander bezieht. H ist mit dem System {], E} deformationsinvariant 

1) Fix~nnktklassen. I. Math. Annalen 117 (1941), S. 659--671, zit. als W. 1. 
Dort finder sieh in w 1 die Erkl~rung tier haufig benutzten Bezeichnungen..Druct~/ehler- 

ber ivht~g zu W. 1: auf S. 663, Zeile 13 v.o.  lies 9~-- 2t-~9~ statt  ~ - - 2 r - ~ 9 ~ ;  
Zeile 16 v.o.  ties ,,obere" start ,,untere". -- Weitere Literatur: P. Alexandroff u. 
H. HOl~f, Topologie I. Berlin ]935 (zit. als AH.); J. 1~ielsen, Untersuchungen zur 
Tol~ologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~chen I. Aeta math. 50 (1927), S. 189--358 
(zit. als •.); K. Reidemeis~e~r, Automorl~hismen yon ]:~omotopiekettenringen. Math~ 
Annalen 1][2 (1936), S. 586--593 (zit. als R. I); K. Reidemeister, Topologie der Polyeder 
nnd kombinatorisehe Topologie der Koml~]exe. Leil~zig 1938 (zi~. als R. 2); A. Speiser, 
Die Theorie der Grupl~en yon endticher Ordnung, ~ Auft. Berlin 1937 (zit. als S.); 
H: Seffert und W. Thre~falI, L~hrbueh der Tolmtogie. Leil~zig 1934 (zit. als ST.). 

~) Vgl. den Vorbericht in W, l, S. 661. 
3) Der Ausdruck ,,~tx:pun~zahl" bedeutet in dieser Mitteilung stets die al~2ebrai~clu~ 

Fix~u~VzahL 
4) VgL ST., S. 155f., 176. 
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ver~niipft oder ist, wie man auch sagen kann, auf der Abbildungsklasse 
~m k/e/hen invariant. Die Gesamtheit der so dutch I erzeugbaren Auto- 
morpbismen, die sogenannte Automorphismen/amilie X1, ist dagegen eine 
homotopieinvariante Eigenschaft yon j (~ler eine Invariante yon ~ im grofle~ 
(w 1). Es erweist sich weiterhin als z w e c ~ i g ,  im kleinen inva~iante Eigen- 
scha~en zu untersuchen uncl hieraus sparer die angestrebten Invarianten im 
grol~en abzuleiten. 

Die dutch H in/~ erzeugten H-Klassen V H entsprechen bei geeigneter 
Definition eineindeutig den s~mtlichen FixpunLc~klassen bei t, und dieser 
Sachverhalt bteibt bei Deformation von {i, ~} bestehen (w 2). Durch Kom- 
bination 4er p~ mit den zugehSrigen Fixpu~lctzahlen v~ wird so ein defonna- 
tionsinvarianter Ausdruck Ro erhalten, der mehr als die Gesamtheit der ~,~ 
beinha]tet. 

Fiir die folgenden Untersuchungen wird als neues Hiffsmittel die universellv 
[/berlager~ng ~ yon ~ eingefiihrt (w 3), auf die die ursprfingliche Nielsensche 
Definition der Fixpunktklassen (N., S. 289) wesentlich Bezug nimmt, die 
jedoch in w 1 und 2 sowie in Teil I und III nicht benutzt wird. Hierdureh 
w~rr ein tieferes Yerst~ndnis des Volangegangenen vermittelt; z.B." wit& 
erkennbar, Cla~ die Deformation des Systems (t, (~} nichts ancleres bedeutet 
als die gleichzeitige Deformation yon t(x) und einer darfiberliegenden stetigen 

Abbildung F(X) yon ~ in sich; eine :Fixpunktklasse bei/(x) erscheint als die 
Punktmenge, fiber der die bei einer • F (X) auftretenden F i x p ~  

liegen. Gleichzeitig wird durch die Einfiihrung yon ~ die Briicke geschlagea 
zu einer Methode der kombinatorischen Topologie, die an den Begriff de~ 
universellen l~berlagenmgskomplexes as~lvafipft und zur Zeit nicht dure]~ 
~iquivalente stetigkeitstopologische Veffahren ersetzbar ist, n~mtich zur 
Theorie des HomotoFieketten~inges eines Komplexes K. 

Eine simpliziale Abbildung yon ~ in sich bestimmt eine Transformation 
der gewShnlichen Kettengruppen eines Komplexes K in sieh. Eine dariiber- 

liegende Abbildung des universeUen ~erlagexungskomplexes K in sich 

t~ansformiert die Ketten yon K odex Homotopieketten vonKin sich, und zwar 
vermSge ihrer Herkunft in spezieller Weise. Es entsteht so ein Automorphis- 
mus T des Homotopiekettendages (Reidemeister, R. 1), der also das kom- 
binatorisehe ~quivalent einex bestimmten iiber / liegenden Selbstabbfldung. 

yon ~ (entsprechend einem Sys~m {t, (!:}) darsteUt. 

Die aus-den Matrlzen yon T yon Reklemeis~r gewonnene S~ure~- 
invariante R wix4 nun in w 4 ats mit der fiir die ~ laliziale Abbildung ge- 
bildeten GrSBe Ro "/de~/svh nachgewiesen. Es is~ ~amit gezeigt, wie a i c h / ~  
aus einer geeigneten SimpIiziatappro~mation yon ] b ~ h n ~  l ~ ,  
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Aus R0 Iassen sich alle Fixpun~zaMen vk, daher auch die Lefschetzsche 
Zahl A = ~'v~ und die ZaM # tier wesentfichen Fixpunlrtldassen ablesen. 

Hierdurch ist eine verbesserte untere Schranke f'fir die Fixpun~mindestzatd m 
gewonnen, denn nach W. 1 gilt ja m ~ #, w~hrend aus der Kenntnis yon A 
4edigtich im Falle A ~= 0 die Absch~tzung m > I fotgt. Wie in Tell I II  gezeigt 
werden wird, gilt unter den dortigen Voraussetzungen m = #; die aus der 
Homotopietheorie hergeleitete Invarianzaussage versch/~rft also das Ergebni~ 
der Homologietheorie wesentlich, indem sie die ge~a~e untere Schranke der 
geometrischen FixpunktzaM liefert. 

In w 5 wird dutch Beriieksiehtigung des Einflusses der speziell gew~htten 
Kurve E auf H und Ro ein im groSen homotopieinvarianter • Z2 
gewonnen, der die bisher erw~hnten Invarianten mnfaSt. 

Schon nach der Definition tier dutch einen Deformationsweg geleisteten 
Zuordnung zwischen den Fixpunkttdassen homotoper Abbildungen (W. 1, 
S. 669) lag die Frage nahe, ob and unter welchen Bedingangen diese Zu- 
ordnung vom Wege unabh~iagig sei; doch erfordert ein genaueres Eingehen 
auf sie die in den vorigen Paragraphen entwiekelten formalen Hiffsmitteh 
~Ein Beiapiel in w 6 zeigt, da$ die Zuordnung yore Deformationswege wesentlich 
abh~ngen ka.nn ; es kSnnen also dutch geschlossene Wege auf ~ Permutationen 
unter den Fixpunktklassen bei / erzeugt werden. Daffir, alas dies nicht eintritt, 
wird eine hinreichende Bedingung angegeben, die in wichtigen F/illen erf'tillt ist. 

Bei den erw/~hnten geschlossenen Deformationswegen {/~} besehreibt jeder 
Bildpun~ /~(p) eines festen Punktes p ebenfalls gescMossene Wege; die 
durch sie bestimmte Untergruppe g3 y o n / ' ,  die deformationsinvariant mit 
{], E} verkniipft ist, bestimmt die auftretenden Permutationen (w 7). _A_us Z2 
wird durch Hinzunahme yon g3 eine erweiterte Invariante Xs gewonnen. 

In w 8 werden zur Veranschaulichung der Begriffe die Invarianten f'fir die - 
Abbildungen des Kremes in sich berechnet. 

w 

Die durch AbWddungen yon $ erzeugten Automorphismen yon I'. 

Es sei p ein Punkt des Polyeders ~.  Die in ~i~ beginnenden gescMoa~enen 
Kmm~en ~ -- homotope Kurven ats nieht versetfi-eden gereehnet -- bitden 
bekanntlichS) die Wegegruf, pe oder Fundame~algruppe F yon ~. Die Klasse 
<ter zu ~8 homotopen Wege bezeietmen wit mit [~8], im iibrigen die Elemente 
y o n / "  mit ~ fi, .~ .% Nicht notwendig geschlossene Kurven werden mit 
hezeicbnet. Aueh fiir sie ist (bei ~es~haItung tier Endpunk~, vgl. W. i, 

s) Zur Theori~ der l~andament~Igrupl~e vgL ST., Kap. VII,. 
6)~ C~chw~n%e trjammern { }, die bei ST. W e g e ~ n  bezeichnen, benutzen v~r 

ff~r M~,~en ~lgemeh-~r ~Art. 
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S. 665) eine Homotopie uad die Bikhmg yon Klassen [~] erldart, l~iir das 
formale Reehnen mit diesen K!assen bestehe~ einfache RegelnZ), die wit im 
folgeaden stillschweigend bemiitzen. Die Klasse der in einem Punk~ q be- 
ginnenden geschlossenen und zusammenziehbaren Wege bezeichnen wit 
mit [q]. 

](x) -- x' sei eine stetige Selbstabbildung yon ~ uncl Fp die Wegegruppe 
yon ~ rMt dem Augl)UnlCt p. ~Nach den ~berlegungen in ST. (Schlul~ yon 
w 42) wi~4 clutch ] eine homomorphe Abbildung s) yon l"p in /'p, erzeugt. 
Da Fp und/ 'p ,  isomorph sind, kann man yon einem Autohomomorphismus 
(wit sagen kurz Automorphismus) H yon ~ sprechen, sobald rp  und Z'~, dutch 
eine-con p nach p' verlaufende Kutve @ eineindeutig atffeinan4er bezogen 
sind. Ms Automorphismus yon Fp ]~l~t sich H definieren clutch 

= 

wenn ~ ein geschlossener in 9 beginnender Weg and f (~ )  sein Bild ist. 
H ist also dutch / und r eindeutig festgelegt und/indert sich auch nicht (ST., 
w 50), wenn wit [, r und p ein~ln oder gleichzeitig deformieren, wenn wit nut 
dafiir sorgen, dab stets zwischen p and seinem Bi]dpunkt Verbindang gehalten 
wird. Wit sagen also, dab H dem System {], ~} de[ormationsi~var~ant zugeordnet 
ist. Allgemeiner kann man sagen: Wenn clef Abbildung / (dttrch zus~tzliche 
Angaben) ein bestimmter Automorphismus H yon/1  zugeordnet ist, so ls 
sich diese Zuorchaungsvorschrift stets aug benachbarte Abbildungen g aus- 
dehnen, und der Automorphismus ist daher auf der Abbildungsklasse t im 
lcleinen invariant. 

Schreibt man ~ nieht vor, so ist die Transformation yon N nut bis auf 
einen inneren .kutomorphismus T r bestimmt (ST., w 42); genauer: ersetzt, 
man E dutch E.2 mit [E2] = y [~'], so erhglt man start (1) 

= r ( H  = 

mit T ~  =: y~y-x, H ist also dutch T~H ersetzt. Die Gesamtheit 

derso erh~liehen Automorphismen nenne,u wit eine Auto~norp.~smen/a~ilie~). 
Jeder Automorphismus aus Z~ kann dutch jecle Abbildung aus ~ erzeugt 
werden, X~ ist demnach au] ~ im groflen invariant o(ter ist eine Homotofie- 
invariante der Abbfldungen.' 

7) Die [~] bilden ein Gru/rpo/d nach H. Brandt, ~ber eine Verullgemeinerung des 
Grugl~nbegriffes. Math. ~mn~ten 96 (1927), S. 360--366; ~gl, a~ch ~ ,  S, 4ff. 

s) Vgl. ~ ,  w 9. - Start ,,mehrstufig isomorph" sagen wir stets , ~ h " ,  
o) Dieser Wortsinn ist welter a/s bei !~iel~en (I~L, S. 244), tier mtr Auto/~omotphis- 

men betra~htet. 
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Bei spezietler Gestalt yon ~ erweist sich Z'I als so gehaltvolle :Eigenschaf~ 
yon l, dal~ 1 dutch Xx sehon vSUig festgelegt wi~cllO) und alle weiteren Aussagen 
iiber ~ aus Xx folgen; allgemein ist dies je~och n~cht der FaU. 

w 

Zuordnung zwisehen FixlmnktM~sen mid H-Klassen. 

tiaben r, J und E die obige Bedeutung, so kann man jedem Fixpunkt ~r 
bei j gewisse Elemente ~ ~ / '  zuordnen, indem man eine Kurve E1 von p 
nach q wi~htt und 
(3) ~ = [~/(~1)~-~3 
bildet (Fig. 1). 3edem Fixpvn~ entspricht also eine nicht ]eere Menge yon 
Grappendementen ~, und jedem ~ ~./ '  eine (vielleicht leere) Menge yon 

Fixpunkten. 
Bezeichnet man nach Reidemeister (R. 1, S. 589) 

zwei Elemente ~,/~ E/1 als konjug~rt beziiglich H, wenn 

�9 ,~ ~ . 2 : "  (4) /~ = (H7)~ 7-~ 

mit passendem 7 E F ist, so erhglt man eine Ein~i- 
p lung yon / '  in Klassen konjugierter Elemente, kqlrz 

Fig. 1. H-Khtssen11). 
t I i l f ssa tz .  Die angege~zne Vorsch~ift (3) ordnet 

jedem Fixpunkt genau eine 9anze H-Klasse, jedem Gmppenelement entweder 
nichts oder eine ganze Fixp'unktklasse zu. Diese Zuordnung bleibt be4 De/or- 
matio~ yon {], ~} bestehe~, soweit die Fixpunktklasse~ erhalten bleiben. Dutch 
l~tormation l~flt sich erreichen, daft dnem vorgeschriebene~ Gruppenelement 
eine Fixpunktklasse zugeardnet wird. 

Beweis.  Wit ersetzen in (3) E1 4urch einen beliebigen Weg yon p nach q. 
ffeder solche Weg kann dutch homotope Deformation, die bier offenbar 
belanglos ist, in die Form ~BE1 gebracht werden, und [~B] = y kann hierbeL 
jedes Element aus/"  sein. Mit *:~BE1 start q:l erh~lt man nun nach (3) und (1). 
start ~ ein :Element 

,e = [~: I ( ~ )  t ( ~ : ~ ) ~ 7 ~ - q  = [~ 1(~) r  [r t(r ~7  ~] [ ~ - q  
= (H [~])~ [ ~ - q  = (~;,)~7-~. 

Dieser Ausdruek durE~iiuft in der Tat nach (4-) eine//:Klasse. -- Siad q~ 
mad q~ l ~ n n ! c t ~  yon gleieher Fixp!mktk!~sse, so sei die Kurve E0 yon q~ 

~o} ~q., w 22, 27. ~ielsen benu~rt~ diesen Umstand zur Definition der Abbildungs- 
klasse. 

1t) Nach !Wmtsen (N., S. 260) heitler~ in diesem Falle r  ~ mad fl-~ isogred~nt; an 
tier Stdlo der HJ~hx~en stehen dort die taoyredienzkMasen. 
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naeh q~ gew~hlt mit [ff~o] = [j(~f~o)]. Man erh~ilt dann nach (3) fiir q~ und qe 
<lasselbe Element ~, sobald man yon ~0 nach q irgendeinen Weg Q und yon p 
naeh qe den Weg lee = ~lEo wKhlt (Fig. 2). Sind umgekehrt q~ und q2 zwei 
~Fixpunkte bei ], denen dasselbe Element 

~ugeordnet ist, so folgt sofort 

[ /( le~)~7 ~] = [/(le~)%- 1], 

und ql un4 q~ miissen der gleiehen Fixp, mktklasse angehSren, da der Weg 
.IeFlle~ yon ql naeh q~ fiihrt (Fig. 3). 

% 
r 

2 p 

H 

P 
Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 

Sind dutch einen Deformationsweg zwei Fixpunktklassen verschiedener 
Abbitdungen einander zugeordnet (W. 1, w 3), so ist zu zeigen, dal~ ihnen 
dieselbe H-K!asse zukommt. Es sei also {]~ (0 < ~ <= 1)} ein Deformations- 
weg yon / = fo nach [1, essei welter ]o (qo) ---qo,/1 (ql) = ql, tee ~ {q~ (0 =< z =< 1)},. 

~2 = {L(q~)(o =< �9 =< 1)}, 

(5) {r = {le~}. 

Wit schreiben fo(x) --  x ' , / l (x)  = x", entsprechend sei ~:~ ff_~' e r ~  (Fig. 4). 
E1 = {p~(0 =< ~ ~ l)} sei ein Weg yon 19 nach qo, Ea = {]~(~0) (0 ~ �9 <-- 1)}. 
Als Weg yon p nach gl w~ihlen wit EzE2 und haben nun zu zeigen, dab die 
beiden Wegektassen 

beziiglieh H konjugiert sind; wit werden sogar fmclen, dal~ beide Klassen 
identiseh sind. 

Dutch die stetige K t a ' v e ~ h a r  

~* = {/~(p~) (o _<_ ~ =< I); &+~_~, (q~) (o ~_ ~ =< ~)} (0 =< a ~_ i) 
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N ! 
wird E* = E~E.z in 

= {L (vO (o < ~ __< 1); i,(~,) (o < ~ =< ~)} 

deformiert, es ist also nach (5) 

( 7 )  = = [ r  

Welter wird die Kurve  E~, die sich auch als 

-ff -Z 

sohreiben l~i~t, clutch 

/ x + , ( p ~ + , ) ( 0 < v <  1); 1~(~,) ( 0 <  v <  1)} 
2 2 

~ --- { I ~  (~92--o)(0 ~ T ~ 1); ] l _ _ ( l _ ~ ) ~ ( p l  1--~ )(0 ~ T ~ 1); 

/~(q~)(O ~= T, <1)}  (1 ~ a ~ 2) 

stetig iibeffiiln~ in 

�9 * = {L@o) (0 =< ~ = 1); i~(~,) C0 =< T ~ 1 ) ; / ~ ( ~ )  (0 =< ~ =< 1)} 
= 

also folgt nach (7) 
[ r  " " " " 

und damit  die Iclent i~t  der .kusdriicke (6). --  
Zum Beweise cler drit ten Behauptung nehmen wir {], ~} sowie ein Elemen~ 

? e / '  als gegeben an  und haben nun einen solchen bei ] = ]0 beginnenden 
Deformationsweg {/~ (0 < z < 1)} anzugeben, da$ einem bei ]~ auftretenden 
F ixpunkt  das Element  ~, zugeordnet wird. ff~o = {p~ (0 < v =< 1)} sei ein 
Weg yon ](p) nach ~o, so dab [EE0] = ~' ist. Den Deformat~onsweg w~hlen 
wit so, dal~ 
(8) l , (v )  = v~ (o < .  <= 1) 

is~; die Existenz werden wit sogleich zeigen, p ist dann Fixpunkt bei ]~. Ats 
Weg yon ? n a c h  Ix @) (6: in Formel (3)) haben wit EEo zu verwenden; den 
Weg E~ in (3) unterdriicken wit, da der Fixp-nlct mit ~ zusammenf~ll~. Darm 
wircl nach (3) in der Ta~ ~ = [r =: 7- - U m  die Exis~enz yon {/t} einzu- 
sehen, fiihren wi_r in einer geeigneten Umgebung yon p , ,Polarkoordinaten" r, 
ein~);  u(r,  q) sei fiir 0 < r < 2 e tier Punk t  mit  den Polarkoordinaten r 

~) Es sei eine Zerlegung K yon ~3 gew~htt, bei der pals  Ecke auftritt; der offene 
Simptexstera Ok(~) (vgt. AIt., S. 131) enthalte alle x E ~ mit e(x, ~) ~ 2 s. Setzt 
man den Abs'~nd ~(x, p~ = r (x) und ve, rsteht mater ~(x) fiir r(x) ~ 2 e den Pmlk~; 
des Begrenzungskomplexes B~(p) (nach AIt., S. 131; des ,,Ringes um p" nach 1~. 2, 
S. 50}, i~ den z yon p aus 1)rojiziert - wird, so sind r(x) mad ~(x) als Polarkoordinaten 
yon ~ v e r w ~ .  
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und iP; er &archfegt die 2 e-Umgebung yon p. 
r = r (x ) ,  r = 

[ P~_" 
$ 

Dann sei fOx 0 =< T ~= 1 (mit. 

fox O=<r =<~,, 

f ~  ~ =<r =< e, 

fiir ~ r ~ 2 ~ ,  

sonst fiir x E ~. 

Die Stetigkeit in ~ und x sowie die Beding~ngen (8) und ]o = ] sind leicht zu 
verifizieren. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Da die Zabl der Fixpu~lctkl~ssen stets endlich ist (W. t, Satz 1), die Zahl 
der H-Klassen p~, ps,~ . . .  jedoch unendlich sein kann (hieffiir sind sehr Ieicht 
Beispiele zu bilden), gibt es im allgemeinen H-Klassen ohne zugeordnete 
Fixpunktklassen. Eine einer H-Klasse pff zugeordnete Fixpunktklasse ~ 
kann bei Deformation der Abbildung verschwinden und wieder auftauchen; 
da sie abet dutch die H-Klasse pff individuell kenntgch ist, ist es gerecht- 
fertigt, stets yon der zu pff gehSrigen Fixpunktldasse ~k zu sprechen, indem 
man f~ als leer bezeichnet, wenn keine Fixpunkte pff zugeordnet sin& Zufolge 
der Ietzten Behauptung des Hilfssatzes kommt dann bei jeder Abbildung aus 
jeder H-Klasse eine Fixpunlctklasse zu. 5ede leere Fixpunktklasse soil dutch 
Definition die Fixpun~ctzahI 0 erhalten. Diese erweiterte Definition der Fix- 
punktklassen ermSglicht es, die S~tze 2 und 3 aus W. 1 in verschgffter Form 
auszusprechen, und wit gewinnen zusammenfassend foIgendes Ergebnis" 

Satz  1. Nach Wahl yon ] u ~  ~ besteht zu]olge (3) e/~e eineindeutige und 
de/ormationsinvariante Zuardnung zwischen den H-Klassen und den _Fixpun~t- 
ldassen. Die algeb~aischen Fixpunktzahlen atler Fixpunktklassen sind de-. 
]ormationsinvariant. Bei jeder Abbildung sind are Fixs his au] 
endlich viele leer, abet lce~e Fixpunktklasse ble4bt bei De]ormation der AbbiIdung 
bestgndig leer. 

~Nach Satz 1 erscheinen die FixpunktzaMen v~ mittelbar den H-Klassen pff 
zugeordnet. Man kann in vektorieLler Sc]~reibweise ~a) 

(9) R0 -- Z v~pff 
k 

die H-Klassen mit den zugeordneten Fixpunktzahlen zusammenfassen. In 
der Kombination 
(10) { B ,  Ro} 

sind alle yon uns abgeteiteten deformationsinvarianten Eigensclmften von. 
{/, E} enthalten. 

~) Die a~td~ive Aufrfasstmg wird Sl~ter (w 4~) gereehtfertigt we~den. 
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w 

Eine andere Definition der Fixpnn~klassen. 

Die yon Nielsen bevorzugte geometrische Deutung der (yon ibm rein 
ulgebraisch einge~tibr~en) ~Lxpunktklassen ist nicht die yon uns angegebene. 
Wit benStigen sie jetzt, um die Identit~t yon Ro mit der Reidemeisterschen 
Spareninvarianten nachzuweisen (w 4), und fiihren dazu die universelte [)ber- 

/oaeru  v o n  e in .  

Wit definieren in fibhcher Weise 14) ~ Ms die Gesamtheit der Klassen in p 
beginnender Weye in ~3, wo p wie bisher ein lest gew~tflter Punkt yon ~ ist15). 

A.ls Punkte von !13 bezeiclmen wit jene Wegeklassen aueh mit P, Q, X, Y , . . .  ; 

insbesondere sei [ p ] - - P .  Die Abh~ngigkeit der ~-berlagerung ~ - - i l 3  ~ 

yon p ist nur eine scheinbare, da die Klassen von ~q aus denen yon ~3p ge- 
wonuen werden kSmaen dutch eine triviale Linksmultiphkation, die aUe 

wichtigen Eigenschaften yon ~ erhiilt. 
Es sei q e !13, ff-~ ein Weg yon p nach q; wit setzen [ff~0] = Q. Jeder solche 

Punlrt yon ~ erlaubt eine Multiphka~ion von links mit Elementen aus F:  

= 

wenn ~ ~ [~13] ist. /~ ist somit gleichzeitig eine Gruppe yon Selbstabbildungen 

(Decktransjormationen) von ~.  Die Punkte ~ Q mit ~ ~ F hei~]en die//bet q 

I/egenden Punkte yon ill Topologische und metrische Eigenschaften yon 

lazsen sieh auf !13 fibertragen, z. B. dutch die Fest~etzung, cla/~ als Entfernung 

~'(Q1, Qs) zweier Punkte yon ~3 die untere Grenze der Durcbmesser aller 

Wege ~ mit Q1 [~!TJ --- Qe gelten soil ~ wird hierdureh zu einem metrisehen 
Raum. Die Decktransformationen sind stetig, isometrisch und fixpunlctfrei. 

Dutch die F~mktion 

~(Q) = q ,  

die jedem Punkt Q = [E] den Endpunk~ q der Wege (g zuordmet, wird !l~ 
stetig and im kleinen topologisch auf !t3 abgebfldet. Dutch ihre Umkehrtmg ~b-1 

wixd jedem Wege 1~ in !t3 eindeutig ein iiber (~ liegender Weg (~ in ~ zugeordnet, 
sobal4 dessen hnfangspuzflct aus den fiber dem AnfangslJunkt yon ~ tiegenden 
Pnnkten gewhhlt ist. Hierdu~eh wird es auch mSglich, jede Simplizialzerlegun~ 

yon $ naeh $ du~ehzaxdrticken; !l~ ist, wie man alsbald erkennt, homSomorph 

t4) Vgl. H:Weyl,  Die Idee der Riemannschen Fl~che. LeAlyzig 1913. S. 51. 
B.  v. Ker~kj~xt6, Vorlesungen iiber Tol~o/ogie I. Berlin 1923. S. 176. 

1~) DaB die ~ n  geschlossener Wege aus p gleichzeitig Gruppenelemente sind, 
nieht z u  Mi~verst~dnissen Arda~ gebem 
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zu einem lokal-endliehen Polyeder 16) von gleicher DimensionszaM ~ie !13, 
ist also ein ,,Komplex"lr). Ein einbettender euk]idischer Raum wird dutch 
diese Konstruktion nicht geliefert. 

Ist eine stetige kbbildung [(x) yon if3 in sich gegeben und ein Punk:t 
P '  -- [E] fiber ](p) gew~h]t, so gibt es genau eine stetige Selbstabbildung 

s  yon ~3, so dag 
(11) F(P) =-= P" 

ist und aus F ( X ) =  Y stets ](q)(X))= ~b(y) folgt. (Die Konstruktion 
yon F effolgt wieder mittels tier Funl~ion qr-L) Man sagt, 4aft F(X) eine 

fiber ](x) liegende Selbstabbildung yon !!3 ist; die s~mtlichen fiber ] liegenden 
derarfigen Abbildungen sind die ]~'unktionen ~ F (X) re_it a ~ F. Es zeigt sich, 
dal~ mit tier oben getroffenen Wahl yon E gerade eine bestimmte unter den' 
fiber / liegenden Abbildungen festgelegt ist. 

An Hand der ~-berlegungen yon w 1 ersieht man, dal~ fiir a ~ F 

F(aP) = (Hcz)F(P) 

ist, wenn (11) vorausgesetzt ist; da F((zX) fiber [(x) llegt, fol~ allgemein 

(12) P ( ~ x )  = (H~)Y(X).  

Ist q Fixpunkt bei [(x) und liegt Q fiber q, so mu~ mit passendem ~ ~ / '  

03) e(Q) = ~ Q  

sein; ~ hat den in (3) angegebenen Wen, denn aus F([p]) = [~] folgt nach 
Fig. 1 aus Stetigkeitsgrfinden 

F([r = [r162 = [~/(r162 [~3 = ~[~3. 

Die dutch (13) erkl~rte Zuordnung zwischen Fixpunkten und Gruppen- 
elementen ist also die uns bekannte. Zufolge (13) liegt fiber q ein Fixpunkt 
bei der Abbildung a-iF(X). Ist ql ein Fixpunkt der gleiehen Klasse wie q, 
ist also etwa 

F(Q1) =- (H?)o:7-1Qx, 
so fol~ nach (12) 

F ( y - I Q 1 )  = ~ ( y - l Q i ) ,  

d. h. aueh fiber ql liegt ein Fixpunkr (n~imlieh 7-~Q1) bei derselben Abbfldung. 
DaB umgekehr~ ieder ~xp~.la bei ~-~Y fiber einem Fixpunkt bei [ aus der 
genannten Fixpunktklasse l iegt, ist nach dem Gesagten ldar. So ergibt sieh 
der Satz18):///egen//bet ](x) die Eunlaionen ~z-tF(X) (~ 6 1") mit den F~x- 

16) Vgl. AH., S. 129 and 149. 
17) Im Sinrte voa ST., S. 42. 
is) N., Satz 13. " 

M ~ h e  lnnalen. 118. 
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bei /(x) (tar. 
Es ist f~ = [~, wenn a and fl bezfiglich H konjugiert sind. -- Der eben 

ausgesprochene Satz liefert die angek:dndigte Definition der Fixpunlctldassen, 

die sich rein geometrisch formuIieren l~Bt, sobald die universelle Uberlagerung 

und die fiber ] liegenden Selbstabbildungen yon ~ eingeffihrt sind. 

w 

Die Reidemeistersche Spureninvariante. 

Zur praktischen Berechnung der Fixpunktzabten ]~afipfen wir an fri~ere 
lJ-berlegungen an. A-us W. 1, S. 663 und AH., S. 528, 538, 542 entnehmen wir 
folgenden t{ilf~atz: Es sei K1 eine Unterteilu~j tier Zerlegusg K yon ?~, g (x) 
eine simpliziale Abbildung yon K1 is K mit nut Grund-Eixsim~lexen und 
g(d) der yon g(x) in d~r r-dimensionalen Ketteny~uppe ~ (K1) induzie~te Auto- 
homomo~phismus. Jedes Fixsimplex a~. bei g(d) enthglt genau einen Fixpunkt 
bei g(x); ist j seis Index, so ist 

(14) g( . r )  = X  ha;, = j .  

Abbildunges g(~) der bezeichneten Art lieges iiberali dicht is  jed~ Abbildungs- 
Hasse. 

Diese Tatsachen, die in derselben Gruppierung zum Beweis des Fix- 
punlctsatzes verwenclet warden, kombinieren wir mit dem im vorigen Para- 
graphen ausgesprochenen Satze. 

K1, tier universelle TLTberlagerungskomplex 19) yon K1, steUt eine Zer- 

legang yon ~ dar, uad eine fiber g(x) liegende Abbildung G(X) ist eine Simpii- 

zialabbildung, die eine Transformation /'(~) der Ketten yon K1 iaduziert. 
T ist ein Aut~morphismus des zu K1 gehSrigen Homotopiekettearinges ~~ im 
Sinne yon R. 1. Die Abbildung xG(X) (~ E I') induziert den Automorphismus 

xT(~). Die Zellen y o n / g l  bezeichnen wit mit ~a~ (), E T') und scbxeiben 
fiir l a~ wieder a~. Ist etwa 

(14") r @ )  = X 

g(q) =- q, q E a~ Q fiber q, ~ - I G ( Q ) -  Q, so ist thts iiber a~ liegende, Q ent- 

hakou~ Simplex ~- l o~ von Ki  Fix~impIex bei a -1 T, uncl die K e t ~ a  -1T(~,-la ~) 
m ~  nach (14) dab Glied 

~9) VgL ST., S. 194; R. 2, S. 182. 
~) Zur I)efinition der Homotopieketten vgl. auch R. 2, w 17-5. 
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enthalten. Wegen 

[vgl. (11) und R. 1, (2)] und (14') ist abet 

k 

also j7  -1 = ~-1(H7)-1 t~,, 
tL = j(ttr) r -1. 

]~s ist also t~, der Index des betreffenden ~'ixpunktes, multipliziert mit einem 
Element der zugeh5rigen H-Klasse. Versteht man flit y ~ / '  unter ]Y] die y 
enthaltende H-Klasse p~ trod setzt fiir Gruppenfingelemente 21) t = ~ ni t  , 

i 

i i 

so steUt die Reidemeistersche Spureninvariante ~) 

= i~rt "l  =-~.  ' H (15) R(2') I f  (-- . . ,  

genau das System der H-Klassen, jede mit der zugehSrigen Fixpunktzahl 
versehen, also den Ausdruck (9) aus w 2 dar. Wit kSnnen demnach folgendes 
feststeUen: 

Satz  2. t~s sei K eine Zerlegung van ~ und K1 ei~e Unterteilung yon K; 
g(x) sei eine Simplizialabbildung vo~ K1 i~ K mit nut Grand-Fixsimplexen, 
g(r der dadureh erzeugte Automorphismus der Ketten yon K1. Bezeichnet Ro 
naeh (9) das System der Fixpunktklassen bd g(x), so liegt iiber g (c) ein Auto- 
morphismus T des Homotopiekettenringes vvn K1 mit 

(16) R(T)  = Ro. 

Koro l l a r  1. Die Invariante R o einer Abbildung [ laflt sich berechne~, 
indem man /iir eine Sim~lizialapproximation g(x) nach Satz 2 die Spurerc- 
invariante R(T)  bildet; es gilt (16). 

Koro l l a r  2. Sind T1 und Te Automorphismen desselben Homotopie- 
kette~ringes, die iiber homotopen Simplizialabbildungen der in Satz 2 bezeichneten 
Art liegen, so ist mit passendem Y E I" 

R(T2) = yR(T~). 

In Korollar 1 wird yon dem Umstand Gebrauch gemacht, da]~ die Simpli- 
zialapproximation g(x) dutch eine k/e/he Deformation aus ](x) hervorgeht; 
es ist daratff zu achten, dal~ der richtige, d. h. dem System {], ~} entsprechende 
Automorphismus T genommen wird. -- In Korollar 2 mu_6te beriicksichtig~ 
werden, dal~ T dutch die Abbildung des Grundkomplexes nut bis a ~  eine~ 

~a) Der l)bergang yon t zu  [t} im Gruplaenring ist eine Restklaasenbildnng na~l~ 
der (a~lditiven) Untergruppe der t o mit  lto[ = O, 

~ )  In R. 1 mit  Is[ bezeichnet.  

15 * 



228 l~. Wecken. 

inneren Automorphismus und R daher nur bis auf einen links stehenden 
Faktor aus / '  bestim~t ist (1~. 1, S. 592). 

Die Frage, ob (16) stets gilt, sobald fiir r Abbildung beide Seiten Sinn 
haben, kann hier fibergangen werden, da bereits die in Satz 2 zugelassenen 
Abbil4ungen in ~ fiberall dicht liegen. Die Identit~t (16) kann deshalb nicht 
in gleicher A]lgemeinheit wie diejenige z~isehen der Lefschetz-ttopfschen 
Spureninvarianten A und der FixpunktgesamtzaM ausgesprochen werden, 
well R ztrr Zeit nicht als stetigkeitstopologisehe GrSi~e definiert werden kann. 
A dagegen fieB sich dutch Homologiegruppen ausdrficken und war deshalb 
schon unabh/ingig vom Fixpunktsatz deformationsinvariant. 

w 

Invariante Formulierung des Ergebnisses. 

Aus der in w 2, (10) gewonnenen yon {], q:} abh~ngigen deformations- 
invarianten GrSge haben wit nun eine yon E unabh~ngige ttomotopieinvariante 
abzuleiten. Es w/~re unzweckm/i~ig gewesen, von vornherein nur mit In- 
varianten im grogen zu arbeiten, da die Ubersichtfiehkeit der Ausdrficke und 
die Durchsichtigkeit der Methode hiertmter gelitten h~tten. 

Wit wissen aus w 1 : bei Ersatz yon [El durch ~, [E] geht H in T r H fiber ea). 
Aus (3) entnJmmt man, dab dann die den FixTunkten zugeordneten. Gruppen- 
elemente alle links den Faktor ~, erhalten, gede H-Klasse ist also zu ersetzen 
dutch die entsprechende T 7 H-Klasse 

tier dieselbe Fixpunlctklasse, also auch die gleiche Fixpunktzahl zugeordnet 
ist. Der Ausdruck Ro (l%rmel (9)) geht fiber in • v u WPk = ~,Ro. 

/r 

Satz  3. Es sei ~ eine Klasse vo~ Abbildu~en des Polyeders ~ in sich, 
I ~ die Wegegru?pe yon ~ mit dem Aufpun~t p. Wghlt man vine Abbildung ] 
aus ~ u~d einen Weg ~ yon ? ~uwh ](p) und bildet nachw 2 H und Ro, so ist 

(17) = (v e r ) }  

vine yon / u n d  ~ waabh~ngige Inval~ante. 

Der Ausdruck (17) soU die Menge aller t)aare {T v H, ~, Ro} bezeichnen, die 
erhalten wird, wenn man ~, ganz I '  durchlaufen l ~ t .  -- Der Beweis wurde 
soeben erbraeht. 

Die Tatsac-he, dab t~ eine Automorpbismenfamil/e X1 invariant zugeordnet 
ist, ist in Satz 3 als Teilaussage enthatten. Desgleichen lassen sich aus (17), 

~) Im lealle mehrstufiger Automorphismen ist der Ausdruck Tr H allgemeiner 
als HT~ =- THe, H; vgl. R. 1, S. 592. 
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ja schon aus dem Ausdruck Ro (FormeI (9)), die Fixpun_ktzahlen v~ ablesen; 
etwa nach nicht wachsenden Absolutbetr/igen geordnet und bei gleichem 
Betrag die positiven den negativen Zahlen vorangestellt, bilden sie eine wohl- 
bestimmte ~ invariant zugeordnete Folge ~on Zahlen 

(18) v l ,  s2 ,  . . . ,  v~ ( f l i t  ~ < r b z w .  vx, v2, . . .  ( f a r  v = zo).  

Hier ist v die durch Fund  H oder {T~ H (9' E -P)} festgelegte Zahl der'H-Klassen. 
Es ist v~ = 0 f'~r k > ,u, falls v > #; vk ~ 0 fiir k g #. Die ZaMenfolge 
v x , . . . ,  vs war freilich bereits dutch W. 1 als Invariante der Abbildungsklasse 
erkannt, doch enth/ilt (17) natiirlich mehr als dies. Dutch (18) ist auch die 

t t  ~' 

Gesamtzahl tier Fixpunkte, die Lefschetzsche Zaht A =- ~" v~ -= ~Y" v~ aus- 
k ~ l  k ~ - i  

driickba~. Aus der Zahtenfolge (18) ist ferner zu ersehen, wieviel unwesent- 
liche Fixpunktldassen bei einer Abbildung aus ~ auftreten kSnnen; denn aus 
dem Beweis des ietzten Teiles des Hflfssatzes, in dem eine leere Fixpunktk_lasse 
,,sichtbar gemacht" wird, liest man ab, dab jenes Veffahren gleichzeitig fii~ 
beliebig (endlich) viele Fixpunktklassen durchfiihrbar ist, da es nur eine Ab- 
~nder~mg auf einem beliebig ldeinen Teilbereich an beliebiger Stelle efforder~. 
Es folgt: Im Falle ~ < r162 gibt es m a x i m a l  v - -  # unwesent l iche Fixpunktldassen, 
im Fallev ---- o~ enth~it f Abbildungen mit beliebig vielen Fixpunktklassen. 
In w 8 werden hieffiir Beispiele gegeben. 

w 

Zuordnung zwischen FixpunktMassen verschiedener Abbildungen im groflen. 

~ach W. 1, Satz 2 besteht zwischen den Fixpunktklassen bei homotopen 
Abbildungen / und g eine eineindeutige Zuordnung, die dutch einen De: 
formationsweg vermittelt ~drd. Die Frage liegt nahe, cb und warm diese 
Zuordnung yore Wege unabh/~ngig ist, warm also eine Fixpunktklasse bei allen 
Abbildungen yon ~ individuell wiedererkennbar ist. Die Invariante Z2 gibt 
hieriiber keinen Aufschlu& 

Bei solchen Fixpunktldassen, deren Fixpunktzahl in der Folge (18) nut 
einmal am%-ritt, ist es trivialerweise der Fall. Da~ abet nicht stets dutch den 
erw~hnten Satz eine eindeutige Fixpunlctklassenzuordnung ,,ira grol~en", 
unabh~ngig vom Defdrmationswege, geliefert wird, ist an folgendem einfachen 
Beisp ie t  zu erkennen. 

Mit ~* bezeichnen wit ffir ree!les ~ die Restkla~e der 3~ mit 2 -~ ~ (rood 1). 
sei homSomo~Ja zu einem K~eis; w:~ bet~achten ~ als Menge clef 

(0 < ~ < 1). Eine Schax yon Abbildungen wird g~geben dutch 

/~(~*) = 3 * -  ~* O -<- ~ ~ !);  
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es entstehen bei /~ die beiden F i x p u n ~  

= ~ *  = 2)* 

Man sieht leicht, (tab Pound qo bei [o verschiedenen Fixpunktktassen an- 
gehSren; jedoch ist/o -- [1 und der Deformationsweg {[~ (0 =< �9 ~ 1)} ordnet 
offenbar Po uncl Pl = qo, qo und ql ---- Po einander zu, vertauscht also die beiden 
Fixpun~klassen. 

Die Redeweise ,,in clef gleichen Fixpunktklasse ]iegen" ist daher, wenn 
es sich nm verschiedene Abbildungen handelt, mit clef gleichen Vorsicht zu 
verwenden wie der Ausdxuek ,,dem gleichen Blatt angehSren" bei ~ber- 
lagerungen. (In der Tat handelt es sich hier um eine Uberlagerungsbeziehung.) 
Die geschlossenen bei einer festen Abbildung f E ~ beginnenden Deformations- 
wege erzeugen Permutationen unter den Fi~unlctldassen; diese bilden eine 
Gruppe g, die augenscheinlich ein homomorphes Bild der Fundamentalgruppe 
yon ~ ist. 

Wit fragen nun nach hinreichenden Bedingungen, unter denen die Zu- 
ordnung der Fixpunkttdassen vom Wege unabhiingig bleibt; oder, was auf 
dasseJbe hinausl&uft, nach notwendigen Bedin~angen daffir, cla]~ zwei bei einer 
Abbiklung / auftretende Fixpunktklassen fl, ~e dutch die Gruppe g transitiv 
verbunden ~) sind. Diese Aussage hat einen geometrischen Sinn; es besteht 
dann zwischen ~1 -and [~ die in W. 1, w 3 erkl~rte Zuordnung. 

Es sei 
(19) X v pf} 

k 

ein Weft der Invarianten (10), clef durch {f, r best]mint ist, und g babe min- 
destens zwei Elemente. Durch einen bei f beginnenden geschlossenen De- 
formationsweg realisieren wit eine yon der Identit~t verschiedene Permutation; 
die Invariante hat ihren Weft behalten, doch hat [~] an der Deformation 
teilgenommen und ist etwa in x-l[~] iibergegangen, und die den p~ zu- 
geordneten FixpuMctklassen sind permutier$. Erset~en wit nun wieder ~.-1 [~] 
dutch [(~], so nimmt die Invariante den Weft 

k 

an, deer jedoch rest (19) identisch sein mul~. Es folgt, dal~ 

(20) = 

ist und dab amter den H-Klassen (lurch die Linksmultiplikation mit u eine 
Permutation erzeugt wird, bei tier aus ~p~ = p~ stets vi = v~ folgt. Die 
Bed~gung (20) besagt, ~ x mit jedem Element tier Bildgrappe H P  ver- 
tauschbar ist; jedes derartige x erzeugt un*~er den H-Klassen eine Permutation, 

~) ~ber  Permut~tionsgruppen vgl. S., S. 110. 
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der abet nicht ohne weiteres eine geometrische Bedeutung zuzukommen 
braucht. Wit fassen das Ergebnis zusammen. 

Satz 4. Damit zwei bei einer Ablrildung ] au/tretende Fixpunktklassen 
~:, i2 dutch g transitiv verbunden sind, ist ~wtwendig, 

a) daft ihre algebraischen Fixpunktzahlem gleich sind: v: -= v2; 

b) daft in F ein x ~ 1 existiert, das mit jedem Element de~" Gruppe HI"  
"vertauschbar ist ; 

c) daft mit einem solchen ~ E I" ~pH __ pH gilt. Hierbei ist H irgendein 
dutch ] erzeuyter Automorphismus yon 1". 

Die Beding~ang b) ist besonders bequem anwendbar, well sie nut die 
Kenntnis yon I" und H voraussetzt. Sie ist sicher nicht erf'fiUt, wenn folgende 
zwei Bedingungen gelten: 

~) H ist eins~u/ig, d .h .  HI"  = F. 

fi) Das Zen~rum yon 1-' enth~lt nu~" (~as Einselement. 

Bedingung a) ist insbesondere bei topologischen AbbiMungen stets erfiillt. 
Beide Bedingungen sind in dem yon Nielsen vorwiegend untersuchten l~aIle 
(geschlossene F1/ichen mit einem GescMecht grSl~er a]s 1) erfiillt. Dort ist 
also die Aussage, daI~ zwei Fixpunkte homotoper Abbildungen der gleichen 
Fixpunktklasse angehSren, ohne weiteres sinnvoll. Im allgemeinen abet kann 
man hSchstens die Aussage-machen, da$ zwei solche Fixpunktklassen dem 
gleichen transitiven System angehSren. 

w 

Eine weitere lnvariante. 

.~us den ~J-bertegungen yon w 6 entnehmen wit, dag ein gesch_lossener, 
bei / beginnender Deformationsweg {/~ (0 < �9 < 1)} nut dann eine von tier 
tdentitat verschiedene Permutation unter den Fixpunktldassen bei ] erzeugen 
kann, wenn das System {/, E} dutch die Deformation wesentlich geiindert wird. 
Der Bildpunkt yon p besehreibe hierbei den Weg 

(2:) = (o =< =< :)}; 

es gehe [E-J dadurch tiber in 

(22) [ r  -- x~-: [E] 

und die :Fixpunlctldassen bei ] mSgen die Permutation H:  erleiden. [~[~!] mad ~1 
bes$bnmen sieh nach (22)gegenseitig ei~eutig. Die Menge aIler in (22) 
mSglichen ]~lemente xl heil~ gs- Indem man in (22) einen anderen derar~igen 
Weg ![B~ (mit zugehSrigem x2, H2), dann ![Bx-: und ~t !~z  ein~tzt, erkennt 
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man, da$ $3 eine Unter~uppe yon F ist, die durch die Zuordnung ~. --> f /  
homomorph auf die Gruppe g der Permutationen H abgebiklet wird. Umfal~ g~ 
diejenigen Elemente ~o yon g3, die die identische Permutation erzeugen, fiir 
die also 
(23) = = 1 , . . . ,  

ist, so ist g4 Normalteiler yon 9~, und 9 ist i s a m ~ h  zur ~aktorgruppe 93/g~- 
Ist 9~ die Menge de ry  E/ ' ,  die die Bedingung b) in Satz 4 (oder (20)) 

effiillen, so ist 91 Obergruppe yon 93; bezeichnet man noch mit 9~- die Unter- 
gvappe yon 91, deren Elemente 

(24)  Ro} = Ro} 

erfiillen, also nut solche H-Klassen permutieren, deren FixpunktzaMen gleich 
sind (Bedingtmg a) und c) in Satz 4), so hat man 

(25) / '  ~ 9~ D 92~ 9~D ~ .  

Hier ist 9~ dutch F u n d  H, 92 du tch / ' ,  H und Ro, ~ und damit auch g 
dutch T, H und 93 bestimmt, gedoch kann 9a aus den bisher besprochenen 
Invarianten nicht abgelesen werden; es lassen sich Beispiele linden, aus denen 
ersichtlich ist, da$ selbst dutch Xe noch nicht festgelegt wird, ob 9 mehr als 
nut eAn Element enth~lt. 

Die Gruppe 9a, die bier dutch {/, E} bestimmt wurde, ist offenbar de- 
formationsinvariant. Um eine homotopieinvariante Aussage zu erhalten, 
fragen wit nach dem Einflu~ eAner unstetigen A b~nderung yon E auf 93- 

Aus (21) erkennt man, da$ ein Ersatz yon [(E] 4urch y (El eine Trans- 
formation x 1 --> Tvx 1 zur Folge hat. Es geht also ga (entsprechend iibrigens 
auch 91, 92, 94) in eine konjugierte Untergruppe Tvg s iiber. Dutch Kom- 
bination dieses Ergebnisses mit Z'2 erhalten wit den invarianten Ausdruc]~ 

Sa tz  5. /)ie Men,ge 

ist eine Homotopieinvariante. 9s ~st die Menge der x~ ~ F,/iir die (21) und (22) 
er]iillbar ist. Die Gruppe 9 der Permutationen der ~'ixpunktklassen bei ] ist 
isomarph zu 9~]9~, wo ~ d~e Menqe der xo ~ ga ra~t (23) ist. 

w 

~ e l e ,  

Zur V e r a ~ u l i c h u n g  tier V~rh~tnisse betrazhten wi~ (wie schon in w 6) 
Abbildnngen cles Kreises in sich. ~ sea wieder die Menge del ~* mit 0 =< ~ < I; 

---- Cr*; ~ sei die den Weg {7* (0 <: ~ ~ I)} enthaltencte Klaase. F ist eine 
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freie zyMische Gruppe mit dem erzeugenden Element ~. D a / '  abelsch ist, 
enth~it jede Automorphismenfamilie nut ein Element; es ist gz = / I  E in  
Automorphismus H y o n / '  wird vSllig festgelegt dutch Angabe yon H~; es 
gibt unendlich viele Automorphismen, sie werden definiert (lurch 

H , a  = a. ~ (n -- 0, ~ 1, dz 2 , . . . ) .  
Die Abbildung 

= 

erzeugt den Automorphismus H, ;  j edes/(~) gehSrt also einer beson~eren Ab- 
bildungsklasse ~ an. Wit  iibergehen deft sehr leichten Beweis, dab hiermit 
sgmtliche Abbildungsldassen erschSpft sind. (In dem Beispiel in w 6 war 
n -= -- 1). Fttr jedes n ist/(~) (19) = p. Stets ist ein geschlossener Deformations- 
weg angebbar, bei dem der Bildpunkt yon p einen Weg der K!asse ~ beschreibt, 
n~.mlich ~'~) (~*) =/('~) (~*) + ~* (0 < ~ < 1); daher ist gs = Y'- Die Be- 
dingung fib die Konjugiertheit zweier Elemente ~ ,  ~ nach H~ lautet 

= = 

die H~-Klassen sind daher die Restklassen (oder Nebengxuppen) nach der yon 
gn-~ oder ~I,~-~l erzeugten Untergruppe-Pt~-~t" Die ZahI der H-Klassen 
ist also 

v ~ = l n - - 1 1  fib: n:d= I, 

~1 = ~ .  

l )a Oadas Element ~ enth~ilt, das, als linker ~Faktor zu den Restklassen na~l~ 
ffl._11 gesetz~, eine zyklische Vertauschung bewirkt, sind ]eweils siimtliche 
l~ixpm~klassen clurch ~I transitiv verbunden. Es ist g~ -~ f f l - - n ,  daher ist 
g = g3/g~ zyldisoh yon der Ordnung ]~ -- 11 (fiir n ~= 1) bzw. yon der Ord- 
nung a~ (f'fir ~ = 1). 

Alle Fixpun~zahlen v(Z ) miissen bei festem ~ gleich sein, daher ist/~ = 
oder # == 0. Im ~'alle n = 1 (Klasse der Identits folgt hieraus schon # = 0, 
da nicht # = ~ sein kann. Es gibt also bei [1 keine wesentlichen Fixpunkt-  
ldassen; in der Tat gestattet ja der I~eis fixpunktfreie Deformationen in'sich. 
Es gibt abet unendlich viele unwesentliche Klassen; es mul~ also Deformationen 
des Kreises mit beliebig vielen nicht leeren Fixpunktklassen geben. Solche 
erhs man in der Tat  z .B.  in der Gestalt 

(27) /a)(~,) = ($ +eo s i n 2 ~ ) *  (09 > 0 lest). 

Die (aus der ttopfschen Spurformel berechenbare) Gesamtfixp,mktzah[ 
von t ~ ist A (~) = 1 - - e ,  daher haben wit 

# = v - - n - - l ,  v ~ = - - I  

t t - - ~ , = -  1 - - ~ ,  v ~ = !  

# = 0 ,  ~ ,=  a~, v ~ = O  

fiir ~ > 1 ,  

f i r  ~ < 1 ,  

fhr ~ , = 1 .  
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F i i r n  =~ 1 gibt es also nut In -- 1 t wesentliche Klassen und kv/ne unwese~t- 

l/then. 

Da ~ die Zahlengerade ist, sind die fiber den / aus P liegenden Ab- 

bildungen yon ~ stetige reelle Funktionen 

F(~) = V ,  
die einer Funktionalgleichung 

geniigen. HSeraus sind die obigen ~ngaben fiber # und ~ ebenfalls leicht zu 
entnehmen. Insbesondere erh~lt man die Fixpnnkte yon (27) klassenweise, 
~ e n n  man die fiber /(t) liegenden Abbildungen 

~lV~) (~) = ~ + o) sin 2 ,~ ~ + ]r 

betrachtet und fiir verschiedene Werte yon k diesen Ausdrack mit ~ gleichsetzt. 
Bei diesen Beispielen war stets F = 91 = g2 = gts- Da~ 4er Fall 

gl  ~- (1} eintreten kann, cl. h. 4al~ schon gl nut 4as Einselement yon F enth~lt, 
warcle auf S. 231 erw~hnt. -- W ~ e  stets g2 -~ 9a, so w~re ga dutch X2 be- 
st~mmt, was, wie schon in w 7 behauptet, nicht der Fall ist. Dann un4 nut 
4ann, wenn 9~ -~ g3 ist, wenn also aus (20) (24) folgt, kann man Ro als Funk- 
tion yon ~ un4 H, insbeson4ere bei festem H die Fixpunktzahlen als eindeutige 
Fuaktionen der H-Klassen betrachten. 5edoch lassen sich auch fiir ge ~= ga 
leicht Beispiele bilden. Man kann 4eshalb nicht allgemein die Fixpunktzahlen 
den H-Klassen eindeutig zuor4nen. 

(Eingegangen am 16. 4. 1941.) 


