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Das aUgemeinste Dreiecksnetz aus Geraden wird nach dem bekannten 
Satz yon H. Gra f  und R. Sauer  yon den Tangenten einer beliebigen 
Kurve dritter Klasse erzeugt 1. Diese daft auch zerfallen, so dab sich 
insbesondere auch die Strahlen dreier beliebiger Bi~schelzu einem 
Dreiecksnetz anordnen lassen. 

I m  Gegensatz zu diesem restlos geklarten Sachverhalt ist die Frage 
nach den Dreiecksnetzen, die sieh aus Kegelschnitten (insbesondere 
Kregsen) aufbauen, kelneswegs in roller Allgemeinheit gelSst. Den 
zahlreichen bekannt gewordenen Beispielen 2, die zum Grol~teil mittels 
quadratischer Transformationen aus geradlinigen Dreiecksnetzen ab- 
geleitet wurden, wird in der vorliegenden Note ein weiteres Beispiel 
hinzugefiigt, das auf der Verwendung einer kubischen Trans]ormation 
beruht. 

. 

Selen 
3 3 

a i =_.X aii xj, b i = ~  bii xj (i = 1, 2, 3) (1) 
)=1 ~=1 

1 Vgl. W. Blaschke-G. Bol: Geometrie der Gewehe (Berlin 1938), 24; Original- 
beweis: H. Gra/-R. Sauer, Sitzungsber. bayer. Ak. Wiss. 1924; vereinfaeh~ 
Darstellung yon W. B~aschke: TShoku MaSh. J. 37 (1933). 

2 Erw~ihnt seien etwa: /L Sauer-O. Baler, Jahresber. d. DMV. 43 (1934); 
W. Sehmid, Mh. Math. Phys. 40 (1933), 45 (1936), 47 (1938), ~as. mat. fys. 6fi 
(1937); K. ~trubecker, Mh. Math. Phys. 39 (1932); O. Volk, Sitzungsber. hayer. 
Ak. Wiss. 1929; W. Wunderlich, Sitzungsber. Ak. Wiss. Wien, 147 (1938). 

Weitere niehttriviale Kegelsehnitts-Dreieeksnetze liel3en sieh beispielsweise 
aueh mittels Projektion einer Dupinschen Zyklide (insbesondere der Torusflaehe) 
gewinnen, da auf einer solehen je drei der vier Kreissysteme Dreieeksnetze 
erzeugen. 
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sechs verschiedene Linearformen mit konstanten Koeffizien~en. Be- 
trachtet wird die durch das Gleichungstripel 

xi* -~- ai/b i (i = 1, 2, 3) (2) 

erkl~rte Punkttranslormation ~ = X - ~  X*  zweier ebenen Systeme 
und ~*, beschrieben durch die homogenen Punktkoordinaten xi, 

bzw. zi*. - -  Die durch Nullsetzen tier Linearformen (1) in ~ ausgezeich- 
neten Geraden mSgen gleichfalls mit a i und b i bezeichnet werden; 
unter i, k, 1 stets irgend eine zyklische Anordnung der Indizes l, 2, 3 
verstanden, bedeute A i den Schnittpunkt der Geraden a k und a l, B i 
den Schnitt yon b k und b l, C i den Schnitt yon a i und b i. 

Wie nach Wegschaffen der Nenner in (2) zu erkennen ist, handelt 
es sich bei ~ um eine kubische Ve~,wandtschafl. Den Geraden g yon 
entsprechen in G* rationale Kurven 3. Ordnung 9 % Die GeraaTe~ h* 
von ~* sind hingegen im allgemeinen die Bilder yon ell~tischen Kubiken 

h aus ~ ;  letztere sind einem linearen Netz entnommen, das yon den drei 
zerfallenen Kubiken a i b k b I = 0 aufgespannt wird, welche den Koordi- 
natenachsen xi* = 0 zugeordnet sin& Da die Punkte B i und C i allen 
drei Netzkomponenten angehSren, sind sie auch samtlichen Kubiken h 
gemeinsam; das Netz der h besitzt mithin die sechs Grundpunkte B1, 

B2, B 3 uncI C 1, C2, C3, welche die Hauptpunkte der Ebene ~ abgeben. 
Die Verwandtschaft ~ ist d[reieindeutig, da im allgemeinen j edem Punkt X 
vermSge (2) ein einziger Bildpunkt X* zugeordnet wird, hingegen jeder 
Punkt X*, etwa als Schnitt zweier Geraden h* aufgefa$t, die drei freien 
Sctmittpunl~e der entsprechenden Kubiken h als Urbilder X besitzt. 

Einer Geraden hi* dutch die - -  einen Hauptpunkt abgebende - -  
Ecke Ai* des Koordinatendreiecks in ~*, dargestellt dutch 

x~*/zl* = ~i, (3) 

entspricht in | eine zerfallende Kubik, bestehend aua der festen Geraden 
b i und dem veri~nderlichen Kegelschnitt h i 

a t bl/a 1 b k = &. (4) 

Dieser geh6rt dem yon den Geradenpaaren at, b Iund  % b k aufgespannten 
Biischd an, enth/tlt also die festen Pmakte Ai, Bi, C k und C 1. - -  Das 
aus den drei Strahlbiischeln Ai* aufgebau~e geradlinige Dreiecksnetz 
wird mithin dutch ~-1 in ein Dreiecksnetz aus Kegelschnitten verwandelt. 
Drei zusammengehSrige - -  d. h. dutch einen Pun]~ gehende - -  Gerade 
hi*, h2*, ha* sind gekennzeichnet durch 

41 4 2 4 3 = 1, (5) 



166 W. Wunde~ich: 

ebenso die drei zusammengehSrigen Kegelschnitte hi, h2, h s des Drei, 
eeksnetzes in 6 .  

Damit  hat  sich ergeben der 
Satz I: Sind A1A~A8 un~ B1B~B8 zwei Dreievke in der Ebene und 

C1, C2, C3 die SchnittpunIcte entsprechender Seiten, so erzeugen die den 
dcei Biischeln A1B1C2C3, A2B~CsCI und AsB3C1C 2 entnommenen 
Kegelschnitte ein Dreiecksnetz. Je c~rei zusammengehSrige Kegelschnitte 
haben drei Punkte gemein. 

2. 

Ein aus diskret angeordneten Exemplaren gebildetes Dreiecksnetz 
ergibt sich bei Beniitzung der Parameterwerte 

2 i = m i q n m i t m  l m ~ m a = l ,  q ~ l , n - - - - 0 , •  ~ - 2 , . . .  (6) 

Sind dis Grunddreiecke A1A2A ~ und B1B2B 3 r e e l l ,  so mug f'tir 
ein reelles Dreiecksnetz aueh q reell vo~ausgesetzt werden; das Netz 
enth~lt dann (yon der trivialen Ausnahme q = - -  1 abgesehen) unend]ieh 
viele Kegelschnitte. 

Reelle Dreiecksnetze existieren jedoeh auch zu k o n j  u g i e r t - i m a g i -  
n~iren Grunddreiecken. Die Punk~e C i fallen hierbei auf jeden Fall 
reell aus, und die Parameterwerte 2 miissen gem~iI~ (4) lediglich mit 
Einheitsbetrag angenommen werden: 

2i = exp 2 i q j  (i = 1, 2, 3). (7) 

ZusammengehSrige Netzlinien sind nun dureh 

~o~ + ~2 + % =- 0 (rood ~) (8) 

gekennzeiehnet, und man erhalt ein diskretes Dreieeksnetz, wenn man 

~ j = / ~ / ~ - n O m i t # ~ - # . ~ @ # 3 = _ O ( ~ ) ,  ~ - ) 0 , ~ = 0 ,  i 1 , -b  2, . . .  (9) 

w~hlt. Es besteht aus e n d l i e h  vielen Kegelsehnitten, die die Ebene 
einfach iiberdecken, wenn N = n / 2 8  ganz  ist; im allgemeinen ist 
dann die Anzahl de~ Kegelschnitte 3 N, die Anzahl der eigentlichen 
Knoten 3 N 2. 

In Abb. 1 ist ein derartiges Kegelschnitts-Dreiecksnetz dargestellt, das 
sich fiberdies durch dreiz~hlige DrehsymmeSrie auszeichne~. Mit Beniitzung 
inhomogener Normalkoordina~en x, y und ausgehend yon dem Grundpunkte- 
paar A1 (0, i), B~ (0, --i), aus welchem die iibrigen durch Drehungen um ~=_ 1200 
hervorgehen, ergeben sieh die Grundseiten 

a l ~ 2 y ~ - i = O ,  a 2 , ~ : ~ : x ' , / 3  ~ y - - i ~ O ;  
b~ ~ 2  y -- i = O, b~, ~ :j= x ~/-3 + y ~- i = O; (10) 

die Punkr C?" fallen in drei um je 1200 versetzten Richtungen ins Unendliche. 
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Wegen der Drehsymme~rie genfig~ .es, das erste Kegelsehnittsbiischel (4) 
zu betraehten, wobei gem~B (7) 2----- e~Z~ zu se~zen is~. hTaeh kurzer Rechnung 
erh~lt man fiber den verschwindenden Imagin~rteil  yon 

(x V 3 - +  y --  i) ( - -  x ~ /3-+ y + i) (cos ~o --  i sin q~) (11} 
die Kegelschni~tsgleickung 

(x ~/3- sin 9 + cos 9) ~ --  (y sin q~)i = I.  (12) 

Es liegen durohwegs Hyperbeln mit 120 ~ Asymp~o*enwinkel vor; Mi~telpunk~s- 
abszisse und  Halbaehsen be~ragen der Reihe nach - -1/~/3-~g~,  1 /~ /~s in~ ,  
1/sin 9. Die Konstruk~ion gestalte~ sick recht einfach, wenn man beachte~, 
dal~ such die Scheitelkreise der Hyperbeln einem Bi~schel - -  mit den Grund- 
punk~en (0, Q- 1/~/3-) - -  angehSren. 

Den Parame~erwcrten der l~igur liegen die AusgangsgrSBen ~j  = 0 und  
= 150 zugrunde (N = 6), 

Abb. 1. Dreiecksnetz aus ~hnlichen Hyperbeln. Die Eeken A, B der zu- 
grundeliegenden konjugiert-imagin~ren Grunddreieeke sind dutch ihre 
reellen Vertreter A r ,  B r wiedergegeben. --  Je drei Verbundene Kno~en- 
punkte X bilden ein Poldreieek bezfiglich des nulltei]igen Kreises k, 

dessen reeller Vertre~er gestriehelt eingetragen is~. 
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. 

Das in Abb. 1 dargestellte Dreiecksnetz ist nicht blol~ in metrischer, 
sondern auch in p r o j e k t i v e r  ttinsicht ausgezeichnet: Die Crrund- 
dreiecke A1A~A 3 und B1B2B a sind perspektiv, die Hauptpunkte 
C 1, C2, C a liegen also au/einer GeraC[en. 

Eine Transformation ~: dieses Typs tri t t  bei der Spiegelung am 
dliTtischen Paraboloid auf und stellt unter Voraussetzung achsen- 
paralleler Blickrichtung den Zusammenhang zwischen einem ebenen 
Feld ~* und seinem primi~ren Spiegelbild ~ her. In einer diesbeziiglichen 
Untersuchung 3 ergab sich die Feststellnng, dal~ die drei prim~ren Spiegel- 
bilder eines Raumpunktes stets ein Poldrelec~ eines gewissen Kegel- 
schnittes bilden, der als Spiegelbild des absoluten Kugelkreises auf- 
zufassen ist. Entsprechend gilt auch bier 

Satz II: Im Falle perspektiver Grunddreieclce A1A2A a und BIB~Ba 
bilelen die d~'ei gemeinsamen Svhnittpunkte dreier zusammengehSriger 
Netzkegelschnitte stets ein Poldreieck ienes /esten Kegelsehnittes, beziiglieh 
dessen die Grunddreiecke polar liegen. 

Wird ni~mlieh ein beliebiger der Kegelschnitte hi herausgegriffen, 
so bilden auf ihm die yon den Kegelschnitten h~ und h a der anderen 
Biisehel (neben Ca, bzw. C2) ausgesehnittenen 1)unktetripel X eine 
kubisehe Involution. Die yon solchen Tripeln aufgespannten Dreieeke 
sind dann bekanntlich einem bestimmten Kegelschnitt 11 umgeschrieben 
und Poldreiecke tines weiteren Kegelsehnittes k 1. Betrachtung der drei 
zerfaUenden Kegelschnitte h~ lehrt, dal~ die Pole yon a 1, b 1 und A2B 2 
beziiglich kl der Reihe nach in B~, A1 und im zweiten Schnittpunkt 
D~ ~= Ca yon C~C a und h 1 zu suchen sind. Im l~alle perspektiver Grund- 
dreiecke fiillt nun D~ mit C2 zusammen und es kann weitergeschlossen 
werden, daI~ der Geraden a 2 ( ~  AIC~) der Pol B~ zugewiesen ist, analog 
aa der Pol B a. Die Grunddreiecke AIA2A8 und B1B:B a liegen also 
polarreziprolr beziiglich des Kegelschnittes kl, wodurch dieser umgekehrt 
vollstiindig bestimmt ist; er fiillt ]edenfalls unabhiingig yon hi aus und 
gilt daher f'fir al le Tripel X im Felde ~. 

Soll anderseits eine gemeinsame 1)olariti~t fiir alle Tripel X bestehen, 
so muff sie den Punkten A i die Seiten b i zuordnen, and die Grunddrei- 
ecke miissen als polare Dreiecke notwendig perspektiv liegen. 

Der Fundamentalkegelschnitt k spielt bei einer solchen besonderen 
Yerwandtsehaft ~: offenbar die Rolle der Doppelkurve des Systems ~ ,  

3 W. Wundertich, Mh. Math. 52 (1948). 
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da sich verbundene Punkte X nut  auf k vereinigen kSnnen. Der Doppel- 
kurve entspricht im Feld ~* eine Grenzkurve 6. Orelnung mit~ Doppel- 
punkten in A 1, A 2, A3; sie wird yon den den Geraden g entsprechenden 
~2  Kubiken g* - -  die iibrigens den der Achse 01C~C 3 entsprechenden 
Hauptpunk~ C* gemein haben ~ doppelt beriihrt. 4 

Jedes geradlinige Dreiecksnetz der Ebene ~ ,  das aus Strahlbiischeln 
mit Hauptpunkten als Scheiteln gebfldet wird ~ es stehen hlerf'tir 
die Punl~e B i und C i zar Verfiigung - -  wird dutch die Transformation 
~: gleichfalls in ein Dreiecksnetz aus Kegelsvhnitten in ~* verwandelt. 
Auf solche Dreiecksnetze, die die Grenzsextik als Einhiillende besitzen 
und eine kompliziertere Bauart  aufweisen, soll bier jedoch nicht weiter 
eingegangen werden. 

4 Im allgemeinen Falle (nichtperspekCiver Grunddreiecke) wird die Doppel- 
kurve yon einer die Hauptpunkte Ci enthalCenden Kubilc gebildet, der wieder 
eine Grenzkurve 6. Ordnung mit den KnoSen Ai en~spricht. Letztere wird yon 
den Geradenbildern g* dreffach beriihr~, hingegen fehlt dernur im SonderfaUe 
vorhandene gemeinsame Haup~punk~ 0". 

Monatshef~e flit Mabhematik. Bd. 5512. 12 


