Uber die Integralgleichung der Kkinetischen Gastheorie.

Von

E. Hecke in Hamburg.

In seiner Arbeit ,,Begriindung der kinetischen Gastheorie“ hat Herr
Hilbert') gezeigt, daB die Grundlage der kinetischen Gastheorie eine
lineare Integralgleichung 2. Art mit symmetrischem Kern bildet. Auf
diese fithrte er ndmlich die von Maxwell-Boltzmann aufgestellte qua-
dratische Funktionalgleichung zuriick. Einer ndheren Untersuchung der
Hilbertschen Gleichung zu dem Zweck, weitergehende Aussagen iiber die
noch unbekannten Warmeleitungs- und Reibungsglieder zu machen, stellten
sich zundchst erhebliche Schwierigkeiten entgegen, indem némlich der
Kern der Integralgleichung im Unendlichen eine derartig komplizierte
Singularitit besitzt, dal er quadratisch nicht mehr integrierbar ist, also
die Anwendbarkeit der klassischen Theorie auf die Hilbertsche Gleichung
nicht gesichert ist. Es zeigte sich mir nun, daB zur Entscheidung dieser
Frage die Entwicklung des Kernes nach Kugelfunktionen einer Variablen
herangezogen werden mufl, und daB iiberhaupt die hierbei auftretenden
,,Fourierkoeffizienten* fiir die Auflésung der Gasgleichung eine besondere
Bedeutung haben, Diese Koeffizienten, welche nur noch von zwei Variablen
abhéingen, setze man nimlich als Kerne von Integralgleichungen in einer
Variablen an; Wirmeleitungs- und Reibungsglieder, wie auch alle folgen-
den Niaherungsglieder der Maxwellschen Funktion F bestimmen sich
dann als Losungen je einer solchen linearen (symmetrischen) Integral-
gleichung in einer Variablen, deren rechte Seite eine bekannte, d. h. durch
die vorangehenden Niherungen véllig bestimmte Funktion ist. Diese Kerne
sind iiberdies noch so beschaffen, daB# jede solche Integralgleichung nur
eine andere Schreibweise fiir eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
(vierter und héherer Ordnung) ist.

Y) Math. Ann, 72 {1912), sowie auch Hilbert, Grundziige der Theorie der line-
aren Integralgleichungen, Leipzig 1912. Kap. XXIL
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Im § 1 beweise ich zunichst, daB die Fredholm:Hilbertsche Theorie
der Integralgleichungen auf die vorliegende Gleichung in der Tat noch
anwendbar ist: Der finffach iterierte Kern ist namlich quadratisch inte-
grierbar. Im § 2 gelingt dann auf unerwartet einfachem Wege der Nach-
weis, dal der Kern sogar positiv definit ist und der kleinste Eigenwert
gleich 1 ist. Damit ist im Prinzip die Anwendbarkeit des Neumann-
schen Iterationsverfahrens zur Auflosung der Gleichung erwiesen. Infolge
der besonderen Natur der rechten Seiten der Gleichung liBt sich aber
noch eine weitere Vereinfachung erzielen; es gelingt nimlich die Reduk- -
tion auf Integralgleichungen in einer Variablen- bzw. gewdhnliche lineare
Differentialgleichungen (§ 3). Endlich setze ich in § 4 eine sehr schone, -
von Herrn Enskog herriilhrende Methode zur Behandlung von linearen
Integralgleichungen auseinander.

Die im §1 erforderlichen komplizierten Rechnungen unterdriicke ich
hier; diese sowie auch die Anwendungen auf die feineren Fragen der
Gastheorie werde ich -ausfiihrlich in einem demnéchst bei Teubner er-
scheinenden Buche zur Darstellung bringen.

Die Kenntnis der Hilbertschen Arbeit wird im folgenden voraus-
gesetzt.

§ 1.
Die iterierten Kerne.

Im folgenden seien £#¢ (auch mit Indizes 1, 2 versehen) unbe-
schrinkt variable reelle GroBen, wir deuten sie als rechtwinkelige Cartesi-
sche Koordinaten im R,. Das Raumelement werde dédynd{=dw ge-
setzt. Wir benutzen auch nach Bedarf Polarkoordinaten r,r, Y, 3, wobei

r:|§2+n'ﬂ+cg’ §=§, [):%];, 5=§>

und es sei dk das Flichenelement der Einheitskugel an der Stelle 1, 1, 3,
also do =r*drdk.

Endlich bedeute auch I, m, n, wo I°4-m®+ n®= 1, einen Punkt der
Einheitskugel, und das Flichenelement der Kugel an dieser Stelle sei d3.
Das Zeichen 5 ohne weiteren Zusatz soll im folgenden immer die Sum-
mation iiber die drei Koordinatenrichtungen bedeuten, also z. B.

r=  lEtmytac=21  rntontin=20n

In der Theorie spielen die ,,StoBtransformationen* eine Rolle, definiert
durch die orthogonal-invarianten Formeln
18*
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F=EplW §=5 —IW
(1) NW=n+mW W= —mW
U=C4nW (=L, —nW,

wobei
. 7, . s
W= 2/ (& — &)
Es ist eine lineare homogene Transformation der &y (&, y, &, auf die ge-

strichenen GroBen, welche mit ihrer Inversen identisch ist und iiberdies
W in — W iiberfiithrt. Wir verabreden die Bezeichnung

‘PIZ‘P(E,"?,C')’ ¢;=¢($;’7/;vci)a Py=@ (&0 )

fiir eine beliebige Funktion ¢ (&%¢).

Der Hilbertsche Integralausdruck fiir eine Funktion ¢ (£4¢) lautet
J(p)=[[IWle™ (¢ + o, — ¢’ — ¢])de, ds.

Die Integrationen sind, wie auch weiterhin, stets iiber den gesamten

Raum & 4, £, und die ganze Oberfliche der Einheitskugel I, m, n zu er-
strecken. Herr Hilbert zeigt, da man setzen kann?)

J("’):k('r)qj - fK(T, 71,2221) (Pld(ol’

nun

worin

—r2

k=k(r) ———J‘fl Wle ™ ido,ds=4a%e " (ez + (r 4 QI—J fe‘“’du)
0

und

K=2A4A—-B
mit
. (X & (8-
DI ercrraes 2
:=——I———__="e ~&H-5 ,
V2 (&5t

B=2aVX( — &) e,

Es kommt weiterhin nicht auf diese Gestalt von 4 und B an, sondern
auf ihre urspriingliche Definition, wonach fiir jede Funktion ¢ (£%¢)

(2) fA'pldwlr‘fJ.' Wle—rz_rf p'dw, d3 = f.rl Wte‘ﬂ—rf‘P{dwxd'z”
(3) [Byp,do,=[[|W|e g do,ds.

K ist symmetrisch in den beiden Variablenreihen £yl und &, %,{, und
iiberdies eine Orthogonalinvariante. Gegenstand der Untersuchnng ist die
Integralgleichung

J(p)=ke— [ Ko do,=f(Eq0),

%) In der Hilbertschen Arbeit lautet die Bezeichnung — K statt K.
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worin f gegeben und ¢ gesucht. Durch die Substitution
7" K
D=pVk, Kr'=-==
7V Ve -k,
gelangt man zu einer Integralgleichung 2. Art mit symmetrischem Kern
&~ [ K* &,d0,~L
fir die Funktion @. Da die Funktion & im Unendlichen wie re="* ver-
schwindet, so schlieBt man durch eine kleine Rechnung, dal zwar K*? _
nach dw, integrierbar ist, aber nicht noch ein zweites Mal nach dw.
Die Frage, welcher von den sterterten Kernen quadratisch nach dw dw,
integrierbar ist, beantwortenwir durch Entwicklungvon K *— K*(r,r,, Sr1,)
nach Kugelfunktionen der Variablen 2 = 3'zrr,. Es sei P, (x) die Kugel-
funktion eines Argumentes mit dem Index n, definiert etwa durch die
Gleichung

T

P, (z)= %f(x dicospV1l—z%) dp (n=0,1,2,...).
]
Sie erfiillt die Orthogonalititsrelationen

2
IP..(“’)P", (2)de =g =5 .-
Wir definieren die ,,Fourierkoeffizienten*¢

+1
k) = [ K* 0,0 2) P (o) dom g K* (11, Din,) P ( Din,) diy.
-1
Die Rechnung ergibt folgendes:
Satz 1. Es st ky (r, r,) symmetrisch in r, r, und es gilt
—r2oy? 2n+1 ' 2n—1
Ic:(r, rl): € i { 82 M** 4x M

VE@EFr) 2a41 (re)* " @u+1) @u—1) (rr)*™!
4z M3 8= [ . s x
T2t @nE3) )™ T rr {“z E(”)P"('r')P"(Tl)d"}'

. |z (l< M
Darin bedeutet

M die kleinere der beiden Zahlen r, 7,
E(z)=[e*du.
0
Satz 2. Es ist k, quadratisch nach dwdw, integrierbar, 'd. h. es
exisitert

c"=ffk,’fz(r,r,)dmd(:;lj_:——\"4n)-2(f(;].k:2(r,ri}rgrfdrdfl.



278 E. Hecke,

Beim Beweise dieses Satzes ist wesentlich, daB der Nenner k(r) von k,
sich im Unendlichen wie re~7°, nicht wie e~**, der Null ndhert.

Die Frage nach dem Verhalten der iterierten Kerne wird beantwortet
durch

Satz 3. Der p-fach iterierte Kern zu K* ist jedenfalls dann
quadratisch nach dw dw, integrierbar, wenn die Reihe

2 @n+1)el
n=0
konvergiert.

Zum Beweise bedenken wir zunichst, da8 fiir jede Funktion H (r, r,, z),
welche fiir —1 <o <+ 1 in x stetig ist, die Vollstindigkeitsrelation gilt

+1 +1
ng(r,Tl,x)dw=Z2n;1 (fH(r,rl,x)P,,(x)dx)"
-1

n=0 -1

und diese Gleichung darf, wenn die Integrale stetig in r, 7, sind, auch noch
gliedweise nach r, r, integriert werden. Daher konvergiert das Integral

jJ‘HQ(r, rl,Zggl)dwdcl)l

sicher dann, wenn die unendliche Reihe

» : o +1 )

(4) 2(21@—{— l)f fr*rf{fﬂ(r,rl,x)Pn(x)dx} drdr,
n=0 : =0 rp=0 -1

konvergiert. Wir setzen nun fiir H den p-fach iterierten Kern zu K*

ein (p > 2), welcher definiert ist durch die Formel

K, (7" T1s ZZ&) =fK:_1 <r, T, 2222) K* (r?, 7, 251 Se) do,.

Fiir dessen Fourierkoeffizienten
41
ki (r,r) = [ K} (r,7,,2) P, (z)dw

S |
gilt dann auf Grund bekannter Integraleigenschaftén der P, (x) eine dhn-
liche Rekursionsformel

EP(r,r) = —;—fk:(’"” (r,7) ken (74,75 ) d oo,
und daher vermége der Schwarzschen Ungleichung
B () < 1 [B°7 (nn) do, [ (7)o,

und durch vollstindige Induktion beziiglich p
c?

[[ &) d0do, < 2.



Uber die Integralgleichung der kinetischen Gastheorie. 279
Nehmen wir in (4) fiir H den p-fach iterierten Kern zu K * so kon-

vergiert jene Reihe also sicher dann, wenn 2 (2n + 1)ey konvergiert.
Damit ist Satz 3 bewiesen. 7=0

Die Abschitzung von ¢, als Funktion von n ergibt nun die Aussage:
I\/ﬁcnl ist beschrinkt; daraus folgt die Konvergenz jener Reihe fiir p > 5
und somit

Satz 4. Der finffach tterierte Kern zu K * ist quadratisch nach
dwdow, tntegrierbar.

§ 2.

Die Eigenwerte der Integraigleiehung.

Wir fragen nach denjenigen Werten 1, wofiir die homogene Gleichung
(5) k(p-—lfK(pldwla——-O

eine nicht identisch verschwindende Losung ¢ besitzt. Es ist bereits
bekannt, daB fiir i =1 die Gleichung genau fiinf linear unabhéngige
Losungen hat, ndmlich g =1, &, 3,{, 2 &%, Und zwar folgt das aus der
Identitdt in ¢

f(pJ((p)dw—_—--}‘—fjfl W\e"'z__’f (¢ +o— 9 — 1) dodw,ds,
also ]
(6) JoJ(p)do =0,
Diese Ungleichung hat weiterhin zur Folge
Satz 5. Das Intervall 0-< i~<1 ist von Eigenwerten frei.
Die Gleichung (5) 148t sich namlich auch schreiben

G —1ke+J(p)=0.

A

Nach Multiplikation mit ¢ dw und Integration nach dw ergibt sich
wegen (6) hieraus
i 2
(3—1) [#gdn <o,
d. h.
1
+—1£0, »

also entweder 4> 1 oder 1 < 0.
Ferner gilt aber der wesentlich tiefer liegende
Satz 6. Alle Eigenwerte von K™ sind positiv.

Nach den Ergebnissen von § 1 hst némlich jeder Eigenwert nur
endliche Vielfachheit. Es sei nun &,=Vkg;(§9L) (i=1,2,...,n)
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ein vollstandlges System orthogonaler und normierter Eigenfunktionen
von K°*, welche zum Eigenwert 1 gehoren Bedeute 8 das Zeichen fiir
elne orthogona.le Transformation der &y{, so sind die Funktionen
D, (8(£4L)) offenbar ebenfalls Eige.hfunktionen von K*, zum Eigenwert 1
gehorig, da ja der Kern K™ eine Orthogonalinvariante ist. Uberdies sind
die n Funktionen @, (8 (£7¢)) wiederum orthogonal und normiert. Folg-
lich sind die ®,(8(£7¢)) lineare Kombinationen der D(Eyl)

DS (EqL)) = Yoy PilEy0),

k=1

worin das Koeffizientenschema ¢, selbst wieder eine orthogonale Matrix
bildet, und folglich ist der Ausdruck

ﬂ

1

k(E’lé,n']x 1) > P 51/(_.)(19(5 ”14‘1 Wd

(ﬁ (& ’75)(p (E ’7151)

eine Orthogonalmvanante der beiden Variablenreihen &4 und En L,
Aus der Gleichung
ko (Eq0)— 1 [E @ (& n,8)do, =0 (i=1,...,n)

folgt nun durch Multiplikation mit ¢,(&n¢)dm, Integration nach de und
Summation iiber 5

3 [kt (Ent)do v-zij( S’qot(r:m TACERNELLEN

=1

Zum Beweise von Satz 6 braucht man daher nur zu zeigen:

ZEfka (&, &, ¢, )dwdwl =0.
Nach der Definition von X ist nun bei festem 4- n ¢ fiir jede Funktlon
g(&,7,0,) (vel. 6L (2)

nglda)l =f 24— B)g,do,

= f-“W’e_rLdJ (2g¢m8) —gtéind))dw, d3.
Fiir den folgenden Schluf ist dabes wesentlich, daf die Integralbestandteile
mit g’ und g, einander gleich sind: Wir setzen in dieser Gleichung an Stelle
von g(&,,7,,¢,) unsere GréBe h(Eyl, & #,{,) und integrieren sodann nach
dw. Damit wird '

SIRR(Ent, & 9,0)dwdo,
_—ff.J |W|e rior {oh 5’7: Em L) —h(Enl, & n 61)}dwdw1dg

In diesem Integral denken wir uns nun zuerst die Integrationen nach
dwdw, ausgefiihrt. Das Resultat ist nur Funktion des Punktes I,m, n auf
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]

der Einheitskugel; da der Integrand aber, wie oben gezeigt, eine Orthogonal-
invariante ist, so ist diese Funktion eine Funktion nur von &+ m®4n?=1,

d.h. von I, m,n ganz unabhingig. Ohne den Integralwert zn ndern, kann
man daher in dem Integranden fiir I, m, n ein spezielles Wertsystem, etwa

l=1, m=n=0
~ setzen. Hierfiir sind nach (1)
W:&-l '_':-: E{__“,E) 7]1’___7]1’ :{:Zl

also unser Integral Z, wenn wir noch fiir & seinen Wert eintragen,

saffle— gl 3 (20,(En0) pilE 0, 8) —wiEn0) pi(Eim &y)) dodo,.
- i=1

Hierin fiihren wir zur Abkiirzung ein

v (&)= [fe’-" g, (En)dnde

und erhalten

=1

Z = 4nf‘ﬂ§ — & |e - “2{2 i (&) — p, (&), (&)} dEdE, .

Dies ist in der Tat > 0; denn man vertausche im ersten Bestandteil mit
y; das £ und &;; dann erhilt man

_~4nJ'J‘f¢’51|e § “‘57{11' (&) 4+ yi (&) — wil&) yi(§)}dEdE,

und hierin ist die Klammer gleich

pi (E)+ Pilsy 2 ~ .
OIS @O — w20, 220, qed

§3.
Reduktion auf Integralgleichungen in einer Variablen und gewdhnliche
Differentialgleichungen.

Nach Satz 5 und 6 kann man zur Lésung der inhomogenen Integrai-
gleichung

¢ — [K* @ do, :#
die bekannte Iterationsmethode verwenden, welche & in Form einer un-
endlichen Reihe liefert. Macht man nun aber von der Tatsache Gebrauch,
da8 die zur Bestimmung der Wi. meleitungs- und Reibungsglieder dienende
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Funktion f eine besonders einfache Gestalt hat, so gelangt man zu einer
erheblichen Vereinfachung und zwar auf Grund folgenden aligemeinen
Satzes®):

Satz 7. Sei Y, (r,9,3) eine Kugelfunkiion n-ter Ordnung des
Punktes 1,Y,3 auf der Einheitskugel. Wenn dann die Gleichung

(7) k‘P_fI{(T’erg&)‘Pld(%: Y, (9,3 f(r)

dberhaupt eine Losung ¢ hat, so hat sie gewif3 auch eine Losung wvon
der Form
e=7Y,(L,9,3)%(r),

worin y(r) der Qleichung

(8) Ckey () = 2k, () p(r) ridr = 1)

geniigt, und
+1
k,(r,7) :fK (r,r,2) P, (x)da
1

eine symmetrische Funkiion von r,r, ist.
Zundchst gilt ndmlich fiir jede stetige Funktion G (x) die Integral-
formel

+1
fG(Zm)Y"(& Y %) Ak, = ZnY,.(zna{flG(x)P,,(x)dx-

Denn wenn G (z) eine Kugelfunktion P, («) ist, driickt die Formel eine
bekannte Beziehung zwischen Y,, P, aus. Als lineare homogene Re-
lation fiir @ gilt sie daher allgemein fiir jede stetige Funktion. Hier-
aus ergibt sich: Wenn v (r) der Gl (8) geniigt, so geniigt ¢ =Y w(r)
jedenfalls der Gl (7). Die homogene Gl (8) hat daher nur solche Lo-
sungen v, wofiir ¥ v die homogene Gl. (7) erfiillt, wofiir also Y, y gleich -
einer Kombination der fiinf Lésungen 1, ry, ry, r3, r* ist. Daraus folgt:
Die homogene Gl (8) hat nur die Losungen

py=1,r fir n =0,
Y=r fir n =1,
keine Losung fiir n» > 2.

Auf (8) ist aber nach § 1 die Fredholm-Hilbertsche Theorie anwendbar,
und folglich ist notwendig und hinreichend,- damit die inhomogene Gl.(8)
eine Losung besitzt, das Erfiilltsein der Orthogonalititsbedingungen

3) Vgl. hierzu meine Note: Uber orthogonalinvariante Integralgleichungen, Math.
Ann. 78, S. 398.



Uber die Integralgleichung der kinetischen Gastheorie. 283
«©
‘ff('r) r? {:,}dr =0, wenn n=0.
0
o
ff(r)r” dr=0, wenn n=1.
0

Das sind aber genau die Ldsbarkeitsbedingungen von (7),. denn Kugel-
funktionen verschiedener Ordnung sind immer ortbogonal zu einander.
Somit erhalt man in der Tat die allgemeinste Lésung von (7), indem
man aus einer Losung der Integralgleichung esner Variablen (8) w(r) die
Funktion Y, 1 (r) bildet und eine Losung der homogenen Gleichung hin-
zufiigt. '

Zur Bestimmung der sog. Warmeleitungsglieder der Maxwellschen
Funktion F erhilt man nun eine Gleichung wie (8) mit n =1, ebenso fiir
die Reibungsglieder eine solche mit #n = 2. Daraus folgt:

Satz 8. In der Hilbertschen Theorie bestehi das Problem, die
Mazwellsche Funkiion F in zweiter Ndherung zu bestimmen, darin,
zweit Funktionen einer Variablen aus je einer linearen Integralgleichung
2. Art zu berechnen?).

Verfolgt man auch die hoheren Naherungen in der Hilbertschen
Theorie, so findet man auch da einen #hnlichen Satz: Bei jedem Schritt
handelt es sich immer um die Bestimmung von endlich vielen Funktionen
einer Variablen aus einer Integralgleichung.

Bs ist nun bemerkenswert und fiir einen Konvergenzbeweis des Hilbert-
schen Verfahrens vielleicht wichtig, daB die eben gefundenen Integral-
gleichungen mit den Kernen k, aus gewShnlichen Differentialgleichungen
entspringen. Man iiberzeugt sich davon leicht auf folgende Weise: Nach
Satz 1 ist k,(r,r,) symmetrisch und ist fiir r, < als endliche Summe
von Produkten darstellbar,

m

2k, (r,r,) —Zu, )Bu (7).

Wo ,, 8, nur von je einer der Variablen r,r, abhingen. Somit hat die
Integralgleichung (8) die Gestalt

k(r)y(r) 2“’ (r) Iﬂ (r)y(r)ridr,

_Zﬂv (r)J-“' ("1)1/’ (rl),rg drx = f(f)
+=1

%) Avf anderem Wege ist dieser Satz zuerst bewiesen worden von D. Enskog,
Kinetische Theorie d. Vorgéinge in maBig verdiinnten Gasen, Dissertation, Upsala 1917.
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Differentiiert man diese Gleichung nun geniigend oft nach », so erhilt man
durch Kombination der so entstehenden Gleichungen eine lineare Differential-
gleichung fiir vy (+). Fiir die Wirmeleitungsfunktion (n = 1) erhilt man
so eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung, die man noch auf eine
solche der 3. Ordnung reduzieren kann, da man ein Integral der homogenen
Gleichung kennt. Auch fiir n =2 (Reibungsglieder) erhélt man eine Gleichung
4. Ordnung. Die Ordnung wichst iibrigens mit » ins Unendliche.

§4.
Eine neue Methode zur Auflosung von Integralgleichungen.

Zur numerischen Auflosung der Hilbertschen Integralgleichung hat
Herr D. Enskog*) eine andere, auf einem sehr einfachen und schénen
mathematischen Gedanken beruhende Methode angegeben. Da diese Arbeit
in mathematischen Kreisen wenig bekannt zu sein scheint, auch die Dar-
stellung des Herrn Enskog die Allgemeinheit seiner Methode nicht deut-
lich erkennen 1i8t, so bringe ich hier ihren mathemathischen Inhalt ein-
mal losgelést von dem physikalischen Problem zur Darstellung.

Es sei ein Integralausdruck

J(p)=k(s)p(s)- JK (s.t)p(t)dt

vorgelegt. Hierin seien k(s) und K (s,t) bestimmte stetige Funktionen
der reellen Variablen s und ¢ im Gebiet a gjg b, iiberdies K (s,) sym-
metrisch in s,¢. Es handelt sich nun um die Auflésung der Gleichung

_ , J(p)=1(s)
bei gegebenem stetigen f(s).
Wir machen die Voraussetzung:

b
Der quadratische Integralausdruck f pJ(p)ds sel positiv definit,

d. h. fiir jedes nicht identisch verschwindende stetige ¢ (s) sei

fb]c(s)q;"(s)ds—jéfK(s,typ(s)qa(t)dsdt> 0.

Nun sei u,(s) (n==1,2...) ein solches System linearer unabhingiger
Funktionen, daB man jede im Intervall @...b stetige Funktion durch
eine lineare Kombination endlich vieler u, (S) mit beliebiger Genanigkeit
gleichmiBig approximieren kann. Statt nun auf das System %, (s) das ge-
wohnliche Orthogonalisierungsverfahren anziwenden, setzen wir vielmehr
eine andere, mit Bezug auf J(¢) definierte Normierung fest: Es be-
deute nimlich

Z’n <3) = Anl al (6‘) + An‘l u‘.‘ (8) + M _«‘L Ann " (8)
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eine solche Kombination der u,,...,%, mit konstanten 4, daB

1<mn;, =»n=1,2,..

nm?

b
o, J(v,)ds =6
Wegen der Annahme
b
Jod(p)ds=>0
a

ist die sukzessive Bestimmung der v, offenbar eindeutig moglich. Mit
diesem so normierten Funktionensystem kann man jetzt zu jeder stetigen
Funktion g(s) ein System verallgemeinerter , Fourierkoefiizienten*

o,=Jg(s)J (v.)ds = [, (s) I (g)ds

bilden, derart, daB wegen der ,,Vbllstéindigkeit“ des Systems der % auch
fiir die v die ,,Vollstindigkeitsrelation®

b .
Jowr@ds=3 e

besteht, und folglich auch fiir zwei stetige Funktionen g(8) und %(s)
immer die Gleichung

b b <
fg(s)J(h)ds——-fh(s)J(g)ds — Yo,

gilt, worin die ¢, und @, jene Fourierkoeffizienten von ¢ und A sind.

Durch die Koeffizienten ¢, ist die stetige Funktion g{s) wieder ein-
deutig bestimmt, und es ist

g(s) =2c’l;”k(3):
=1

falls diese Reihe gleichmaBig konvergiert.

Aus der Gleichung J (@)= f(s) lassen sich nun die Fourierkoeffizien-
ten der gesuchten Funktion ¢ sofort ermitteln; sie sind ndmlich

b b b
a, =g‘¢(s)J(vk)ds =afv,,. (s)J(q,)ds:aka(s)f(s)ds,
und die Losung ist

‘P(s) =Z“g vk(sja
k=1
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falls diese Reihe gleichmaBig konvergiert. In jedem Falle aber gilt

f(p T *—'f‘!’ ()1terds =§<ff(s) 0k(8)'d8)2.

Grade die hierzu analogen Integrale sind es aber, welche aus der Hilbert-
schen Integralgleichung den Wdrmeleitungs- und Retbungs-Koeffizienten
definieren. Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, daB man iiber die Schnellig-
keit der Konvergenz dieser Reihe von vornherein nichts aussagen kann,
Deshalb scheinen mir auch die numerischen Resultate von Herrn Enskog
vorliufig nur heuristischen Wert zu haben.

Hamburg, Mathem. Seminar, August 1921.

(Eingegangen am 22. August 1921.)



