
~ber die Integralgleiehung der kineti,~ehen Gastheorie. 

Von 

E. Hecke in Hamburg. 

In seiner Arbeit ,,Begrfindung der kinetischen Gastheorie" ha t  Herr 
H i l b e r t  1) gezeigt, dab die Grundlage der kinetisehen Gas~heorie eine 
lineare Integralgleiehung 2. Art mit symmetrischem Kern bildet, huf 
diese fiihrte er n~imlich die von M a x w e l l - B o l t z m a n n  aUfgestellte qua- 
dratisehe Funktionalgleiehung zuriiek. Einer n~iheren Untersuehung der 
Hi lber tsehen Gleichung zu dem Zweck, weitergehende Aussagen fiber die 
noeh unbekannten W~irmeleitungs- und Reibungsglieder zu machen, stellten 
sich zun~iehst erhebliehe Schwierigkeiten entgegen, indem n~imlieh der 
Kern der Integralgleiehung im Unendlichen eine derartig komplizierte 
Singularit~it besitzt, dab er quadrati~ch nich$ mehr i~tegrierbar is$, also 
die Anwendbarkeit der klassischen Theorie auf die H i lb e r t sehe Gleiehung 
nieht gesichert ist. Es zeigte sich mir nun, dal~ zur Entscheidung dieser 
Frage die Entwicklung des Kernes nach Kugelfunktionen einer Variablen 
herangezogen werden muir, und dab iiberhaupt die hierbei auftretenden 
,,Fourierkoeffizienten" fiir die AuflSsung der Gasgleichung ein~ besondere 
Bedeumng haben. Diese Koeifizienten, welche nur noch yon zwei Variablen 
abhiingen, setze man n~imlich als Kerne yon lntegralgleichungen in einer 
Variablen an; W~rmeleitungs- und Reibungsglieder, wie aueh alle folgen- 
den N~iherungsglieder der Maxwellschen Funktion $' bestimmen sieh 
clann als LSsungen je einer solehen linearen (symmetrisehen) Integral- 
gleiehung in einer Variablen, deren reehte Seite eine bekannte, d. h. durch 
die vorangehenden N~il~erungen v611ig bestimmte Funktion ist. Diese Kerne 
sind iiberdies noch so beschaffen, dab jede solche Integralgleiehung nur 
eine andere Sehreibweise fiir eine yew6hnliche lineare Di]/erentialgleichung 
(vierter und hSherer Ordnung) ist. 

1) Math. Ann. 72 0912), sowie auch Hilbert, Grundziige der Theorie der line- 
aren Integralgleichungen, Leipzig 1912. Kap. XXII. 
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Im w 1 beweise ieh zun~ichst, dab die F r e d h o l m = H i l b e r t s c h e  Theorie 
der Integralgleiehungen auf die vorliegende Gleichung in der Tat noeh 
anwendbar ist: Der ]i~n/]ach iterierte Ker~ ist ndmlich quadratisch inte- 
grierbar. I m w  2 gelingt dann auf unerwartet einfaehem Wege der Nach- 
weis, dab der Kern sogar positiv de/init ist und der kleinste Eigenwert 
gleich 1 ist. Damit ist im Prinzip die Anwendbarkeit des N e u m a n n -  
schen Iterationsverfahrens zm" AuflSsung der Gleichung erwiesen. Infolge 
der besonderen Natur der rechten Seiten der Gleichung l~Bt sieh abet 
noch eine weitere Vereinfaehung erzielen; es gelingt niimlich die R e d u k -  
tion auf Integralgleicht/ngen in einer Variablen-bzw. gew6hnliche lineare 
Di/]erentialgleichungen (w 3). Endlich setze ich in w 4 eine sehr schSne, 
yon Herrn E n s k o g  herriihrende Methode zur Behandlung yon linearen 
Integralgleichungen auseinander. 

Die i m w  1 erforderlichen komplizierten Rec~hnungen unterdriicke ieh 
hier; diese sowie auch die Anwendungen auf die feineren Fragen der 
Gastheorie werde ieh ausfiihrlieh in einem demn~ehst bei Teubner er- 
scheinenden Buehe zur Darstellung bringen. 

Die Kenntnis der Hi lber t schen  Arbeit wird ira folgenden voraus- 
gesetzt. 

w  

Die iterierten Kerne. 

Im folgenden seien ~q~ (aueh mit Indizes 1, 2 versehen) unbe- 
schr~nkt variable reelle GrSBen, wir deuten Sic als rechtwinkelige Car t e s i -  
sche Koordinaten im /~3. Das Raumelement werde d ~ d ~ d ~ = d o ~  ge- 
setzt. Wir benutzen auch nach Bedarf Polarkoordinaten r, ~., 13, 8, wobei 

r = ~ + V ' ~ + ~  ~, ~ = ? - ,  13= ~, 8 = ? - ,  

und es sei dlr das Fl~iehenelemefit der Einheitskugel an der Stel!e ~', t~, 8, 

also deo ~ r~ dr dk .  

Endlich bedeute auch l, m, n, wo + + - 1, einen Punkt der 
Einheitslmgel, und das Fl~ichenelement der Kugel an dieser Stelle sei d~. 
Das Zeichen 2- ohne weiteren Zusatz soll im folgenden immer die Sum- 
mation iiber die drei Koordinatenrichtungen bedeuten, also z.B. 

In der Theorie spielen die ,,StoBtransformationen" eine Rolle, definiert 
durch die orthogonal-invarianten Formeln 

18" 
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( 1 ) ,~' = ' ]  -{- " ~  ~'V ']~ = 'Yl - -  m ~'~7 

~' : $ -~- n W $1 :--~$~ -- n W, 
wobei 

W=~_.~ l~,r 1 --  ~). 

Es ist eine lineare homogene Transformation der ~ly ~" ~1 ~Y~ ~i auf die ge- 
striehenen GrSl~en, welche mit ihrer InveIsen identisch ist und fiberdies 
W in - - W  fiberfiihrt. Wir verabreden die Bezeichnung 

ffir eine beliebige Funktion ~ ( _ ~ ) .  

Der H i l b e r t s c h e  Integralausdruck fiir eine Funktion ~v ($ ~] ~) lautet 
n u . n  

Die Integrationen sind, wie aueh weiterhin, stets fiber den gesamten 
Raum ~ ~h $~ und die ganze Oberfl~che der Einheitskugel l, m, n zu er- 
strecken. Herr H i l b e r t  zeigt, dab man setzen kann ~') 

J (qo)= k(r)cf -- f K (r, rl, Z~.~,)q)ld(Ol' 
worin }* 

0 

und 

mit 
K = 2 A - - B  

(2' Zl (Zl- Z))~ 

A 2~t - :  e x ($1- ~)2 
~2'  (~ , -  S)" 

B = e Vz(e  - 

Es kommt weiterhin nicht auf diese Gestalt von A und B an, sondern 
auf ihre urspriingliche Definition, wonach fiir jede Funktion qJ (~ ~/~) 

(3) f Bq~,deol= f f iWle-:-'~,pldmld~. 
K ist symmetrisch in den beiden Variablenreihen ~ ~ ~ und ~1 ~h ~ und 
iiberdies eine Orthogonalinvariante. Gegenstand der Untersuchnng ist die 
Integralgleiehung 

J(~)=---k~ -- f g c p l d a h = - f ( ~  ), 

'-') In der Hilbertschen Arbeit lautet die Bczeichnung --K start K. 
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worin f gegeben und ~ gesueht. Durch die Substitution 

'b --= ~ Vk-, K * - -  K 

gelangt man zu einer Integralgleiehung 2. Art mit symmetrisehem Kern 

f 

fiir die Funktion ~b. Da die Funktion k im Unendliehen wie re -~" ver- 
sehwindet, so sehlie6t man dureh eine kleine Reehnung, dal3 zwar K *+ 
nach d~o 1 integrierbar ist, aber nicht noch ein zweites Mal naeh deo. 

Die Frage, welcher yon den iterierten Kernen quadratiseh nach d(o do h 
integrierbar ist, beantworten wir dureh Entwieklung yon K* ~ K* (r, r 1 , ~ ~. ~1) 
naeh Kugelfunktionen der Variablen x =  2"~:1. E s  sei P,~(x) die Kugel- 
funktion eines Argumentes mit dem Index n, definiert etwa durch die 
Gleiehung 

P , , ( x ) = l / ( x + - i e o s , p l / ~ ) " d q ~  (n---: 0, 1,2,  . . .) .  
0 

Sie erfiillt die Orthogonalit~itsrelationen 
+ 1  

lB.(=) P,, (x) d x =  
2 

Wir definieren die ,,Fourierkoeffizienten" 
4:1 

Die Reehnung ergibt folgendes: 

Satz  1. Es ist k* (r, r~) symmetrisch in r, rl und es gilt 
e-r ' -r~ f 8~ M ~n+x 4 z M  2 n - '  

/c*(r, rl) = 
~ )  i 2n+  1 ~ -~- (2n + 1) (2n -- 1) (rr , )  n - '  

- - (2n.~l)(2n+3)(rr l ) ,+l-  ~ - -  x eZ :E(x )P , ,  ~ P ,  dx  . 
!*I<M 

Darin bedeutet 
M die kleinere der beiden Zahlen r, rl, 

z 

E ( x ) =  f e - " ' d u .  
0 

Satz  2. Es ist k* quadraIioch nach do~ do h integrierbar, 'd. h. es 
existiert 

v.--- f f k. (,.. )d.)d,o,=( f j'k*" 
(| 0 
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Beim Beweise dieses Satzes ist wesentlich, dab der Nenner k(r) yon k* 
sich im Unendlichen wie re -~', nicht wie e -~'2, der Null niihert. 

Die Frage naeh dem Verhalten der iterierten Kerne wird beantwortet 
durch 

Satz  3. Der p-/ach @erierte Kern zu K* ist ]eden/alle dann 
quadra$isch nach dee dw 1 integrierbar, wenn die Reihe 

_~, (2n+ 1)c: 
konvergiert. 

Zum Beweise bedeaken wir zun~ichst, dab fiir ]ede Funktion H (r, ra, x), 
welche fiir -- 1 ~ x _~ + 1 in x stetig ist, die Vollst~indigkeitsrelation gilt 

+I +I 

f - ( f  ) HO.(r, r l , x ) d x = 1 2 n + l  "- T H ( r ' r l ' x ) P , , ( x ) d x  
--I n = 0  --I 

und diese Gleiehung dad, wenn die Integrale stetig in r, r 1 sind, auch noch 
gliedweis e nach r, r 1 integriert werden. Daher konvergiert das Integral 

sicher dann, wenn die unendliehe Reihe 

f f  - 
n=O r=O ~i ~-~ 0 --I 

konvergiert. Wir setzen nun fiir H den p-faeh iterierten Kern zu K* 
ein (p~ 2), weleher definiert ist dureh die Formel 

Fi r  dessen Fourierkoeffizienten 
~-1 

k * ( " ( r , r , ) =  f K* ( r , r , , x ) P , ( x ) d x  
- -1  

gilt dann auf Grund bekannter Integraleigenschaften der P , ( x ) e i n e  iihn- 
liehe Rekursionsformel 

k,~)/_ 1 rk,(~-l) . ~r, rl)~- (r, ro)k~ (r l ,ro)dw.  y j ,  . . . 

und daher vermSge der Schwarzsehen Ungleichung 

" I I  " I "  ' "  
_.~.*<~) (r, r~)'_< k. (r, r=) d~o-. k; (q,  r.,). do,.. 

und dutch vollst~ndige IncluSion beziiglieh p 

~--- 4 P - l "  
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Nehmen wir in (4) fiir H den p-fach iterierten Kern zu K*, so kon- 

vergiert jene Reihe also sieher dann, wenn ~ (2 n ~7 1 )c~ konvergiert. 
Damit is~ Satz ": bewiesen, n=O 

Die Abschdtzunff yon c,, als Funktion von n ergibt nun die Aussage: 
] ~/'nc. 1 ist beschr~inkt, daraus folgt die Konvergenz iener Reihe fiir p ~  5 
und somit 

Satz 4. Der /i~n/fach 
d co d ~o ~ integrierbar. 

iterierte Kern  zu K *  ist quadratisch naeh 

w  

Die Eigenwerte der Integralgleiehung' 

Wir fragen nach denjenigen Werten ~, wofiir die homogene Gleiehung 

eine nicht identisch verschwindende LSsung O2 besitzt. Es ist bereits 
bekannt, daft fiir ~----1 die Gleichung genau fiinf linear unabh~ingige 
LSsungen hat, n~imlich O2-----1, ~, ~, ~, Z~  ~'. Und zwar folgt das aus der 
Identit~t in O2 

J 

also 

(6) f o2J(o2)deo ~ O. 
Diese Ungleiehung hat weiterhin zur Folge 

Satz 5. Das Intervall 0 .~ ~ 1 ist yon Eigenwerten /rei. 

Die Gleichung (5) liil~t sich n~imlich aueh schreiben 

- l)k o+J(o2) = o .  

Naeh Multiplikation mit o 2 do) und Integration naeh d(o ergibt sieh 
wegen (6) hieraus 

d.h.  
1 
~--- 1 s  

also entweder ~ :> 1 oder ~ ~ O. 

Ferner gilt aber der wesentlich tiefer liegende 

Satz  6. Alle Eigenwer~e van K *  sind laositiv. 

Nach den Ergebnissen yon w 1 hat n~imlich jeder Eigenwert nur 
endliche Vielfachheit. Es sei nun ~ -~ 1/k O2, (~ ~ ~) (i = 1 ,2  . . . .  , n) 
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ein vollstiindiges System orthogonaler und normierter Eigenfunktionen 
yon K*, welehe zum Eigenwert ), geh6ren. Bedeute S das Zeiehen fiir 
eine orthogonale Transformation der r162 so sind die Funktionen 
~i (S(~ q ~)) offenbar ebenfalls Eigenfunktionen yon K*, zum Eigenwert 2 
geh6rig, da ja der Kern K* eine Orthogonalinvariante ist. Uberdies sind 
die n Funktionen ~i (S (~ ~j $)) w_iederum orthogonal und normiert. Folg- 
lieh sind die q~i(S(~t~)) ]ineare Kombinationen (let cP~(~l~.) 

k = [  

worin das Koeffizientenschema ci~ ' selbst wieder eine orthogonale Matrix 
bildet, und folglich ist der Ausdruck 

" " - '  ! 

eine Orthogonalinvariante der beiden Variablenreihen ~ q r und ~, 01 r 
Aus der Gleiehung 

kqo(~(~r -- 2J 'K~ , (~  ~h r  = 0 (i = 1 , . . . ,  n) 

folgt nun durch Multiplikatlon mit ~ i ( ~  $)do), Integration naeh dw und 
Summation iiber i 

i - - l  " i = l  

Zum Beweise von Satz 6 braueht man daher nut zu zeigen: 

g - - f f g h ( $ ~ ,  21 *]l$1)dmdoh ~ O. 

Naeh der Definition yon K ist nun bei festem ~ • $ fiir jede F.unktion 
g(~l~, ;1) (vgi. G1. (2)) 

f K  gl d% = f ( 2  A -- B) gl d% 

= f f l w l  e-"-<~ (2 g(#;, "h, ~;) - - g  (21 '11 ~1 ) )d% d~. 

Fiir den [olgenden 8chlufl ist dabei wesentlieh, daft die Iniegralbestandteile 
mi$ g' und r einander gleich sind, Wir setzen in dieser Gleiehung an Stelle 
yon g (21, ~h, ~x) unsere GrSl]e h (2 y $, ~ ~, ~1 ) und integrieren sodann naeh 
doJ. Damit wird 

In diesem Integral  denken wir u n s  nun zuerst die Integrationen naeh 
da~ d% ausgefiihrt. Das Resultat i s t  nur Funktion des Punktes l, m, n auf 
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der Einheitskugel; da der Integrand a b e l  wie obe~i gezeigt, eine Orthogonal- 
invariante ist, so ist diese Funktion eine Funktion nut yon p2 + m+.+ n o. =-1,  
d.h. yon l, m., n ganz unabh~ngig. Ohne den Integralwert zu ~indern, kann 
man daher in dem Integranden fiir l, m,+n ein spezlelMs Wertsystem, etwa 

l--:~i,  m = n = O  

setzen. Hierfiir sind nach (1) 

also unser Integral Z,  wenn wit noch f i i r h  seinen Wert eintragen, 

n 

Hierin fiihren wir zur Abkiirzung ein 
+ : c  

,j,, (~) =: f f e - ' ? - z ~ V , ( ~ , $ ) d ~ d ~  

und erhalten 

Z : 4z~ [ [ 1~ --  ~a] e - ~ - ~ r  {2 'q'~(~)-- Y', ( r  �9 
_ ~  i=1 

Dies ist in der Tat ~ 0; denn man vertausehe im ersten Bestandteil mit 
tp~ das $ und ~ ;  dann erh~ilt man 

_ ~  i = l  

und hierin ist die KIammer gleich 

. . . . . .  ~ 0 ,  Z ~ 0 ,  q . e . d .  2 "-~ -2 (v ' i  (~)  - -  /~'i (~1))2 

w 

Reduktion auf Integralgleichungen in einer Variablen und gew6hnliehe 
Differentialgleiehungen. 

Nach Satz 5 und 6 kann man zur L5sung der inhomogenen Integral- 
gleiehung 

t 

die bekannte Iterationsmethode verwenden, welche (/i in Form einer un- 
endIichen Reihe liefert. Macht man nun aber v o n d e r  Tatsache Gebrauch, 
dal~ die zur Bestimmung der  WiL meteitu~ngs - und Reibungsglieder dienende 
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Funktion f eine besonders einfaehe Gestalt hat, so gelangt man zu einer 
erhebliehen Vereinfachung und zwar auf Grund folgenden allgemeinen 
Satzes a) : 

Satz 7, Sei Y,, (~,t~,~) eine Kugel/unktlon n-ter Ordnung des 
Punktes r~, t), ~ au/ der Einheitskugel. Wenn dann die Gleiehung 

- j ' , < ( , ,  - -  

i~berhaupl eine Ldsung ~c hat, so hal sie gewifi auch eine Ldsung von 
der Form 

~ - ~  Y,,(~,t),8)Y'(r),  

worin ~/, ( r ) der Gleichung 

( 8 )  k,.v,(r) f 2~k,,(r,r~) u,(r, o. . - -  , ) r 1 d r~ = / '  ( r )  
0 

geniigt, und 
-I-1 

k,, ( r ,  "1) =~ f K (r ,  rl, x ) P .  (x )dx  
- 1  

eine symmetrische Funktion yon r, r 1 ist. 

Zungchst gilt n~imlich fiir jede stetige Funktion G (x) die Integral- 
formel 

- - 1  

Denn wenn G(x)  eine Kugelfunktion P , , (x)  ist, driiekt die Formel eine 
bekannte Beziehung zwisehen Y,,: P~, aus. Als lineare homogene Re- 
lation fiir G gilt sie daher allgemein fiir ]ede stetige Funkt.idn. Hier- 
aus ergibt sich: Wenn y,(r) der G1. (8) geniigt, so geniigt q~ := Y,,v.'(r) 
jedenfalls der G1. (7). Die homogene G1. (8) hat daher nut solche LS- 
sungen y,, wofiir Y,, Y' die homogene G1. (7) erfiillt, wofiir also Y,, ~t' gleich - 
einer Kombination der fiini LSsungen 1, rg, rt), r~, r" ist. Daraus folgt: 
Die homogene G1. (8) hat nut die LSsungen 

y, ~ 1, r'-' fiir n ~ 0, 

~/)-- r f i i r n  = 1, 

keine L6sung fiir n _~ 2. 

Auf (8) ist abet naeh w 1 die F r e d h o l m - H i l b e r t s c h e  Theorie anwendbar, 
und folglich ist notwendig und hinreiehend," damit die inhomogene G1. (8) 
eine LSsung besitzt, das Effiilltsein der Orthogonalithtsbedingungen 

a) Vgl. hierzu meine Note: ]~ber orthogonalinvariante Integralgleiehungen, Math. 
Ann. 78, S. 398. 
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0 
ov 

ff(r) r" d r  = 0 ,  w e n n  n = 1. 
0 

Das sind aber genau die LSsbarkeitsbedingungen yon ( 7 ) ,  denn Kugel- 
tunktionen verschiedener Orduung sind immer orthogonat zu einander. 
$omit erh/ilt man in der Tat die allgemeinste LSsung yon (7), indem 
man aus einer LSsung der Integralgleiehung einer Variablen (8)~v(r) die 
Funktion Y,, ~ ( r )  bildet und eine LSsung der homogenen Gleichung hin- 
zufiigt. 

gut Bestimmung der sog. W/irmeleitungsglieder der Maxwellsehen 
Funktion V erhiilt man nun eine Gleiehung wie (8) mit n-----1, ebenso fiir 
die Reibungsglieder eine solche mit g = 2. Daraus folgt: 

Sara 8. In  der Hilbert~chen Theorie besteht das ProMem, die 
Maxwel lsche  Funktion F in zweiter Ndherung zu bestimmen, darin, 
zwei Funktionen einer Variablen aus ~e einer linearen Integralgleichung 
2. Art zu berechnen4). 

Verfolgt man aueh die hSheren NKherungen in der Hi lber tsehen 
Theorie, so finder man auch da einen /ihnlichen Satz: Bei jedem Schritt 
handelt es sich immer um die Bestimmung yon endlich vielen Funktionen 
einer Variablen aus einer Integralgleichung. 

Es ist nun bemerkenswert und fiir einen Konvergenzbeweis des H i lbe r t -  
schen Verfahrens vielleieht wichtig, dab die eben gefundenen Integral- 
gleichungen mit den Kernen k,, aus gewShnliehen Differentialgleiehungen 
entspringen. Man iiberzeugt sich davon leieht auf folgende Weise: Nach 
Satz 1 ist k , ( r , r~)  symmetriseh und ist f i i r r  1 ___<r als endliehe Summe 
von Produkten darstellbar, 

7It 

Ir  

wo u,, fl,. nur yon je einer der Variablen r, rx abh/ingen. Somit hat die 
Integralgleiehung (8) die Gestalt 

r 

~ (,.)~, < r ) - ~ . ,  (,-)f ~, (,.,) ~, (r,),.," dr~ 
r = l  0 

- Z  e. (,)f.,  (,~)~, (,,)~' a,, _-_ f ( r )  

4) Auf anderem Wege ist dieser Satz zuerst bewiesen worden yon D. E n s k o g ,  
Kinetischc Theorie d. Vorggnge in m~l~ig verdiinnten Gasen, Dissertation, Upsala 1917. 
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Differentiiert man diese Gleiehung nun geniigend oft naeh r, so erh~ilt man 
dutch Kombination der so entstehenden Gleiehungen eine ]ineare Differential- 
gleiehung fiir ~ (r). Fiir die Wiirmeleitungsfunktion in ~-1)  erhiilt man 
so eine tineare Differentialg|eiehung 4. Ordnung, die man noch auf eine 
solehe der 3. Ordnung reduzieren kann, da man ein Integral der h0mogenen 
Gleiehung kennt. Aueh flit n --~ 2 (Reibungsglieder) erhiilt man eine Gleiehung 
4. Ordnung. Die Ordnung wiiehst iibrigens mit n ins Unendliehe. 

w  

Eine neue Methode zur Auf l6sung yon Integralgleiehungen. 

Zur numerischen AuflSsung der Hi lb er t schen Integralgleiehung hat 
Herr D. Enskog *) eine andere, auf einem sehr einfachen und schBnen 
mathematischen Gedanken beruhende Methode angegeben. Da diese Arbeit 
in mathematisehen Kreisen wenig bekannt zu sein seheint, aueh die Dar- 
stellung des Herrn Enskog die Allgemeinheit seiner Methode nicht deut- 
lich erkennen lii6t, so bringe ieh bier ihren mathemathischen Inhalt ein- 
real losgel6st yon dem physikaliscben Problem zur Darstellung. 

Es sei ein Integralausdruck 
b 

J (q~) =___ k (s) cp (s) -- j 'K  (s, t) T (t) dl 
a 

vorgelegt. Hierin seien k(s) und K(s ,  t) bestimmte stetige Funktionen 

s <: b, iiberdies K( s, t) sym- der reellen Variablen s und t im Gebiet a ~-<t---- �9 

metriseh in s, t. Es handelt sieh nun um die AuflSsung der Gleichung 

g ( ~ )  = f ( ~ )  
bei gegebenem stetigen f(8). 

Wit maehen die Voraussetzung: 
b 

Der quadratisehe Integralausdruck f ~ J ( T ) d s  sei positiv definit, 
a 

d. h. fiir jedes nicht identisch versehwindende stetige qo(s) sei 
b b b  

f k (a) v" (8 )ds  - f f K (8, t ) r  (s) r ( t ) d s  dt > O. 
#, a , a  

Nun sei u,(s)  (n-~ 1 , 2 . . . )  ein solches System linearer unabhiingiger 
Funktionen, daft man jede im Intervall a . . . b  stetige Funktion dutch 
eine lineare Kombination end|ich vieler %, (s) mit beliebiger Genauigkeit 
gleiehmiifig approximieren kann. Start nun auf das System u,, (s) das ge- 
wShnliche 0rthogonalisierungsverfahren anzffwenden, setzen wir vielmehr 
eine andere, mit Bezug au/ J (qJ) de/inierte Normieruny lest: Es be- 
deute nhmlich 

~,, (s) ~ A. ,  u, (8) + A,,~ us (8) + . . .  + A .... ,~,, (~) 
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eine solche Kombination der u~ . . . .  , u.  mit konstanten A ,  dal~ 

b 

f v . J ( v , ~ ) d 8  = ,~ .... 1 ~ ,n ~ n;  n = 1 ,2 , . . .  
a 

Wegen der Annahme 
b 

f ~ g (~)d,  > o 

ist die sukzessive Bestimmung der v,; offenbar eindeutig mSglieh. Mit 
diesem so normierten Funktionensystem kann man jetzt zu jeder stetigen 
Funktion g(s) ein System verallgemeinerter ,,Fourierkoeffizienten" 

b b 

c~ = f g  (s )g  (vk)ds = f v  k (s) J (i) ds 
a a 

bilden, derart, da~ wegen der ,,Vollstiindigkeit" des Systems der u auoh 
fiir die v die ,,Vollstgndigkeitsrelation" 

b 
f ~ 

l ( s )  J (i) ds = ~ ,  4 
a k = l  

besteht, u~d folglieh aueh flit zwei' stetige Funktionen if(s) und h(s) 
immer d ie  Glei~chung 

b b 

fi(a)g (h)ds= fhr = k c , , a k  
a a k = l  

gilt, wOrin die v~ und a~ ]ene Fourierkoeffizienten yon i u n d  h sind. 

Durch die Koeffizienten c~ ist die stetige Funktion i (~)  wieder ein- 
deutig bestimmt, und es ist 

k =  1 

fa[ls diese Reihe gleichmgl~ig konvergiert. 

Aus der Gleichung J ( ~ ) ~  f(s)  lassen sieh nun die Fourierkoeffizien- 
ten der gesuehten Funktion q~ sofort ermitteln; sie sind ngmlieh 

b b b 

a,. = f q~ (8) J (v~)ds = f r (s)J~v) da = f v A. (s) f (s)ds,  

und die LSsung ist 

k = l  
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falls diese Reihe gleichmiiBig konvergiert. In  ~edem Falle aber gilt 

b b b 

J(q~)g8 ==- ( s ) f ( 8 ) d s  = f ( s )  vk(s)g8 . 
a a : 

Grade die hierzu analogen Integrale sind es aber, Welche aus der H i lbe r t -  
schen Integralgleichung den Wdrmeleitungs- und Reibungs.KoeHizienSen 
definieren. Ein Nacbteil dieses Verfahreus ist, dab man fiber die Schnellig- 
keit der Konvergenz dieser Reihe yon vornherein nichts aussagen kann. 
Deshalb seheinen mir  auch die numeriscben Resultate von Herrn EnskOg 
vorl~ufig nur heuristischen Wert zu haben. 

Hamburg ,  Mathem. Seminar, August 1921. 

(FAngegan~en am 22. August 1921.) 


