
Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn Perron. 
Von 

A. Khintohine in Moskau. 

Die (wegen ~iufterer Umstiinde sehr versp~itete) Lektiire der sch~nen 
Arbeit yon Herrn O. Pe r ron  ,Uber diophantische Approximationen ''I) 
veranlaftt reich, die beiden nachstehenden,~ den Gegenstand der genannten 
Abhandlung sehr nahe beriihrenden Bemerlmngen zu ver~i~entlichen. 

lo 

Die lineare Form mit reellen Koeffizienten @I: Os, .... @~ 

n 

(I) 2 0 ~  + x.+1 
k=1 

heil~e eztrem, wenn ein 0= C(@I, Os,-.., e,)~> 0 existiert derart, dal3, 
wie auch die ganzen, nicht s~imtlich verschwindenden Zahlen sl, as,..., s, + I 
gew~ihlt sein m6gen, 

AMererseits soll ein System yon ~ reetlen Zahlen ea, % . . . . .  % als 
ex~eem bezeichnet weMen, wenn es ein B ~ B ( e l ,  e~, . . . .  % ) >  0 gibt 
derart, daft, wie auch die ganzen Zahlen q ~ 0, 101, Ps, . . . .  p .  gewiildt 
sein mSgen, wenigstens eine yon den n Ungleichungen 

1+1 ~ 

erfiillt ist. 
Im w 1 der zitiez~en Abhandlung yon Herrn Perzon s) ist implizite 

der Beweis flit den folgenden Satz enthalten: 

I) Math. Annalen 8S (1921), S. 77--84. 
g) Vgl. S. 79. 
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Ist dis Form (1) eztrem, so bilden ihre Koellizienten 0~, 0 2, . . . .  0,, 
ein eztremes Zahlen,system. 

Nun seheint mir bemerkenswert, dab aueh die Umkehrung hiervon 
gilt, n~mlieh: 

Wenn die Koe//izienten 0 x, O~ . . . .  , 0,, der Form (1) ein extremes 
Zahlensystem bilden, so ist die Form (1) ex.trem. 

Es ist demnaeh dis Extremeigensehaft des Kodfizientensystems flit 
diejenige der Form charakteristiseh. Infolge bekannter S~tze iiber Diophan- 
tische Approximationen bedeutet das in leicht verstAndlieher Ausdrucksweise 
folgendes: Damit die Form (1) yon der ,,sehleehtestmiigliehen Ordnung" 
unendlich klein wird, ist notwendig und hinreichend, daft ihre Koeffizienten 
ein Zahlensystem bilden, welches eine ,,sehlechtestm6gliehe" gemeinsame 
Approximation mittels rationaler Br/iehe gestattet. In der Tat kann man 
ja bekanntlich die Ung]eichung 

ft  
1 

l ~  O~ak-q-a,z+l,l < r---~ 

flit jede Form, sowie die Ungleiehungen 

I ' # q 

flit jedee Zahlensystem ca, e~, . . . ,  ~n auf unendlich vide Weisen mit 
ganzen aa, a ~ , . . . ,  an+ a resp. q, pa, pg, . . . ,  P, erfiillen. 

Beweis. Die Form sei nicht extrem, ~/< 1 positiv und beliebig 
klein. Dann ist nut zu beweisen, dab ganze Zahlen q > 0, p~, P9 . . . .  , Pn  
so g e w ~ t  werden k6nnen, dab 

P*] ~1 (k-----I,9, .,n) 0 , - -  < . .  
It q 

Zu dem Ende setze man C ~ - - C ( n ) ~ - 2 ( n - - ] - 2 ) ( ~ )  n und 

was j e d e a f ~  

(8) 
~r Folge hat. 

e ~ 2 , , . +  I ~ a + t ,  

1 
e ~ 2~+' I G' 
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Naoh unserer Voraussetzung ist es dann mOglich, ganze, nicht sgmtlich 
verschwindende Zahlen al, % , . . . ,  a,+~ derart zu wghlen, da~ 

n 

/c=1 

wird, wobei  wieder r = Ma.x (] a, ], [a,  I. " - ,  [a .  ]) und fo]glich r > 1 is~. 

Aus (3) folgt afor t ior i  
1 1 

(s) , - ( 2 o ) .  
r 

wghrend (2) in Hinsicht auf (5) 

n+l 1 ( 

(20) ; eg <~1" 1 
also 

ergibt. 

1 

! 1 

/g (2O) ; )  

2 0  1 1 

~ " ~  22 r 
(2C)" ~" 

Folglich existiert eine ganze Zahl t > 0, die wit fortan fixiert denken 
und die den Ungloichungen 

20 t 1 
(0) ~-"'g" ( "~ < 1 l 

(2C) ~ e ~ 
geniigt. 

Nun folgt aus der zweiten dieser Ungleichungen, dab 

1 --Oe I 

was mit der emten der Ungleichungen (6) 

-;. i - c ~  = - ;  - o.,~ ~ ; )  > W ' :  = ,~ 

zur Folge hat. 
Daraus folgt weiter 

Or < $ ~" r" ' 
dann afor t ior i  

woraus man leicht 

ersohl/e/~t. 

CeJ "+~/" ~_ G~f 
Cr < t~"-- r" r "  ' 

~ < (t~)"- I 
O~t ~ 

9,n 
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Folglich existiert eine ganze Zahl M > 0, die nunmehr fixiert gedaeht 
werden soil und die den Ungleiehungen 

o f t ' - ' - 1  < M <  (t,1)" (7) o,t" 
1 ~  

r n 

Geniige leistet. 
Die erste dieser Ungleichungen ergibt 

M e t n ~  (8) M+ i > O(r C'-~+ r n ] " 

Nun soil q die Zahlen 0, l ,  2, . . . ,  M durchlaufen. Zu jedem Werte 
yon q w ~ l e  man dann die ganzen Zahlen Pl,  P~, . .  ", P, ,  so daft 

O_<a lq~=qOk--  p~ < 1 ( k =  1, 2 , . . . , n )  

gilt. Wenn dann a~ ~), r . . . .  , ~y  als Koordinaten eines Punktes ~(g) im 
•-dimensionalen Raume anfgdaflt werden, liegen alle M +  1 Punkte a(q) 
( q = 0 ,  1, 2 . . . .  , M )  im Einheitswiiffel. Nun teile man diesen Wfiffel 

1 1 
in n gleiche Wfidel v o n d e r  Kantenl~inge T und dem Volumen t- ~. 

Werm man fibliche Bedingungen fiber die Begrenzung dieser Wiiffel vor- 
~ussetzt, muff jeder der Punkte a(q) einem und nur einem dieser Teil- 
wiirfel angeh6ren. Aber nicht alle Teilwiidel k6nnen wirklich Punkte ~(~) 
enthalten, und das ist natfirlich der Kern des Beweises. Aus (4) folgt 
uiimlich 

ft  #t n n 

Zo, i"=qZo, o , - Z o ,  p, -o. 
I~: 1 k =  1 k =  1 k =  1 

wo c ga~ und I,~]< I ist, also 
fl 

a 4*+ r< t.n �9 
k : l  

Es ist nun, wenn N =  a~ gesetzt wird, 

n ( 

N < ~ ----- r"+: 

die ,,Entfernung" des Punktes ~(r der ,,Ebene" 
n 

(9) ~? a,, x,, + o = O. 
k = l  

Fib  jeden Punkt  a(~) gibt es somit eine ,,Ebene" (9), von welcher 
Me dieser Punkt um weniger als ~ entfernt ist. Wenu man also um jede 
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solche ,,Ebene" eine "" ht"  2Me ,,SoMe der Dicke ~ begrenzt denkt, so mu~ ra+t 

jeder Teilwiiffel, der ein a~e) enthalten soil, mit  einer dieser ,,Schmhten 

gemeinsame Punkte haben. Nun ist - / -  die grSGte ,,Entfernung" zweier 

Punkt~ eines Teilwiirfels. Wenn wit folglich die Dicke einer jeden der 

eben definierten ,,Schichten" beiderseits usa 7 erweitem, so mug ieder 
Teilwfirfel, der ein a(r enthalten soil, einer yon diesen neuen ,,Schichten 

yon der Dicke ~ + - - - t -  vollst~ndig angeh6ren. Im folgenden soll V 

die Summe der Volumina ailer dieser ,,Schichten" bedeuten, soweit sie 
dem Einheitswiiffel angeh6ren. 

Was erstens die Anzahl der ,,Schmhten betrifft, so kann sie folgender. 
maGen abgeschiitzt werden. Zwei benachbarte yon den ,,Ebenen" (9) 

1 n f " haben den Abstand ~ .  Da die gr6Gte ,,E t ernung zweier Punkte des 

Einheitswiirfels }In betr~gt, k~nnen den Einheitswiirfel nicht mehr als 

]/-~ < n r diesen ,,Ebenen" durchstreffen, also nicht mehr als n r + 2 I/IV __~ von 

,,Schichten" mit diesem Wiirfel gemeinsame Punkte haben. 

2Me 2 V Ferner ist die Dicke einer jeden ,,SchichV' gleich ~ + , 

w~rend  das InhaltsmaG eines jeden zur Dicke senkrechten ,,Schnittes" 

offenbar ( ~ ) n - 1  nicht iibertreffen kann. 
Alles in ahem ist 

V<(nr+2) "'r--'n-~'2Me(,n) r  2--~tn } 

n Me 

Nun bezeichne K die Anzahl der Teilwiirfe], welehe Punkte a(g~ ent- 
halten. Naeh dem Vorhergehenden ist 

K 
t" < V ,  

K < e ,r L r" + r t n - 1 / '  
also wegen (8) 

K<M+I.  
Da genau M + 1 Punkte r vorhanden sind, mfissen deswegen irgend 

zwei derselben einem und demselben Teilwfirfel angehSren. In iiblicher 
Weise schliefit man daraus die Existenz ganzer Zahlen q > 0, loa, . . . .  p , ,  
so dab 

IqO - < { (k-- x, 2 , . . . , , 0 ,  

also 
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also wegen (7)  

und a for~ori 

Iqo  - < 

M~ 

qn 
gilt, womit alles bewiesen ist. 

( k ~  1 ,2 ,  . . . ,  n)  

( k  = 1,  2 . . . .  , n )  

. 

Herr P e r r o n  hat in seiner genannten Abhandhng zum erstenmal 
die Existenz extremer Zahlensysteme fiir ]ede Gliederzahl ~ bewiesen. 
Aus seinem diesbeziiglichen Hauptsatz folgt speziell, dari, wenn 0 eine 
reelle algebraisehe Zahl yore Grade n -~ 1 ist, die Zahlen O, 0 ~, 0 a, . . . ,  0 n 
ein extremes System bilden. Dieser Satz kann als eine Verschgrfung des 
bekannten L iouv i l l e schen  Satzes fiber algebraische ZaMen betrachtet 
werden, denn letzterer kann aus ihm leieht gefolgert werden (flit n = 1 
fallen die beiden Siitze zusammen). 

Dieser Satz verschgrft aber den L i o u vi 11 e schen in einer ganz anderen 
Riohtung, als es die bekannten Resultate der Herren Thue  8) und S iege l  ~) 
tun; und in einer bestimmten Hinsicht kann er als eine stiirkere Ver- 
seh~fung betrachtet werden, wie ich hier zeigen will. 

Keines der hier zitierten, fiir den algebraischen Charakter einer Zahl 
notwendigen Kennzeiehen ist flit denselben hinreichend; aueh das P e r r o n -  
sche nicht. Da aber die Menge der algebraischen Zahlen abz~hlbar, also 
a fortiori yon Lebesgueschem Marie Null ist, kann man ein Kennzeichen 
flit algebraische Zahlen desto schgffer nennen, je kleiner das Mal~ der 
Menge der Zahlen ist, welche zwischen 0 und 1 liegen und dem vorlie- 
genden Kennzeichen Geniige leisten. Nun ist im Falle des L i o u v i l l e .  
schen Kennzeichens, abgesehen yore Falle n ~ 1, das Mari der betreflenden 
Menge gleich 1; und die Verschiirfungen yon T h u e  und S iege l  5) ver- 
bessern nichts in dieser Beziehung. Diese Kennzeichen sind also s~mtlich 
nicht nut fiir algebraisehe, sondern auch fiir ~ast alle transzendente Zahlen 
effiillt. Im Gegensatz dazu soil hler gezeigt werden, daft dem P e r r o n -  
sehen Kriterium nut eine Zahlenmenge vom Marie Null geniigen kann; fiir 
eine angegebene transzendente Zahl besteht also eine Wahrscheinlichkeit 
-----1, dari sie dem Kennzeiehen nicht geniigt. 

s) Journal ffir die reine und angew. Mathematik 185 (1909). 
') Math. Zeitschrift lo (1921). 
6) Auch nicht der tieferllegende Satz yon Siegel, Math. Annalen 8S (1921), 

S. 80. 
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Um das einzusehen, geniigt es offenbar, folgendes zu beweisen. 

Satz. Jede Zaht a zwi, ehen 0 und 1, mit Ausnahme einer Me~e 
veto Marie Null, er/iillt ]olgende Bedlngung: Ea ,eie~ �9 > 0 bdiebig und b 
gain positiv. ])ann gibt ea aolehe k + 1 ganze rationale Zatden 
~ ,  p~, . . . .  p~,q  (q>o), dari 

a'- -  < 1+} Nr  1 K i K k  
q 

isL 

Beweis. Da die Vereinigung einer abz~ihlbaren Menge yon Mengen, 
deren MaB gleioh Null is~, wieder eine Menge derselben Art bildet, so 
geniig~ es offenbar, den Satz flit beliobige, abet lest gew~ihlte e und k 
zu beweisen. 

Es sei a eine beliebige Zahl zwischen 0 mid 1, die wit jetzt noch 
irrafiorazl voraussetzen. 

Wit betrachten irgendeine or~hogonale mid normale Matrix 

(1) 

deren erste Zeile dureh 

~1 ~ = i a ~ - ~ .  M ,  M~--- 1 
+V~+(~) '+(sd)~+. .  +(k~k-l)' 

bestimmt sei, wghrend die iibrigen beliebig sein m6gen, und die zugeh6rige 
Koordinatentransformation 

x ; = a ~ l x  1 + a ~ x 2  + . . .  + a ~ , x ,  ( i = l ,  2 . . . .  , k) 

im k-dimensionMen Raume. 

Wit setzen a =~-~ und teilen den Raum in Parallelepipeda, deren 

einzelnes dutch die Ungleichungen 

i, t=<x~ < ~,+: a~-i ok-i t , 

o , 

,,y_-<~, < ( t + l  (8=~, 3, ..., ~) 

bestimmt sein m6ge, we f eine feste, spiter n"aher zu bestimmende positive 
Zahl bedeu~et, wiihrend it, i, . . . . .  i k unabh[ingig voneinander alle ganzen 
zationalen Zahlen durohlaufen. Jedes Parallelepipedum hat offenbar ein 

u 1 
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Nun bedeute n die Anzahl der Parallelepipeda, welche vollstiindig 
oder auch nur zum Teil dem durch die Ungleichungen 

( 2 )  0 __< x,  < 1 ( i  ----- 1, 2, . . . .  k) 

defmier~en Wiirfel angehSron. Es sei ferner P ( Y l ,  Y~ . . . .  , y~) ein Punkt,  
tier einem Parallelepipedum A angeh6rt, welches seinerseits mi~ dem 
Wiirfel (2) den 'Punkt Q (z~, z~, . . . ,  zk) gemeinsam haben mSge. 

Dann ist fiir 1 ~ r ~ k 
, k 

i v , -  z, l = 1~,1 (v, - z~) + p,.. ( v ~ -  ~4) + . . .  + D,k (Vf,-- z~)! < ,,~-~---7' 

we unter i}~il[[ die zu (1) inverse Matrix gemeint ist. Daraus folgt nun, 
da~ der Punkt  P dem Wiirfel angeh6r~, welcher aus dem Wiirfel (2) dutch 
eine Vergr6Berung im linearen Verhgltnis 2 : 1  veto Mittelpunkte aus ent- 
ateht, wenn nut 

k 1 2k 
ok_l------- ~ < ~ ,  also wenn t > ak_--- ~ 

ist, was wir jetzt annehmen wollen. 

Es sind also aUe n Parallelepipeda, yon denen eben die Rode war, 
in diesem neuen Wiirfel veto Volumen 2 ~ enthalten; folglich ist 

1 
n.7~ < 2 ~, n < ( 2 0  ~. 

Nun sell q dot Reihe naeh die Zahlen 

O, 1, 2 . . . .  , (2t)  ~ 

Zu jedem dieser q bestimmen wir dann k Zahlen lea, lo~, . . . .  lo~ 

0 < q . , -  p, < 1 ( i - - I ,  2 . . . .  , k) 

ist. Der Punkt  x i ----- qaf  --  iv, (i  = 1, 2, . . . ,  k) des k-dimensionalen Raumes 
ist folglich fiir jedes q ira Wiirfel (2) und folglich in einem unserer n 
Parallelepipeda enthal~en. Da q dabei ( 2 t ) ~ + l  versohiedene Werte er- 
hlilt und n _~(2t )  ~ is~, so miissen wenigstens in eines der Parallolepipeda 
zwei yon den konstruierten Punkten fallen. Es seien dies die Punkte  
xi __~ q~l~a, _ 1o11 und x ~ -  q(~)a ~ -  p~2~; der Bestimmthei~ wegen setze 
man q(1)< q(2) voraus; man setze ferner 

q __ q(~) _ q(1) 

io, = p~')-- p~l) ( i  = 1, 2 , . . . ,  k). 
Mathematische Zeitsehrift. XXIL 19 
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Dann finder man 

( 2 . , . ( q , ~ ' -  ~,.)1-- ( . S , ~ , . ( ~ " , e  - ~o. ~') - 2 , ~ , . ( q ~ " , e  - ~.~') 1 
J ~ l  #=1 e----I 

{ __l. ~ir i----1, 
ok-t t < 

-~ fib 2~i<~k .  

1 

Wegen q _~ (2t) u, also t ~ ~q , erhglt man daraus, indem man dareh q 
dividiert, 

I '2 fib i=1,  
I :t 

; - d -  - -  

Man setze n u n  

und 

2 

I 1"~'~ ~ 
0 ~ -  q 

k 1 

, /=1  

Wit betrachten das Intervall, das durch die Ungleichungen 

(8)  ,~ c~ ~ c ~ +  ,, 
r ~+~ < y < . a  --7 ~-~ 

rq ~ rq I+ 

beatimmt mad demen L~inge folglich ~* 1+~ ist. Wit setzen noch 

r~ 

/ ~ P~ 

Geh6rt nun y dem Intervall (3) an, so ist offenbar 

k 

f,p~ ( v ) I - - r e , +  . S , , l ~ ( v ' -  *,~)I = ] 6 ,  + ( v  - ,~) [," + o ( v  - ,~)]1 
e-----1 

o 

q 
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Wegen der Irrationalit~g von a w~ichst dabei offenbar q mit ~ fiber alle 
Grenzen, und kann folglich beliebig groB gedachl; werden. Wegen 

lY--~1 < A1, wo A yon q unabh/ingig ist, mu• al~o ffir geniigend 

q 
groBes q 

3~ 

q 

AndererseiCs finde~ man flit i > 1 infolge der Orthogonali~it der Na~rix (1) 

k k k 
< I Z . , . ( y -  , 

$=1 a = l  1 + ~  8=1 
q 

1+~- #=I 
q 

1 
- i+~ 

q q 

fiir genfigend gro~es q. 
Alles in allem, ist also fiir i = 1 ,  2 , . . . ,  k, flit geniigend groBes q 

und flit jedes dem Intervall (3) angehSrende y 

l ,(y)I < 3o 
1 * 

q 

Folglich ist fiir dieselben y, i and q 

3 o_ , 
1 4 . 1  1 " 

q k q+~ 
Nun ist die L~nge des Ingervalls (3) gleieh 

2o 
~+~ 

rq 

und die Entfernung seines Mi~telpunktes yon . 

~ <  ~ 
1 "  

r rok_lql+ ~ 

Das gerh~iltnis dieser beiden Zahlen ist also grSl~er, als die Kon- 
stante a ~, die weder yon a noeh yon q abh~ng~. Da dieses Intervall (3) 
beliebig nahe an a angenommen werden daft, so schliell~ man weiter so: 
Die Menge der Zahlen, welehe der im Wortlaut des Satzes I I I  aufgestellten 
Bedingung fiir unsere lessen e, k nicht Geniige leisten, soll mit E be- 

19* 
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zcichnet ~ werden. Wit haben durch das Vorangehende bewiesen, daft die 
Menge E im Punkte ~ nicht elne Dichtigkeit -~ 1 besitzen kann. Und 
da ~ eine beliebige irrationale Zahl ist, so folgt a u s  bekannten S~tzen 
der metrischen Mengenlehre, da~ E eine Menge vom Marie Null ist, 
w. z. b. w. 

Andererseits zeigt unsere Begrachtung, daft die Menge E nirgends 
dicht ist. Daraus folgt bekanntlich, dal~ die Menge der Zahlen, welche 
der Bedingung des Satzes nicht' Oeniige leisten, eine Menge der I. Kate- 
gorie ist nach der Baireschen Klassifikation. 

Moskau, den 24. Dez. 1923. 

(Eingegangen am 15. Jauuar 1924.) 


