Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn Perron.

Von

A. Khintchine in Moskau,

Die (wegen duBerer Umstinde sehr verspitete) Lektiire der schdnen
Arbeit von Herrn O. Perron ,Uber diophantische Approximationen®?)
veranlaBt mich, die beiden nachstehenden, den Gegenstand der genannten
Abhandlung sehr nahe berithrenden Bemerkungen za verdffentlichen.

1.
Die lineare Form mit reellen Koeffizienten 6,, 0,,..., 6

n
(1) ké-’l @kwk+zn+1

heiBe extrem, wenn ein C - c(0,,0,,...,6,)> 0 existiert derart, das,
wie auch die ganzen, nicht sémtlich verschwindenden Zahlen a,,a,,...,a,,,
gewihlt sein mégen,

‘g Qkak+“n+1¥>§;

gilt, wo r = Max (|a, |, |a,],..., |a,|) gesetzt ist.

Andererseits soll ein System von 7 reellen Zahlen «,,«,,...,«, als
extrem bezeichnet werden, wenn es ein B = B(w,, ¢,,...,,)> 0 gibt
derart, daB, wie auch die ganzen Zahlen ¢ >0, p,, P, ..., p, gewahlt

sein mogen, wenigstens eine von den n Ungleichungen
» B
‘o:,‘—l‘-]> T (k=1,2,...,7m)
q 1+ X
q "

erfill ist.
Im § 1 der zitierten Abhandlung von Herrn Perron?) ist implizite
der Beweis fiir den folgenden Satz enthalten:

1) Math. Annalen 83 (1921), 8. 77—84.
%) Vgl 8.79.
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Ist die Form (1) extrem, so bilden thre Koeffizienten ©,,80,,...,06,
ein exiremes Zahlensystem.

Nun scheint mir bemerkenswert, daB auch die Umkehrung hiervon
gilt, nimlich:

Wenn die Koeffizienten 6,, 0,, ..., 0, der Form (1) ein extremes
Zahlensystem bilden, so ist die Form (1) erirem.

Es ist demnach die Extremeigenschaft des Koeffizientensystems fiir
diejenige der Form charakteristisch. Infolge bekannter Sitze iiber Diophan-
tische Approximationen bedeutet das in leicht verstindlicher Ausdrucksweise
folgendes: Damit die Form (1) von der ,schlechtestméglichen Ordnung*
unendlich klein wird, ist notwendig und hinreichend, daB ihre Koeffizienten
ein Zahlensystem bilden, welches eine ,schlechtestmégliche® gemeinsame
Approximation mittels rationaler Briiche gestattet. In der Tat kann man
ja bekanntlich die Ungleichung

n
lbé’ @kak+an+1\l <',.l—n

fiir jede Form, sowie die Ungleichungen

P 1

Iak———;‘<~;—;—_§ (k=1,2,...,n)
q

fir jedes Zahlensystem e, ¢,,...,«, anf unendlich viele Weisen mit

ganzen a,,d,, ..., @,,, Te8p. g, Dy, Dys .-+ D, erfiillen.

Beweis. Die Form sei nicht extrem, # < 1 positiv und beliebig
klein. Dann ist nur zu beweisen, daB ganze Zahlen ¢ >0, p,,9,,...,2,
so gewihlt werden konnen, daB

gilt.
Zu dem Ende setze man C= C(n)=2(n+2) (¥n)" und

(2) : &= gmii gt
was jedent:

1
(3) ¢ < g

zur Folge hat.
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Nach unserer Voraussetzung ist es dann méglich, ganze, nicht simtlich
verschwindende Zahlen a,, a,, ..., @,,, derart zu wihlen, daB

n
(4) Iggk“k+qn+xl<;.in

wird, wobei wieder r =Max(|q,|, |a,],...,]|a,|) und folglich r > 1 ist.

Aus (3) folgt a fortiori
1 1
P20yt 1
(5) CeOT 1

r

wihrend (2) in Hinsicht auf (5)

nt1 1 L 1
(20) " o <q" (1 _en (20)")

also

1
I 17
(20)" ™
ergibt.

Folglich existiert eine ganze Zahl ¢ > 0, die wir fortan fixiert denken

und die den Ungleichungen

20 ¢ 1
(6) N U
(20)" &®
geniigt.
Nun folgt aus der zweiten dieser Ungleichungen, daB

1= 0e()> 4,

was mit der ersten der Ungleichungen (6)

t t\" ¢ t\"+t1_ 201 _ ¢
s(1-ce(f))=F-0e(3) >img=p
zur Folge hat.
Daraus folgt weiter
n4+1 n
0f<t’]n—_——“'08tr,. 1 ’

dann a fortiori
Cr<iy"— —-———C”::"’n-{-c—:},
woraus man leicht
Ort" 11 (tn)" =1
I_C'et"

r E ]

erschlieBt.
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Folglich existiert eine ganze Zahl M > 0, die nunmehr fixiert gedacht
werden soll und die den Ungleichungen
- Cr t” —l. 1 M i bid
1— Cet
=

Geniige leistet.

Die erste dieser Ungleichungen ergibt
(8) M+1>0(rt"*‘+ﬂ;,f—).

Nun soll ¢ die Zahlen 0, 1, 2, ..., M durchlaufen. Zu jedem Werte
von ¢ wihle man dann die ganzen Zahlen p,, p,,..., p,, so dal
0Lel=q0,—p, <1 (k=1,2,...,n)

gilt. Wenn dann 2, ¢2, ..., 2 als Koordinaten eines Punktes «@ im

n-dimensionalen Raume aufgefaBt werden, liegen alle M -}-1 Punkte «@
{(g=0,1,2,..., M) im Einheitswiirfel. Nun teile man diesen Wiirfel
in ¢ gleiche Wiirfel von der Kantenlinge -%— und dem Volumen %
‘Wenn man iibliche Bedingungen iiber die Begrenzung dieser Wiirfel vor-
aussetzt, muf jeder der Punkte «¢@ einem und nur einem dieser Teil-
wiirfel angehoren. Aber nicht alle Teilwiirfel kénnen wirklich Punkte o@
enthalten, und das ist natiirlich der Kern des Beweises. Aus (4) folgt
némlich

n n n n
@ _ L _ Be
Z“k“k ~QZ%@;=—Z%P:‘-9’,.” qanﬂ“'z%f’k— = 6
k=1 E=1 k=1 E=1

wo ¢ ganz und |#| < 1 ist, also

n
I‘Zaka,‘,“’+ol‘<1—f,,—s.
k=1

n
Bs ist nun, wenn N = l/ S a? gesetzt wird,
i=1

n
@
& el oy oue
N Ny =pn¥i

die ,,Entfernung® des Punktes ¢@ von der ,,Ebene“

(9) k‘f;akxk—{—ce_o.

Fiir jeden Punkt @ gibt es somit eine ,Ebene (9), von welcher

dieser Punkt um weniger als ;i;[;f—l- entfernt ist. Wenn man also um jede



278 A. Khintchine.

solche ,, Ebene* eine ,,Schicht“ der Dicke = _H begrenzt denkt, so muf
jeder Teilwiirfel, der ein «@ enthalten soll, mit einer dieser ,,Schichten
gemeinsame Punkte haben. Nun ist 7/ die grofte ,Entfernung® zweier

Punkte eines Teilwiirfels. Wenn wir folghch die Dicke einer jeden der

eben definierten ,,Schichten* beiderseits um —]/—:3 erweitern, so mufl jeder

Teilwiirfel, der ein «@ enthalten soll, einer von diesen neuen ,Schichten

von der Dicke f;}ff QV” vollstindig angehéren. Im folgenden soll ¥

die Summe der Volumma. aller dieser ,,Schichten* bedeuten, soweit sie
dem Einheitswiirfel angehoren.

Was erstens die Anzahl der ,,Schichten* betrifft, so kann sie folgender-
maen abgeschitzt werden. Zwei benachbarte von den ,,Ebenen‘ (9)

haben den Abstand Ni Da die gréfte ,Entfernung” zweier Punkte des
Einheitswﬁrfels Yn betrigt, konnen den Einheitswiirfel nicht mehr als

Iy = S nr von diesen ,,Ebenen® durchstreifen, also nicht mehr als nr - 2

»Schichten* mit diesem Wiirfel gemeinsame Punkte haben.
Ferner ist die Dicke einer jeden ,,Schicht® gleich 2,, =+ = Y——
wihrend das InhaltsmaB eines jeden zur Dicke senkrechten ,,Schmttes“

offenbar (Yn)" ™" nicht iibertreffen kann.
Alles in allem ist

V< (nr+2) ()" {355 2_1"_77}
< 2r(n+2)(Vn) {r,+1+-}}-_0{ﬂ;‘:+-{}.

Nun bezeichne K die Anzahl der Teilwiirfel, welche Punkte «¢ ent-
halten. Nach dem Vorhergehenden ist

7 <V
also
K< O{M” + et
also wegen (8)
K< M4-1.

Da genau M - 1 Punkte ¢@ vorhanden sind, miissen deswegen irgend
zwei derselben einem und demselben Teilwiirfel angehbren. In iiblicher
Weise schlieBt man daraus die Existenz ganzer Zahlen ¢ >0, p,,...,p,,
so da3

1
|96, —p.|< T (k=1,2,...,n),
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also wegen (7)

196, —p) <5 (k=1,2,...,n)
¥®
und a fortiori
196, —p| < (k=1,2,...,n)
o

gilt, womit alles bewiesen ist.

2.

Herr Perron hat in seiner genannten Abhandlung zum erstenmal
die Existenz extremer Zahlensysteme fiir jede Gliederzahl n bewiesen.
Aus seinem diesbeziiglichen Hauptsatz folgt speziell, daB, wenn © eine
reelle algebraische Zahl vom Grade n - 1 ist, die Zahlen O, 6% 6°%..., e"
ein extremes System bilden. Dieser Satz kann als eine Verschirfung des
bekannten Liouvilleschen Satzes iiber algebraische Zahlen betrachtet
werden, denn letzterer kann aus ihm leicht gefolgert werden (fiir n =1
fallen die beiden Sitze zusammen).

Dieser Satz verscharft aber den Liouvilleschen in einer ganz anderen
Richtung, als es die bekannten Resultate der Herren Thue®) und Siegel?)
tun; und in einer bestimmten Hinsicht kann er als eine stirkere Ver-
schirfung betrachtet werden, wie ich hier zeigen will.

Keines der hier zitierten, fiir den algebraischen Charakter einer Zahl
notwendigen Kennzeichen ist fiir denselben hinreichend; auch das Perron-
sche nicht. Da aber die Menge der algebraischen Zahlen abzihlbar, also
a fortiori von Lebesgueschem MaBe Null ist, kann man ein Kennzeichen
fiir algebraische Zahlen desto schirfer nennen, je kleiner das MaB der
Menge der Zahlen ist, welche zwischen 0 und 1 liegen und dem vorlie-
genden Kennzeichen Geniige leisten. Nun ist im Falle des Liouville-
schen Kennzeichens, abgesehen vom Falle n =1, das MaB der betreffenden
Menge gleich 1; und die Verschirfungen von Thue und Siegel®) ver-
bessern nichts in dieser Beziehung. Diese Kennzeichen sind also simtlich
nicht nur fiir algebraische, sondern auch fiir fast alle transzendente Zahlen
erfiillt. Im Gegensatz dazu soll hier gezeigt werden, da8 dem Perron-
schen Kriterium nur eine Zahlenmenge vom MaBe Null geniigen kann; fiir
eine angegebene transzendente Zah] besteht also eine Wahrscheinlichkeit
=1, daB sie dem Kennzeichen nicht geniigt.

3) Journal fiir die reine und angew. Mathemsatik 135 (1909).

4y Math. Zeitschrifé 10 (1921).

8) Auch nicht der tieferfiegende Satz von Siegel, Math. Annalen 88 (1921),
8. 80.



280 A, Kbhintchine.

Um das einzusehen, geniigt es offenbar, folgendes zu beweisen.

Satz. Jede Zahl o zwischen O und 1, mit Ausnakme einer Menge
vom Mafe Null, erfillt folgende Bedingung: Es seien & > 0 beliebig und %
ganz positiv. Dann gibl es solche k-+1 ganze rationale Zahlen
D1s Pas - P @ (9> 0), dap

;ai-l;!{<-—‘-—l fir 1<i<k
P>
2st,

Beweis. Da die Vereinigung einer abzihlbaren Menge von Mengen,
deren MaB gleich Null ist, wieder eine Menge derselben Art bildet, so
geniigt es offenbar, den Satz fiir beliebige, aber fest gewihlte ¢ und %
zu beweisen.

Es sei o eine beliebige Zahl zwischen 0 und 1, die wir jetzt noch
trrational voraussetzen.

Wir betrachten irgendeine orthogonale und normale Matrix

Cyy Oy Gig %
(1) Cgy Oge gy .. &y,
000000000 ’
Gpy Oy Uyg e |

deren erste Zeile durch

o =it M, M= — L
+ V1 2y +(8e®) + ... + (k1)

bestimm¢t sei, wihrend die iibrigen beliebig sein mégen, und die zugehorige
Koordinatentransformation
H .
Zi=0, % a2 . e, (£=1,2,..., k)
im %-dimensionalen Raume.

Wir setzen o= %c und teilen den Raum in Parallelepipeda, deren

einzelnes durch die Ungleichungen

%, i+ 1
i ST < Gy 1t’
0,5 S <(i,+1)7 (8=2,8,..., k)

bestimmt sein mdge, wo ¢ eine feste, spiter niher zu bestimmende positive
Zahl bedeutet, wihrend ¢,, ¢, ..., ¢, unabhingig voneinander alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen. Jedes Parallelepipedum hat offenbar ein

Volumen = % .
t
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Nun bedeute » die Anzahl der Parallelepipeda, welche vollstindig
oder auch nur zum Teil dem durch die Ungleichungen

(2) 0<z,<1 (6=1,2,..., k)

definierten Wiirfel angehoren. Es sei ferner P(y,, y,, ..., ,) ein Punkt,
der einem Parallelepipedum A4 angehort, welches seinerseits mit dem
Wiirfel (2) den Punkt Q(z,,2,,...,2,) gemeinsam haben mage.

Dann ist fir 1<r <k
14 ’ ’ r v 14 k
(e — 2| = |Bra (91— 21) F Bra (92— 28) + ... + Bra (yi— 2L)| <iige

wo unter || 8;,|| die zu (1) inverse Matrix gemeint ist. Daraus folgt nun,
~ daB der Punkt P dem Wiirfel angehort, welcher aus dem Wiirfel (2) durch
eine Vergroferung im linearen Verhdltnis 2:1 vom Mittelpunkte aus ent-
steht, wenn nur

k 1 2k

— < =, also wenn > ——-
ak—lt 97 ak—l

ist, was wir jetzt annehmen wollen,

Es sind also alle n Parallelepipeda, von denen eben die Rede war,
in diesem neuen Wiirfel vom Volumen 2* enthalten; folglich ist

n-;l,;gz", n < (2t)%
Nun soll ¢ der Reihe nach die Zahlen

0,1,2,...,(2)"

durchlaufen. Zu jedem dieser g bestimmen wir dann % Zahlen p,, p,, ..., p,
derart, da

0<qei—p; <1 (61=1,2,..., k)

ist. Der Punkt ;= ga? — p, (¢ =1, 2, ..., k) des k-dimensionalen Raumes
ist folglich fiir jedes ¢ im Wiirfel (2) und folglich in einem unserer n
Parallelepipeda enthalten. Da g dabei (2¢)*-1 verschiedene Werte er-
hilt und n < (2¢)" ist, so miissen wenigstens in eines der Parallelepipeda
zwei von den konstrnierten Punkten fallen. Es seien dies die Punkte
z;=g%a' — p/* und ;= q@Pef— p®; der Bestimmtheit wegen setze
man ¢® < ¢® voraus; man setze ferner

q= q(2) — q(l)

p;=p — piH (t=1,2,..., k)
Mathematische Zeitschrift. XXII. 19
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Dann findet man
& A .
"é;“is(qa,'— p,) = llé’la,-,(qma’m p®) ....’éiai’(q(l)“* ~ p)]

”aT;"i“{ fiir ﬂ.:l,
<

7 fir 2LiZh

1
Wegen ¢ < (2¢)%, also > 1g*, erhiilt man daraus, indem man darch q
dividiert,
2

————— fir /=1,
E J 61:-.1;“'%
‘ 2“"3(“8 !q’_‘) < 20 ‘
=1 5 fir 2<5iLk
11‘«3

q
Man setze nun

Rz, 2 Ds 2
Cy= XYay, (a — —«), also [C, | < ——7,
s=1 4 b1 Y%
L §
and

P o M- ‘ﬁ(iui-’l)z: ‘!“
i1 o

Wir betrachten das Intervall, das durch die Ungleichungen

(8) aw—q"~——‘-’-—~1~<y<-a—-—q‘i+—-%
r 1ty 4 143
ry rq
bestimmt und dessen Linge folglich —33—1- ist. Wir setzen noch
1+
E
re

P A PO P PR )

Gehort nun y dem Intervall (3) an, so ist offenbar
E
[P (D =1C+ Ze,(v"~ ) [ =[O+ (y — @) [r + O (y ~ o))

=10,y =) +0(y—e)' | <~ +0(y — )"
q k
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Wegen der Irrationalitit von « wichst dabei offenbar ¢ mit ¢ iiber alle
Grenzen, und kann folglich beliebig groB gedacht werden. Wegen

ly —e]<—+ 1 wo A von ¢ unabhingig ist, muBl also fiir geniigend

k
a

groBes g

los (9] < +_1_
g &

Andererseits findet man fiir £ > 1 infolge der Orthogona.iitéit der Matrix (1)

k k
@)= | D= )+ D, (o =12) +%
=1 g=1 q k
k
=2 4+ [y — @) X [ses14+ 0 (9 — «x)}f
+¢ g=1
q
—1+1+0(y“"'“)< 1
g ¥ g

fiir geniigend groBes ¢
Alles in allem, ist also fiir 7=1, 2,..., k, fiir geniigend grofes ¢
und fiir jedes dem Intervall (3) angehiirende Y

OIS

1°
q E
Folglich ist fiir dieselben y, 7 und ¢
3k
|9 =2 = 18u s 0) + Baga () -+ Buam(9)| < 25 = 5
k k
‘l q
Nun ist die Linge des Intervalls (3) gleich
20
1?2
rgHz
und die Entfernung seines Mittelpunktes von «
G2
¥ 1+ 3
rok=1g K

Das Verhiltnis dieser beiden Zahlen ist also groBer, als die Kon-
stante ¢*, die weder von « noch von g abhingt. Da dieses Intervall (3)
beliebig nahe an « angenommen werden darf, so schlieBt man weiter so:
Die Menge der Zahlen, welche der im Wortlaut des Satzes III aufgestellten
Bedingung fiir unsere festen &, & nicht Geniige leisten, soll mit E be-

19*
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zeichnet werden. Wir haben durch das Vorangehende bewiesen, daB die
Menge EF im Punkte « nicht eine Dichtigkeit =1 besitzen kann. Und
da « eine beliebige irrationale Zahl ist, so folgt aus bekannten S&tzen
der metrischen Mengenlehre, daB E eine Menge vom MafBe Null ist,
w.z. b, w,

Andererseits zeigt unsere Betrachtung, daB die Menge E nirgends
dicht ist. Daraus folgt bekanntlich, daB die Menge der Zahlen, welche
der Bedingung des Satzes nicht Geniige leisten, eine Menge der I. Kate-
gorie ist nach der Baireschen Klassifikation.

Moskau, den 24, Dez. 1923.

{Eingegangen am 15. Januar 1924.)



