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In einer Untersuchung ,,Uber einen Satz yon L. Berwald und die 
Gauflsehe Kriimmung der Mimmalfl~chen wurde gezeigt: uuter den 
Eisenhartsehen Minimaffl~chen des euklidischen vierdimensionalen 
Raumes, R4, gibt es keine mit konstanter nichtverschwindender GauJ3- 
seher Kriimmung. Dabei handelt es sich um Minimalfl~tchen, deren 
Erzeugende dureh ebene in vollisotropen Ebenen des R 4 gelegene kon- 
jugiert-komplexe isotrope Kurven gegeben sind. Auf diesen lYlinimal- 
fl~iehen existieren keine Study-Vessiotschen Flaehenparameter. Dem- 
gegeniiber setzen wir im folgenden zunachst die Existenz Study-Vessiot- 
seher Fl~tchenparameter voraus und betraehten vorzugsweise allgemeine 
Minimaffl~ehen des R4 mit nichtebenen isotropen Erzeugenden: 

(ul, us) = ~ (ul) + ~ (us), ~,2 = ~ = 0, ~,,2 = ~ = --1.  
Im dreidimensionalen Raum folgt bekanntlich in dieser Normiertmg 

der Quadrate der zweiten Ableitungen ~)" und ~ fiir die GauJ3sehe Kriim- 
mung K der Minimalfl~ichen die yon E. Study angegebene Form 

1 
K : -  (~), ~)~. Fiir konstante Gauflsche Kriimmung K--- - - -k  2 ergibt 

sich so unmittelbar ~)' ; ---- _ ----gl~----const und daher wegen gll 0 , 2 -  
= ge2 = ~2= 0 fiir K im Widersprueh zur Voraussetzung der Weft 
k = 0. Um dies Ergebnis auf euklidisehe Einbettungsr~ume beliebiger 
Dimensionszahl n > 3 zu verallgemeinern, mill]re man f i i rn  > 3 die 
Existenz von isotropen Flachenparametern beweisen, in welehen die 
Gaufisehe Kriimmung der in Rede stehenden Minimaffliiehen die Study- 

1 
sche Form - - -  annimmt. Nur dann kSnnte das Resultat der drei- 

~12 2 

I Vgl. M. Pinl, 1~Iona~shefte fiir 1~athematik 55/3 (1951), S. 188--199. 
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dimensionalen Einbettung im Falle konstanter GauJ3scher Kdimmung 
fib allgemeine Werte n > 3 behauptet werden. Wihrend nun die Exi- 
stenz solcher Parameter in/?3 unmittelbar dutch die Einfiihrung Study- 
Vessiotseher Fl~ichenparameter auf der Minimaffl~iehe bewiesen wird, 
ist im R4 das Gegenteil der Fall: die Gauflsehe Kriimmung einer reellen 
Minimalfl~iche des R4 gewinnt dutch Verwendung Study-Vessiotscher 

1 
Parameter als Flichenparameter nut dann die Form K = - -  wenn 

~122 
die Minimalfl~tche in einem linearen dreidimensionalen Unterraum liegt ~. 

Aus diesem Grunde wie auch deshalb, well wit im folgenden vornehm- 
lieh an reellen Minimalfl~chen interessiert sind, empfiehlt es sich, die 
Untersuchung der Gauflschen Kriimmung der Minimalfl~ichen in nicht 
isotropen Parametern zu fiihren. Wit w~hlen als solche isotherme Para- 
meter u~, u s und gewinnen eine Methode, welche fiir n = 3 wie auch fiir 
n ---- 4 zum Ziel fiihrt. 

w 1. n = 3 .  

Der Realteil ~ 0 ( u ) :  r (u D u2) des Ortsvektors einer isotropen 
Kurve 0 (u)(u = u I -{-i u2) ist Ortsvektor einer auf isotherme Para- 
meter ul, u s bezogenen reellen Minimalfl~iche a mit der Metrik 

Da die mittlere Kriimmung H a u f  ~ verschwindet, sind erste und dritte 
Fundamentalform proportional und die GauJ3sche sphirische Abbildung 
der Minimaffl~iche konform zu dieser: 

~i X ~2 ~i X ~ 
K g#~ = - -  e i k ,  e ~  = ~ i  ~ ,  ~ - -  I ~i~  [~/~ - ~ ' ~' ~ = 1, 2. (2) 

Aus (1) und (2) folgt: 

V g l .  (1) ,  S.  195 .  
a D a  t) (u) = r (ul, u~)+i 8 (ul ,  us)  in  u a n a l y t i s c h ,  f o lg t  n a c h  Cauchy Riemann 

~1 : ~2' ]~2 : - -  81' A r : r l l  "~- r22 : 0 ,  A 8 : 811 "~ ~22 : 0 

u n d  d a  t) i so$rop  

~,8 = (r~ + i 8~) ~ ---- ( ~  - -  i r~)~ = ( i  ~ + 82) ~ = 0 .  
D a h e r  i s t  

~12 = :22 : 2,  ~1 r2 = 0 b z w .  gl~ ~ g~2 = ~ (ul ,  us)  =~ 0 ,  g1~ = 0 .  

D i e  I n d i z e s  d er  V e k t o r e n  b e d e u t e n  p a r t i e l l e  A b l e i t u n g e n ,  z .  B .  : 
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und daher: 

f f K ]gik ]al2 dul du2 = f f ~ K du I du 2 ---- ~ f fe ~U 1 du2, 
]] (a K - -  #) du~ du, = O. 

Im Falle konstanter negativer Gauflscher Kriimmung K = - -  k 2 ergibt 
sich 

f ~ (~ k ~ + ~) gu~ ~u2 = 0. (3) 

Da r eine reelle Flache darstellt, gilt: 

~' = g l l  = g22 = '~12 = ~2 2 ~ O, ~ = e l l  = ea~ = 1112 ~-- It~ 2 > O. 

Auch die Zahl k ist reell und ihr Quadrat daher positiv. Dann ist jedoch 
die Gleichung (3) unmSglich. Damit haben wir den bekanuten Sach- 
verhalt bestatigt: 
(I) Im eukbidischen dreidimens~onalen Raum gibt es keine Minimalfl~ichen 

mit konstanter negativer Gauflscher Kri~mmung. 

w n = 4 .  

Der Weft des Ergebnisses (I) liegt flit uns allein in der Methode des 
Beweises. Im Gegensatz zu anderen Beweisen dieses Resultates (I) 
kana die in w i verwendete Methode auch noch fiir die Minimalfl~chen des 
R 4 verwendet werden. 0 (u) bezeichne nunmehr den Ortsvektor einer 
allgemeinen isotropen Kurve des R 4. Dann sind u 1, u 2 wiederum iso- 
therme Parameter auf der reellen Minimalfl~che 

~) (U) = ~ (Ul, U2) , g11 : g22 = ~, g12 : 0,  (z~ ~ = 0)  

des R 4. Auf r verwenden wit das begleitende normierte und orthogonali- 
sierte Vierbein: 

1, i = k, 
no, al, a~, ha; a i a]c = i, k = 0, 1, 2, 3, 

0, i =Wk, 

dessen Vektoren no, al, a,, a3 aus dem 0rtsvektor der Minimaffl~tche 
explizit berechnet werden kSnnen: 

1 1 1 1 1 

Dabei sind die Vektoren ~)aB die kovarianten Ableitungen 
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des Ortsvektors r. Sie liegen alle in der Normalebene der Flgche; f)n 
und f)e2 sind linear abMngig, da der mittlere Kriimmungsvektor f) der 
Flgche nach Voraussetzung verschwindet: 

= = ( 11 + = 0 ,  = - = 0 j  = 

Ist u Study-Fessiotscher Parameter auf t) (u), so folgt iiberdies f)n fh2 = 
= ~2 f)12 ---- 0. Dann sind aUe Vektoren (4) normiert und orthogonalisiert. 
Ist dies nicht der Fall, so sihd fh l - - - - -  f)22 und ~12 dutch geeignete 
Linearkombinationen zu ersetzen. Fiir die Vektoren des begleitenden 
Vierbeins (4) gelten E. Caftans Ableitungsgleichungen: 

dai = X a  kTik , 7 : i k + T k i = O ,  i = 0 , 1 , 2 , 3  
k=0 

und die P]a]/schen bingren Formen z i k = - - a  i dak=a  k da i lassen sich 
aus (4) bereehnen. Wie ist nun die Gauflsche sph~irisehe Abbildung der 
Minimalfliichen des Ra auf solche des R 4 zu verallgemeinern ? Hier hat 
W. Blaschke in seiner Arbeit ,,Sulla geometrie differenziale delle super- 
fide S 2 nello spazio euelideo S~" den Weg gewiesen ~. Die Komponenten 
aik der Vektoren (4) bilden eine orthogonale Matrix der Determinante 
+ 1. Mit ihrer Hilfe bilde man die konjugierten Quaternionen: 

ni = aio q- all el -F- ai2 ee q- ai3 ea, a --~ aio - -  ail e 1 - -  ais e 2 - -  ais e a, 

i = 0, 1, 2, 3 

und betraehte speziell die Quaternionenprodukte 

a a a o = r a ,  ~ O a a = r a ,  a = 1 , 2 , 3 .  

!hre ,,Skalarteile" versehwinden wegen der Orthogonalitgt der Matrix 
liail~ ]1" Ihre ,,vektorieUen Tefle" lassen sieh als Vektoren eines R3 

r 

deuten. Darunter sind insbesondere die Quaternionen r a und r a invariant 
gegeniiber Drehungen der Fl~iehentangentialebene in sich. Die r 3 und r 3' 
entsprechenden Vektoren r3 und r a' deutet W. Blasch~  als Ortsvektoren 
eines Paars zweier Kngelbilder in R3 der Flgche R4. Damit wird jeder 
zweidimensionalen Fl~ehe des R 4 ein Paar Kugelbilder zugeordnet. 
Bereehnet man jetzt die P]a]]schen Formen rik = -  a i d a  k ----a k da i 
aus (4) und benutzt die auf Minimalflaehen in isothermen Parametern 
giiltige Relation Ar ---- rn q- 1:22 = 0, so ergibt sich: W. Blaschke's Kugel- 
bilder der Mim'malfl~tchen des R 4 sind konform gleichwie die Gauflschen 

4 Vgl.  W. Blaschke, Annali  di Matematica pura ed applicata, Serie IV -To mo  
X X V I I I  - -  1949, p. 205- -209;  
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Kugelbilder der Minimaffliichen des R8 5. Die entsprechenden bin/~ren 
quadratischen Dffferentiafformen 

< d~8, dr3 > uad < d~, dr > : 2 (du~ ~ Jr du~ ~) 
bzw. 

< d~a', dra' > und < dr, dr > ---- 2 (dUl 2 -]- du~ 2) 

sind also proportional. Die Werte dieser Proportionahtatsfaktoren sind 
fiir das Folgende wichtig. Man erhiilt 6 

< &3, dr3 > = z/~ (dul 2 + du2~); Z = (ao ~11) ~ + (a~ r11) ~ + (ao ~12) 2 + 

-~ (a 3 ~12) 2 -~- 2 ({~0 ~:12) (a3 r11) - -  2 ({~0 ~11) ([~3 ~12), (5) 
< dr,3 t , (~3' > : ~)/~ (dUl 2 -~ du22); ~t) = (cI 0 ]:11) 2 -~- ({:I 3 ~:11) 2 -~ ({~o ~:12) 2 -~ 

~- (~t 3 r12) 2 - -  2 (G 0 r12 ) ({~3 ~11) -~- 2 ({~o ~:11) ([~3 r12). 

Insbesondere heben sich also in des Summe Z + ~ alle negativen Terme 
weg. Bezeichnen wit jetzt die Fliichenelemente der Kugelbilder mit ~b 
und 4 '  und den Integranden der Gauflschen Totalkriimmung der Fli~che 
mit ~ ,  so gilt nach W. Blasch]~e allgemein: v 

Bezeichnen wit die metrischen Fundamentalkomponenten des Kugel- 
brides 1:3 mit rik und die des Kugelbrides ~3! mit tiff , so ergibt sieh fiir 
Minimaffliichen: 

~ = ~ = ~ ,  ~ = ~1 = 0 ,  l ~ I = ~ ~  = ~ lg, k 1, ~=zl  ~, 
,1~' = ~ '  = ~, ~', ~ ; - =  ~1' = 0, I ~ '  l = ~ ~ " =  -'~ [ g~k [, ~ ' =  ~ / z  

Da gll g2e - -  g12 ~ = 2~, entsteht so an Stelle yon (6) die Gleichung 

oder 
~ ~ (q + r - -  2 K) dul du~ = O. 

Die letzte Gleichung verwandelt sich im Falle negativer konstanter 
Gauflscher Kriimmung K ~-- - -  k s in die folgende: 

f f ~:12 ( ~  + -~-~ + 2 k2) e~l  dq~2 : ~1 ~12 f f r ~ 2 ( ~ + ~ 2 2 + 2 ] ~ 2 ) d u i d ~ 2 : 0 "  

Doch dieses Resultat ist unmSglich,  denn nach (5) besteht die Sdmme 

5 Vgl. M. Pinl, B-Kugelbilder der reellen Minimalfliichen in R,. Math. Z. 59, 
S. 290--295 (1953). 

6 Vgl. (5), S. 294. 
' Vgl. (4), p. 208. 
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~ y~ aus Quadraten reeller Zahlen und dasselbe gilt aueh fiir die 
Quadrate der reellen Vektoren rl und r2 und auch die ZaM/r ist reell und 
ihr Quadrat positiv. Damit gewinnen wir das Ergebnis: 
(II) Im eukl~dischen vierdimensionalen Raum gibt es keine Minimal- 

fl~ichen mit konstanter nichtverschwindender Gauflscher Kriimmung. 
Auch der Fall kons~anter positiver Gauflscher Kriimmung ist un- 

m5ghch, da die Gauflsche Kriimmung stets in der Form K -~ - -  (a 2 + b ~) 
geschrieben werden kann, woria a u~d b die Halbaehsen der Kriimmungs- 
ellipse bedeuten. Auf reellen Fliichen ist dieser Ausdruck niemals positiv. 
Nach D. Hilbert gibt es im euklidischen dreidimensionalen Raum keine 
singularit~itenfreien Fl~chen konstanter negativer GauJ3scher Kriim- 
mung s. Dieser Satz gilt nicht mehr im Hilbertschen Raum, wie L. Bieber- 
bach durch Angabe eines Beispiels gezeigt hat 9. Fiir endliehe Dimensions- 
zahlen n ~ 3 scheint die Frage der Giiltigkeit dieses Hilbertschen Satzes 
noch ungekl~trt. Unser Ergebnis (II) bedeutet eine Warnungstafel fiir 
Versuche, ein solches Gegenbeispiel bereits mit Hilfe der (formelmal]ig 
so bequemen) Minimaffl~chen des R 4 zu linden. 

Darjeeling (Himalaya), lVlai 1953. 

8 Vgl. z. B. W. Blaschke, Differentialgeometrie, Band I, Springer-Verlag, 
Berlin; Comment. math. helv. 4, 1932, S. 248--255. 

Vgl. L. Bieberbach, Verhandlungen des internationalen Mathematiker- 
Kongresses, Ziirich (1932). 


