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In einer Untersuchung ,,Uber einen Satz von L. Berwald und die
Gaufsche Kriitmmung der Minimalflichen” wurde gezeigt: unter den
Eusenhartschen Minimalflichen des euklidischen vierdimensionalen
Raumes, R,, gibt es keine mit konstanter nichtverschwindender Gauf-
scher Kriimmung. Dabei handelt es sich um Minimalflichen, deren
Erzeugende durch ebene in vollisotropen Ebenen des R, gelegene kon-
jugiert-komplexe isotrope Kurven gegeben sind. Auf diesen Minimal-
flichen existieren keine Study-Vessiotschen Flichenparameter. Dem-
gegeniiber setzen wir im folgenden zunichst die Existenz Study-Vessiot-
scher Flichenparameter voraus und betrachten vorzugsweise allgemeine
Minimalflichen des R, mit nichtebenen isotropen Erzeugenden:

LUy, %) =9 () + 5 (), Y2 =32=0, y2=32=—L.
Im dreidimensionalen Raum folgt bekanntlich in dieser Normierung
der Quadrate der zweiten Ableitungen " und 3 fiir die GaupBsche Kriim-
mung K der Minimalflichen die von E. Study angegebene Form

— (I)';Zs)z Fiir konstante Goufsche Kriimmung K =— %2 ergibt
sich so unmittelbar y’ ; = ¢,, = const und daher wegen ¢,, = §'2 =
=gy = 32=0 fiir K im Widerspruch zur Voraussetzung der Wert

= 0. Um dies Ergebnis auf euklidische Einbettungsrdume beliebiger
Dimensionszahl # > 8 zu verallgemeinern, miifite man fiir » > 3 die
Existenz von isotropen Flichenparametern beweisen, in welchen die
Gaufsche Kritmmung der in Rede stehenden Minimalflichen die Siudy-

1 .
sche Form -— ;—2 annimmt., Nur dann koénnte das Resultat der drei-
12

1 Vgl. M. Pinl, Monatshefte fiir Mathematik 55/3 (1951), S. 188—199.
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dimensionalen Einbettung im Falle konstanter Gaufscher Kriimmung
fiir allgemeine Werte # > 3 behauptet werden. Wahrend nun die Exi-
stenz solcher Parameter in R, unmittelbar durch die Einfithrung Study-
Vessiotscher Flichenparameter auf der Minimalfliche bewiesen wird,
ist im R, das Gegenteil der Fall: die Gaufsche Kriimmung einer reellen
Minimalfliche des R, gewinnt durch Verwendung Study-Vessiotscher

Parameter als Flichenparameter nur dann die Form K = — wenn

g1’
die Minimalfliche in einem linearen dreidimensionalen Unterraum liegt?.

Aus diesem Grunde wie auch deshalb, weil wir im folgenden vornehm-
lich an reellen Minimalfléchen interessiert sind, empfiehlt es sich, die
Untersuchung der Gaufschen Kriimmung der Minimalflichen in nicht
isotropen Parametern zu fithren. Wir wihlen als solche isotherme Para-
meter %,, 4, und gewinnen eine Methode, welche fiir » = 3 wie auch fiir

n = 4 zum Ziel fiihrt.
§1l.n=3.

Der Realteil Ry (u) =1 (4y, u,) des Ortsvektors einer isotropen
Kurve 1y (u) (u = u; + ¢ u,) ist Ortsvektor einer auf isotherme Para-
meter %, 4, bezogenen reellen Minimalfléiche?® mit der Metrik

Ji1 = Ga2 = A (Uy, Up), g12 = 0. (1)

Da die mittlere Kriimmung H auf tr verschwindet, sind erste und dritte
Fundamentalform proportional und die Gaupfsche sphirische Abbildung
der Minimalfléiche konform zu dieser:

T, X T, T XTI,

K.‘h‘lcz_eik’eik=“i“k’n=Igiklm: 7 , hk=1,2 (2)

Aus (1) und (2) folgt:

2 Vgl. (1), S. 195.
3Da by (u) = t (uy, ug)-+1 8 (,, u;) in u analytisch, folgt nach Cauchy Riemann
=8, Lp=—3;, At =15+ 15, =0, 48 =258, + 3, =0
und da Y isotrop
PE= (0 + 8P = (t,—it)? = (18, + 8} = 0.
Daher ist
=1t = A Tty =0 bzw. gy = gz = A (U, %) 50, g33 = 0.
Die Indizes der Vektoren bedeuten partielle Ableitungen, z. B.:
ot ar 62 o%t 6%t 98 08

Ty = — Lp = —, 1) = Tip == Tog = ] = —— g = ——, e
ATV dug ¢ dug B S ug duy duy

Oty 0ty
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M == € = €y, €5, =0, |9ik|=}*2’ Ieik|=/‘2
und daher:
fIK !gik ]1/2d“1du2= JEAK duyduy = | [ p duy dus,
{§ (A K — p)du, du, = 0.

Im Falle konstanter negativer Gaufscher Kriimmung K = — k2 ergibt
sich :
§ (AR + ) duy duy = 0. (3)
Da t eine reelle Fliche darstellt, gilt:
A=gn=gu=12=102>0, u=e; =€y =n2=n2>0.

Auch die Zahl % ist reell und ihr Quadrat daher positiv. Dann igt jedoch

die Gleichung (3) unmoglich. Damit haben wir den bekannten Sach-

verhalt bestétigt:

(I) Im euklidischen dreidimensionalen Raum gibt es keine Minimalfliichen
mit konstanter negotiver Gaufischer Kriimmunyg.

§2.n=4.

Der Wert des Ergebnisses (I) liegt fiir uns allein in der Methode des
Beweises. Im Gegensatz zu anderen Beweisen dieses Resultates (I)
kann die in § 1 verwendete Methode auch noch fiir die Minimalfléichen des
R, verwendet werden. 1) (u) bezeichne nunmehr den Ortsvektor einer
allgemeinen isotropen Kurve des R,. Dann sind w,, u, wiederum iso-
therme Parameter auf der reellen Minimalfliche

RY () =1, %), gu=9n=2=4 g1=0, (41=0)
des R,. Auf v verwenden wir das begleitende normierte und orthogonali-
sierte Vierbein:
1, i=k,
g, Oy, G, O3 0; Op = ,k=0,1,23,
0, ¢ £k,
dessen Vektoren a,, 6;, a,, 0, aus dem Ortsvektor der Minimalfliche
explizit berechnet werden konnen:

1 1 1 1 1
%:'\/Z’— s Oy= v o 0= W To O3 = NG by = Vv Baz,
A=12 =12 v =10,% = ha®, 0 = Dy (4)

Dabei sind die Vektoren 4 die kovarianten Ableitungen
f)aﬂ = raﬁ—— {(rﬂ} Iy, a, ﬂ, Yy = 1,2
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des Ortsvektors r. Sie liegen alle in der Normalebene der Fliche; §,,
und f),, sind linear abhéngig, da der mittlere Kriimmungsvektor §) der
Flache nach Voraussetzung verschwindet:

I) = 9“8 I)(;13 = 1//’L (f)n + f)22) =0, f)11 = I)22: I)112 = f)zzz =92

Ist u Study-Vessiotscher Parameter auf §) (u), so folgt iiberdies §y; §,, =
= [)gy 15 = 0. Dann sind alle Vektoren (4) normiert und orthogonalisiert.
Ist dies nicht der Fall, so sihd §, =—1N,, und Y§,, durch geeignete
Linearkombinationen zu ersetzen. Fiir die Vektoren des begleitenden
Vierbeins (4) gelten . Cartans Ableitungsgleichungen:

3
daz- = Zak‘fik, T,ik—l—-‘tkizo, ’b=0, 1,2,3
=0
und die Pfaffschen bindren Formen v;,=—a; daj=aqay da; lassen sich
aus (4) berechnen. Wie ist nun die Gaufische sphirische Abbildung der
Minimalflichen des R, auf solche des R, zu verallgemeinern ? Hier hat
W. Blaschke m seiner Arbeit ,,Sulla geometrie differenziale delle super-
ficie S, nello spazio euclideo S, den Weg gewiesen®. Die Komponenten
a;, der Vektoren (4) bilden eine orthogonale Matrix der Determinante
+ 1. Mit ihrer Hilfe bilde man die konjugierten Quaternionen:

8; = @i+ Gy 6+ Uy 0 - Gy €3 A= Gy — Gy € — Gy € — Gy 8,
1=0,1,2,3
und betrachte speziell die Quaternionenprodukte
- ,
3aao=fa: &Oaa:ra: a=132:3-

Thre ,,Skalarteile” verschwinden wegen der Orthogonalitit der Matrix
H @1, ” Thre ,,vektoriellen Teile”” lassen sich als Vektoren eines R,
deuten. Darunter sind insbesondere die Quaternionen r, und r; invariant
gegeniiber Drehungen der Flichentangentialebene in sich. Die ry und ry
entsprechenden Vektoren r, und v, deutet W. Blaschke als Ortsvektoren
eines Paars zweier Kugelbilder in B, der Fliche R, Damit wird jeder
zweidimensionalen Fliche des R, ein Paar Kugelbilder zugeordnet.
Berechnet man jetzt die Pfaffschen Formen z;;, = — a; day, = aj, da;
aus (4) und benutzt die auf Minimalflichen in isothermen Parametern
giiltige Relation 4t = 1, 4 1y = 0, 50 exgibt sich: W. Blaschke’s Kugel-
bilder der Minimalflichen des B, sind konform gleichwie die Gaufischen

¢ Vgl. W, Blaschke, Annali di Matematica pura ed applicata, Serie IV-Tomo
XXVIII — 1949, p. 206—209. » '
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Kugelbilder der Minimalflichen des R,5. Die entsprechenden biniren
quadratischen Differentialformen

{dty, dty> und <di, dr > = A (du,® + du,?)
bzw.

(dyg, deg > und (dr, dr > = 2 (du,® 4 du,?)

sind also proportional. Die Werte dieser Proportionalitdtsfaktoren sind
fiir das Folgende wichtig. Man erhiilt®
< dty, dig > = /A (duy® 4 du?); 7 = (05 149)2 + (05 139)% + (g 1) +

4 (3 T42)% 4 2 (0 Tya) (A5 T31) — 2 (B4 Tyy) (05 Ty)s (5)
<drg,dry > =[A (du? + du?); p = (a5 133)% + (a5 131)% + (a5 130)* +

+ (a5 T10)® — 2 (g Tyg) (a3 Ty5) 4 2 (0 Tyy) (85 Typ)-
Insbesondere heben sich also in der Summe y -+ o alle negativen Terme
weg. Bezeichnen wir jetzt die Flichenelemente der Kugelbilder mit @

und ¢’ und den Integranden der Gaufschen Totalkriimmung der Fliche
mit ¥, so gilt nach W. Blaschke allgemein:?

_f@—{—f@'=2_fg’=2“'K|g7;k]1/2du1du2. (6)

Bezeichnen wir die metrischen Fundamentalkomponenten des XKugel-
bildes t; mit 7, und die des Kugelbildes t;' mit r;;’, so ergibt sich fiir
Minimalfldchen:

T =T =40,y =1y =0, |1y | =2 =02 gy |, 0 =y/2,

7 ? ' 7, !
Tiy =Tog = AC, T357=17y =0,

rip | =Ro?=0%| gy |, o =yp/2
Da ¢y, 9,0 — 91,2 = 22, entsteht so an Stelle von (6) die Gleichung
f“rik e duy duy+ ” 7'zl'k Ve duy duy=2 [ [K 19ikll/zdu1 duy=2 [ [K2du,du,

oder

Ao+ 0 —2K)du, du, = 0.

Die letzte Gleichung verwandelt sich im Falle negativer konstanter
Gaufscher Kriimmung K = — %2 in die folgende:

Y
[t (Tt 2 1) duy = [0 (2 e+ 2 1) duty duy = O.
2T L2 1,
Doch dieses Resultat ist unmoglich, denn nach (5) besteht die Summe

8 Vgl. M. Pinl, B-Kugelbilder der reellen Minimalflichen in R,. Math. Z. 59,
S. 2900—295 (1953).

¢ Vgl. (5), S. 294.

* Vgl. (4), p. 208.
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% + v aus Quadraten reeller Zahlen und dasselbe gilt auch fiir die
Quadrate der reellen Vektoren t; und 1, und auch die Zahl k ist reell und
ihr Quadrat positiv. Damit gewinnen wir das Ergebnis: :
(I1) Im euklidischen wierdimensionalen Raum g¢ibt es keine Minimal-
flichen mit konstanter wichtverschwindender Gaufscher Kriimmung.
Auch der Fall konstanter positiver Gaufischer Kriimmung ist un-
moglich, da die Gaufsche Kriimmung stets in der Form K = — (a2+b?)
geschrieben werden kann, worin ¢ und b die Halbachsen der Kriimmungs-
ellipse bedeuten. Auf reellen Flichen ist dieser Ausdruck niemals positiv.
Nach D. Hilbert gibt es im euklidischen dreidimensionalen Raum keine
singularitétenfreien Flichen konstanter negativer Gaufscher Kriim-
mung®. Dieser Satz gilt nicht mehr im Hilbertschen Raum, wie L. Bieber-
bach durch Angabe eines Beispiels gezeigt hat®, Fiir endliche Dimensions-
zahlen n > 3 scheint die Frage der Giiltigkeit dieses Hilbertschen Satzes
noch ungekldrt. Unser Ergebnis (II) bedeutet eine Warnungstafel fiir
Versuche, ein solches Gegenbeispiel bereits mit Hilfe der (formelméBig
80 bequemen) Minimalflichen des R, zu finden.
Darjeeling (Himalaya), Mai 1953.

8 Vgl. z. B. W. Blaschke, Differentialgeometrie, Band I, Springer-Verlag,
Berlin: Comment. math. helv, 4, 1932, S. 248—255.

® Vgl. L. Bieberbach, Verhandlungen des internationalen Mathematiker-
Kongresses, Ziirich (1932).



