Uber die Auflosung algebraischer Gleichungen dureh
hypergeometrische Funktionen.
Von
Richard Birkeland in Oslo,

Einleitung.

Wenn eine algebraische Gleichung mit gegebenen willkiirlichen Koef-
fizienten gegeben ist, kann man bekanntlich die Wurzeln durch Reihen-
entwicklungen nach Potenzen der Koeffizienten bestimmen, ‘indem man
die gewOChnliche Methode der impliziten Funktionen anwendet. Diese
Reihenentwicklungen, welche im allgemeinen innerhalb eines bestimmten
Gebietes konvergieren, sind von einer groBen Anzahl von Autoren behandelt
worden.

Die Absicht dieser Abhandlungen ist, zu beweisen, daB man diesen
Reihenentwicklungen durch Umformung und Rinfihrung von gewissen
neuen Variablen, welche sehr einfach von den Koeffizienten abhingen, eine
derartige Form geben kann, daB die Wurgeln als eine lineare Kombination
einer bestimmten Anzahl hypergeometrischer Funktionen von mehreren
Variablen ausgedriickt werden?). A

. Im folgenden benutzen wir die von Herrn Horn®) gegebene Defi-
nition der hypergeometrischen Funktionen mehrerer Variablen. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir den Fall dreier Variablen, weil daraus die
Definition im allgemeinen Fall leicht folgt. Eine Reihe

F(xl’ x‘-’t’ zs.\) =Z£k(-l'zrk3 wfl aj:’-x:“

1) Richard Birkeland, Résolution de ’équation algébrique générale par des fonc-
tions hypergéométriques de plusieurs variables, Paris C. R. 171 (1920), p. 1370; 172
(1921), p.809). Sur la convergence des développements qui expriment les racines de
I'équation algébrique générale par une somme de ionctions hypergéométriques de
plusieurs variables, Paris C. R. 172 (1921), p. 1155.

2) Uber die Konvergenz der hypergeormetrischen' Reihen zweier und dreier Ver-
inderlichen, Math. Annalen 34 (1889), S. 544.
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wird dann hypergeometrisch genannt, wenn die Verhdlinisse

(I) ckl‘l'xrk:vkt c*ltkt“'l'k: . ch;.k,,k,-{-l
3 ?
cku ky, ks cknk'pka ch‘h,k;

gegebene rationale Funkitonen von k,, k,, k; sind. In jeder der rationalen
Funktionen (I), die in dieser Arbeit vorkommen, sind Zihler und Nenner
immer Polynome vom selben Grade, welche sich in lineare Faktoren von
der Form ak, +bk,+ ck, - d zerlegen lassen, wo a, b, ¢ und d "nicht
von k,, ky, k, abhingen. Wie man sieht, hat man hier als Spezialfall die
hoheren hypergeometrischen Funktionen einer Variablen?®). Diese spezielleren
hypergeometrischen Funktionen treten bei der Losung der allgemeinen tri-
nomischen Gleichung auf!).

Durch diese Definition-scheint mir eine natiirlich abgegrenzte Funktionen-
klasse ausgewihlt zu sein. Es gibt bekanntlich auch andere Definitionen
der hypergeometrischen Funktionen, so z. B. die von Heymann®), Mellin®)
u. a.%?). Die so definierten Funktionenklassen scheinen mir nicht so wohl
abgegrenzt zu sein und sie fallen auch nicht mit den oben erklérten
hypergeometrischen Funktionen zusammen.

%) Sie sind von Clausen, J. f. Math. 3 (1828), 8. 89 u. 92, und Thomae, J. f.
Math. 87 (1879), S.26 in die Analysis eingefiilhit worden. Uber diese Funktionen
siehe: Enc. d. Math. W. 115, Nr. 19. Wir benutzen die Bezeichnungsweise von E. Goursat:
Sur les fonetions hypergéoméiriques d’ordre supérieur. Annaslen de Pée. nor. 12 (1883),
p- 261 u. 895.

4) Richard Birkeland, Resolution de I'équation algébrique trinome par des fonctions
hypergéométriques supérieures, Paris C. R. 171 (1920), p.778; Résolution de I'équation
générale du 5° degré, Paris C. R. 171 (1920), p. 1047. Résolution des équations tri-
nomes par une somme de fonctions hypergéométriques supérieures. (Kristiania
Videnskapsselskaps Skrifter. Mat. naturv, Klasse 1921, Nr. 3.}

5) Studien iiber die Transformation und Infegration der Differential- und Diffe-
renzengleichungen, Leipzig 1891.

) Zur Theorie der trinomischen Glelehungen, Ann. Ac. Se. Fennicae, Helsingfors.
Ser. A, 7, Nr.7, 1915. Ein allgemeiner Satz iiber algebraische Gleichungen, loc. cit.
Nr. 8, 1915. Résolution de V6 équation algébrique générale 4 l'aide de la fonction
gamma, Paris C. R. 172 (1921), p.658. Uber Hrn. Mellins und meine Untersuchungen
siehe: Richard Birkeland, Sur la résolution des équations algébriques par une somme
de fonctions hypergéométriques, Paris C. R. 177 (1928), p. 23.

%) In einer Note (Sur la résolution des éguations algébriques, Paris C. R. 179
(1924), p. 432) und auch in einer anderen Arbeit (Rend. del Circolo Math. di Palermo
46 (1922), p.463) hat Herr Belardinelli einige Untersuchungen von sich und Herrn
Capelli erwihnt. Durch Anwendung meiner Methoden auf seine Reihenentwicklungen
nach Potenzen der Koeffizienten hat Herr Belardinelli einige meiner Resultate veri-
fiziert, Man sehe auch meine in *) erwidhnte Note, Paris C. R. 177 (1923), p. 23.
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§ L
Aligemeine Entwicklungen.

Wir wollen die folgende allgemeine algebraische Gleichung n-ten
Grades betrachten

{1) aexﬂ+a1x7l;l+..,+aﬂ-1m+qnx0,

in der die Koeffizienten auch komplexe Werte annehmen konnen. Unter
p und ¢ (p > ¢) wollen wir zwei verschiedene von den Zahlen 0,1,2,...,7
verstehen und annehmen, da8 a,_, und a,_, beide von Null verschieden
sind. Wir bezeichnen ganz allgemein mit — u, das Verhaltnis a,_.: 1Oy

Durch Einfiihrung von
1 mi—p

r—q., P4 N
T==2Uy ;0 b= U Uy (f=1,2,...,8)

kann die Gleichung (1) auch die Form
(19 T L S A L o L T o A
gebracht werden, wo m,, m,, ..., m, ganze positive Zahlen sind, jedoch

80, daB m, =0 wenn ¢ > 0.

Man kann nun Lagranges Formel anwenden, um eine Wurzel z von
(1") za finden, da aber die Entwicklungen fiir eine beliebige Potenz von
z nicht schwieriger werden als die fiir z, wollen wir gleich eine willkiir-
liche Potenz der Wurzel in eine Reihe entwickeln. Wie bekannt, findet
Lagrange, unter gewissen Konvergenzbedingungen, fiir die Funktion F(6)
einer Wurzel § der Gleichung

(2) 0=y + 11(6)
die Darstellung

2)  F(O)=F(y)+IF <y>f<y>+2,' [F'(9)f (9)']

Wenn wir in (2) cinfiihren:

d‘b'r 1

1

z=0%"",  fl)=z1(lz™ + .. ey, y=I1=1,
so erhalten wir die Gleichung (1’) in der Form ,
2Pt =14 27¢(lz™m ... 4 1 2m).

Es sei y eine willkiirliche Konstante und

v
F(8) =z — 6772,
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Durch Anwendung des polynomischen Lehrsatzes erhalten wir dann

1ragr-t Y (r—1) e o e
mgy‘,:z-[ﬁ"(y)f(y)’}*piql’z {”._) Ly

oy !yl

wobei g,, &) ..., «, alle ganzen Werte > 0 durchlaufen, welche der Be-
dingung
'.3‘;: . cci+tz3+ g =1

geniigen und wo zur Abkiirzung

‘ (LE)=2(A+1)...(A+k—1), (A,O):i (k> 0)
gesetzt worden ist. Weiter ist ' '

(4) =201, o= 3(m,—p)e,.

r=1

Nehmen wir dann in (2 ) l=1 (dxes setzt voraus, dal alle [7;| geniigend

klein sind) und y =1, so ist 7% durch eine Potenz ¢* einer primitiven
' ¥

Wurzel ¢ der Gleichung 2?7-¢==1 und somit g,r;?“ durch s zu ersetzen.
Es ergibt sich schlieBlich .

(5) z{’:si”]:l 2 Y w&;‘;!)_z A..'.‘z:‘]

{i:: 1,2, .,.,p-fg).

"Hier durchlaufen «,,¢,,...,e, alle méglichen ganzen Werte =0; das
Wertsystem «, =y = ... =, =0 ist jedoch ausgeschlossen.

Wir haben also fiir die Wurzeln Potenzreihen gewonnen, jedoch vor-
liufig ohne uns von deren Konvergenz Rechenschaft zu geben, und es
soll nun gezeigt werden, wie die Reihe (5) durch Einfithrung von neuen
Variablen in eine lineare Summe von (p~—g¢)*® hypergeomeétrischen Funktionen’
zeﬂagt werden kann. Die Zahlen ¢, kénnen wir immer in der Form -

(6) e, =x,+(p—q)k, ‘ {3’"“":1’2»*“38>
schreiben, wo x, der kleinste positive Rést von «, in bezug auf den Modul®
p ~— q ist. Wir bezeichnen mit #, 7 und 7 die Werte von v, v und r, fiir
die &, =k, =...=k, =0 ist, und setzen

Lr=1Urgk, 5 =170 (r=1,2,...,8).
Dann- kénnen wir die Entwicklungen (5).in der Form

p-g=1 ’
Ird e - iv (?’;ML) 2! . H
(7) 2l =& {ITP = Z 8‘”;"‘”“‘”'1!”'2%!;17-"'lssyj'()’sxlauw”},‘gg?xa’?gs*":_?}s)]

vess Ry=D
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schreiben, wo:

o
PR IR - {z,r—1)

‘ TR ks
(8) ‘/’(7’”1:"-:}‘«[”1’1725"-177.9)=(:l—,;_1) 771‘;772 FRETTY/ P

ot ot et
Kyy oo kg=0 172 s

Die Summation ist jetzt in folgender Weise ausgefiihrt: Unter den
Zahlen 0,1,2,...,p — ¢ — 1 wihlen wir ein System von Werten fiir x,,
%y,..., %, aus. Danach summieren wir in (8) in bezug auf die Buch-
staben k,, k,, ..., k,, welche wir alle méglichen ganzen Werte > 0 durch-
laufen lassen. Jedoch das Wertsystem &, =...==4%, = 0 auszuschlieBen,
wenn x, ==...=x_ = 0. Danach wird in (7) besziiglich der Gréfien
%y, %yy + .., %, summiert. Diese Buchstaben werden alle moglichen ver-
- schiedenen Wertsysteme unter den p — ¢ Zahlen 0,1,2,...,p —¢—1
annehmen. Wennx, =...=x_==0 ist, wird (7, ¥ — 1)*gleich 1 gesetat.

Hiermit haben wir also 2 als ‘eine lineare Summe von den (p — g)’
Funktionen v dargestellt. Wir werden zeigen, dall die Funkiionen vy
hypergeometrische Funktionen won u,,9,,...,n, sind. Nach der friiher
gegebenen Definition braucht man nur zu zeigen, daB das Verhiltnis R,
zwischen zwei Koeffizienten in (8), die den Potenzen

By oo ky o by by gk, und k.o by by L e R

s

entsprechen, eine rationale Funktion von k,, k,,..., &, ist. Setzt man
daher:

A (r,r—=1) I'(z4r-1) 1
oo buy e B 7= g e U Tyt I'(7) o tag! . agt’
(«!, 7 —1)
Ao ket ks = el
so ist . ‘
_ Aokt ke Tt r—14m—q) I(r) 1
* Ay oo bu, e B I(z+r—1) I'r+me—p) (eu+1,p—9)
Wenn man ndmlich in 4, ...,k den Index k, in k, 1 iiber-

gehen liBt, wihrend alle anderen % unverindert bleiben, so wird nach
(8), (4) und (6)

T’:z—*_mu_—p’ (‘/l;:‘xu'_{_p—Q’ r,=r+p_q’
wihrend iibrigens
o = U (Z pra u).

Man behandelt nun am einfachsten die folgenden drei Moglichkeiten
getrennt:

Fall I:
. _ o Grr—1l,m—gq)
1nu—2p>q, Ru'(’,mu“p)(“u‘*‘l:p_qy
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Fall I1: |
. - (z+m,—p, P;qu)(t-f—r—l,m,iq_)
prmadi B= (eat L, p—q) :
Fall III:
p>q9>m,; R = (r+my —p, p—my)

T (thr—ldme—g, g—m,) (e +1,p—0q)
In jedem Falle sind hiernach Zahler und Nenner feste Polynome vom
selben Grade beziiglich b,, k,, ..., k,. Unsere Behauptung ist damit be-

8

wiesen. Die Gradzahlen sind in Fall I: m, — ¢; Fall Il: p — ¢; Fall III:
p—m,.

Wird speziell p=n, ¢~ 0 gewihlt, so findet man aus (7) alle
Wurzeln, Setzt man y=1,2,8,..., so sieht man, dal jede rationale
Funktion der Wurzel z als lineare Kombination wvon hyperyeometrischen
Funktionen von 1., 1,, ..., 1, dargestellt werden kann.

Wir konnen die Verhiltnisse R, noch etwas umformen, wodurch die
Ahnlichkeit mit den héheren hypergeometrischen Funktionen einer Variablen
mehr hervortritt. So erhilt man

ku+ A1) (bu+4,) - . . (ky + Aa)
() Ru:(Scu+1>(k£+BL)...<ku+Ba_1)p~’
wo « gleich m, — ¢ in Fall I, bzw. gleich p — ¢ und p — m, in Fall II
und III ist, und wo 4,,..., 44, B,,..., B,_1 nicht von k, abhingen;
sie sind lineare Funktionen von den anderen k. Der Faktor p, ist gleich

(10) pu}': (mu - q)mu_q(mu - p)p.—m (p - q)q—p.

Wenn man in y alle #; gleich Null setzt, %, ausgenommen, so muf
man in R, (siehe (9)) alle £; gleich Null setzen, &, ausgenommen. Alle
hypergeometrischen Funktionen w(y, »,|n,) von #, sind dann nagh (9)
hohere hypergeometrische Funktionen von

(11) oy =", Pu

(siehe (10)), wenn %, > 0. Eine einfache Untersuchung zeigt, dafB fiir die
Funktion

14T w(r, 01m,)
dasselbe gilt,
§ 2.
Konvergenzbedingungen.

Dem gewdhnlichen Satz iiber implizite Funktionen zufolge sind die
vorstehenden Entwicklungen fiir hinreichend kleine absolute Werte der I
~oder 5, absolut konvergent oder, wenn die durch (11) und (10) definierten
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Veriinderlichen ¢, eingefiihrt werden, fiir hinreichend kleine absolute Werte
der ;. Wenn s —1 dieser GroBen, z. B. ,, {,, ..., {,, gleich Null sind,
wird v eine hohere hypergeometrische Funktion von £, allein, Diese Reihe
konvergiert *) aber fiir [{, | <1 und divergiert fiir |, | > 1. Hieraus wird
nach und nach abgeleitet, dall

&<, SIARS!

eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz ist. Will man die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz bestimmen,
so kann man' das von J. Horn*) angegebene Verfahren anwenden.

Es wird von Interesse sein, eine sehr einfache, aber hinreichende Be-
dingung der Konvergenz zu geben. Wir wollen mit m die groBte der
Zahlen 'm, — p| bezeichnen und die folgende trinomische Gleichung be-
trachten: |

.(111) 2P~1==1 -1z~ Q([ zm+p+|l|zm+p+ -|-||/
Es sei ¢ der dem 7 (siehe (4)) hier entsprechende Wert. Dann ist

Jr+mEe) 1

zm+}3)

t=

Wenn 3 «, hinreichend groB ist, wird ¢ > |z|. Konvergiert daher diese
Entwicklung nach Potenzen von |I;|, |4,], ..., |1,|, so werden auch die
Reihen (5) konvergieren. Setzt man

D=L+ |+ 11,
so wirgd spiter gezeigt werden, daB die Wurzeln der trinomischen Glei-
chung (11") als eine Summe von héheren hypergeometrischen Funktionen von
p mEp— )" ey
m™ (p—q)P~?
ausgedriickt werden kann, wenn |{|< 1. Wir haben folglich als hin-
‘retchende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe (5)

. - 1
(12) Ll 1l < 2o — 5

pEn
(1+229)

Man kann immer eine algebraische Funktion durch eine Summe von
hypergeometrischen PFunktionen ausdriicken. Wenn man namlich bei der
gegebenen Gleichung durch passende Wahl von p und ¢ keine konvergenten -
Entwicklungen bekommt, so fiilhre man_ eine Tschirnhausentransformation

Yi=Ct e+ ox+...4e,_ ar? f=12,...,mn)

#) E. Goursat, loc. cit.
?) Siehe 2).
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aus. Bekanntlich 148t sich immer durch geeignete Wahl der unbestimmten
GroBen ¢y, ¢,, ..., ¢,_, erreichen, dafl die Koeffizienten in der Gleichung,
welcher y,, ¥,, ..., ¥, geniigen, willkiirlich gegebene Zahlen werden, daB
sie also z B. der Ungleichung (12) geniigen. Zwar ist es fiir die Bestim-
mung der Zahlen ¢ nétig, Gleichungen héheren Grades zu losen. Aus der
Losbarkeit dieser Gleichungen folgt aber, daB man auch, ohne diese Lo-

sung vollstdndig auszufiihren, die Bedingung (12) erfiillen kann.

§ 3.
Die trinomische Gleichung.
Wir schreiben die trinomische Gleichung in der Form
(18) " =gx’+f,
worin g und S Koeffizienten sind und n >s. In (7) setzen wir p = n,

g=s, m;=0 und erhalten dann

1 n

x=zg;:s, 1=l=ﬂg~5"—s, lh=...=1=0, ="
Weiter ist (siehe (11))
(14)  L=I=(—1)"":

sS(n—)""*% ¢

n?l ﬁﬂ—s
n ?

C:_h:._.zgszo_

Wir bekommen dann fiir [{] <1 die n — s Wurzeln durch

v ) n—s—1

(15) xé’ — gn—s 81:-/\[F0(c) + ni - 2 E—inz‘uz lz F/(C)J

=1

(i=1,2,...,m—¢)

ausgedriickt, worin

gesetzt ist, unter Benutzung der gewohnlichen Abkiirzung fiir die bi-
nomischen Koeffizienten, Ferner ist in der Bezeichnungsweise von Goursat
(loc. cit.)

alx,---’an—lz’anx
R ety
( ) bl,n: vee bn—l,x; C
mit .
'ai,n’—“-nis-f— n;i -—n(ny__s) (:=1,2,...,n),
. —i4+1 .
(16) bi,x=’nis+s :+ ____s(ny_s) (z =1’2,_'.,3)’
bi = —— + i + 6‘ (f=s+1,...,n—1)

n—8 n-—3s n-—8§
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und
(16/) 6,=0, wenn ©<n—=x, 0,=1, wemn 7 2>n —x.

Die hoheren hypergeometrischen Funktionen F, (L) von  sind folglich
im allgemeinen von der Ordnung n. Wir konnen beweisen, daf sie sich
im Falle y =1 auf solche von der Ordnung n —1 reduzieren.

Bisher sind nur % — ¢ von den »n Wurzeln gefunden. Die s iibrigen
Wurzeln kénnen leicht bestimmt werden. Wir wihlen namlich in (7)
p=8, g=0, m,=n und erhalten

ro1 . nd S

x__‘z(fl)sgn-sa h=d=(=0)"=(-8"yg

Weiter findet map {, = ¢ wie in (14). Wir erhalten dann auch die iibrigen
s Wurzeln unter der Bedingung || < 1:

L L]

A

-t . © in 1
a0 3 Sova ]

#x==1

(i=1,2,...,8),

7.
(17) Za=i=(—1)"¢g

wobel
gx .
ry= rinx _
d=e' , o 4=1, A,,.—_l< : 1).
L1
x —1
Ferner ist:
dl xy. .ty dn—-l 3 du,x
R s
i () . el,xs-“, en—l,x: C ’
wo
i1 . B
d,-,,‘=3;«+ S -}—;’:; (#=1,2,...,n),
I T R = —
ei’“'—s+n~s+s(n~s) (¢=1,2,...,m—s),
i—n , 9 .
e,-,,,=‘«::~—{—1—}~18"—}-Ti (f=n—s+1,...,n—1),

und §; durch (16’) gegeben ist.

Die Entwicklungen (15) und (17) konvergieren fiir || <1 und di-
vergieren fiir {{| >1. Wir werden nun zum SchluB die Wurzeln im Falle
[Z]>1 bestimmen. In (7) setzen wir p=1n, ¢=0,"m, =s und er-
halten dann

1 n—s

n

x=2zf", L=p=g¢p » ,l2=l3=...=lsv=0.‘
Weiter ist (siehe (11))
G (e Sl gt
1

nt g -

1
PO
{:‘
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also der inverse Wert von der durch (14) bestimmten GréBe (. Hieraus
folgt, daB || <1, wemn [{|>1 ist, so daB die entsprechenden Ent-
wicklungen konvergieren:

(18) xl = rtvir[w(’(_z_)+%§'”isnox9nwx(%)] (i=1,2,..., n),

in denen
L e r+ex
y=c¢e" , 0,=1, 0.={ =» .
x—1
Ferner ist:
1\ 91,29 Sery gn—l,su gn,n
,,,,,(f)ﬂ(h ’ 1)
N0 3¢5 « o0y T3, z
und
-1
gin==+ 4L (i=1,2,...,8),
Gix=n o —amsy  (=stl...m),
A L (G=1,2,....,n—1),

wo &, immer durch (16") gegeben ist.

§ 4.
Die Wurzeln der trinomischen Gleichung sind, als Funktionen
yon § aufgefaBt, partikulire Integrale einer héheren
hypergeometrischen Differentialgleichung.

Wird (14) nach g aufgeldst, so ergibt sich
1
ﬂ —_ K C fn—s ,
wo K eine Konstante ist, wenn man. 8 und { als Variablen auffaBt. Die
Formeln (15) werden von der Form

n— 1

x';y:ZAi,xC’,:Fx(C) (7’.=1a 25--"7"—8):

x=0

worin die Koeffizienten A4 nicht von ¢ abhingen, Wenn diese nun perti-
kuldre Integrale einer hoheren hypergeometrischen Differentialgleichung
n-ter Ordnung sein sollen, miissen sie von der folgenden Form?'?) sein:

10) E. Goursat, loe. cit., 8. 280."
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Aryeny Gy_yy @,
d=BE ()
120000 Oy

n-1 - (a1+1—b;., a,+1—05,, ..., a,_,+1-0,, an+1—bh)
+,§Bg,h§' s F 2—b,, b+1-b,, ..., b,_,-+1-0,, ¢ ,

worin die GroSen B Konstanten sind. Also muB erstens

gy Qgy ovny @ a\ -
F =F( 13 Qo » Onm1s u)
o(6) by byy ces by £
d. h. (siehe (16))
G=a,, b=b, (F=12..,n-1); a,=a,,
gein, wodurch

1— b=t (=s+1,...,n—1)

n—s

wird. Wenn wir » = n — { setzen, sehen wir, daB

[t = TN (g1, n—1).
Gleichzeitig nimmt » die Werte n—s—1, B—8 — 2, ., 2,1 an,
Folglich muB
1-5, 1—b,...,a,_,+1-—b,, —b,
Fn(f)=Fn_‘(C)=F a1+ i a"2+ 1 a’n 1+ % a’n+1 bz
2—b,b,+1-b,...,b,_,+1—b, ¢
gein. Dies. ist auch wirklich der Fall. Wir haben nidmlich, wenn wir mit
(16) vergleichen,
' a, +1-b=a ,,; (r=1,2,...,n),
b, +1—b=b_,_, (r=1,2,...,8),
b, +1—b=5b,, (r=s8+1,...,5—1),
by +1—0;=b, ,_; | (r=1,...,n—2),
2—b,=0» ‘

n—1,n—~i*
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Durch kontinuierliche Anderung
von { konnen wir aus einer der Grdflen

LYY ¥
i Ly Laseeors Ty—g
auch die Wurzeln

xﬁ—s%-ls A ] 33,};
erhalten. Folglich werden =], 2%, ..., z}, als Funktionen von { aufgefaft,
partikulire Integrale einer hoheren hypergeometrischen Differentialgleichuny
von der Ordnung n, welche durch die 2n-—1 Zahlen a,,a,,...,a,,
by byy ..., b, vollig bestimmi ist. Aus
n—1

Zbi~2a,.=%>0
1

1
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folgt, daB die Entwicklungen (15) und (17) auch fiir {=1 konver-
- gieren.

Ist insbesondere y = 1, so kann man, sofern n und s relativ prim sind,
eine positive ganze Zahl 4, < n und eine ebensolche Zahl 7, (1 <7, < s

80 bestimmen, daf}
aio,x=bi,,,, (3,6—:0,1,2,...,71-—8—‘1\).

Die Wurzeln z,,2,,...,,, als Funktionen von { aufgefaft, sind also
partikulire Integrale einer héheren hypergeometrischen Differentialgleichung.
von der Ordnung n — 1.

Man kann auch die Gruppe der betrachteten Differentialgleichung
angeben.

§ 5.
Spezielle Gleichungen.

Die Gleichung fiinften Grades it sich bekanntlich durch elementare
Methoden in eine trinomische Gleichung iiberfiihren. Bringt man z. B. die
Gleichung fiinften Grades in die Form

x5=xﬂ+ﬂ’

so wird n =5, =2 und V)

{=~ gaqs /3

Wir erhalten dann aus (15) und (17), wenn [¢]<1 und y =1,
B= e Fo(8) + e 3 AF(2) — $AR(0).
z, = 2 Fo(0)+ exBF,(0) — 36 F,(0).
= Q)+ 5BF(0) —5B (D),
2, =5 R (8) — (— ) Ry (1),
2 =SB E O+ (= BB ),

WOTIn
1 28 1 4 .7 13 16
TI152 10150 15 15 15° 15" 15
53 3t ‘-5’5’5’5,
3 4 6 Ty 1 3 7 9
5’ 5 5 5 10’ 10° 10210 }
RE=F\ 5 5 4 | () 71 05
R TN S E”‘Z’E’C‘

11) Den Fall n=5, s = 1 findet man in meinen unter %) zitierten Arbeiten behandelt.
Mathematische. Zeitschrift. XXVI. 37
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gesetzt ist und ¢ eine primitive Wurzel der Gleichung z® =1 bezeichnet.
Im Falle |{|>1 werden die fiinf Wurzeln durch (18) gegeben:

i B8+ 5 ) b (1) )

(i=1,2,8,4,5).
Dabei ist

J1 1.3 4 2 38 4 7

1)_ T 157 10° 5 15 -<1>__“ 15210 5° 15
%(c“F(igli’%:"ngzi’
5! 5’5’4- 59’533)?

8 7 6 13 19 7 16

1)_« 157 107 5° 15 . <1>__.. 15210°.5° 15
%<?_—F§_7i1’w3EMF9861
5 5 5° T T 5 5 F

und » eine primitive Wurzel der Gleichung z%=1.

Bei Gleichungen dritten Grades

e’ =gz+p
liefert die hier gegebene Methode das interessante Etgebnis, da man die
drei Wurzeln als eine Summe von GauBschen hypergeometrischen Funk-

tionen von
8°

C:

3
o

ausdriicken kann. So findet man fiir |[{/<1 und {=1

x.-=1/5[<—1>“f‘(—-2,1,1, RG22 G-
n=—5 VPG5 500)
und fiir |¢|>1
s Vit n( L Y e 2 )
(:=1,2,38),

wo » eine primitive Wurzel der Gleichung z®=1 darstellt.

(Eingegangen am 27. August 1925.)



