
l~ber die Aufiiisung algebraischer Gleichungen dutch 
hypergeometrisehe Funktionen. 

Von 

Richard Birkeland in Oslo, 

Einleitung. 
Wenn eine algebraische Gleichung mi~ gegebenen willkiirlichen Koef- 

fizienten J gegeben ist, kann man bekanntlieh die Wurzeln durch Reihen- 
entwieklungen nach Potenzen der Koeifizienten bestimmen, indem man 
die gewShnliche Methode der impliziten Funktionen anwendet. Diese 
Reihenentwicklungen, welche im allgemeinen innerhalb eines bestimmten 
Gebietes konvergieren, sind yon einer groBen Anzahl yon Autoren behandelt 
worden. 

Die Absicht dieser Abhandlungen ist, zu beweisen , dab man diesen 
Reihenentwicklungen durch Umformung und Einfiihrung yon gewissen 
neuen Variablen, welche sehr einfaeh yon den Koeffizienten abh~ngen, eine 
derartige Form geben kann, dab die Wurzeln als eine ]ineare Kombination 
einer bestimmten Anzahl hypergeometrischer Funktionen von mehreren 
Variablen ausgedriickt werden 1). 

Im folgenden benutzen wit die yon Herrn H o r n  ~') gegebene Defi- 
nition der hypergeometrischen Funktionen mehrerer Variablen. Der Ein- 
faehheit halber betrachten wit den Fall dreier Variablen, weil daraus die 
Definition im allgemeinen Fall leicht folgt. E i n e  Reihe 

k~ , k~ k3 
F ( X l ,  Xfl, X 3 ) = ~ k . , l - 2 , k a  X 1 X~ X s 

1) Richard Birkeland, l~solution dr l'~luation alg~brique g~n6rale par des fonc- 
tions hyperg6om6triques de plusieurs variables, Paris C. R. 171 (1920), p. 1370; 172 
(1921), p. 309). Sur la convergence des d6vcloppements qui exp~iment ]es racines de 
l'~luation alg6brique g6n6rale par une somme de fonctions hyperg6om6triques de 
plusieurs variables, Paris C. R. q72 (1921), p. 1155. 

8) Uber die Konvergenz der hypergeometnschen Reihen zweier und dreier Ver- 
~inderlichen, Math. AnnaJen 34 (1889), S. 544. 
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wird dann hy~ergeometrisch genannt, wenn die Ferhdltnisse 

ck~+l,Z~,/~, e/~./a+ 1./c, eke.ks.k,+1 (I)  %,~,,k, ' %,~,.~, ' %,k,.~, 

gegebene rationale ~unktionen yon b~, ko., Ic~ sin& In jeder der rationalen 
Funktionen (I), die in dieser Arbeit vorkommen, sind Z~hler und Nenner 
immer Polynome veto selben Grade, welche sich in lineare Faktoren yon 
der Form a l r  zerlegen lassen, we a, b, c und d'nicht 
yon k~, k~, k s abh~ingen. Wie man sieht, hat man bier als Spezialfall die 
hSheren hypergeometrisehen Funktionen einer Variablen ?). Diese spezielleren 
hypergeometrischen Funktionen treten bei der LSsung der allgemeinen tri- 
nomisehen Gleichung auf~). 

Durch diese Definition scheint mir eine natiirlich abgegrenzte Funktionen- 
Elasse ausgew~ihlt zu sein. Es gibt bekanntlich auch andere Definitionen 
der hypergeometrischen Funktionen, so z. B. die yon Heymann'~), Mellin ~) 
u .a . ; ) .  Die so definierten Funktionenklassen scheinen mir nicht so wohl 
abgegrenzt zu sein und sie fallen aueh nicht mit den oben erkl~irten 
hypergeometrischen Funktionen zusammen. 

2) Sie sind yon Clausen, J. f. Math. 3 (1828), S. 89 u. 92, und Thomae, J. f. 
Math. 87 (1879), S. 26 in die Analysis eingeliihrt worden. Uber diese Funktionen 
siehe: Enc. d. Math. W. II  5, Nr. 19. Wir benutzen die Bezeichnungsweise yon E.Goursat: 
Sur les fonetions hyperg6om~triques d'ordre sup6rieur. Annalen de t'6c. nor. 12 (1883), 
p. 261 u, 395. 

) Richard Birkeland, Resolution de l'~quation alg6brique trinome par des fonetions 
hyperg6om6triqnes sup6rieures, Paris C. R. 171 (1920), p. 778~ R6solution de l'6quafion 
g~nSrale du 5 a degr~, Paris C. R. 171 (1920), p. 1047. R~solution des ~qu&tions tri- 
nomes par une somme de fonetions hyperg6om6triques sup6rieures. (Kristiania 
Videnskapsse]skaps Skrifter. Mat. nature. Klasse 1921, Nr. 3.) 

~) Studien fiber die Transformation und Integration der Differentia- und Diffe- 
renzengleiehungen, Leipzig 1891. 

,~) Zur Theorie der trinomisehen Gleiehungen, Ann. Ao. S0. Fennieae, Helsingfors. 
Ser. A, 7, Nr. 7, 1915. Ein a]]gemeiner Satz fiber algebraische Gleiehungen, lee. cir. 
Nr. 8, 1915. Rdsolution de l'6quation Mg6brique g6n6rale ~ l'aide de la fonction 
gamma, Paris C. R. 172 (1921), p. 658. Uber Hrn. Mellins und meine Untersuehungen 
siehe: Richard Birkeland, Sur la r~solution des ~luations algdbriques par une somme 
de fonetions hyperg6omdtriques, Paris C. R. 177 (1923), p. 23. 

:) In einer Note (Sur la r~solution des dquations alg6briques, Paris C. R. 179 
(1924), p. 432) und aueh in einer anderen Arbeit (Rend. del Cireolo Math. di Palermo 
46 (1922), p. 463) hat Herr BelardineUi einige Untersuehungen yon sieh und Herrn 
Capelli erw~ihnt. Dutch Aizwendung meiner Methoden auf seine Reihenentwieklungen 
naeh Potenzen der Koeffizienten hat H e r r  Belardinelli einige meiner Resultate veri- 
fiziert. Man sehe aueh meine in ~) erwahnte Note. Paris C. R. 177 (1923), p. 23. 
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w 

Allgemeine Entwickhmgen. 

Wir wollen die folgende allgemeine algebraische Gleichung ~n-ten 
Grades betrachten 

( 1 ) a o x n -~- a 1 x ~:'1 -~-... -~- a , ~ - i  x -{- an = 0 ,  

in der die Koeffizienten auch komplexe Werte annehmen kSnnen. Unter 
p und q (p > q) wollen wit zwei verschiedene vbn den Zahlen 0, 1,2 . . . . .  n 
verstehen und annehmen, dal~ a,,_p und a,,_q beide yon Null versehieden 
sin& Wir bezeichnen ganz allgeme!n mit - - u ,  das verh/i!tnis a~_,,:a,,_~. 

Dutch Einfiihrung yon 

x ~- z u~-q  ; l~ = u ~  u~  -q ( i = I , 2 ,  . . . .  s) 

kann die Gleichung (1) auch die Form 

(1 ' )  zp ' zq 4- l~ z m~ § l~ z ~  @ . . . "J- t~ z " ,  

gebraeht werden, wo m~, m~., . . . ,  m~ ganze positive Zahlen sind, jedoch 
so, da$ m~ = 0 wenn q > 0. 

:Man kann nun Lagranges Formel anwenden, um eine Wurzel z von 
(1 ' )  za finden, da aber die Entwieklungen fiir eine beliebige Potenz v0n 
z nicht ~chwieriger werden als die fiir z, wollen wir gleieh eine willkiir- 
liche Potenz d e r  Wurzel in.eine Reihe entwiekeln. Wie bekannt, findet 
Lagrange, unter gewissen Konvergenzbedingungen, fiir die Funktion F(O)  

einer Wurzel 0 der Gleichung 

(2) 0 = y-.-p- l f (O)  

die Darstellung 

Wenn w~ in (2) einfiihren: 
1 

z ~ - O ' - ' ,  f (O)  = z - q ( 1 , z - ,  + . . . - - ~ l , z - O  , y =  l - ~  1 ,  

so erhalten wir die Gteiehung (1') in der Form 

z , - q  = 1 + z - q ( l l z " ,  + . , .  + l, zm,) .  

Es sei ~, eine willkiirliehe Konstante und 

F(0)  = z : ' =  0 v-q. 
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Dutch Anwendung des polynomischen Lebxsatzes erhalten wit dann 

............... l~ . . . .  , y , ~r: gy "-r[Y(y)f(y) ' t] p - q  "~'~ ,~d.,~'....,d 

wobei/q,  a~ a alle ganzen Werte ~ 0 durchlaufen, welche der Be- 
dingung 

-t3  % + % + . . . + % = r  

geniigm~ und wo zur Abkiirzung 

(a:k)  = ~ ( ~  + 1 ) . . ,  (~-~ k - - I ) ,  ( ~ , 0 ) =  i ( k > O )  

gesetzt women isK Wei~er ist 
8 

(4) ~ =  r +----v + 1 v==~(m, --p)  G. 
/) -- q ' ,=i 

Nehmen ~ir dann in (2') 1-~ i (dies setzt voraus, daI~ al]e f l~[ geniigend 
1 

klein sind) und y = 1, so ist y~-q dureh eine Potenz e ~ einer primitiven 

Wurzel ~ der Gleichung x~-q ~ 1 und somit y~-~ dutch e~r zu ersetzen. 
Es ergibt sich sehliefllieh 

. . . . . .  - .  . . . . .  

(i---- 1,2 . . . .  ,P-Tq).  

t I i e r  durehlaufen %, a.~,..., % alle" mSgtiehen ganzen Werte ~ O; das 
Wertsystem % = % = . . .  = % ~- 0 ist jedoeh ausge~chl0ssen. 

Wir haben also fiir ' die Wurzela Potenzreihen gewonnen, jedoch vor- 
l~ufig ohne uns von deren Konvergenz Rechepschaft zu geben, und es 
soll nun gezeigt werden, wie die Reihe (5) dutch Einfiihrung von neuen 
Variablen in eihe lineare Summe yon (p-rq)8 hypergeometrischen Funktionen 
zerlegt werden kann. Die Zahlen % kSnnen wit immer in der F o r m  

(6) G ' =  u, + : ( p - -  q) k, ( ~ =  1,2 . . . .  , s )  

schreiben, wo u der ~:leinste positive Rest yon % in bezug auf den Modut" 
p - - q  ist. Wir bezeichnen mit G ~ und P die Werte v0n v , v  und r, fiir 
die k~-~ k.. . . . . . .  k s = 0 ist, und setzen 

Dann kSnnen wit die Entwieklungen ( 5 ) i n  der Form 

�9 1 ; * W ( X , ~ ,  . . . .  x : ~ ! % , ~ , . . . , ~ )  (7 )  . .  
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sehreiben, wo: 

(s) v,(r,~-~ . ,~[~ , ' ; . . , , . . . ,~8)=  ~ ""+ :  y ?  ( , ,~-1)  ,., k, ,., 
, . .  ~ - - -  +__, ~ f i ~ ?  ~ 1 , ~ . . , . . . , ' / ,  �9 (+-, ~-- 1 ) k . . . . . .  k ,=o  

Die Summation ist jetzt in folgender Weise ausgefiihrt: Unter  den 
Zahlen 0, l ,  2, . . . ,  p -- q - 1 w~ihlen wir ein System von Werten~ fiir zx, 
no., . . ,  y. aus. Danach summieren wir in (8) in bezug auf die Buch- 
staben kl, k.~, . . . ,  k~, welche wit atle mSglichen ganzen Werte > 0'dureh- 
laufen lassen. 3edoch das Wertsystem k~ ~ .  = k~ --  0 auszusohliel~en, 
wenn ~.~--= . . . .  z ~ - 0 .  Danaeh wird in (7) beziiglieh der Gr61~en 
zx, no.', . . . ,  ~. summiert. Diese Buchstaben werden a l l e  mSgliehen ver- 
schiedenen Wertsysteme unter den p -- q Zahlen 0, 1, 2, . . . ,  p -- q -- 1 
annehmen. Wenn ~.~ . . . . .  z,. == 0 ist, wird (~, ~ - -  1)*gleieh 1 gesetzt. 

Hiermit haben wir also z[ als "eine lineare Summe yon den ( p -  q)S 
Funktionen V~ dargestel]t. Wit werden zeigen, dab die Funk t ionen  y, 

hypergeometrische Funk t ionen  yon ~a, ~l,., . . . .  ~18 sind. Nach der friiher 
gegebenen Definition braucht man nur zu zeigen, dal~ das Verhiiltnis R,~ 
zwisehen zwei Koeffizienten in (8), die den Potenzen 

k l , . . . , k , , _  1,k, , ,ku+ 1 , . . . , k ~  und k , , . . . , k u _  1 , k , , - } - l , k . + l , . . . , k ~  

entsprechen, eine rationale Funktion yon k~, k ~ , . . . ,  k~ ist. Setzt man 
daher: 

~ , r - 1 )  F(T+r- -  1) 1 
Ak ...... ~, ..... k.,. - -  

~1! as!...as! F ( T )  a l ! a ~ : . . . u s ! '  

(t', r~--l) 
Ak,. .. . ,  k u + l  . . . . .  k s  ~ a ~ !  r . ~ .  C~s p ! ' 

so ist 

Ak ..... .  k,+a ..... k.~ F ( r + r - - l + m ~ - q )  F(~) 1 
R , , =  -Ak~,_.~,-k]~i~.~** ~-~ F ( r + r - - 1 )  I ' ( r + m . - - p ) ( a . + l , p - q ) "  

Wenn man n~imlieh in Ae ...... , ....... k~ den Index k.  in k,,-~-1 iiber- 
gehen l~il~t, wiihrend alle anderen k unveriindert bleiben, so wird naeh 
(3), (4) und (6) 

T ' ~ - m , , - - p ,  e . ~ % + p - - q ,  r ' = r + p - - q ,  

w~ihrend iibrigens 
~" = ~ ( i  ~ u) .  

Man behandelt nun am einfaehsten die folgenden drei MSgliehkeiten 
getrennt: 

Fall I : 
(r + r-- 1, m , -  q) 
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Fall II:  

p >m, ,>=q;  

Fall I I I :  

p > q ~ m,, ; 

R~ (cr p--q) " 

_. (r + m. - p, p - m.) 
R u - -  ( v - h r - l  + m , - q ,  q - m , ) ( a , +  l, p - q ) "  

571 

dasselbe gilt. 

w 
K'onvergenzbedingungen. 

Dem gewShnliehen Satz fiber implizite Funktionen zufolge sind die 
vorstehenden Entwieklungen fiir hinreiehend kleine absolute Werte der l i 
oder r h absolut konvergent oder, wenn die dureh (11) und (10) definierten 

In jedem Fallo sind hiernach Z/ihler und Nenner /este Polynome Vom 
selben Grade beziiglich bl,  k.,, . . . ,  k~. Unsere Behauptung ist damit be- 
wiesen. Die Gradzahlen sind in Fall I: m~ -- q; Fall I I :  p -- q; Fall I I I :  
p --  m u . 

Wird speziell p = n ,  q== 0 gew/~hlt, so findet man aus (7) alle 
Wurzeln. Setzt man ~ ,~  1, 2, 3, . . . ,  so sieht man, dal] jede rationale 

Funkt ion der Wurzel z als lineare Kombination yon hypergeometrischen 
Funktionen yon y , ,  ~ , . . . ,  ~]8 dargestellt werden kann. 

Wit kSnnen die Verh~iltnisse R~ noch etwas umformen, wodurch die 
Ahnliehkeit mit den hSheren hypergeometrischen Funktionen einer u 
mehr herv0rtritt. So  erh/ilt man 

(k. + A,) (k. + A~)... (k. + A~) 
(9) = (F .u  U + BU:. P,,' 

wo a gleieh m u - q  in Fall I, bzw. gleieh p - - q  und p - - m , ,  in Fall I I  
und I I I  ist, und wo A 1 , . . . ,  A~, B 1 , . . . , B ~ _ I  nieht yon k, abh/ingen; 
sie sind lineare Funktionen von den anderen k. Der Fakt0r p,, ist gleieh 

(10) m = (m, --  q)" 'Tq(m~ -- p ) ~ - " ' ( p  -- q)q-~. 

Wenn man in y) alle ~h gleieh Null setzt, % ausgenommen, so mull 
man in R ,  (siehe (9)) alle k~ gleieh Null setzen, k, ausgenommen. Alle 
hypergeometrisehen FUnktionen yJ(?, z,]~7,,) yon ~1,, sind dann nagh (9) 
hShere hypergeometrisehe Funktionen yon 

(siehe (10)),  wenn'z~ > 0. Eine einfache Untersuchung zeigt, dal~ ffir die 
Funktion 

1 + p-r_ q~f!r,  0 i ~7,,) 
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Veriinderliehen ~i eingefiihrt werden, iiir hinreichend kleine absolute Werte 
der ~. Wenn s -  1 dieser GrSllen, z.B. $,,, $~ . . . .  , ~ ,  gleich Null sind, 
wird y, eine hShere hypergeometrische Funktion yon ~'1 allein, Diese Reihe 
konvergiert s) aber fiir I ~1 [ < 1 und divergiert fiir ] ~1 ! > 1. Hieraus wird 
nach und nach abgeleitet, dab 

ic, l < l ,  Ic. .1<1, . . . ,  Lc, t < l  
eine notwendige Bedingung Iiir die Konvergenz ist. Will man die not- 
wendigen und hinreiehenden Bedingungen Iiir die Konvergenz bestimmen, 
so kann man" das von J. Horn:P) angegebene Verfahren anwenden. 

Es wird yon Interesse sein, eine sehr einfache, abet hinreichende Be- 
dingung der Konvergenz zu geben. Wir wollen mit m die grSllte der 
Zahlen m ~ - - P l  bezeiehnen und die folgende trino~mische Gleiehung be- 
trachten: 

-(11') z P - q = l  + z - q ( ! l l i z m + ~ - } - l l : l z m + ~ + . . . + l l ~ ] z m + ~  ). 

Es sei t der dem �9 (siehe (4)) hier entspreehende Weft. Dann ist 

t =  1 (  4er  ) p - q  y - } - m  ,, + 1 .  

Wenn ..~Ya, hinreichend groll ist, wird  t > ] ~  ]. Konvergiert daher diese 
nntwieklung nach Potenzen yon ] 1;[, ]l.~i . . . . .  I1 ], so werden aueh die 
Reihen (5) konvergie~en. Setzt man 

D = ! Z I I - ~ I Z ~ I + " "  § [l,I, 

so  wild spiiter gezeigt werden , dal] die Wurzeln dez trinomisehen Olei- 
ehung (t 1') als eine Summe yon hSheren hypergeometrisehen Funktionen von 

--__ ( r e + p -  q)~+v-q D wq  
mm(p--q)~ -q 

ausgedriickt werden kann, wenn ] ~ t <  1. Wit haben folglieh als hin- 
reichende Bedingung fiir: die Konvergenz der  Reihe (5) 

(12) l x ] + ] l o ] + . . . + l l , [ <  p - ~ q  1- . 
" . m + p - - q  

Mar~ k a n n  immer eine @ebraische Funbtion dutch eine Summe yon 
hypergeomei'd~chen Funlaionen ausdri~cken. Wenn man niimlieh bei der 
gegebenen Gleiehung dureh passende Wahl von p und q keine konvergenten ~ 
Entwieklungen bekommt, so fiihre m a n  eine Tsehimhausentransfor.mation 

Yl = Co + el x~ + c~ X~ + + e x n-1 (i = 1, 2, n) 

~) E. Goursat, loc. cir. 
9) Siehe -~). 
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aus. Bekanntlieh l~l~t sich immer dureh geeignete Wahl der unbestimmten 
GrS[~en Co, c~ . . . .  , c~_~ erreiehen, dab die Koeffizienten in der Gleichung, 
weleher Yl, Y~,.. . ,  Y, geniigen, willkiirlich gegebene Zahlen werden, dab 
sie also z.B. der Ungleichung(12) geniigen. Zwar ist es fiir die Bestim- 
mung tier Zahlen c nStig, Gleiehungen hSheren Grades zu 15sen. Aus der 
LSsbarkeit dieser Gleiehungen folgt aber, dal~ man auch, ohne dies e L/i- 
sung vollst~indig auszufiihren, die Bedingung (12) erfiillen kann. 

w 

D i e  trinomisehe Gleiehung. 

Wir sehreiben die trinomisehe Gleiehung in der ~Form 

(13) x " = g x *  + /?, 

worin g und fl Koeffizienten sind und n > s. In (7) setzen wir p = n, 
q~--s, m 1 = 0  und erhalten dann 

1 n 

x = zg , 11 l fig '~-~ " - '  

Weiter ist (siehe (11)) 

(14) r = r = (-- 1) "-~ "" fl"-~ 
s ~ ( n _ s ) , ~ _  . g .  , ~ . . . . .  ~ =  O . .  

Wir bekommen dann ffir 1~:] < 1 die n -  s Wurzeln durch 
7 n - s - - 1  

- [  J ( 1 5 )  x! ' - -  g"'~ e ~'/ - ~ ' ~  ~" 

( i = 1 , 2  . . . .  , n - - s )  
ausgedriickt, worin 

E ~ e n - 8  
, #1 = 1, = 7;I  n - ~  1 p,, 

gesetz~ ist, unter Benutzung der gewShnliehen Abkiirzung fiir die bi- 
nomischen Koeffizienten. Ferner ist in der Bezeichnungsweise yon Goursat 
( l o e .  c i r . )  

F , , ( ~ ) = F ( a ,  . . . . . . .  an-x,~.,an,~.~ 

,bl , , , ,  ., bn-l,,,, $ / 
mit 

(16) 

x -t n - i  v ( i = i , 2  . . . . .  n ) ,  
a~,~, --~ n - s n n ( n - s )  

b ~ , , , =  ~ s - i + l  :, ( i = 1 , 2 ,  s ) ,  
- - - ~ + ~  s ( , , - s )  " ' 

b~,~-- "~ i - s  ~, ( i - ~ s + l ,  . n - - l )  , n _ s +  k- ~ - s  " " '  n :"-  8 
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und 

(16')  ~ i -~0 ,  wenn i < n - - x ,  5 ~ - 1 ,  wenn i ~ _ n - - u .  

Die hSheren hypergeometrischen Funktionen F, ( ~ ) van ~ *sind /olglich 
im allgemeinen yon der Ordnung n.  Wit kSnnen beweisen, daft sie sich 
irh Falle 7-----1 au/ solche yon der Ordnunq n -  .1 reduzieren. 

Bisher sind nut n -  s yon den n Wurzeln geiunden. Die s iibrigen 
Wurzeln kSnnen leicht bestimmt werden. Wit wiihlen niimlich in (7) 
p ---- s, q ---- 0,  m , =  n und erhalten 

I 1 n - - #  n- -$  n 

x z ( - - / ' 7  ~ : ~  - -  , , = ) g , t ~ = ~ = ( - O "  = ( - Z )  a 

Weiter finder man ~1------ ; wie in (14), Wir erhalten dann auch die iibrigen 
s Wurzeln miter der Bedingung ]~ ] <  1 : 

7 - } '  s - I  

( i  = 1, 2, . . . .  s ) ,  
wobei 

~----e' , Ax=I, A .=;~  :--1 1 
Ferner ist: 

WO 

x i - 1  r 
d~, = 7 + - 7  - +  8n-- 

u i ? 
e~" " ---- ~ + ~z-i- s -}- 8 ( . - 8 )  

ei,~, = 7 + l + - -  7 -  y 

(i  = 1, 2 , . . . ,  n),  

( i = 1 ,  2, . . . , n - -  a), 

( i = n - - s - 4 - 1  . . . .  , n - - I ) ,  

und ~ durch (16 ' )  gegeben ist. 

Die EntwickIungen (15) und (17} konvergieren lfir t~t < 1 und di- 
vergieren ~ r  i ~ I > 1 .  Wit werden nun zum Schlu0 die Wurzeln im Falle 
t r > 1 bestimmen. In ( 7 )  s e t z e n  wir p -----7 n, q ---- 0," m 1 ----- s und er- 
halten dann 

1 n - - s  

x = z f l " ,  l l = 9 = g  fl n , l ~ l ~  . . . . .  /~----0. 

Weiter ist (siehe (11)) 

~1 = ( -  i )"-'  " ( ~ - ' ) " - '  g" - -  ' -  
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also der inverse Weft yon der dureh (14)bes t immten GrSfle ~. Hieraus 
iolgt, dal~ [~x I < 1, wenn [~1 > I ~st, so daft die entspreehenden Ent- 
wieklungen konvergieren: 

7 # - - 1  

(18) x ~ = f l  ~ ' r  Vo - k - ~  .,,Q ~,, (i 1 , 2 ,  , n ) ,  
-,=~ 

in denen 

~ , : - e  n , 0 ~ - ~ 1 ,  

Ferner ist: 

and 
x i -  1 7 

g~," = ; + - -7 -+  .~-- 

x n - i  7 

g i , .= -~-J  n - 8  ~(n-s )  

h~"~ = " + ]" -n 

wo (i s immer dureh (16') gegeben ist. 

\ x - - 1  

( i =  1, 2 , , . . ,  s), 

( t = s + l  . . . . .  n) ,  

( i =  1, 2, . . . ,  n - - l ) ,  

w 4. 

Die Wurzeln der  trinomischen Cdeiehung sind,  als Funktionen 
yon g aufgefaflt, partikuliire Integrale einer hiiheren 

hypergeometrischen Differentialgleichung. 

Wird (14) nach fl aufgelSst, so ergibt sich 
1 

f l  -~- K ~ n - s  ' 

wo K eine Konstante ist, wenn m a n  fi und ~ als Variablen auffal]t. Die 
Formeln (15) werden yon der Form 

~--$--I g 

~. = 0  

worin die K0eifizienten A nicht yon $ abh~ngen. Wenn diese nun parti- 
kul~ire Integrale einer hSheren hypergeometrischen Differentialgleiehung 
n- ter  Ordnung sein sollen, miissen sie yon der folgenden Form 1~ sein: 

~o) E. Goursat, loc. cit., S. 280. 
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\bl ' , bn-x, + 
n-1  ( a x + l  - -  bl,, a ~ + l  - -  b h . . . .  , a . _ l + l  - -  b h, a.+l-- ba~, 

+ I B ~ , ~ t - ~ F \  2--b~,  b l + l - -  b h, b . _ l + l - - b  ~, ~ / 
h=l " "~ 

worin die GrSBen B Konstanten sind. 

d .h .  (siehe (16)) 

a~ = 640, 

sein, wodureh 

(al~ a~, 
Yo(~ ) = F  bl, b.., 

b~ =- b~. o 

wird. 

Also mug ers~ens 

. . . ,  a , _  1, a,'~ 

�9 ., b,_~, ~ ) 

(i = 1 ~  2 , . . . , n - - I ) ;  a,,=a,,.o 

n - i  
1 - - b ~ = n _  s ( i ~ s + l  . . . .  , n - - l )  

Wenn w i t  ~ ~ n -  i setzen, sehen wit, daJ~ 

r = ~"-* = $'~-~' (i  ~ s + 1, . . . ,  n --  1). 

Gleichzeitig nimmt ~ die Werte n - - 8 - - 1 ,  ~ - - s - - 2 , .  . . . .  2 , 1  an. 
Folglieh muB 
F~ (~)----F,_, (~)= F (  a' + l -  b,, a~ + l -- b, . . . .  , a ,_ l  + l -- bi, a, -4-1-- b~) 

2 - - b  i , b l + l - b  o ., b , _ , + l - - b  o 

sein. "Dies ist auch wirklich der Fall. Wit haben n~imlich, wenn wit mit 
(16) vergleichen, 

a,  + 1 b~=a~.n_~ (r---- 1, 2, . . . ,  n) ,  

b~ + 1 b~ :-- br, ~_~ (r = I ,  2 . . . .  , s), 

b r + l - - b ~ = b r , , _  ~ ( r = s + l , . . . , i - - 1 ) ,  

b~+~-~l  -- b}=  b,,,_~ (r = i , . . . ,  n - -  2), 

2 --  b~ = b,_l. ,_~. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Dutch kontinuierliche Xnderung 
yon ~ kSnnen wir aus einer der GrSl]en 

xL..., 
auch die Wurzeln 

r x~ 
X n - - s + l ~  . "  , ,  

erhaltem Folglich werden z~, x~ . . . .  , x~, als Yunktionen yon ~ au/ge/aflt, 
partikuldre Integrale einer hdheren hypergeometrischen Di//erentialgleichung 
yon der Ordnung n, Welche durch die 2 n - - 1  Zahlen a~, a ~ , . . . , a , ,  
b l, b~ . . . . .  b,_ 1 v6llig bestimmt ist. Aus 

~--I n 
1 

I b ~  - - Z a , =  ~ > O 
1 l 



Algebraisehe Gleichungen und hypergeometrisehe Funktionen. 577 

folgt, dab die Entwieklungen (15) und ( i7 )  auch fiir ~ - 1  konver-  
gieren. 

Ist insbesondere ~, -~ 1, so kann man, sofern n und s relativ prim sind, 
eine positive ganze Zahl i o <  n und eine ebensolche Zahl i 1 (1 < i~_<s) 
so bestimmen, dab 

a~o,~.~bi,,~. (u----0, 1, 2, . . . , n - - s - - l ) .  

D i e  Wurzeln xl, x~ , . . . ,  x, ,  als Funktioncn yon ~ au/ge/aflt, sind also 
partikuldre Integrale einer hSheren hypergeometrischen Di//erentialgleivhung 
yon der Ordnung n -- 1. 

Man kann auch die Gruppe der betrachteten Differentialgleichung 
angeben. 

w  

Spezielle Gleichungen. 

Die Gleichung ~fin/ten Grades l~iflt sich bekanntlich dutch elementare 
Methoden in eine trinomische Gleichung iiberfiihren. Bringt man z. B. die 
Gleichung fiinften Grades in die Form 

x~=x  " + / ~ ,  

so w i~-d n = 5, s = 2 und xl) 
, 5 ~ ~ 3 .  

Wir erhalten dann aus (15) und (17), wenn I~l < 1 und ~,= 1-, 
�9 ,, i ~ " t ~ . ,  . x , =  ~ & ( Q + ~ - ~ f ~ F , ( O - . ~ "  ._..(Q 

. - ,  1 1 "~ F~ (r  x.: = : e - F o ( r  ,-l- .e~flF,(8) - - ~ p  

1 o 1 
x, ..... _,~/~'F~(~) (--~)-".F,(~), 

1 
x:,- ~ f- ~ ( 0 +  ( -  ~1~.  ( r  

worin 

Fo ( ~ ) =  F 1.~' i~,, 15' 
5 1 .2 
6 '  ,~' 3 '  

Fo(r ~ '  5 '  5 '  5 
" 5 3 4 ~. ' 

3 '  2 '  3 '  

.,,~(r 

' 15 '  15'  15 

7 ") ~ ,  ~, ~, / 

1 3 7 9 \  
i~ '  T6' i5'. i(i} 
7 1 5 / 
~, -~, ~, ~1 

it) Den Fall n=5, s - 1 finder man in meinen unter 4) zitierten Arbeiten behandelt. 
Mathematische Zeitschrift. XXVL ~7 
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gesetzt ist und e eine primitive Wurzel der Oleiehung xs--- - 1 bezeiehnet. 
Im Falle t~[ > I werden die fiinf Wurzeln dureh (18) gegeben: 

Xl------fl ' [~'ilpo (~)-~t-'~*' p "tp:~ (~) 1 p ~lp, (-~) . 1 a,..{_.~5~ ' fl-~- Si~)I" "1"" 

Dabei ist 
(i--= 1, 2, 3, 4, 5). 

,/ a 1 3 4 \  

5'  5'  5 '  r  

( 8 7 6 1 \ 3 )  (~) 
V, /I'~___F(~_) 15' 10' 5 '  

8 7 4 , 'YJs ~ .F 
5 '  ~" 5 '  ~ /  

und ~ eine primitive Wurzel der Gleiehung x a =  1. 

' t 0 '  5 ' 

3 2 ' 

( 11 9 7 16\ 
i~ '  i ~ '  .~' ig / 

] 

9 8 6 1 ]  

Bei Gleiehungen drltten Grades 

z s = g x  + ~ 

]iefert die bier gegebene Methode das interessante Ergebnis, dab man die 
drei Wurzeln als eine Summe yon Gaui3schen hypergeometrischen Funk- 
tionen yon 

4 g8 

ausdriieken kann. So finder man fiir ]~t <:: 1 und ~ = 1 

1 1 1 ~ + ~  3 '  3 '  ~ '  x , - - ~  ( - 1 ) s ~  ' 6' 6' 2' F ( i =  2), 

Z S ~ - -  ' 3 '  2 '  ' 

und fiir IS1 > 1 

( i = 1 , 2 , 8 ) ,  

wo ~ eine primitive Wurzel der Gleiehung xa-~ 1 darstellt. 

(Eingegangen am 27. August 1925.) 


