Uber ein geometrisches Theorem und seine Anwendung
auf die partiellen Differentialgleichungen
vom elliptischen Typus®).

Von

Serge Bernstein in Charkow.

-1. Die vorliegende Arbeit enthilt den Beweis und einige Anwendungen
eines Theorems meiner Note ,Sur une généralisation des théorémes de
Liouville et de M., Picard“?).

Das geometrische Theorem, welches ich hier beweisen will, lautet
wie- folgt: |

Eine Fliche z = f(z, y), welche fiir alle Werté von =z, y stetige par-
tielle Ableitungen der beiden ersten Ordnungen besitzt, und deren Gaupf-
sche Kriimmung nirgends positiv ist, jedoch nichi identisch verschuwindet,
kann nicht stindig zwischen zwes festen Ebenen 2 ==+ h verlaufen.

Aus diesem ‘Theorem folgt fiir die ‘partiellen Differentialgleichungen
vom elliptischen Typus leicht der nachstehende sehr allgemeine Satz:

Ist z(z,y) esne beschrinkte Funktion, die fiir alle Werte von 2,y
stetege partielle Ablestungen der beiden ersten Ordnungen besitzt und einer
Differentialgleichung der Form

(1) - Ar+2Bs4+Cit=0

gendigt, wo A,'B, C endliche Funktionen_~ von , Y, %, P4, 7, 8, t snd,
fiir welche AC — B® > 0 gilt, so ist die Punktion z{x, y) eine Konstante.
Dieser Satz ist augenscheinlich eine Verallgemeinerung des grund-

*) Die vorliegende Note ist die Ubersetzung des bereits im Jahre 1914 in den
Mitteilungen der, Mathematischen Gesellschaft in Charkow erschienenen Aufsatzes
»Sur un théoréme de géométrie et son application aux' equations aux dérivées par-
tielles du type elliptique. Fiir die freundliche Ubersetzung sind die Schriftieitung
und der Verfasser Herrn Tibor Radé in Szeged zu Dank verpflichtet.

Yy Comptes Rendus de PAcadémie des Sciences, 10. Oktober 1910.
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legenden Liouvilleschen Theorems iiber harmonische Funktionen und
umfaBt offenbar auch den Fall der Minimalflichen. Jedoch ermoglicht die
besondere Form der Differentialgleichung dieser Flachen einen kleinen
rechnerischen Kunstgriff, ‘durch welchen ich eine besondere Eigenschaft
der Minimalflichen begriinde, wodurch sich dieselben wesentlich von den
harmonischen Flichen unterscheiden. Diese Eigenschaft besteht im folgenden.

Eine. reelle Mintmalfliche z = f(x,y), welche fir alle reellen Werte
von z,y stetige partielle Ablestungen der beiden ersten Ordnungen besitzt,
ist eine Ebene. Mit anderen Worten: die Funktion z, die bekanntlich
ana.lytlsch ist, muB in jedem anderen Falle reelle Singularititen im End-
lichen haben; wihrend also die Mannigfaltigkeit der ganzen (rationalen
und transzendenten) harmonischen -Funktionen so groB ist, gibt es eine
einzige ganze Funktion, die der Gleichung der Minimalfliichen

(14¢%)r—2pgs+(1+p*)t=0
geniigt,  nimlich die lineare Funktion z =ax - by +-c.

2. Wir wollen' mit dem Beweis eines Lemmas beginnen, welches wir
in der Folge oft anwenden werden:

Lemma. Sei B ein abgeschlossenes Gebiet. Darin set z=f(z,y)
esne Funktion der reellen Verdnderlicken x,y, welche stetige Ableitungen
der beiden ersten Ordnungen besitzt, und z <0 im Innern, sowie z =10
in den Randpunkten von B. Ferner ser in allen Punkten, wo bei einem
beliebig kleinen, aber festen positiven N die Ungleichung p*+ ¢* < N gilt,

rt—8*<L0.

Dann kann das Gebiet B nicht beschrankt sein.

In der Tat, aus der Annahme der Beschrinktheit des Gebietes B
wiirde folgen, daB die Funktion z ein absolutes Minimum 7 < 0 in einem
inneren Punkte B erreicht, wo dann p=g¢ =0 ist. Wird dieser Punkt O
zum Anfangspunkt gewidhlt, so kann man, da im Punkte O notwendig
ri.— 8% =0 ist, setzen’

2= m+(um+ﬂy)2+%(s,x“’—l—2egxy+esy"),

wo «, f Konstanten sind (die auch verschwinden kdnnen), und ¢, ¢,, &,
mit z*- y? gegen ‘Null gehen. Wir betrachten jetzt. die Funktion

2= m+p (@ + 97, (h>0),

wo wir durch hinreichend klelne Wahl von % erreichen kénnen, daB in
allen Punkten von B die Unglelchungen % <0 und A2+ y°)< N
bestehen.
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Dann hat man in allen Randpunkten von 9B
bd=2—2>0.
Ist nun % fest gewdhlt, so kann man den Punkt O mit einem hin-
reichend kleinen Kreise umgeben, in welchem wenigstens ein Punkt liegt, wo

(2) ém(ax—}—ﬁy)g—}—%(el——h)x'-’%—sﬁ:uy—i«%—(ss—m‘k)y“’<0a

Die Funktion & wird also ebenfalls ein absolutes Minimum im Innern
von ¥ annehmen, und in demjenigen Punkte, wo dieses Minimum erreicht
wird, hat man

7?8 %8 (a%a )‘3
dx? fy? fxdy
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wofaus folgt

t—ws‘*[ 4+ ,,H +6y?] ( ;)
V+h ( 6y2)+[6m2 ayz'"(@;:y”}—“h‘ ’

p +4‘=<'2‘>3+ () =Ry <N

Das Nebeneinanderbestehen. beider Ungleichungen widerspricht aber
unserer Voraussetzungen, und das Lemma ist bewiesen.

und

3. Wir kénnen nun zam Beweis unseres geometrische?; Theorems
tibergehen.

Theorem. ZHine Flicke, die durch eine, fir alle Werte won z,y
erkldrte, zweimal stetig differentiierbare Funkiion z= f(z,y) dargestellt
wird, und deren Gaufsche Kriimmung weder positiv ist, noch identisch
verschwindet, kann nichi stindig zwischen zwei festen Ebenen z= +h
enthalten sein.

. In der Tat, es werde angenommen, daB unsere Fliche zwischen den
beiden Ebenen z = + & enthalten ist. Wir kénnen dann durch geeignete.
Verlegung des Koordinatensystems erreichen, daB im Anfangspunkte p,= 0,
qo> 0, rot,— 82 <0 wird. Dann hat im Punkte z=y=0 die Be-
rithrungsebene unserer Fliche die Gleichung

=Y ‘
diese Beriihrungsebene schneidet die Fliche in vier getrennten Kurven-
zweigen ?), welche in der Umgebung des Anfangspunktes vier getrennte

%) Es geniigt die Bemerkung, daB in Polarkoordinaten’
b=z—g = (%vg cos?8 -5, cos&sinﬁ}—%to sin“(?-%e) 6%

wo z und g—; mit ¢ gegen Null gehen.
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Gebiete 2,, Q2,, Q,, 2, der zy-Ebene bestimmen, so daf in £, Q, die
Ungleichung 6 =z — 2, < 0 und in 2,, 2, die Unglexchung 4>0 gilt.
Nach Lemma 2 kann keines dieser Geb1ete, deren jedes wir durch Hinzu-
fiigung seiner Randpunkte 6 = 0 erweitern, beschrinkt sein.

Andererseits sind die Gebiete 2, und £, der zy-Ebene notwendig

oberhalb der Geraden y= — gagelegen, weil aus der Voraussetzung
o : :

z>—h fir y<— ql die Beziehung 0=z — g,y >0 folgt; ebenso

0
miissen die Gebiete 2, und £, unterhalb der Geraden y =—q’l liegen,
. 3 :

wegerr z < h. Ich behaupte iiberdies, daB wenigstens eines der beiden
Gebiete £, und O, ebenfalls unterhalb der Geraden y =£— verbleibt. In

(1]
der Tat, die Gebiete 2, und €, kénnen kein zusammenhiingendes Gebiet

bilden, sonst konnte man durch den Anfangspunkt eine geschlossene Kurve
n (£2,, ;) ziehen, die dann eines der beiden Gebiete £2,, £, im Innern
enthalten wiirde, was nicht moglich ist, weil diese Gebiete nicht beschriinkt

sind: Wenn also beide Gebiete 2, und £, Punkte der Geraden y=-- b enthal-

ten wiirden, so miiiten auf dieser Geraden auch Randpunkte derselben liegen;
dies ist aber unmoglich, weil in den Randpunkten é =z — g,y =0 ist.

Wir gelangen also zur Folgerung, daB wenigstens eines der beiden
Gebiete it geradem Index und wenigstens eines der beiden Gebiete mit
ungeradem Index in der Weise sich ins Unendliche erstreckt, daB es be- -

stindig zwischen den beiden Geraden y = ig— verbleibt, Wesentlich ist

0 .
noch die Bemerkung, dal wenigstens eines -dieser Gebiete nur nach der

einen Seite ins Unendliche zieht. Es seien in der Tat £, und 2, die
beiden Gebiete, die zwischen- unseren Geraden liegen und sich nach beiden
Seiten ins Unendliche erstrecken; man kann dann in denselben je eine
Linie 8, bzw. 8, zeichnen, welche nach beiden Seiten ins Unendliche
gehen, und da der Anfangspunkt Randpunkt von £, und £, ist, so liegt
derselbe zwischen diesen beiden Linien, so daB ein drittes Gebiet sich
unmdglich nach beiden Seiten ins Unendliche erstrecken kani. Da nun
die beiden Geblete 2, und £, zwischen S, und S, gelegen seln miissen,

so sind dieselben a fortiori zwischen den Geraden y = + q— enthalten,
und folglich. erstrecken sie sich nur nach der einen Seite ins Unendliche.

Nach dieser Feststellung konnen w1r also annehmen, daB das Gebiet Q,
zwischen den beiden Geraden y = q— liegt und sich nur in der positiven

z-Richtung ins Unendliche erstreckt. Wir betrachten nun eine Gerade
# = g, der xy-Ebene; in den in £, enthaltenen Punkten derselben hat-
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man 8 < 0. Sei u(,)=68(z,,y,) das absolute Minimum von 6(z,, y)
fiir die betrachteten Punkte,

Wir wollen die so erklirte Funktion () fiir wachsende Werte von
x untersuchen. Wir bemerken, daB u(z) < 0, daB aber fiir hinreichend
kleine Werte .von x die Funktion u{x) beliebig wenig von Null abweicht;
man kann folglich zwei Werte z,, z, derart bestimmen, dal x, > 2; und
u(x,) —u(xg) < 0. - '

Wir kénnen alsdann beweisen, daB fiir 2, > z, > z; die Ungleichung

, :

(3) ()| 2 222 [ (26) ~ w ()]
bestehen muB.

In der Tat, die Ungleichung (3) ist mit Riicksicht auf u(z) < 0 der
folgenden gleichwertig:

—w(ey) 2 220 [u (@) — u(%)].
Ist jene also nicht erfiillt, so muB man haben
- z‘,’—.:ﬁ ulz,)+ u(z,) —u(zy) < 0.
Die Funktion
(4) v(2,y)= “"::2}”(3’1)‘{‘6(@» y) — u(z,)

wird daher negativ fiir z = x,, ¥y =y,; es gibt also ein Gebiet B, wo
v < 0 ist, und dieses Gebiet ist beschrinkt, da v > 0 ist fiir x =z,, fiir
xg < x <z mit 6=0, und fiir x=2x,.

Dies steht aber im Widerspruche mit dem Lemma aus Nr. 2, da

P 'y [\ rco
758 557 \owag) — T8 S0

Die Ungleichung (8) muB somit erfiillt sein. Wenn aber z, hin-
reichend groB ist, so widerspricht diese Ungleichung der Voraussetzung
|z| < h.

Das Theorem ist folglich bewiesen.

Wenn wir unser Lemmsa in seiner allgemeinen Fassung heranziehen,
so konnen wir unser Theorem wie folgt verallgemeinern.

4. Verallgemeinerung. Hine Fliche, die durch die zweimal stetig
differentiterbare Funktion z=f(z,y) dargestellt wird, und deren
Gaupsche Krimmung negativ ist in einem gewissen Punkle, wo die
Nesgung p* + ¢* der Berihrungsebene = q3 > 0 ausfdllt, und (moglicher-
weise) positiv nur in solchen Punkten, wo p® —+ ¢* >N > g5 ist®), kann

3) Es wiirde z. B. geniigen, dafl die Kriimmung in der Umgebung der Punkte, wo

p=g=0, nicht positiv ist, und daB in der Umgebung wenigstens eines dieser Punkte
die Krimmung negativ wird.
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nicht fiir alle Werte von x,y zwischen zwei festen Ebenen z = *+ h ent-
halten sein. ’

In der Tat, die ganze SchluBweise des vorangehenden Beweises bleibt
ohne Anderung bestehen bis zur Diskussion der durch (4) gegebenen
Funktion v(z,y). Nur konnen wir nicht mehr di¢ Unméglichkeit
behaupten, daBl das Gebiet B, wo v < 0 -ausfillt, beschrankt ist. Dieses
Gebiet konnte nur dann beschriinkt sein, wenn es Punkte enthielte, wo
6_13 _
o

0
u(z;)+p)<e und lgl_,,’ =g — gl <e,

L%, — %,

sowie r¢ — s* >0 ist, bei beliebig kleinem ¢ > 0. In solchen Punkten
hat man aber nach Voraussetzung

p*+q* >N,
also \ '
1 2 2
[~ 2mu(e) £ o] + (g = >N,
und daher ’
(5) u(z,)| > (2, — ) [V N— (g, +¢)* — ¢,

mit beliebig kleinem & > 0. Man findet also anstatt der Ungleichung (3)
die Ungleichung (5); diese letatere widerspricht aber ebenfalls der Tat
sache |z| < k. Unsere Verallgemeinerung ist folglich bewiesen.

Bemerkung. Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, daf} die Funktionen,
die wir untersucht und fiir welche wir die:Unmdoglichkeit der Ungleichung
|2| < b bewiesen haben, sehr wohl die Bedingung z < % erfiillen kénnen.
Es geniigt, um sich hiervon zu iiberzeugen, die durch die Funktion

z==h— e* ¥
dargestellte Fliche zu betrachten. Man stellt unmittelbar fest, dal
rt—8? = — 2222 0
fiir alle Werte von z und y, und daf gleichzeitig
z2<h.

Auch sei bemerkt, daB unser Theorem fiir solche Flichen, deren
Krimmung identisch verschwindet, nicht mehr zu gelten braucht, da die
Zylinderfliche z = e~2* die Bedingung |z] < 1 -erfiillt.

5. Theorem. Wenn eine Funktion z, die fir alle Werte von =z, y.
zwesmal stetig differentiterbar ist und der Gleichung

Ar+-2Bs--Ct=0 mit AC—B®>0

genigt, wo A, B, C irgendwelche endliche Funktionen von z,¥,z,p,q,r,s.1
sind, beschrdnkt ist, so ist dieselbe eine Konstante.
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In der Tat, man setze rf— &? = 4. Unsere Gleichung lautet dann

Ar+2Bs+ ““

=03

daraus folgt, daf i< 0 ist, und daB A==0 nur fir r=g=1¢=0 ein-
treten kann.. Wenn also nirgends 4 < 0 und somit iiberall 1 = 0 ist, so
miissen p und g 'Konstante sein, welcheé aber verschwinden miissen,
wenn z beschrinkt bleibt; z ist also eine Konstante. Wenn aber die
Ungleichung 4 < 0 in wemgstens einem Punkte besteht, so kann  die
Funktion z nach dem vorigen Theorem nicht beschrinkt sein.

Das hiermit bewiesene Theorem stellt diejenige Verallgemeinerung des
Liouvilleschen Theorems: dar, die ich vor vier Jahren alré;gesprochen habe.

Aus diesem Theorem werden wir nun einen Satz iiber Minimalflichen.
folgern.

6. Theorem. - Wenn esne Mintmalfliche S durch die Gleichung
2= f(xa y)

dargestelll - 1st, wobet f fir alle reellen Werte von z,y stetige Ablestungen
der beiden ersten Ordnungen besitzt, so ist die Fliche S eine Ebene.

In der Tat, man bilde unter der Vqraué'setzung
(6) (14¢%)r —2pgs+(1+p?)t=0

diejenige Differentialgleichung, welcher u = arctgp geniigt. Wenn man
jene Gleichung (6) nach z deriviert?), so ergibt sich

(1+g%)2P pqm_,,ﬂ +p’)§ +2p(rt—s*) =0,

m:“

oder, indem man ¢ eliminiert,
2 2
‘ (0 p_ 2pr*\ (ﬁa p __2prs
(t+q )<6w‘2 1+p*> 2pq dxoy 1+p* )

+1+p2) (22225 0.

#) Wir nehmen hier die Existenz der Ableitungen’dritter Ordnung an; dies folgt
aber-aus der Tateache, daf die Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung sogar dis
Anpalytizitit der Funktion nach sich zieht {vgl. diesbeziiglich meine Arbeiten iiber das
Dirichletsche Problem: Math. Annalen 69, S. 182 und Annales de P'Esole Nor-
male 29, S. 482 und die Arbeit von L. Lichtenstein ,Uber den analytischen Charakter
der Ldsungen regulérer zweidimensionaler Variationsprobleme*, Bulletin de I'Academie
des Sciences de Cracovie (1912) 8. 915-941).
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Offenbar hat man nun

a*p 2'p
_82__ oz  2pr® *u __ ozdy  2psr
928 1+4+p® (1499 szay  1+p*  (1+p9)*]
aﬂp.
2" u cyt  2ps®

y*  T+p* (149
Es geniigt also u der Gleichung

2" P o
(14 ") 55 — 299 555, + (14 %) 75 =0,

und folglich kann die Funktion u = arctgp nur dann in der ganzen
Ebene beschrinkt sein, wenn sie eine Konstante ist. Nun aber wird nach
Voraussetzung p fiir keinen endlichen Wert von z, y unendlich; fiir alle

Werte von z,y hat man folglich — —Z— <u< % , woraus folgt, dal u

eine Konstante ist. Man erkennt auf diese Weise, daB p und auch ¢ eine
Konstante und folglich die Fliche z eine Ebene ist.

(Eingegangen am 23. Mirz 1925.)



