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1. Die vorliegende Arbeit enth~lt den Beweis und einige Anwendungen 
eines Theorems meiner Note ,,Sur une g~n~ralisation des th~or6mes de 
Liouvi l le  et de M. P icard"  1). 

Das geometrische Theorem, welches ich bier beweisen will, lautet 
wie folgt: 

Eihe Fldche z =  f (x ,  y), wdche /iir alle Wert~ van z,  y stetige pay. 
tieUe Abl~'tungen der beiden ersten Ordnungen be~'tzt, und deren Gaufl- 
sche Kriimmung nirgends positivist, iedoch niekt id~tiseh verschugndet, 
kann nieht 8tdndig zwischen zwei ]es~sn Ebenen z =.:J= h verlaufeno 

Aus diesem Theorem folgt fiir die partiellen Differentialgleichungen 
veto elliptischen Typus leieht der naehstehende sehr allgemeine Setz: 

Ist z(x,  y) dne beschrdnkte Funktion, die ]iir alte Werte yon z, y 
stetige partielle Ableitungen der beiden ersten Ordnungen besitzt und einer 
Di]]erentialg!eiehung der Form 

(1) A r + 2 B s + C t = O  

gen~gt, wo A, B,  C endliche Funl~ionen van z, y, z, P, q, r, s, t sind, 
]i~r welche A C - -  B ~ > 0 gilt, 80 let die Fun~ion z(x,  y) eine Kor~stante. 

Dieser Satz ist augenseheinlieh eine Verallgemeinerung des grand- 

*) Die vorliegende Note ist die Ubersetzung des berelts im Jahre 1914 in den 
Mitteilungen der, Mathematischen Gesellschaft in Charkow .erschienenen Aufsatzes 
.Sur un th~or&me de g6om~trie et son application aux  equations aux d~riv6es par- 
tielles du type elliptique." Ff i r  die freundiiche ~bersetzung sind die Sehriftleitung 
und der Verfasser Herrn T i b o r  R a d 6  in Szeged zu Dank verpflichtet. 

a) Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences , 10. Oktober 1910. 
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legenden Liouv~lleschen Theorems /iber harmonische Funktionen und 
umfal~t offenbar auch den Fall der Minimalfl~ichen. Jedoch ermSglicht die 
besondere Form der Differentialgleichung dieser Fliichen einen kleit~en 
rechnerischen Kunstgriff, durch welchen ich eine besondere Eigensehaft 
der Minimalfi~chen begriinde, wodurch sich dieselben wesentlich yon den 
harmonischen Fl~,chen unterseheiden. Diese Eigenschaft besteht im folgenden. 

Eine. reelle Minimal/ldche z -  f(  x, y), welche ]iir alle reellen Werte 
yon x, y stetiye partielle Ableitungen der beiden ersten Ordnungen besitzt, 
ist eine Ebene. Mit anderen Worten: die Funktion z, die bekanntlich 
anulytiseh is.t, mul~ in jedem anderen Falle reelle Singularit~iten im End- 
lichen haben; w~,hrend also dia Mannigfaltigkeit der ganzen (rationalen 
unit transzendenten) harmonischerr Funktionen so gro• ist, gib't es eine 
einzige ganze Funktion, die der Gleichung der Minimalfiiiehen 

' ( l + q ~ ) r - - 2 p q s ~ ,  ( l + p ~ ' j t - - 0  

geniigt, ~ n~imlich die lineare Funktion z -#-: ax ~ by ~- c. 

2. Wir wollen mit dem Beweis eines Lemmas beginnen, welches wit 
in der Folge oft anwenden werden: 

Lemma.  Sei 93 ein abgeschlossenes Gebiet. Darin sei z ~ - f ( x ,  y) 
eine Funktion der reellen Verdnderlichen x, y, welche stetige Ableitungeu 
der beiden ersten Ordnungen besitzt, und z <s0 im Innern, soufie z---0 
in den Randpunkten von 93. Ferner sei in allen Punkten, wo bei einem 
beliebig kleinen, aber /esten positiven N die Ungleichung p." ~ q: < N gilt, 

rt  -- s." ~ O. 

Dann kann das Oebiet 93 nicht beschrdinkt sein. 

In der Tat, aus der Annahme der Beschr/inktheit des Gebietes 93 
wiirde folgen, daI~ die Funktion z ein absolutes Minimum m < 0 in einem 
inneren Punkte 93 erreicht, wo dann p - - q - ~  0 ist. Wird dieser Punkt O 
zum Anfangspunkt gew~ihlt, so kann man, da im Punkte O notwendig 
r t -- s." -- 0 ist, setzen" 

z,-- m ~- (ax A- fly)" + ~ 

wo r fl Konstanten sind (die auch versehwinden kSnnen), und e~, ~:, ~.,~ 
mit x~Z+ y~ gegen ~ul l  gehen. Wit betrachten jetzt die Funktion 

h z ~ - - m  §  + y"), (h > O), 

wo wit dutch hinreichend kleine Wah ! yon /~ erreichen k5nnen, d a $ i n  
allen Punk~en yon !~ die "Ungleichungen ~z i < 0 und h~'(x~--~ - y:) < N 
besSehen. 



Uber ein geometrisches Theorem. 553 

Dann hat man in allen Randpunkten yon 

6 = z - - z l > O .  

Ist nun h fest gew~hlt, so kann man den Punkt O m i t  einem hin- 
rei6hend kleinen Kreise umgeben, in welchem wenigstens ein Punkt liegt, wo 

. 1 1 (2) ,~=(~z+~v):+~(,1--h)z"+~zy+~(~s-h)v"<o. 
Die Funktion ~ wird also ebenfalls ein absolutes Minimum im Innern 

yon iB annehmen, und in  demjenigen Punkte, wo dieses Minimum erreieht 
wird, hat man 

woraus fo|gt 
~,_  ~... = [~.+ o'~i [h + ~ I L  ( o~,lo 

am~a ay~J ~ x ~ y J  

~ ~"~l I ~ ' ~  ( ~ l~l ~". 
und 

.c~z~ ~, ~- g'- = ( ~ )  + (~a l '=  ~'-(,~ + v'-) < N. ~?.y/ 

Das  Nebeneinanderbestehen. beider Ung~eiehungen widersprieht abet 
unserep Vorausset~ungen, und das Lemma ist bewiesen. 

�9 r 

3. ~ix k6nnen nun zum Beweis unseres geomeSrmehen Theorems 
iibergehen. 

Theorem.  Efne tZldche, die dutch fine, /iir alle Werte van x ,  y 
erkldrte, zweimal stetig di//erentiierbare ~unktion z - -  f ( x ,  y) dargestellt 
wird, und deren Gauflsche Kri~mmung weder poMtiv ist, noch identisch 
versehwindet, kann nicht stdndi~ zwischen zwei /esten Ebenen z = + h 
enthalten sefn. 

In der Tat, es werde angenommen, dal~ unsere Fl~che zwisehen den 
beiden Ebenen z = _  h enthalten ist. Wit kSnnen dann durch geeignete 
Verlegung des Koordinatensystems erreichen, dal~ im An!angspunl~e To = 0, 
qo>O,  rot o - s ~ < O  wird. Dann hat im Punkte x = y = 0  die Be- 
riihrungsebene unserer Fl~iche die Gleichung 

.z~ ~ qo Y ; 
diese Berfihrungsebene sehneidet die Fl~ehe in vier getrennten Kurven- 
zweigen~), welehe in der Umgebung des Anfangspunktes vier getrennte 

~) Es gehiigt die Bemerkung, dal~ in Polarkoordinaten: 

a = z -- z~ = ( l  ro eos " O + so cos O sin o + l to sin ~ O + ~) , ' ~ 

wo ~ und a-o mit ~ gegen Null gehen. 
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Gebiete ~1, O~, Qa, O 4 der x y-Ebene  bestimmen, so daft in O1, O 3 die 
Ungleichung ~ ~ z -  z I < 0 und in O~, O 4 die Ungleichung 0 > 0 gilt. 
Nach Lemma 2 kanri keines dieser Gebiete, deren jedes wir dutch I-Iinzu- 
fiigung seiner Randpunkte 0 = 0 erweitern, beschr~inkt sein. 

Andererseits sind die Gebiete ~1 und O 8 der x y-Ebene  notwendig 

h gelegen, well aus der Voraussetzung oberhalb der Geraden y = -  q-~ 

z > - - h  fiir y < - -  h die Beziehung ~ z  q o y > 0  folgt; ebenso 
qo 

h liegen, miissen die Gebiete O~ and O 5 unterhalb der Geraden y = q o  

wegerr z <  h. Ieh behaupte iiberdies, daft wenigstens eines der t~eiden 

Gebie~e Q1 und ~2 s ebenfalls unterhalb der Geraden y = h verbleibt. In 
qo 

der Tat, die Gebiete O 1 und O~ kSnnen kein zusammenhiingendes Gebiet 
bilden, sonst k6nnte man dutch den An/angspunkt eine geschlossene Kurve 
in (D1, Oa) ziehen, die dann eines der beiden Gebiete Qo, Qa im Innern 
enthalten wiirde, was nicht mSglich ist, weil diese Gebiete nicht beschriinkt 

sind: Wenn also beide Gebiete Q1 und O 8 Punkte der Geraden y = ~ enthal- 
qo 

ten wiirden, so miiBten auf dieser Geraden auch Randpunkte derselben liegen; 
dies ist aber unmSg!ieh, weil in den Randpunkten ~ = z -  qoY = 0 ist. 

Wir gelangen also zur Folgerung, da~ wenigstens eines der beiden 
Gebiete anit geradem Index und wenigstens eines der beiden Gebiete mit 
ungeradem Index in der Weise sich ins Unendliehe erstreekt, dab es be- 

s t~d ig  zwischen den beiden Geraden y ~ =h ~ verbleibt. Wesentlieh ist 
qo 

noch die Bemerkung, dab wenigstens eines dieser Gebiete nur naeh der 
einen Seite ins Unendliche zieht. Es seien i n  der Tat O11 und O~ die 
beiden Gebiete, die zwischen unseren Geraden liegen und sich nach beiden 
Seiten ins Unendliche erstrecken; man kann dann in denselben je eine 
Linie $1 bzw. S~ zeiehnen, welche nach  beiden Seiten ins Unendliche 
gehen, und da der Anfangspankt Randpunkt von O 1 und O~ ist, so liegt 
derselbe zwischefi diesen beiden Linien, so dab ein drittes Gebiet sich 
unm6glich naeh beiden Seiten ins Unendliehe erstrecken kanfi. Da nun 
die beiden Gebiete O 8 and ~2~ zwischen S 1 und S~ gelegen sein miissen, 

So sind dieselben a iortiori zwi~chen den Geraden y ~ • h enthalten, 
-, ~0 

und folglich erstrecken sie sich nut nach der e'inen Seite ins Unendliehe. 

l~aeh dieser Feststellung kSnnen wir also annehmen, dal~ das Gebiet O 1 

zwischen den beiden Geraden y ~ •  liegt und sich nur in der positiven 
qo 

x'Richtung ins Unendliche erstreekt. Wir betrachten nun eine Gerade 
x = xo der xy-Ebene;  in den in O t enthaltenen Punkten derselben h a t  
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man ~ < 0 .  Sei u ( x o ) ~ ( x o ,  Yo) das absolute Minimum yon ~(Xo, y)  
fiir die betraehteten P tmk te .  

Wit wollen die so erklRrte Funktion u(x)f f ir  waehsende Werte Yon 
x untersuchen. Wit bemerken, daft u(x)<: 0, dal~ aber fiir hinreiehend 
kleine Werte .von x die Funktion u(x) beliebig wenig yon Null abweieht; 
man kann /olglieh zwei Werte x o, x~ derart bestimmen, dai] x o ~ x o und 

~ ( ~ o ) -  u ( ~ )  < o. 
W i t  k6nnen alsdann beweisen, dab fiir x 1 > x o > xg die Ungleiehtmg 

xi - xo' 
(3) l u(~,)r > %_---~ [u (g )  - u (~o)} 
bestehen mull.  

In tier Tat, die Ungleichung (3) ist mit Riicksieht auf u ( x ) <  0 der 
folgenden gleichwertig: 

- u ( ~ )  > =,,,.u ru 

Ist  jene also nieht erfiillt, so mull man h a b e n  

x o - x '  u(~,) + ~(Zo) - u(xJ) < o. 
Die Funktion 

x .x~ u / x  (4) ,-'(x,Y) --x_=,~. , , ,+ '~O' ,Y)- -u( '~o)  

wird daher negatlv Iiir x = x o, y = Yo; e s  gibt also ein Gebiet !8, wo 
v ~ 0 ist, und dieses Gebiet ist beschr~inkt, da v ~ 0 ist flir x-~x~, flit 

# x o ~ x < x  I mit  ~ 0 ,  und fiir x-----x1 
Dies steht abet  im Widexspruche mit dem Lemma aus Nr. 2, da 

Die Ungleichung ( 3 ) m u l 3  somit erfiillt sein. Wenn abet x 1 hin- 
reiehend groB is~, so wide~sprieht diese Ungleichung der Voraussetzung 
I ~ l < h .  

Das Theorem ist folglich bewiesen. 
Wenn wit unser Lemma in ueiner allgemeinen Fassung heranziehen, 

so kSnnen wit unser Theorem wie folgt verallgemeinern. 

4. V e r a l l g e m e i n e r u n g .  E, ine Fldche, die dutch die zweimal stetig 
di[/erentiierbare FunCtion z ~- f(x,  y) dargestellt wird, und deren 
Gauflsehe Kriimmung negativ ist in einem gewissen Punkte, wo die 
Neigung p~ -~ q~ der Beriihrungsebene ~- q~ > 0 aus/dUt, und (m6glicher. 
weise) ~ositiv nut in solc~en Pun]cten, wo p~ + q~" > N > qg ista), kann 

a) Es wiirde Z. B. geniigen, dal3 die Kriimmung in der Umgebung der Punkte, wo 
p = q = 0, nicht positivist, und daft in der Umgebung wenigstens eines dieser Punkte 
die Kriimmung negativ wird. 
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nicht ]fir aUe Werte ~on x ,  y zwi,chen zwei /eaten Ebenen z = :J: h ent- 
halten sein. 

In der Tat, die ganze Sehlul~weise des vorangehenden Beweises bleibt 
ohne )l.nderung bestehen bis zur Diskussion der durch (4)gegebenen 
Funktion v ( x , y ) .  Nut kSnnen wir nicht mehr die UnmSgliehkeit 
behaupten, daft das Gebiet ~ ,  w o  v <: 0-ausfiillt, beschr~nkt (st. Dieses 
Gebiet kSnnte nur dann beschr~inkt sein, wenn es Punkte enthielte, wo 

~ 1 U ( X x ) + p t < e  und I 0v 

sowie r t  -- s ~ > 0 ist, bei beliebig kleiaem e .> O. In solehen Punkten 
hat ~ man abet naeh Voraussetzung 

also 

~u(x,)  + ~1 ~ + (qo +- ~)~ > N, 
X l  - 

und daher 

(5) ~ (xl)L > (x, - x~) f f  N ,  (~o + ~)~ - ~], 
mit beliebig kleinem e > 0. Man finder also anstatt der Ungleichung (3) 
die Ungleichung (5); diese letztere widerspricht abet ebenfa!ls der Tat- 
sache I z l <  h. Unsere Verallgemeinerung ist Io!glieh bewiesen. 

Bemerkung .  Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dal~ die Funktionen, 
die wit  untersucht und fiir welehe wir die;Unm6glichkeit der Ungleiehung 
I z l <  h bewiesen haben, sehr wohl die Bedingung z < h erfiillen k5nnen. 
Es geniigt,, um rich hiervon zu iiberzeugen, die durch die Funktion 

Z ~ h - -  e ~ - y ~  ~ 

dargestellte F!~iche zu betraehten. Man stellt unmittelbar fest, daL~ 

r t  -- s ~ = - -  2e ~ < 0 

fiir alle Werte yon x und y, und dab glelchzeitig 

z < h .  

Auch sei bemerkt, dab unser Theorem fiir solche Fl~chen, deren 
Kriimmung identiseh verschwindet, nicht mehr zu gelten braucht, da die 
Zylinderfl~,he z = e - ~  die Bedingung I z] < 1 erfiillt. 

5. Theorem. Wenn eine Funktion z, die /iir aUe Werte yon x,  y 
zweimal stetig di//erentiierbar ist und der Gleichung 

A r + 2 B S + C t ~ O  mit  A C - - B ~ > O  

geniigt, wo A, B, C irgendwelche endliche Funktionen yon x, y, z, p, q, r, s. t 
sind, beschrdnbt ist, so ist dieselbe eine Konstante. 
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In der Tat, man setze r t - - s ~  L Unsere Gleiehung lautet dann 

A r + 2 B s + C ~ §  r 

daraus folgt ,  dal~ 2 ~ 0  ist, und dal~ 2----0 nur ffir r = s - - - - t = 0  ein- 
treten kann .  Wenn also nirgends 2 < 0 und somit iiberall 2 = 0 !st, so 
mussen p u n d q  'Konstante  sein, wetche abet Verschwintten mfissen, 
wenn z beschriinkt bleibt;  z ist also eine Konstante. Wenn abet ~ die 
Ungleiehung 2 <  0 in wenigstens einem Punkte besteht: so kann die 
Funktion z nach dem :vorigen Theorem nieht besehr~inkt sein; 

Das hiermit bewiesene Theorem steUt diejenige Veral!gemeinerung des 
L i o u v ill e schen Theorems dar, die ieh vet vier $ahren a~gesprochen habe. 

Aus diesem Theorem werden w i r  nun einen Satz fiber Minimalfliichen 
folgern. 

6. Theorem.  Wenn eine Minimalfldche S dutch die Gleichung 

z = f ( x , y )  

dargestellt ist, wobei f ]iir alle reeUen Werte von x, y stetige Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen besitzt, so ist di'e Fldche 8 eine Ebene. 

In der Tat, man bilde unter der V0raussetzung 

(6) (1 2?q~)r--  2 p q s +  (I + p ' ) t  = 0 

diejenige Differentialgleiehung, weleher u-----arctgp geniigt. Wenn man 
jene Gleichung (6 )nach  x deriviert4), so ergibt sieh 

( 1 - ~ q ) ~ - ~ - - 2 p q ~ 7 ( l + p  ~) ~'t, ~--~ -4- 2 p ( r t  -- s ' )  = O. 

oder, indem man t eliminiert, 

( 
\Ox ~ l + p  ~2 - -  2 p q x  b-xTy 

2 p r s ~  

l + p g /  ~ O.  

4) Wir nehmen hier die Existenz der Ableitungenfdritter Ordnung an; dies iolgt 
aber aus  der Tatsaehe, daft die Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung eogar die 
Analytizit/~t der Funktion naeh sieh zieht {vgl. diesbeziiglieh meine Arbeiten iiber.das 
D i r i e h l e t s e h e  Problem: Math. Annalen 69, S. 132 und Annales de l '~aole Nor- 
male 29, S. 482 und die Arbeit yon L. Lichtenstein ,Uber den analytisehen Charakter 
der LSsungen reguliirer zweidimensionaler Variationsprobleme", Bulletin de l'Aeademie 
des Sciences de Crgcovie (1912) S. 915-941).  
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Offenhar hat man nun 

~tp ~gp 
~ u  Oz 2 2pr  ~ ~'u OzOy 2~sr 

Oz g l + p  2 (1  + ~ )  g' OxOy l + p  ~ (1 +Bg) 2 '  

~ ' u  ~y~ 2ps ~ 
ay ~ I +~s (1 +p~)~ 

Es geniigt also u der Gleichung 

und folglich kann die Fun~ ion  u ~ a rc tgp  nur dann in der ganzen 
Ebene beschriink~ sein, wenn sic eine Konst~nte ist. Nun abet wird naeh 
Voraussetzung p flit keinen endlichen Weft yon z ,  y unendlich; flit alle 

Werte yon x,  y hat man folglich --  ~ ~ u ~ -~, woraus fo|gt,  dab u 

eine Konstante ist. Man erkennt auf diese Weise, dal3 p und auch q eine 
Konstante und folglich die Fl~iche z eine Ebene ist, 

(Eingegangen am 23. M~irz 1925.) 


