
t~ber affine Geometrie XLI: Die Geometrie zweifaeh 
ausgedehnter Mannigfaltigkeiten F.~ im affinen R4. 

Von 

C. Burstin in Wien und WI Mayer in Wien. 

Die vorliegende Arbeit zerfiillt in zwei Absehnitte. 
Im ersten Abschnitte wird das Formenproblem der F.j im affinen R~ 

behandelt, im zweiten Absehnitte die Geometrie der F~ im affinen R 4 und 
insbesonders der Zusammenhang mit den Strahlensystemen im projek- 
tiven R~. Die Anregung, diesen Zusammenhang herauszuarbeiten, ver- 
danken wir Herrn W. Blaschke.  Wir wollen bier kurz den Inhalt des 
zweiten Abschnittes besprechen. 

Im ersten Parsgraphen wird die Theorie der Strahlensysteme im pro- 
jektiven R 8 gebraeht. Als ausgeartet werden Strahlensysteme bezeichnet, 
deren Grundform B~q dyp dye, das ist die Form, deren Nullrichtungen die 
Torsen des Strahlensystems entspreehen, eine Verschwindende Diskrimi- 
nante besitzt, oder deren Brennfl~iehe einen Mantel' hat, der eine Kurve 
oder eine Torse ist. 

Im zweiten Paragraphen werden die Fl~ehen F~ gesucht, deren Tan- 
ao ~  

gentialebenensysteme den Rs d e s  R4 in emem gegebenen Strahlensysteme 
schneiden. Man erh~ilt sie dutch Integration einer Iinearen partiellen Diffe- 
rentialgleiehung zweite~ Ordnung, somit enth~ilt die allgemeinste dieser 
Fl~ehen zwei willkiirliche Funktionen. Wir nennen eine solche Gesamtheit 
yon Fl~ichen Parallel]ldchen und stellen einige ganz einfache S~tze fiber 
Paralielfl~iehen auf. Von grSl~erem Interesse sind die konjugierten Fldchen, 

Bezeichnen wi r  mit 2~ und /~p die Nullrichtungen der Gmndform 
Bp~dy~dy~ einer .Fg:x~(y~y~), ~) so sind durch sie auf dieser F~ zwei 
Kurvenscharen, die:2 ~- und die #~-Nullinie n gegebr Sei nun _~ : ~(y~y~) 
eine zweite Fo, deren Tangentialebene bi korrespondierenden Punkten y~, y~ 

1) Das ist die Grundform des Strahlensystems , in dem der R~ yon den Tan- 
gentialebenen der F~ geschnitten wird. 
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der Schmiegungsebene der 2~-Nullinie der F., : x i parallel ist, so zeigt man 
zuerst, daB die F~:~i ebenfalls 2v und u ~ als Nullrichtungen besitzt, und 
welter, dab die Tangentialebene der F~: x i in entsprechenden Punkten der 
Schmiegungsebene der #~ Nullinie der F~ : xi parallel ist. Wir nannten zwei 
solche Fliichen konjugiert. Das Bild hierzu im Ra liefert die Strahlen- 
systeme der Sehnitte der Tangentialebenen konjugierter Fliichen. Sei niim- 
lich P(YlYo.) das Strahlensystem des Sehnittes der Tangentialebenen der 
F~ :xi, 1) (y~ y~) jenes der ~: : xi, so haben diese beiden Strahlensysteme 
eir/en Mantel ihrer  Brennfi~ichen gemeinsam und tangieren ihn in kon- 
jugierten Riehttmgen. 

Im dritten Paragraphen werden als Analogon der Strahlensysteme im 
R 3 die Ebenensysteme ira ~4 behandelt. Unter einer Ebene ist hier eine E:, 
unter einem Ebenensystem eine zweiparametrige Mannigialtigkeit solcher E~ 
verstanden. Aueh hier gibt es eine Brenn/ldche Bs, die &;eifach aus- 
gedehnt ist  und yon jeder E~ des Systems in den gemeinsamen Punkten 
tangiert wird. Der Schnitt eines solchen Ebenensystems mit einem R.~ 
des R~is t  ein Strahlensystem dieses R3, dessen Brennfliiche der Schnitt 
der Brennfl~iche B 8 des Ebenensystems mit dem R 8 ist. 

Von Interesse sind Ebenensysteme, deren Brerlnfi~che ausar~et, d. h. 
eine /v~ (oder Kurve) ist. Wir nennen sie ausgeartete Ebenensysteme; 
ihre Diskussion fiihrt zu dem schSnen Resultate: Die Sch'miegungsebenen 
der 2 ~- (resp. /~-)Nul]inien einer Fo. hiillen selbst eine /~o ein, deren 
~ - ( r e s p .  2 ~-) Nullinien-Schmiegungsebenen wieder die Fliiche F~ einhiillen. 

Wit zeigen dann den projektiv ]nvarianten Charakter der NuUinien 
auf Grundlage dieses Satzes. Ohne jede Integration erhMt man also kon- 
jugierte Fliichen F~. zu einer gegebenen. 

Das obige Resultat ist nur riehtig Iiir solche Fo., deren Tangential- 
ebenen den R~ in einem nieht ausgearteten Strahlensysteme schneiden. 
Der Fall ,  wo eine der Mantelfl~ichen amses Strahlensystems eine Torse 
ist, wird gesondert bdhandelt. Die allgemeinste 2'~ dieser Eigensehaft liegt 
auf einer Hypertorse Tz des B i. (Unter einer Hypertorse verstehen wir 
die Gesumtheit der Punkte der Sehmiegungsebenen einer Raumkurve.) 

I. Abschnitt .  

Ein Formensystem der F2 im atfinen R4. 

B e z e i c h n u n g .  o i ~  O ~, mod(~ i, ~ . . . .  ) bedeute, dab sich der Vek- 
tor (/ linear dutch die Vektoren' $i, ~ . . . .  darstellen lasse, o~-- ~ ~ ,  
mod (~i ~i, . . . )  heil]t o ~ -  T i ~  0, mod(~i, q~, . . . ) .  

Die F.~ sei in ' der Parameterdarstellung 

(1) x, = x,(Y~, Y.,.) (i = i , . . . ,  4) 
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gegeben, wobei die Matrix 
~x~ ax~ (1') ay, 

den Rang 2 habe. Wit definieren in ]edem Punkte der Fo die affin- 
invarianten Vektorr~iume, den Ta~gentialraum J,,  den die Vektoren ax-A ~yp 

aufspannen und den Schmiegungsraum J~o, den die Vektoren ~" a~z~ - ~yp' ~yv~yq 
aufspannen. 

Im R~ mull zwisehen den fiinf Vektoren des J~: eine lineare Relation 

(2) Bl~q) a~x, C (~)~ '  ~- 0 ( i - -  1 .. 4) + , . ,  

bestehen, in der wir B(vq)...~ B (qp) voraussetzen diirfen. Wegen des Ranges 
der Matrix (1') mu~ (2) die Koeffizienten B (~q) wirklich enthalten. Wit 
sehreiben die Relation (2) in der Gestalt 

(2') B,,.) a'x, --~.0, mod(aX 0x) 

Setzen wit weiter voraus, da[] fiir die gegebene F~ der J~-Raum tats~ieh- 
lich vierdimensional ist"), so sind in (2) B ~)  and C r bis auf einen ge- 
meinsamen Faktor ~ bestimmt. 

Um die Gleichung (2) yon der Wahl des Parametersystems y~, y.~ 
unabh~ingig zu maehen, geniigt es, B (~q) als kontravarianten Tensor zweiter 
Stufe anzusehen, wir werden daher in der Folge B ~'q statt B (~q) sehreiben. 

Aus (2) berechnet man B P q =  pC (~q), wobei C (~q) durch die Deter- 
minanten 

i C(1,) a(~ ax a~x a~x): By,, ~yl 8y~ 0y~ 

(3) 2C<1~) (ax ax a'x a'x~ 
O y.,: / 

gegeben ist. Sehliefllich 5ezeichnen wir 

C(~ s) _____ D(11). 

w  
Der einer der Ausgangsformen adjungierte Vektor ~ und der adjungierte 

Afflnnormalramn. 

Durch (2) resp. (2') ist die Forin B ~q bis auf einen Faktor bestimmt, 
wit wollen jede Form dieser Gesamtheit als eine Ausgangsform bezeiehnen, 

~) Fl~iehen, fiir die der Jl~-Raa. ~ eine kleinere Dimension hat, liegen ganz in 
einem R~ oder es sind Torsen. 



(~o) 
aus der 

376 C. Burstin und W. Mayer. 

da die in der Folge definierten Invarianten der F~ yon der speziellen 
Wahl der Ausgangsform abhi~ngen. Zuletzt werden wit sehen, wie man 
aus der Gesamtheit der Ausgangsiormen bestimmte affininvariant fixieren 
kann. Die Voraussetzung 

(4) I B ~  I # 0 

ist natiirlieh vonder speziellen Wahl der Ausgangsform unabh~ingig. Treffen 
wit sie, so sind Fl~ehen ausgesehaltet, deren System yon partiellen Diffe- 

rentialgleiehungen man leicht in die Form. a~zi~y--~ ~ A eXt0yx + B -~@~ bringen 
kann. Zu ihnen gehSren die Regelfl~chen. 

Infolge der Voraussetzung (4) existiert der kovariante Tensor Bpq, 
fiir den die Relationen gelten 

~ 0 fiir' p ~ q  
B Bq,.----~pq--=t fiir p = q "  

Die Determinange 

(5) a = I B , ,  I 
ist wegen (4) yon Null versehieden. (tBVqI = A-~). Ffir Bye erhalten wir 

(6) Bll -~ A B  ~, BI~ = -- 3 B  TM, Boo ~ A B  11, 

also B~q = f.Dpq. 
Nun definieren wir den Vektor $~ 

(7) r  ~  ~Pq~ ~ ' ~ - - B ~ '  
�9 \ ~ y p  Oye l, r Jt~ O y r /  - -  Oyr 

(infolge (2)), und mit seiner Hilfe die drei Vektoren 

~x, ~rs I Ox~ 1 i 
(s)  ~ ,  = oy,. Oy, t ~ ~, oy, e B, ,  r  

Der dutch die-Vektoren ~s aufgespannte Vektorraum ist ersiehtlich von 
der Wahl der Parameter Yl, Y~ unabh~ngig und we~en 

BrS i (9) , ,-----0 

ist er hSehstens zweidimensional. Nun zeigen wir, dal~ er wirklich zwei- 
dimensional ist und mit dem Tangentialraum J~ keinen Vek~r gemeinsam 
hat. Sonst bestiinde noch eine yon (9) unabh~ngige Beziehung 

T " , :  ------0 mod (~ ~ 

Trs ~xt ----- 0, also T r~ -~- t~B rs 
0Yr 0ys 

folgte, und (10).wiire gegen Voraussetzung yon (9) abhiingig. 
Wit nennen den zweidimensionalen Vektorraum ~s den der Ausgangs- 
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form B pq adjungierten Affinnormatraum. (Bildet man die Geod~tisehen 
in bezug auf die Ausgangsform B ~,  x i =  xi(s), so liegen die Endpunkte 

d~x~ " o~ aller Vektoren ~ (ds ~ Bpq dyp dyq) in einem Punkte P dpr Fe in einer 

dem Affinnormalraum parallelen Eo.) Jeder Vektor ~i in einem Punkte P 
der F~ hat nun seine eindeutige Darstellung als Summe seiner Kom- 
ponenten im Tangential-und Affinnormalraum. Insbesonders notieren wir 
die Darstellung 

(I1) Oyp~yq , r JB~yr "~y 4 8yp.~yq, 

0~'z~ die Komponente im Normalraum bezeichne, Der Vergleich yon WO Oyp Oyq 

(8) un'd (9) ergibt 

(12) ~x, i - - r  .1 ~ ~ r  

In der Folge werden wir die Darstellung 

~xz 

ay~ Oyq 
(13) 

verwenden, wo dann 

(14) F ~ =  r B 

ist. Wir werden ki~ftig B~q als Koppelungstensor verwenden und von 
Vektoren schlechtweg sprechen, da dann jeder Vektor seine kovariante wie 
seine kontravariante Darstetlung hat. 

w 

Affininvariante' Yektoren im Tangential- und Afflnnormalraum. 

Seien 9~ und oP (p ~ 1, 2) orthogonale Einheitsvektoren der F~ in 
bezug-auf Bpq als MaBtensor, fiir die also 

%or=O,  ~%~ov=l, % o ~ •  f f i rA>O 
,, zl < O 

gelte. Um diese Vektoren fixieren zu kSnnen, setzen wit B ~  0 voraus 
(r 0). 

(Das System der Differentialgleichungen der Fo., fiir die B ~ =  0 ist, 
l~flt Sich in die Form bringen: 

~ = 0 ,  also (x i= r A < 0: a-y,@--~ 

A > 0 :  ~y--~,-~.~--0, also x~-~qS~(u+]' - - lv)+qS~(u--V-- lv) ,  

und umgekehrt ist fiir solche Fl~chen B~=  0.) 
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Ist dann B = BpqBPBq4= 0, so setzen wir o ~ oder o ~ gleich aB e 
je nachdem B :> 0 oder B ~ 0 ist. 

Ist B =  0 und ist C p die wegen I Bpq] 4= 0 yon B p verschiedene 
zweite Nullrichtung der Form Bpqdypdyq, so fixieren wir C ~ dutch die 
Relation C v B ~ =  1 und setzen' 

+ C'), o , =  

Damit sind die Vektoren r und % durch die Tensoren Bpq und B v fixiert. 

Die End~unkte der Vektoren ,]~q dyp dyq d " . ds ds' s '~Bvqdypdyq ,  be- 

schreiben im Affinnormalraum eine n Kegelschnitt, der fiir 3 ~ 0 eine Ellipse, 
fiir A <~ 0 eine Hyperbel ist. Man zeigt auch leicht, dal] die Vektoren. 

konjugierte Durchmesser diew Kegelschnittes sind.  Infolge ihrer linearen 
Unabh~ingigkeit gilt die Darstellung 

(16) rl~q= (~,~Bpq(~o~ ~, a ---- 1, 2, 
in der die I~oeffizienten (a)Bpq symmetrische Tensoren sind. Aus (15) 
und (16) folgt 

(17) { (1)Bpqo~PQq ~- 1, (2)Spq~OP~ q . ~  O, 
(1)B~qo~vaq ~--- O, (~)Bpq~Pa q ~ 1.  

Aus (17) una BPq(,)Bpq-~ 0 (wegen a)'~q~lpq ~ = 0) lassen sich die (~,)Bpq 
berechnen, und zwar  erhiil'~ man: 

I fiir A ~ 0 

(18) 

, A < O .  

Somit sind die Formen (,~)Bpq dureh die Tensoren BI, ~ und B~, bestimmt. 

;19) 

w 

Das vollst~indige Formensystem der F..,. 

Im Systeme totaler Diiferentialgleichungen 

I dx i =  ~x---A~d- ~Yl, YP' 

r ~xl ) i  l )dye, ~Yp 
�9 r a x ,  i d (a)~" = ((,)at ~j~ + (afl)Ct(fl,2 ) dy, 
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sind die Koeffizienten F~q und (~)Bpq dutch die Tensoren Bpq und Bq be- 
stimmt. Wir kSnnen demnach das System yon Tensoren 

(20) Bvq. , Bv, (~)~[ und <.p)Ct 

als ein vollst~indiges Formensystem der F~ ansehen. Aus den Integrabilithts- 
bedingungen des Systems (19) kann man aber die Tensoren (20) dttreh 
das Teilsystem 

2 

(21) B~q, B~, ~'(,)o~ ( ~ = 1 , 2 ) ,  (ll)Ct und (~.2)Ct 

yon (20) berechnen, so dab (21)e in  vollst~indiges Formensystem de.r F~ 
darstellt. Den Beweis, der eine l~ingere Rechnung erfordert, die wenig 
instruktiv ist, wollen wit hier nieht bringen, er verliiuft wie die analogen 
Beweise dieser Art; ein Tell der Integrabilitiitsbedingungen dient zur Be- 
rechnung der Tensoren (20) aus den Tensoren des Systems (21), und was 
dann an Integrabilit~itsbedingungen iibrigbleibt, sind die Integrabilitiits- 
bedingungen fiir die Formenkoeffizienten (21), die erfiillt seia miissen, damit 
diesem Systeme eine Fo. entsprieht. 

Es gilt nhmlich der Satz: 

Entspricht ein System (21) den erwdhnten Integrabilitdtsbedingungen, 
so gibt es stets eine bis au/ a/line Trans]o?mation bestimmte F.~, die 
dieses Formensystem besitzt. 

.Be~eis.  Das System (19) ist dann total integrierbar. Sei 

x i = x~ (Yl Y~), ~x, ~x,, .~- ~ Oyp 

ein Integralsystem yon (19). Dann folgt wegen BPq(,)B~,q= 0 aus der 
zweiten Gleichung (19) 

Br q ~"x, __ O, mod (~x~ ~x~ 
Oyp Oy~ \Oy 1 ~ Oy~/' 

also ist" B ~q eine Ausgangsform gir die $~: x~--~ xi(y ~ yo.). 
Das der Ausgangsform B ~ q zugeordnete Formensystem (21) dieser F.~ 

bezeichnen wir 
Bpq, B ~ ,  -r or ~ 7~ (t)o~:, (~)Or, (tl)C~, (~2)Ct, 

und beweisen Bp =-Bp. 

In der Tat ist B~ durch 

\Oyp Oyr ( r ~B Oyr/ Yr 

definiert. Aus der zweiten Gleichung (19) Iolg t aber fiir die linke Seite yon ( 22): 

( _ (1,,, ,ox,=,, 

somit ~"  = B ~, ,% e. d. 
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Bezeichnen wir die Koe[fizienten des der F~ :x~-----x~(91 y~) in bezug 
auf die Ausgangsform B vq entsprechenden Systems (19) ebenfalls mit Quer. 
strichen, so gilt naeh dem bisher bewiesenen -r ~ - 
Ebenfalls gilt fiir die i m w  2 definierten Vekto~en g ~ -  e~ und ~v-~ o~. 

Aus der zweiten Gleichung (19) folgt aber dann r und 
( ~ ) ~ - ~ v q e V ~  q, somit haben diese Vektoren die Bedeutung der i m w  2 
definierten, den Affinnormalraum aufspannenden Vek~oren. Daraus abet 
folgen die Retationen (~% (.)% und ( ~ 0 i =  (~C~. Somit hat die in- 
tegrierte F~ in der Tat das gegebene Formensystem (21). 

w 
Der Ausgangstensor ~L~q, fiir F~., fiir die B ~ , a B ~ ' B q #  0 ist~ der 

invariant in bezug auf jede afflne Transformation ist. 

Wir untersuchen, wie siet~ der Vektor B v ~ndert, der der Ausgangs- 
form-B vq adjungiert ist, sobald man 

start B p~ als Ausgangsform nimmt. ~v  sei der der Form BPq adjungierte 
Vektor~er ist durch 

\Oy~ Oyq " t r J~ OYd y~ 

definiert. Nun folgt aus (23) 

inf01ge der Bildung der  Christoffelklammern {~q}. Somit ist die linke 

Seite von (24) gIeieh aB~ ~'~. und wir erhal$en 

(25) 
Der Vektor.B t definiert uns demnaeh eine yon tier Wahl des Ausgangs- 
tensors unabh~ingige Richtung auf der $'~. Wit bereehnen nun aus (23) 
und (25) B ----Bv~ BY Bq, da naeh (23) ~vq = r B~ gilt, erhalten wir 
~26) . B = a B .  

Aus (26) fo]gt, dab B -- 0 eine invariante Eigensehaft der 2'~ ist. Infolge 
der Voraussetzums-::dieses Paragraphen kann man den A usgangstensor 

(27) A ~ q - ~ B - ~ B  ~'~ (fiir den B = 1 ist) 
bilden, der wegen (28), (26) eine Invariante gegen jede affine Transfor- 
mation ist. Es gilt dann der gatz: Ist ein Formensystem (21) gegeben, 
das den In~egrabili~tsbedingungen geniigt, gilt ferner die Beziehung 

B'~qB ~ B q--  1~ 
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so gibt es stets eine bis auf affine Transformation bestimmte F v die 
dieses Formensystem besitzt, und welter ist Bpq die eben definierte Form 
Apq dieser F~. Der Satz folgt aus dem entspreehenden des w 3. In tier 
Tat ist das Formensystem das ~ormensystem jeder dutch Integration des  
Systems (19) gewormenen Fl~iche F~. B ~ q B ~ ' B q =  i ist abet die flit den 
Ausgangstensor A ~q charakteristische: Gleichung, somit ist B ~ q =  A~q. . 

w  

Der Ausgangstensor V~,~, der affininvariant ist in bezug.auf volumtreue 
Transformat ionen.  

Bezeichnen wir mit 37 die Determinante 

( Ox O~ 2 ~ , 

so ist N affininvariant gogen volumtreue Transformationen und 

(29) ~ = ~ �9 

eine Invariante in bezug auf solche Transformationen. Setzen wir fiir 
o)2 i u n d  (~)g~ ihre Ausdriicke (15) in N ein und beriicksichtigen wir 

~q  = t y ~ q  rood \~-y~ ~ - ] ,  so erhalten wir 

(ao) N =  ~,  ow ov, ow o ~ w  ~ 1 7 6  ~ 

= D(pq) e ~' e e (e le  ~ - -  O ~ ~x). 
Nun is~ 

fiir A > O  
B p q -  - -  ~p~q::~= oPoq 

,, A < 0 ,  

woraus ( e lo  ~ -- ~o~ol) " = :J= l BVql folgt. Somit lautet (30) 

(81) N =  

Fiir unsere Ausgangsform Bpq gilt Bpq = a D ( p q )  und also 

B p q e ~ e q =  1 = aD(p~)eP e q, 
also erhalten wir 

1 (82) iv = ~ .  

Bezeichnen wit D - ~ I  Dc~q)1,. so gilt zJ ~ - a J D  und fiir N 

1 ( 8 3 )  N = - ~ ,  
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Somit is~ N nut yon der Wahl des Ausgangstensors, nicht aber yon dex 
der or~hogonalen Einheitsvektoren ~ ,  ap abh~ingig. Fiir ~ erhalten wit 

(34) N I 

Fiir die Ausgangsformen 

(35) Bp~ = konst, Der+) 

und nur flit diese ist somit die Invaxiante t konstant. Mit Vp~ bezeichnen 
wir die Ausgangsform, fiir die t ~-1 ist. 

(353 v - D<+,,,+, 

Wit zeigen nun, daft liir die Formen (35) eine Reduktion des Formen. 
systems (21) eintrltt. Aus (28) folgt wegen (19): 

~IN_. i.,a + 

ferner ist bekanntlich 
a~ Vf 4 i . t  .y ,  = { ~ } . '  

somit gilt 
~l+N 

(:+~ , i = ; : , -  {~ + + , r  + ,oo,++. 

Fiir die Formen (35) verschwindet abet+die Iinke Seite und wit erhalten: 

(37) B t =  -- 2 <o,iC t . 
Es gilt endlich der Satz: Entsprieht ein Formensystem (21) den In~e - 
grabilit~itsbedingungen und auflerdem der Beziehung (37), so gibt es eine 
his auf affine volumtreue Transformation bestimmte F~, die dieses Formen- 
system besitzt und fiir die B~q= V re ist. In der Tat besitzt ja jede 
integrierCe F~ das Formensystem (21), wi~hlen wit die Anfangslage bei 
tier Integration in einem Punkte P noch so~ daf~ ~-----1 wird, s0 ist nadh 
(36) l~ings der ganzen F~ ~--1,  d.h. B~q= ~vq. 

II. Abschnitt. 
Parallelfliiehen. konjugierte Fliiehen, Ebenensysteme. 

w 
Das Strahlensystem im pro|ektiven Rs. 

Wit machen den R a zum uneigentliehen Ra eines affinen R 4, die 
Punkte des R~ sin4 dann die Riehtungen des affinen R~ und die Gruppe 
ihrer Transformationen ist ersiehtlieh: 

G: z,----a,+x+, ++=J(xt..+x~)x+ ( i , k - = L . . . , 4 ) .  
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Der Strah] p (Yl Y~) des Strahlensystems sei dutch zwei seiner Punkte 
gegeben ~, ~ :  

(38) x~ = ~e'(yl y,) + #~'(yl y~) (i = 1 , . . . ,  4), 

dabei ist die besondere Wahl des tMnk%epaares ~, ~f ohne Bedeutung, es 
kann stets dutch ein zweites Punktepaar 

(39) $*=A$~q-B~7 ~, ~ = C $ * q - - D y  ~, A D - - B C + O  

ersetzt werden. Jedem Wertepaar Yl, Y~ eines gewissen Gebietes der Yl, Yr 
Ebene entspricht dann im R~ ein Strahl p(yl, y~), (~, ~i) des Strahlen- 
systems und dem unendlieh benachbarten Wertepaar yl ~- dye, y~ ~- dy, 
entspricht der dem Strahle (38) unendlieh benachbarte Strahl 

~ d . . . ,  ~,=~(y+dy)=~'+T~y  " y~+ 
(88') 

~ = , #  (y + dy) "-- ~ + ~ d y p  + . . . .  

Wir f~agen nun naeh den Riehtungen dye, flit die ~ bei Beriiek- 
sichtigtmg der Entwieklungsglieder h is  zur ersten Ordnung den Strahl p 
schneider. 

Fiir diese Riehtungen muB eine Relation 

, o ,  (40) + 

mit Gr6flen A, B bestehen, die nicht zugleieh versehwinden. Daraus folgt 
f:dr dyp 

�9 ayp ~y~/dy~ dy~ = B ~  dy~ dy~---- O. 

Die Nullrichtungen der Form (41), denen die Torsen des Strahlen- 
systems entspreehen, m6gen nicht zusammen]allen : 

(41') I B~q I ~= O. 

Wit bezeiehnen sie mit 2 ~ und/**, die Form B ~  nennen wit die Grund- 
)1 ~t  

/orm des Strahlensystems ~. ~ mad ~ sind die beiden Wurzeln der 

quadratisehen Gleiehung 

(41") 0 = B n e" q- 2Ba~e q- B~ ---- (~, ~', ~ e -- oy~' ~ e -I-T~y~) ~= f(e)- 

Setzt man in (40) dy~=2  ~ (resp. -----/z~), so 8ind A und B tn's au~ 
einen gemeinsamen Faktor bestimmt. Sonst miil~te 

~ 2~q_ B ~ 2 , _  0 ' ~ ~ D~n*2~_ 
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a~ i p .  @~ I p ~  0 mod (~:~, ~/i) mit A D - - B C # O  bestehen, was ~ = 0 ,  oyp - -  ' 

21 
zur Folge h~itte. D~nn aber w~re ~ auch Wurzel der Gleichung if(0), 

somit Doppelwurzel yon f(~o) gegen Voraussetzung (41'). Geht man. dann 
in der Relation (40) zur Grenze fiber lim dyl, --,. O, so erh~ilt man fiir den 
Sehnittpunkt yon ~(y,; y.), O(y ,+  ~2 ,  y.. + ~ )  ( l i m ~  0) den Punkt 
~----A ~§ B,l ~. 

Resul ta t .  Die unendlich benachbarten Strahlen, die den Nullrieh- 
tungen ~ , / x  ~ der Form (41) entsprechen, schneiden den Strahl ~ in zwei 
Punkten $~, ~ 

~ = A ~ - q - B ~  *, wobei A ~ 2 ~ + . T Z . .  ~ 0 ,  mod(~,V ~) Vy~ y~ �9 
(4~) 

0 ~ #~ + D ~ t ~  ~ ---- 0, mod (~, ~#) ~ =  O ~ +  D~ ~, ~y~, 
is~. 

Bemerkung. EB ist sofort ersichflieh, dab die Sehni~punkte ~,  ~/~ 
unabh~ngig sind yon der besonderen Wahl der Pnnk~e ~,  ~/~ des Strahles 
und invariant mind in bezug auf die Transforma~ionen der Gruppe G. Die 
Punkte ~ ,  ~ bilden die beiden Mantelfli~chen der Brennfli~che des Strahlen- 
systems ~ (y~ y~). 

Wit zeigen nun, dab die Punkte ~ ,  ~?~ nicht zusammenfallen, d.h., 
dab A D - - B C #  0 ist. 8onst bestfinden zugleich die beiden Systeme 

A a~:(1~'§ 0, B O, mod (~, ~) ;  

woraus wegen ~m =4= a~ m fiir jecle R[eh~ung #m: A ~T~ ~ e~-~- B @--~y~ ~ -~ O, 
mod (~, ~/!) g~il~e, was B ~  _ 0 zur Folge hii~te. 

Fiir ~ ,  ~]~ gelten wegen (42) die Relationen 
~ 

(43) ~ '~i  ~ -  ~ ~' ~, =o ,  ~ 7 ~ - ~ o ,  mod(~,,q, 

wir definieren nun dutch 

(44) ~ ~ ~ = ~i, ayp 

zwei weitere Punkte ~ ,  ~-des R~. 

~T~ - 7 -  

Weder .~ noeh ~ liegen auf dem 

Strahle ~ ,  ~L Denn aus der Beziehung ~ #  ___ 0, rood (~, ~ )  folg~ 

wegen (43), ~-~-9 ~ 0 ,  m o d ( ~ ) ,  flit jede Richtung op, d .h .  

-~y,- ~" -F B ~ QP ---- O, rood. (~:t, V~), also Bpq ~ O. 
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Aber im Oegensagz zu den Punkten ~ ,  y~ sind die Pankte "6, ~ von 
den ,Transformationen der Gruppe G nieht unabh~ingig. Wir  erhalten 

~-~-~ , woraus folgt, dall nich~ der 

Punkt ~ sondern der, Strahl 

, : 

und ebenso der 8trahl 

(46)  ,d 

geometrische Bedeufung hat. Wit werden daherin, der Folge mi~ ~ einen 
yon ~ verschiedeneniPunkt auf 10, mit ~ einen yon ~fi ,verschiedenen 
Punkt auf $ bezeichnem 

Wir behaupten nun, dall die Strahlen D und D win&chief sind, 8onst 
bestiinde eine Beziehung 

w o r a ( l S  ~ 

folgte. Wegen (48) gil~ abet aueh 

woraus wit dann Bpq~V# q--~ 0 schlieBen miiflten. Aus 

BI,  q 2P,~q = B ~ q ~  v ,tt q - -  0 

folgt �9 abet B~,q ),~t q + 0 w_egen (41'). Somit ist (~ie 
' r r h ~ ) +  0, und wir sind in dev Lage, die Ablei~unger 
dieser vier Pankte dutch die Punkte selbst darzustellen. 

( 47 oyz, 

wobei ip, p~, durch 2~,2~= 0, p p/~P= 0 bis. auI einen Fakfor bestimmte 
kovariante Vektoren sind. Ebenso erhMt man 

Mathematische Zeitsehrift. XXVL 25 
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(4s) 

a t: 

Wii, re fl-----0, so,: hieSe das, da$ ~ l P = f ~ ,  d. h. die Tangente 

~ + t~-~-yp existierte nicht: tier Mantel ~ der Brennfl/iche w/ire in eine 

Kurve ausgeartet. Ebenso h/itte a - - ' 0  die Ausartung der Mantelfl~iehe ~]~ 
in eine Kurve zur Folge. Wir woUen solche Ausartungen beiseite lassen 
und setzen demnach a~=O, f l + O  vorausS). Dann normieren wir die 
his auf einen Faktor bestimmten Vektoren 2p und #p dureh die Fest- 
setzung a ~-fl = 1, Das System der Ableitungsgleichungen hat dann die 
Gestalt: 

+ 
"~yp 

- -  i - -  i 

~Y~ 

Aus (48) erhalten wir,  

B~q dy~ dyq = (2, ~Tx ~2 ~,) c d ( p dyp) (j% dye,), 

somit ist v +  0, d +  0. 
Die Integrabilitiitsbedingung der ersten Gleiehung (48) l iefer t  Iiir 

den versehwindenden Koeffizienten yon ~ den Ausdruek c (,tp Tq -- ,t~ T~) = 0, 
also da c + 0 ist 

(40) T~-----t2~. 

Ebemo ergibt der Koeffizient yon ~ der Integrabilit/itsbedingung der 
zweiten G!eiehung yon (48) 

Wir stellen nun die Grundform des Strahlensystems ~: (~, ~ ) a u f ,  
i i 

f~ .~  ~ t  ~g2~d " 

ist demnach, sobald t # 0 ist, tier Orundform des Strahlensystems p: (~ ,  ~]i) 
proportional. 

Fib die Asymptotenlinien der Mantelfl/iehe ~(y ly~)  erh/ilt man, wie 
wir sp/iter zeigen, die Differentialgleichung: 

( ~ l ~  + t l~s = O. 

a) Wi t  werden  an  andere r  Stelle zeigen, dab dami t  die d e m  S t rah lensys tem 
en t sp rechenden  F~ i m R~ ausgeschlossen sind, fiir die B~qBVB q = 0 ist. 
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Sobald also t versehwindet, fallen die beiden Asymptotenrichtungen 
zusammen, d. h. die Mantelfl~che $~ ist eine Torse, und umgekehrt, ist 
die Mantelfl~iche eine Torse, so verschwindet t. 

Strahlensysteme, deren Mantel/ldchen Torsen (oder Kurven) sind, 
wollen wit ausgeariet nennen und yon der weiteren Behandlung aus- 
schlieflen. Dann aber miissen wir such die Vorauss~tzungen t =b 0, q # 0 
treffen, was wieder zur Folge hat, da~ die Strahlensysteme I~ und 
Grundformen besitzen, die der Grundform des Strahl~nsystems ~ propor- 
tional sind. Dann abet schneiden die unendlich benaehbarten Strahlen 
, ( y p - ~ F v ) ,  rasp. ~(yp~-e2 ~) den Strahl l~(y~). Berechnen wir aus 

P ~ / ~ p - ~ o ~ , , p ~ O ,  mod(~,~.~), die bis auf einen gemeinsamen 

Faktor bestimmten Werte P und Q, so ist P ~ - ~ Q ~  der der Null- 
riehtung FP zugeordnete Beriihrungspunkt. Nun ist naeh (44) P = I ,  
Q - - 0  ein solehes Wertesystem, somit ~ der /~p zugeordnete Beriihrungs- 
punkt. W~ihlen wir nun ~ als den 2 p zugeordneten Beriihrungspunkt, so 

mu l~ -~2~  ~ 0, rood ( ~ )  sein und dies ergibt naeh (48) und (49) 

(50) Np2 ~ = 0 ,  also Np----n2 v. 

Auf genau dieselbe Art finden wit, sobald ~1~ der der Nullrichtung/~v 
zugeordnete Beriihrungspunkt des Strahles ~: ( ~ ,  ~ )  sein soll, 

(50'.) also 

Wir erhalten demnach fiir (48)bei  hnderung der B~zeichnung: 

~?~ �9 . 

Die Koeffizienten des Systems (51 ) s ind  in bezug auf die Trans- 
tormationen ~ =  ai~,x ~ (i, k--~1 . . . . .  4), unabh/ingig, nicht aber in bezug 
auf die Transformation "2~-~ 2 (x~ . . . . .  xa)x ~ (i : I . . . . .  4). 

Bezeichnen wir n~mlieh a = , t ( ~  . . . . .  ~:), fl ,=2(~/: ,  . . . .  ~7:), 
Y = (~:, , . - . ,  ~:~), ~-:- (Y,,  . . . .  ~7~), so entspreehen den Punkten 

25* 
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(55) 

wobei 

ira (51) entsprechenden Systeme die Koeffizienten: 

(53) ~ . . = ~ . ,  . = ; ~ . ,  ~=~?~, e, ~,=~M,, s ,=~ , , ,  
- _ _  a 7  _ .  _ a f t  - a7 [ n---fi~n, m--- j~m,  t--~-~t ,  ,~ -~r  O. 

Um zu Formen zu gelangen, die invariant sind in bezug auf die Gesamt- 
g~uppe G, setzen wit 

(54) ~ - -  ~ - -  ~, ~ = ~ .  

Da die GrSi~en c, d, t und e naeh Voraussetzung yon Null verschieden 
sind, kSnnen wit diese Festsetzung, treffen trod erhalten 

c~d 

ist. 
Damit sind abet in (52), ~', ~,', ~t, -~ ~ bis auf einen gemeinsamell 

Faktor bestimmt. Denken wit uns die Fixierung (54) getroffen und lassen 
wit im entsprechenden System (5t)  die Querstriche wieder weg, so heiBt 
dies, dal] in diesem System c-~ d == 1 und t ~ ~ zu setzen ist. 

Eine jede Transformation i52), die ein dutch (54).fixiertes Punier- 
system ~ ~ t.--~.~ wieder in ein s.olehes transformiert, hat, da h l-ist, die 
Gestalt 

( 5 6 )  -~ ~ " ~ " ~ ~ - ~  

Im System (51-) (c-----d = 1, 0 ~---t) sind dann alle Koeffizienten his 
auf d i e  der ersten Reihe (53) tnvariante in bezug aui die Gesamt- 
gruppe q .  Fiir die Vier der ersten Reihe (53) ergaben sich die Trans- 
formationsformeln 

(53') ~ - - . ~ +  ~ ,  ~ , =  B~ + ~ ,  R~ , ~y , ~,~, . 

Wir fiihren noeh die Invariante 

ein and behaupten: 

Verm6ge de r Integrabflftdtsbedfngungen y m  Systems (51), in dem 
---d-~1, t ~-o zu setzen ist, geling t es aus Invariantensysteme 

(57) 2,, ~ .  n, m, t u n d  ~. 

sobatd t ~ 1 ist, alte iibr~:gen Koe]/izienten des System~ (51) zu bereehnen. 
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Somit ist (57) ein volls~ndiges Formensystem des Strahlensystems p 
in bezug auf die Gruppe der projektiven Transformationen. Wit erspaxen 
uns den ebenso einfaehen als l~inglichen Beweis und bemerken nur, daiS 
die GrSisen (53') bis auf die additive GrSl~e ~Z_~a fixiert sind, was der ~y~ 

noch zul/issigen Transformation (56) entsprieht. 
Als geometrische Folgerung aus (51) wollen wir die Gleichung der 

Asymptotenlinien der Mantelfldche ~ berechnen. Die Tangentialebene an 

diese Mantelfl~iche hat die Gleichung $~*-f-~qv, eine Asymptotenlinie 
der Mantelfl/iche ist charakterisiert," da[l- ~"'i%re Sehmiegungsebene die 
Tangentialebene der Fliiehe ist. 

Die Schmiegungsebene im Punkte ~ (y~ y~)de r  Asymptotenlinie 

-~ y, ((~) w i r d  dutch die V e k t o r e n  ~:, -~ay. und (~)lcdy. dyq') Yr 
aufgespannt. Also gilt 

also 

�9 �9 C (~  ,7~ ~ ~ay-~, Rj dy,~dy~ = o 
(wegen (51)). 

Aus (51) folgr dafiir weiter 

~158) (ff~,?tq -4- t ~,~q) d yp d yq = 0 

als Oleiehung der Asymptotenlinien der P~ ~.  Ebenso erhiilt man 

( t ff pff ~ -4- ~,~q)dy~dyq = 0 

als Gleiehung der Asymptotenlinien der Mantelfliiehe ~/~. 
Fiir t = 1 l~aben die Mantd/Idchen ~ und ~ gleiche Asymptoten- 

richtungen. 

Seien nun o~, ~ die Asymptotenrichtungen der MantelfiKehe ~ ,  wegen 
~ i ~ ~ t . . 
~ = 0, rood (~ ~)  und ~ :  ~ ,  = 0, rood ( ~ ) ,  tangieren die Strahlen 

Oy~ vy~ ~ " " " a m ~ : ( ~  ~ , ~ ~x) und 1 ~ . ( ~ )  die Mantelfiiiehen ~a, w~r ze~gen nun, d iS sie" 
k0njugierten Richtungen beriihren. 

In der Tat gilt die Darstellung 

also  n a c h  ( 5 8 )  
o ~ = a ~ -4- P ~t ~, 

�9 ~ = + ~ - - ~ .  

bedeutet  die Ricei~ehe Ableitung in bezug auf den Tensor Bpq. 
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Fiir die Asymptotenriehtungen o~, a~ erhalten wir demnach 

~ = f : - ~  +z . ,  . $=  - ~ - ~  + ~ ,  
daraus folgt, da{~ das Doppelverh~iltnis (2 ~ o~ p~ a~) = --  1 ist, 
beweisen war. 

was zu 

w  
Zusammenhang des Strahlensystems im projektiven R.~ mit der F~ 

im afflnen R~. 

Wir zeigen als erstes, daft es zu einem gegebenen Strahlensysteme 
im uneigentlichen R~ des affinen R~ eine unendliche yon zwei willkiir- 
lichen Funkt~ionen abh~ngige Mannigfaltigkeit yon Fl~hen gibt, deren 
Tangentialebenen im Schnitt~ ' mit dem Rs | das gegebene Strahlensystem 
bilden. Sei 

(59) 
eine solche F: ,  dann muB 

gelten. Dies ergibt 
bedingungen 

Oyq 

(60) OF, 

ffir 

( i=  ~, ..., ~) 

~y~ 

die Fl~iche das System der Integrabilit~its- 

E. + E~ Aq - E~ A~ + F~ ~ -- ~ ~ ---- o 

~Yv 
~ -  ~ = o ,  F ~  - ~ , ~ = o .  

Dies e~b~  ~ofo~ ~ = ~X~. F~ = f ~ .  a~o 

(61) a z ' ~ - e ) ~ + f ~ , ~  ( i = 1 ,  4), 
~Yv "'" "' 

und fiir e, f d a s  System: 

[~ oe ~ ~e 4- (~p ~;L,~ +e(~vAq_.tqA.)+f(#p~q_/~q~v)=O ' 
(62) ~ 'v~-~yq -- -q ~ --  e ~-~a -- ~Yp/ 

[ ~ N - / ~ . ~  + f(~'-~y. 0y,~ - ~ ( ~ , ~ . - ~ , ~ , ) + f ( e , ~ q - , , B , ) = o .  

f aus der ersten Gleiehung (62) berechnet und in die zweite eingefiihrt 
ergibt f i i re  eine lineare partielle Differentialgleichuhg zweiter Ordnung. 

Somit enth~lt die Gesamtheit aller dieser F~ehen, die wit Parallel- 
fl~ichen benennen, zwei willkiirliehe Funktioneu. 

Weiter nun ~ilt der Satz, daft e und f u n d  dasiInvariantensystem (57) 
ein vollstdndiges ~ormensystem der F~ (59) im a/linen R~ bilden. 
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. - 

Aus (61) iolgt fiir die Grundform des Strahlensystems ~,  ~ ,  sobald 
wir zur Darsteblung des Strahles das Punktepaar ax, 0z, aye' 0y2 anwenden, 

(63) ( ~ '  ~ '  ~  a'~, :~ \ Oy~ Oy, oy, g;~q. Oy,.Oy,/ d y~ d yq = D (pq) d yp d yq , 

d. h. die Grundform gehSrt zum System der im Abschnitt ]: defmierten 
AuSgangsformen. 

Daraus wieder /olgt, daft Parallelfldchen proportionale Ausganas- 
/ormen haben. 

Dutch die Nullriehtungen 2~,~ ~ voa (63 ) s ind  auf der F.. zwei 
Scharen von Kurven definiert, die Nullinien heifleu mSgen. Wit zeigen 
nun, daf die Ebenen x~ + A ~ + B ~ ,  resp. x, + A i~ + B,~ die Schmie- 
gungsebenen der Nullinien sind, woraus dann folgt, daft dieseSchmiegungs- 
ebenen aus dem Ra die Strahlensysteme l) : (~,  ~ _ ~ )  und ~: (~1, ~]~') heraus- 
schneiden. In der Tat gilt wegen (61) 

(64) axt ,t~ ~ Oxt 

(wobei 2 ~, ~u ~: durch 2 p -- BPq2q; #~ =B~q#q, B~q = ~pq + ~ l ~ ,  fixiert 
sind, daraus folgt dann 2p#~ = 1). Somit ist die Schmiegungsebene der 

2~-Nullinie durch die Vektoren ~ und a , l ~  O, (rood * ~ - -  ~- ~a */~), also dutch 0y~ 
i i ~, und ~. aufgespannt, q. e. d. 

Wit notieren: 

(65)  { x, + A ~: ~. B #~ ist die Sehmiegungsebene tier #~-Nullinie, 

x~ + A ~1~ + B ~ ,  ist die Sehmiegungsebene der 2 ~ - Nullinie. 

"Nun sei _~ eine Fl~che im R,, (~  = ~(y~ ys), i = 1 , . . . ,  4), deren 
System yon Tangentialebenen im Schnitte mit dem R~ das Strahlen- 
system f i : (~  ~1~) ergibt~ Die gegebene Fl~iehe Fs und diese Fls sind 
dann punktweise so zugeordnet, daf~ in entspreehenden Punkten die  
Tangentialebene der _~s der SchmiegungSebene der ln-Nullinie der~Fo 
parallel ist. 

Fiir die 1~ gilt naeh Voraussetzung 

(66) a ~ , -  ~ ~ Oy~ , . 

deren Integrabilits E; = ~  2~, F~ = f ' ~  ergibtr Da die beiden 
Fls F~ und F~ proportionale Ausgangsformen besitzen, so sind 

ay~ 

die beiden Nullrichtungen der F~. Die Schmiegungsebene der #r-Null- 
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richtung der _F, wird demnach durch die Vektoren ~ und a~[ ju~-~ 0 

:mod (~  ~/~), also dureh die Vektoren ~ ,  ~ aufgespannt und ist somit dem 
y~ parallel. Zwei 8olche Fldchen F e und Fe woUen wit kon]ugierte 
Tgdchen nennen. 

Stehen demnach zwei Fldchen ~n der Beziehung, daft in entsprechen- 
den Punkten die Sckmiegungsebene der ~P- (resp. ,uP)-Nullinie der ersten 
der Tangentialebene der zweiien parallel ist, sO ist auch umgekehrt die 
Schmiegungsebene der #~- (reap. 2~)-Nullinie der zweiten in entsprechen- 
den Punkten der Tangentiaiebene der ersten parallel. 

Dieser Satz entspricht der Tatsaehe, dab im R~ die strahlensysteme 
p : ( ~  ~]~) und D: (~  ~)  in konjugierten Richmngen die gemeinsame Mantel- 
fl~iehe ~ tangieren. 

Ohne Beweis fiihren wir den Satz an: Die Sehmiegungsebenen der 
Nullinien in einem Punkte P der F~ schneiden die im Abschnitt I deft- 
nierten Normalebenen in den Asymptoten des Kegelschnittes ~ dypdyq 

�9 ~ q  ds ds " 

Wit bringen nun einige ganz einfaehe SKtze fiber Parallelfl~iehen. 

Seien x i ~.x~ (y~ y~) und ~i = ~ (Ya Y~) zwei Parallelfl~ehen, so gilt 
bei geeig/leter Wahl der Parameter ~ = M~ ~-~. Als ersten Satz sprechen 

wit .aus: 
Jede Parallelfldche einer F~, die giznz in einem R 8 des R 4 liegt, liegt 

ganz in einem diesem R s paralleien R s. Sei xi die gegebene F~, sie liegt 
in einem Rs, heil~t dann: a~5~----a. Daraus folgt 

ai ~ = ,(a ~ ~ , ~ j  Mp = O, 

und da ] M~ [ ~= 0 sein mu~, a~ ~ = O, also a~ x~ = b, q. e. d. 

Aus der Tatsache nun, dal~ das Versehwinden der Ausgangsform die 
F~ charakterisiert, die ganz in e~nem Ra liegen und die Torsen des R~ 
und aus dem eben bewiesenen Satze folgt: 

Jede Parallel/ldche einer Torse des R~, die in keinem R~ liegt, ist 
wieder eine solche Torse. 

Wegen (64) gelten fiir Parallelfl~ichen x~ und ~ die Beziehungen 

(67) ~~-  = . b - ~ / -  ' b ~  ,u - -  B ~--~,ur. 

Fiihren wit das P~ametersystem Yz, Y~ ein, fiir das 2~--~/~z~-0 
ist, d.h. w~hlen wit a!s Parameterlinien ~ie Nullinien, so erhalten wir 
start (67) 
(6"7') 'a~' A 'a~' ~ '  ---- B ~x, 
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Fiir B~,q----2,~,uj- 2~,up erhalten wir 

Bli = B ~ ,  ---- 0, B ~  + 0. 

Fl~iehen, fiir cIie der Vektor ~! Verschwindet, entsprechen dem System 
partielIer Differehtialgleichungen (I. Abschnitt (7)). 

B~ql.b~p_ ~ SPq] ~z,~__0, haben also in unserem Parameter- 

system das System' partieller Differentialgleichungen: 

ayl ~y~ 

Sei nun ~ eine solehe Fl~iche, gelte also flit unser Parametersystem 

�9 a"~ =~ 0. Aus (67') folgt daun fiir Parallelfl~ehen yon ~i: ~yl ayo 

A ~  + ~ ay-7 -~,~ ~ ~ ~ = o .  

Wegen Bvq ~ 0 kann es aber n ~  eine so]ohe Beziehung B ~r ~x~' _ O, 
~Yv ~Yq 

mod ( ~  ~x~ geben, somit ist A----A(y~), B==B(y~)und ~ r  O, d.h.: 

Vecschwinde$ /iir eine 2'ldche P~ der Vek~r ~ ( B ~ -~ 0 ) ,  so ver. 
schwindet er auch ]gr die Paralldfl~hen dieser Pl~ic~,e, d. h. die Paral!el- 
/liie~en yon SJdebfldvhen des R~ sind wieder Schieb]ldchen. 

Fiir das Parametersystem der Nullinien lautet das System der par- 
tiellen Differentialgleichungea der Fl~chen, fiir die B ----- B~q B ~ B e = 0 i~t: 

~,~ ~---~ + M ~ = o. 

Aus (67') foigt fiir die Parallelfl~che X~(y~ y~): 

also -gilt der Satz: 
ParaUel/ldchen yon Fldp~en, /i~r die B----0 ist, ~ sind Fl~ichen def. 

selben Eige~oha/~. 
Die beiden letzten S~tze werden evident (lurch die Iolgende Uber- 

tegung. 
Wit haben in Formel (47) fl =~ 0 vorausgesetzt, um die fiir fl = 0 

eintretende Ausartung der Mantelfliiehe ~ in eine Kurve auszuselialten. �9 ] [  , 

Wir wollen nun untersuchen, wetche Fl~ichen ~'~ im R~ dutch die Voraus- 
set~ung f i ~  0, also Mant~lfl~iche ~ keine Kurve, dem Bereich Unserer. 
Untersuchungen entzogen wurden. 

Wege1~ 
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gilt 

wobei das R reehts unten die Rieei-Ableitung in bezug auf irgendeine 

Ausgangsform B "q andeute. Aus B~ , f i "  fiq = 0 folgt aber ( ~ ' )  = h, p ' ,  Oyq/ R 
daher aus (68) 

( 6 9 )  @t 2q_ ~ f '~ 'x ,  \ B , q =  ox, ~,, a) ' o ~ o S-V: 1) , r o o d  ~ 1 ,  o tt~ t,~y, ~Yo/n u, 
Iolgr Ebenso. grit nagiirlieh 

(69 ' )  O,f ~ - O x , . ,  - 

Aus (47) folgt nun, dal3 fl = 0: 0~2~ = 0 ,  rood #~ also (69) 
Oy v 1 , 

Ox--LBr-~ O, m o d ~ ,  somit B t ~ / z  r zur Folge hat, und umgekehrt folgt 
Oyr 

aus B r - -  - 0/z r, ~162 2" -- 0, rood 8(, also # = 0 .  wi t  fassen zusamme,: 0yp 
fl = 0  ha t 'B r-~ $/z r zur Folge und umgekehxt, a---- 0 hat B ~ =  02" 

zur Folge und umgekehrt. 

1st 8omit B ' =  O, so arten beide Mantel/16che~ in  Kurven a us, ist 
B = O, So ist B r entweder ~r oder /~" propoiti~q~al, "und eine Mantel/l(iche 
i s t  eine,Kurve. Die Umke~rung besagt: Ist eine der,Mantdfldchen eine 
Kurve, so ist B =: O, sind beide Mantel/ldchen Kurven, so ist B" ~ O. 

B e m e r k u n g .  Das System der Differentialgleiehungen der Fl~ehen 
B r =  0 l~flt sieh fiirdas Parametersystem der Nullinien sofort integrierenl 
die Gleiehung det betre~enden Fl~iehen hat die Gestalt: x~ = ~ (y~)+  ~(y~). 

Ebenso einfach isg die Integration fiir die F~, fiir die B =  0 ist, 
man erh~ilt: x~-=y~ ~ ( y ~ ) + ~ t t ~ ( y ~ ) .  Die ~rekte Diskutierung dieser 
Fl~ehen ergibt ebenfalls das obige Resuttat .  

Wit leiten zum Sehlusse aus (61) dutch Ricei-hblei tung ab: 

Darau~ [olgt 

t kOyq/ R l ~ - - -  Oyq  - -  

a) D~ B "q proportional ~" ~q+).qfiP ist und wegen (7). 
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und wegen der Integrabilitiitsbedingungen (62): 

(70) $' = a (f$~ -4- e ~/~) 

395 

w 
E b e n e n s y s t e m e  i m  R 4 .  

Das System der Tangentialebenen einer F~ oder das System der 
Schmiegungsebenen der ),~- (resp. p~-)Nullinien oder das im ersten Ab- 
sehnitt definierte System der Affinnormalebenen sind Beispiele einer yon 
zwei Parametern YI,,Ys abh~ngigen Mannigfaltigkeit Yon Ebenen E~. 

Unter einem Ebenensysteme E~ wollen wit im allgemeinen eine yon 
zwei Parametern abhdngige Mannig/altigkeit yon Ebenen E.,. verstehen. 

Wir kSnnen jede E~ des Systems dutch ihren'Sehnittpunkt .mit  einer 
Leitfliiehe 
( 7 ! )  x i -~ x,(y,  y~) (i ---- 1 . . . .  ,4)  

und zwei Vektoren (1) (Yl, Y~), (~) (Yx' Y~) dieser E. 2 in der Form 
i i (72) ~ -  x~ -{- r -]- fl(2)~ 

darstellen. Wir denken uns dabei die Leitflaehe (71) so geleg~, daft ihre 
Tangentialebene keinen Vekt~r mit der E~ gemeinsam hat, d. h. wir setzen: 

(73) \ 0 y l - ~ S  (1)~" (2) ] ~  t=0 

voraus. Wir zeigen sp~iter, dab flit jedes Ebenensystem eine solche Leit- 
fl~iehe gefunden werden kann. Fiir die Abieitungen der Vektoren ~z~ ~x~ 

�9 ~Yi ~ aye' 
(1~, ~)~ ~ verwenden wit die Bezeiehnungen des Systems (19). 

R =. Das Ebenensystem �9 wird yore a in einem Strahlensystem ge- 

schnitten, dessen Grundform " "'" ~(1,1' (~)~' ~"'~' a ~  ") ~yp ~,~ dy~dyq nach (19) die 
Gestalt ha t  

% - -  

(~)% dy~ 
(74) S(~q) dy~ dyq ~ . 

(t!% dy i, (2)& dy~ 

Setzen wir I S(~q) i + 0 voraus und bezeichnen wir mit ~ ,  v~ die beiden 
Nullrichtungen der Form (74), so gibt es Ilia, jede clieser Riehtungen v~ 
(r ~ 1, 2) zwei bis auf einen Faktor bestimmte nicht zugleich versehwin- 
dende GrSl]en %, fir, daa (f~r ~)  
(75) (,,o; + D, (..,o;] = o 

ist. Daraus folgt, dab ax, fl~ resp. a2, fl~ die Wurzeln der quadratischen 
Gleiehung 

! o 
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sin& Wegen (75) gilt weiter: 

( a,,,l' e~ [ , , .  a,,,~'_A ~1 . ( ' 2 +  ~ ~ )  + ~ \(2~ s ~ ~ / -- 0, rood ((1)2, (2)1), 

also ist al (~)2~-~ fl~ (2)2 ~ der Sehnittpunkt unendlich benachbarter Strahlen, 
die den Parameterwerten Ye' Ye ~ ~T~ entsprechen, fiir l ime -+0 ,  und 
% m,t~-+ - fi~ (..,1~ ~ der Schnittpunkt unendlich benachbarter Strahlen, die den 
Parameterwerten yp, yp ~- e ~$ entspreehen, fiir lime -~ 0. 

Nun wollen wir das  Ebenensystem (72) im R 4 betraehten. 
Je zwei E~ schneiden sich im R 4 in einem Punkte. Wit wollen ein 

den Parameterwerten Yl, Y.-, entspreehende E~ (72) mit der den Parameter- 
werten Yl ~ dYl, y~--I-dy~ entsprechenden zum Sehnitte bringen und die 
Grenzlage des Schnittpunktes fiir limdy;,--~0 bestimmen. 

dy~ Dieser Grenzpunk~ ist von der Richtung ~ ~ t abhgngig und b e -  

schreibt, wie wir nun zeigen, in der E~. (72) einen Kegelschnitt, dessen 
Asymptotenrichtungen die Riehtungen a , . ( ~ ) ~  fl,.(2)2 ~ (r----- 1, 2) sind, 

dy~ sobald ~ alle Riehtungen der Leitfliiche im Punkte y~, Y2 durchliiuft. 

Sei also 

(77) x~ -{- ~ (1)~-~/?(2)~ ~ 

die den Parameterwerten y~, y~ entsprechende Ee, so ist die den Para- 
meterwerten y~ Jr- dyl, Ye -~ dy~ entsprechende unendlich benaehbarte dutch 

(77') x, + ~ ~ dye) Jr fl - -~ dye) 

gegeben. Fiir den Sehnittpunkt der beiden E~ haben wit aus der Relation 

dYe) 

die GrS~en a, fl, ~ und/~ zu berechnen und lim 5, lim. fl zu bestimmen. 
dyp~O dyp=O 

Wegen (19) zeriiillt (78) in: 

I O dy~ 1 o ~ = ~am%dye-[-fl(~) ~dy~, 
2 2 

(79) 0 = dy.. -~ a (1)O e dy~ @ fl (~)% dye, 

fi ---- fl + a (l~)C e dy~ -~ fl (2,.) ~ dye. 
Aus den beiden ]etzten Gleiehungen (79) schlieBen wir lira h-----e:, 

dy~=O 

lim fi--~fl, wghrend die beiden ersten Gleichungen (79) zur Berechnung 
dy~a=O 

dy~ yon a und /~ als F~k t ion  yon t ~ ~y~.~ dienen. Fiir die Werte dY--Adye' fiir 
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die B(p~)dypdyq ~ 0 ist, erhalten wir endliche Werte a und fl, die, die 
ersten zwei Gleichungen (79) nach dyl, dy s geordnet, auf dem Kegelschnitte 

(80) 1 + ~ (I)o~ + P ~,)o~ ~ (1~o~ + p (,)or ] = 0 
a (,)o~ + fl (,)o~ ! -~ a (,)o~ + p (,)o~ 

liegen. 

Die Gleichung (76) gibt die hsymptotenrichtungen des Kegelsehnittes, 
die Schrdttpunkte mit der unendlich entfernten Geraden entsprechen dem 
Werte dyp, fiir d ie  8(pq)dypdyq----0 ist, also den Werten ~ und 7~. 
(IS(pq)l-~ O heiflt, daft der Kegelschnitt eine Parabel ist.~ 

Bezeichnen wit die (79) geniigenden Werte a und fl in ihrer Ab- 
dyz hiingigkeit yon t = ~ y ~  mit a( t) ,  fl(t)6), so stellt 

(81) ~ =  ~,(y~ y~) + .(t)(~)2 (y~ y~) + P(0 (~)~'(y~ y~) 
eine F 3 dar, die wit  die Brenn/ld~he des gegeber~en Ebenensystems nennen 
wollen. 

Fixieren wit einen Punkt 'P (yl, y~, t~ya)  der Brennfl~iche, so 
beweisen wir, daft die Ea : x, (y~ y ~ ) ~  A (,~2' (y, y~) + B (2)~t(yl y~) i m  
Punkte P die Brennfl~iche tangiert. 

Dies ist bewiesen, wenn wir zeigen, da~ es in P zwei in der E: 
liegende Tangenten der F s (81) gibt. Eine Tangente der F s (81) ist 

dureh ~i~- ~-~, 9~, p = 1, 2, 3, gegeben. 

Nun ist a~ --  ~ (~)),  somit liegt die Tangente ay 3 at ~ 0, mod((t)2 i, ~i 
i 

-~-~-~/~ tatsiiehlich in der E:, sie ist daselbst die Tangente an dem 

Kegelsehnitt (80). 

Ferner gilt fiir ~ a~ (p----l, 2) 

a~ ~ ax, r ~ ax~ mod((~)2 ~, (~)~). 

dy~ Fiir ~ ~ t und nu~ fiir diese Richtung folgt daraus 

(82) w ~ ' .  ~'  ' o' ~.~ ~ a y ~ - -  ~-(dy~-~ ~(t)(~)ovdyr + fl(t)(~) ~dyp) O, 
p = l  

mod((t)~ ~, (~.~). 
2 

--,) o oo .H  in go,o en, 

~) a(t), fl(t)~ h~ngen aufler yon t yon y~ und y~ ab. 
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W~iren diese beiden Tangenten nicht unabh~ingig, so miil~te eine Re- 
lation der Form 

~ a~ ~ 0~ ~ 
(83) O1 ~ + O, ~ - ~  Os ~----- 0 (i = 1 . . .  4) 

bestehen, dann aber?folgt aus diesem System pa, rtieller Differential- 
gleichungen, dab ~ eine Funktion yon nut  zwei Parametern w~ire, also 
die Brennfl~iche eine F~. Solche ~Ebenensysteme, deren Brenn/ldche e~ne 
Fo, ist, wollen war ausgeartet nennen. Fi~r nicht ausgeartete Ebenensysteme 
tangiert ]ede Ebene des Systems, 'die Brenn/ldche in ]edem gemeinsamen 
Punkt. 

Dies zeigt die v611ige Analogie mit den Strahlungssystemen des R a. 
Ein solches Strahlungssystem ergibt auch de r  Sehnitt des Ebenen- 

systems mit jedem R 8 des R4, dabei wird der Schnitt der Brenn/ldche 
des Ebenensystems mit dem R:~ die Brenn/ldche des Strahlensystems. 

V o n  besonderem Interesse sind die ausgearteten Ebenensysteme, tiir 
die a und fl yon t unabh~ingig sin& Die Brenn/ldche 

~'(ylyo.) = x,(y~ yo~) -~ a (1)2'(yl y~) + flm)~" (y~ y~) 
wird in diesem FaUe yon den Ebenen des Systems eingehiiUt. 

~ dyp~O, mod((1)~ ~, "i (mz), fiir jede Dies folgt aus (82), da hier 
Richtung dyp gilt. 

Sind ~ und ~1~ die Nullrichtungen der Brennfl~che, die wieder Xi 
= x~(yly~) bezeichnet sei, so ist 

(84) x, -F A ~ -}- B ~ 
das ausgeartete Ebenensystem. 

i 
.~ .-F f/~p ~ 

+ fi [,~ + (~, ~: + B, ,t + z, ,t) ~ ]  
ist die unendlich benachbarte, den Parameterwerten y~ ~,dy~, yo. ~-dy~ 
entspreehende Ebene der E~ (84). :Daraus erhalten wir flit den Schnitt- 
punkt die vier Gleichungen: 

A = ~ i +  (e~, + A,~i§  ~,~), 
B = ~ + ( f ~  + ~ + : B , ~ } ) ,  
O----~12~dy~, O = B ~ d y ~ .  

Fiir dy~=~2~, f~  ist A-----/~-~0, also limA----- limB-----0, fiir 
dyp~O dym=0 

dye=2 ~ folgt l i m B ~ 0 ,  A beliebig, fiir dy~--:/ff folgt l i m A - - 0 ,  
B beliebig. Wir erhalten somit als Schnittbild den Punkt x~ der F~ und 
die Geraden xi @ ~ ,  xi . ~ h # ,  die die Nullinien tangieren. . 4  ~ B ~ O, 

d. h. unabhiingig yon t ,  zeigt, daft nur ausgeartete Ebenensysteme eine tz~ 
einhidlen. 
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Ein sehr schSnes Resultat ergibt die Diskussion des Systems der 
Sehmiegungsebenen der Nul]inien. Wit untersuehen das Syst'e~ der Sehmie- 
gungsebenen der #p-Nullinien (65) 

(85) x, + A ~ § B #~. 

Die den Parameterwerten Yl § dYl~ Y~ § dy~ entspreehende unendlich 
benachbarte E~ ist: 

�9 i d i , i  i i 

+ + + § 

Dies ergibt fiir den Sehnittpunkt die vier Gleiehungen: 

0 = f#~dy~ --}- A l~dy~  § B n2~dy~, 0 ~- Bt2~dy~.  

Fiir d y ~ 2 ~ , #  ~ folgt / 7 = 0 ,  : 4 = - - f  also l i m A = - - f ,  l i m B = O  
fiir dy-----2 p ist :~----- -- f, /7 beliebig, also l i m A = - - f ,  B beliebig, 
fiir dy~ = #~ ist /7 = 0 ,  2t beliebig, also limB = 0 ,  A beliebig. 

Wit haben den ausgearteten Fall vor uns und wissen daher, daI~ das 
System der Schmiegungsebenen (85) die F~ 

(86) zi = x~-  f$~ 

einhiillt. Dies ergibt aueh die direkte Reehnung. Wir erhalten in der 
Tat aus (86): 

(87) ayp 

Die Schmiegungsebenen der ~mNull inien (85) einer F~ hi~llen die 
der F~ kon]ugierten Ftdche (86) ein, die Schmiegungsebenen der 2F.Null- 
linien der F~ hi~llen die kon]ugierte Fldche 

ein. Umgekehrt: Die Schmiegungsebenen der 2%Nuldnien der F 2 (86) 
hi~llen wieder ihrerseits die .Ausgang~. le~ : x~= x~ (yl y~) ein. (Analog 
fiir die F, (88=).) Wenn wir ]etzt zeigen, daft e~ neben den Nullinien 
keine Kurvenscharen au/ der F.. gibt," deren Schmiegungsebenen eine F~ 
einhigllen, so ist damit der pro]ektive Charakter der Nullinien, sowie der 
2-Tdchen zl -~ x t -- f ~ ,  ~i = xi -- e ~  bewiesen. 

axi 
Sei also auf tier F~ a i =  T~pe der Riehtungsvektor einer solehen 



,91) 
wobei 
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Kurvensehar. Wir untersuchen alas System der Schmiegungsebenen dieser 
Kurvenschar und bezeielmen 

(89) - . ~ ,  t-~, e ) e' ( 2 ~ t  - -  

so dab das System dieser Sehmiegungsebenen dutch 

(90) 8 i  xi_] - Aat ~ B (~)Z( 

gegeben ist. Da wegen ( 8 9 ) ~ ' = a ~ a ~  epeq, rood T~y~ T~-~ 

B~q=ic=~ePeq wegen !B~qt ~ 0  ist, so liegt (~)~i sicher nieht in der 
Tmlgentialebene der gegebenen FiChe. Wir nehmen nun in jedem Punkte 
der F, einen Vektor (li2 i, der nur der Voraussetmmg \~-~y~ ~ ,  (I)~ (~)~ ] ~ O 

zu  geniigen hat. Fiir die Ableitungen der vier Vektoren ~x,~y~, ~xs~ys, (I)2~" (')~ ~ 
verwenden wir wieder die Bezeichnungen des Systems (19). Aus (89) folgt 

�9 , 

,..>pt' = \~-77-~1~,. q ,o<, + -a-~7 ~y,/x, qq' 

ulld 

bedeutet. ,  Wegen [- ~*" ~''~ = \~y~ayqD" (~)B~q(~)2 ~ (19), hat (91) dann 

�9 �9 C y q  t l  ~ ~ 

zur F01ge. 
Naeh dieser Vorbereitung biiden wit den Schnitt zweier unendlich 

benachbai'ter Systemebenen (90): 
Wit haben wie immer das System 

o, ~'~,-, +<,,,,C,,dy,~,~>Z]~ + B [(~Ri + (.>-> ~ 7~, ayl, 

naeh den vier Gr56en A , B ,  A und B auf~ulSsen und limA, lim B zu 
bereehnen, d~=o d~O 

Die obige Rehtion ist nun ~iquivalent dem System: 

(9 , , )  I O = A(1)B~,qe~,dyq- (- B(~l~Oqdy t 
! B = B + A ( ~ i q ~  dyq + B  (u)O~ dyq, 
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woraus sofo~t lira A----A, lira S = B f01gt. Zu ~p gibt es  einen (his auf 
einen Faktor bestlmmten)kavarianten Velr~or ~ ,  dab 

(93) ~ z ~  = 0 

ist. Mit Hilfe yon z~ ergibt (92'): 

(1~ B~q e ~' dyq ~ B'(21)r dyq = O, 

aus welchem Systeme nun A und B zu bereehnen ist. 
Ordnen wir die Gleichungen (94) naeh dyl, dy2, so erhalten wir fiir 

den Sehnittkegelsehnitt: 
~ O~r 

Multiplizieren wir die erste Spalte der Determinante (95) mit 9~ 
uhd die zweite mit ,o ~ und addieren wit dann zur ersten die zweite Spalte, 
so ergibt dies wegen (92) und (93): 

(~)ot 0 z~ % + (2)02 ~r 
(96) ,~+r ------ O, 

d.h. der Schnittkegels~hni|t zer/dll$ in zwei Gerade, deren eir~ B-~0 ,  
also x~ ~ A o ~, die Tangente an die Kurve der Sehar ist. 

Nun sind wir in der Lage zu zeigen, daft des Ebenensystem (90) nur 
fiir die Nullinien ausgeartet ist, d.h.  eine F~ ei/~hiillt. Soll das Ebenen- 
system ausgeartet sein, so miisseu sieh aus (94) die Gr6flen A and [3 
von t ---~ ~-~dY~ unabh~ngig bereehnen lassen, es miissen daher die Koeffizienten 

yon dye,  dy.~ dieser zwei Gleichungen, des sind die Elemente der Deter- 
minan~ (95) fiir das gesuchte Wertepaar A, B verschwinden. Dann abet 
muB jedes Element der erston Spalte yon (95) eine lineare Kombination 
der Elemenge der zweiten Spalte sein. Das gleiche gilt dann auch fiir 
d ie  Der (96), woraus wit als notwendig und hinreichend 

(97) (~)B~ ~ ---- 0 

schliel~en. (Wir k6nnen immer ~ + 0 voraussetzen, eventuell durch die 
Transformation L = Y~, Y~ ----- Y~)" 

Aus (97) und (92) folgt abet ( ~ B ~  = 0, also gilt 

d .h .  
B ~  ~ ~a---- 0, 

d .h .  ~ ist eine Nullrichtung q. e. d. 
Mathemagisehe Zeltsehglft. XXVI. 26 
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Fiir die Nullrichtungen ist der Satz abet bewiesen, wi r folgern ihn 
nun auch direkt aus  den obigen Uberlegungen. Sei ~-----2t. Aus 
Bpq~'2 q--~ 0 und (92) (1)Bp~2~2 q--- 0 folgt wegen BVq(t)B~,q = 0: 

(1,B~q = pX~2q q- Q/~pp~ q- R (2p pq q- 2~ pp) 

Q - - R  ----- 0, also o)Bpq Z -q = 0 und dies war notwendig und hinreiehend, 
dal~ .die Schmiegungsebenen der 2 ~ Sehar ausarten. 

Wit notieren als Resulta~: 

Die Nullinien einer F~, somit aueh die dutch die Sehmiegungs. 
ebenen derselben eingehiiUten Fldehen sind projektive Invariante. 

Bemerkung.  Wir haben, s0 oft wir das Ableitungssystem (51) be- 
niitzten, stets solehe Ebenensysteme vorausgesetzt, deren Sehnittgebilde 
mit dem R~ ein nicht ausgeartetes Strahlensystem ist. (Die Mantel- 
fliiehen sind weder" Torsen noeh Kurven.) 

Wit haben (73) Vorausgesetzt, dab sieh fiir ein gegebenes Ebenen- 
system stets eine Leitfl~iehe (71) so angeb~n liiflt, dab (73) gelte. 

Wiirde es eine Leitflaehe dieser Art nieht geben, gilt also,~wie aueh 
der Punkt ~ der Ebene, also a u n d f l  als  Funktionen yon Yl, Y*., ge- 
wKhlt ist, eine Relation 

a~r ~ _ 0 rood ((1)2 r (2)if), ( 9 8 )  ay, , 

so zeigen wit, daft das Ebenensystem van nut einem Parameter abhdngt, 
also nach Definition kein Ebenensystem; sondern eine Ebenensehar ist. 

Wir nehmen wieder eine Umbezeiehnung vor und sei 

z, = x,(y,  y~.) q- A~'(y x y~) -+- B ~'(y,  y~) 

das gegebene Ebenensystem, fiir das also, wie aueh A und B d.h.  z~ ge- 

wi~hlt sei, ein Vektor e~ = e~ (A, B) existiere, da[~ 0z, ~ 0, mod~(~i, ~ () 

sei. Wir w~hlen nun zwei tIilfsvektoren u ~, v~als  Funktionen yon y~, y~, 
dab (~y~u~v~)~  0 sei. Die Ableitungsgleiehungen yon x~, ~ ,  ~ lauten 
dann mod (~, ~?Q: 

(99) ~x~ ~ m~'u ~ ~ n~v~ ' ~ ~ 7~u~ _q_ (~vi, 

rood (~,  ~?~), 

Dies ergibt: 
t3 zl 
ay, -~ (mpq- A%q- B yv)u~q- (npq- Aflp+ Ba~) v', 

somit fiir den Vektor e~: 

(my + Au~ q- B r~) e ~ = 0, 

rood (~  ~/~), 

(np§ Afl~ -l- B (~p) ~' = O, 
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also 
(IO0) mp+Aam+.Bym.=O(A,B) (n~,+ A fl,-I- B r 

In (I001 ist O(AB) ~-~+Av+Bw~+Av+ '~--~ multipliziert man den Nenner 

~+A~+B~ in (I00) weg, so stellt (100), daes liir iedes Wertepaar 
A, S gilt, und rap, n2,, r fl~, y,, /J~, u, v, w, ~, ~, ~ offensichtlleh yon A 
und B unabhiingig sind, eine Identit~t in Form einer bilinearen Gleichung 
inden A und B dar, deren K0effizienten also v erschwinden. Dies ergibt, 
dab alle Vektoren mp, nm, a~,fl~, yp hnd a~ proportional sind einem be. 
stimmten Vektor, den wir 8p bezeichnen wolIen. Sei dann om der k0n- 
travariante Vektor, flit den 8pore= 0 ist, so gilt 

(101) b-~-~az'w ~ 0, rood i$', 'l(), 

wobei or nur yon ys Ys, nieht aber yon A und B mehr abhiingt. Nehmen 
wir dann eine Parametertransformation YI= ff~(Yl Y~.), ~2 = ~3s (Y2Ys) vet, 
flit die 8:= 0 wird, so lautet (101) 

( loi ')  a,, - -  o, mod(r , ? ) .  

Das hcil~t,~dal~ die Variation yon ffl die Ebenen des Systems im R 4 in- 
variant litl]t, s6mit h~ngen diese nut veto Parameter Ys ab, q. e. d. 

Ein Beispiel eines einparametrigen Ebenen-,,Systems" liefern die F,. 
im R4, deren Tangentialebenensystem im Sehnitte mit den R~ ein Strahlen- 
system bilden, dessen eine Mantelflgehe z. B. $~ eine Terse ist. 

Das System der Sehmiegungsebenen x~+A~+B~ der p~'.Null. 
linien ist einparametrig ]iir Fldvhen der obigen Eigenseha/t. 

Beweis. Wlr haben (Formel (49) und Folgerungen) bewiesen, dal~ 
mit unserer Annahme die Voraussetzung ~=  0 identiseh ist. Dann ist 
Tp = 0 und die Integrabilitiitsbedinga.ng der dritten Gleiehung des Systems 
(48) und zwar der Koeffizient von ~/~ ergibt Np = x/~,  woraus ,nach (48) 
und (61) 

(102) ~ = 0 ,  ~ / ~  ----- 

folgt. 
Daher gilt flit joden Punkt der Sehmiegungsebenen 

(103) ~ : x ~ +  A ~ +  B~ ,  ~r ~' �9 o, mod(  ,g) 

und dies ist die Bedingung (101), aus der wir sofort unsere Behauptung 
folgern. 

Weiter beweiaen wit, daft die l~-Nullinien ebene Kurven sind. Dia~ 
folgt direkt aus der Tatsaehe, dal] das System der Sehmiegtmgsebenen 

26* 
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dieser Kurven einparametrig ist, analytisch sehlieflt man dies aus den 
letzten zwei Gleichuhgen (102). 

Umgekehrt gilt: 8ind die p~-Nullinlen eben e Kurven, so bestehen 
die Relationen (102) und aus der letzten folg~ nach ( 4 8 ) N ~ / ~ = 0 ,  
T~p~-----0. Da abet (49) Tp= t2p ist, ao muff t-= 0 sein, d.h. ~ iSt 
im R~ eine Torse. 

Ztlm Abschhf$ zeigen wir, daft in unserem Falle das ,,System" der 
Sehmiegungsebenen der/t p-Nullinien eine Hypertorse des R 4 bildet. Wegen 
Np.-~ ~pp hat die dritte Gleiehung (48) die Gestalt 

(104) a~ = M  ~ x ~ ayp p 21 -}- ~tp 71 4- R~ ~ .  

Die Fl~iche 
- f + ~ .  (105) z,(y,y~T) = zi(yay.,.) + v~,(yxyo) -- , g - r  yg) 

ist, wie wir jetzt zeigen, nut yon zwei Parametern abh~ingig und eine 
Torse des R4, deren Tangentialebenensystem das System (103) ist. 

In der Tat!  Aus (48), (61) und (104) folgt: 

f+~u,up) r/~ ~ O, ~ rood (~ ,~) .  (106) ~z, : (fl~p _~ ~l~p _ _ _  
~ g 

Desgleichen gilt nach (105): 

(106') ~z, = O, rood (~:~ ~:~), t)r 

azt ~z, q~ ~z~ O, d.h.  z~ ist nur also besteht eine Relation ~1 ~ + ~s ~ + ~t = 

yon zwei Parametern abh/ingig. Fiir y~= konst., ys~konst ,  ist (105) 
eine Gerade, somit ist die Fl~iche (105) eine Regelfliiehe. 

Wit fixieren auf der Erzeugenden yx, ys dutch z einen Punkt der 
Regelfliiehe. 

Die Tangentialebene im Punkte y~, y~, �9 ist nach (106), (106'), (105) 

(107) z,q- A~ q- B ~ =  x, 4- A ~  q- B ~ ,  

also die Ebene (103) Iiir y~, y~. 
Die Tangentialebene hiingt demnaeh yon �9 nieht ab, iede Ebene (103) 

des ,,Systems" tan~ert die Fldche (105) ldngs der ganzen Erzeugenden 
Y~, Y~. 

Damit ist aueh bewiesen, da6 die Fliiehe (105) eine Torse ist, also 
das Ebenen,system"" (103)eine Hypertorse 7). 

~) Unter einer Hypertorse verstehen wit die Schar der Schmiegungsebenen einer 
Raumimrve. 
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Denn wenn eine Regelfl~che die Eigenschaft besitzt, daI~ die Tangen- 
tialebene in einem Punkte liings der Erzeugenden dutch diesen Punkt 
Tangentialebene ist, so ist diese R egelfl~iehe eine Terse. D e n  Beweis 
bringen wit flit den R n. 

Sei" z~ ~ x~ (s) + t ~i (s), i = 1 . . . . .  n, die gegebene Regelfli~che und  
s, t ;  s, z zwei Punkte der Erzeugenden s. Die Gleichheit der Tangential- 
ebenen hat eine Relation 

(lO8) t A(x" + + B o,= 

zur Folge, d .h .  es mug eine Relation 

(lO9) fizZ+ rgo  = o 
bestehen. 

Indem wit nur den allgemeinen Fall fl o r O, r or 0 diskutieren, setzen 

wir xl x~+ 7 - ,  ----- ~01, woraus x~ = p ~  folgt. Fiir 

erhalten wit, per .  0 vorausgesetzt: z~= ~ - +  T ~ ,  d .h .  ~Iorse. 

Fiir die niehtdiskutierten F~lle ergibt sich ebenfalls dasselbe Resultat 
(Zylinder, Kegel). Wir k6nnen demnach das  Ebenen,,system" (103) in 
der Gestalt: 

(1 i0) z, = ~, (s) + A ~ ( , )  + B ~,'.' (s) 

darstellen und ~ -~  A ~ ( s )  stellt dann die eingehiillte F~ (105) dar. Da 
fiir die zugrunde !iegende Fg die /~-Nullinien in (110)liegen, so hat 
diese lv~ die Dars te l lung:  

(111 ) z,----- ~, ( , ) +  A ( , y ) ~ ( s )  + B (sy) ~ '  (a). 

Umgekehrt i s t  fiir jede solehe Fs (121) 8 == konst, eine Nullinie. 

In der Tat, setzt man yx = ~, ys ~- y, so folgt Bss --  0, d .h .  dyx-~ 0 
is t  eine Nullriehtung; aus dem soeben Bewiesenen und der Tatsaehe, dal~ 
die Kurven s ~ konst ,  der Flliche (111), yon denen wit gezeigt habe'n, 
dal~ sie Nullinien sind, eben sind, folgt dann, dal~ die eine Mantelfl~iche 
des Strahlensystems, in dem der R~ yon den Tangentialebenen der $'s 
(111) geschnit~en wird, eine Terse sein mut~. 

Somit ist (111) die allgemeinste Fliiche dieser Ar t  (t--~0). 
Es ist somit der Satz bewiesen: 

Ira FaUe die Mantel/ldche ~ des SSrahlensy~tem~ der Tangential- 
ebenen im R~ eine Terse ist, umh~dlen die Sehmiegungsebenen der /~- 
NuUinien x~ + A ~  + B$~ eine Terse ira R~ und umgeke~rt. 
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Anhang. Eine zweite Konstruktion der bon]ugierten Fldchen (86) 
u ~  (88) dner F~: x~=x~(yly~). 

Die Tangentialebene eines Punktes P der F~ wird yon jeder unend- 
lich benachbarten im Fl.~chenpunkte P geschnitten. Eine Ausnahme bilden 
jene unendlich benachbarten Tangentialebenen, die Punlacn entsprechen, 
die auf einer Nutlinie dutch P liegen. 

i,Wir wollen ~ nun die Schnittpunkte solcher undndtich benaehbarter 
Tangentialebene n berechnen. Nach ~84)geniigt es nicht, in der Reihen- 
entwicklung die Glieder der ersten Ordnung allein zu beriickslchtigen; wir 
suchen den Schnittpunkt der Tangentialebenen der Punkte P(y~(t)) und 
~ ( y i ( t - ~ ) )  und den Grenzpunkt dieses Schnittpunk~es fiir lime----0. 
Bei Beriieksichtig~Ing der En~wicklungsglieder "zweiter Ordnung besteht das 
sys~m 

~x~ p 

, . 0 ~ 1  a 

aus dam wir A, B, "A und g zu berechnen haben. 
Nun gilt nach (61) and (51), s0bald wir 2~'so normier~n, ds8 

pgi 1' ~ 1  ist: 

�9 ( ~ ,  ~i ), ~ - -  ' ~  ' ~  - -  I ' p ,  ,mod 

(11,3) ebenso nach (51) 
~ . . / ~s rl i ,~ 

Wit erhalten ,demnaeh flit die Koeffizienten yon ~, ~ yon (112) 

~ o, ~,.~ =_ 

0----8~o. 

s) Fiir den hler "verwendeten Parameter t ,  hat  die Nullinie yi~---.yt(t) das 

Differentislgleichungssystem: .y~" -~ l P f l y~ y~ = - " " ' - -  . . . .  �9 B~qg~y ~ - -  c ist ja  ein Integral 

dieses S~stems, somit die  Nut|inie bei Benutzung eines geeigneten Parameters  eine 
k - - j  
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Lassen wir den Ausartungsfall 0 = 0 be~eite, so erhalten wir B = 0, 

~ = - f .  
Die Koefiizienten der Vektoren ~ ,  ~t* in (112) wieder ergeben 

l i m B = B ,  l i m A ~ A .  Somit ist 
.*----0 e----O 

der Schnittpunkt unendlich benachbarter Tanger~tialebeneh der 2~-NuUinie, 
und eben,o ~z= x~-- e ~ der Schnittpunla unendlieh benacliborter Tan. 
gentialebenen der t~'- Nullinie. 

Im ausgearteten Falle, dal3 das Ebenensystem eine ~'~ einhiillt, er. 
halten wit als Schnittfigur. des Schnittes unendlich benachbarter Ebenen 
somit die drei Pankte x i, z~ und ~ .  

In obiger Kon~truktion ist auch ein recht dn/aeher Beweis fi~r die 
pro~ektive lnvarianz der Nullinien und der Fldchen z~ und ~ enthalten. 

(Eingegangen am 30. Janugr 1926.) 


