Uber affine Geometrie XLI: Die Geometrie zweifach
ausgedehnter Mannigfaltigkeiten F, im affinen R,.

Von
C. Burstin in Wien und W. Mayer in Wien.

Die vorliegende Arbeit zerfillt in zwei Abschnitte.

Im ersten Abschnitte wird das Formenproblem der F, im affinen B,
behandelt, im zweiten Abschnitte die Geometrie der F, im affinen R, und
insbesonders der Zusammenhang mit den Sbrahlensystemen im projek-
tiven R,. Die Anregung, diesen Zusammenhang herauszuarbeiten, ver-
danken wir Herrn W. Blaschke. Wir wollen hier kurz den Inhalt des
zweiten Abschnittes besprechen. v

Im ersten Paragraphen wird die Theorie der Strahlensysteme im pro-
jektiven R, gebracht. Als ausgeartet werden Strahlensysteme bezeichnet,
deren Grundform B, dy,dy,, das ist die Form, deren Nullrichtungen die
Torsen des Strahlensystems entsprechen, eine verschwindende Diskrimi-
nante besitzt, oder deren Brennfliche einen Mantel' hat, der eine Kurve
oder eine Torse ist. _

Im zweiten Paragraphen werden die Flichen F, gesucht, deren Tan-
gentialebenensysteme den R des R, in eifiem gegebenen Strahlensysteme
schneiden. Man erhalt sie durch Integration einer linearen partiellen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung, somit enthilt die allgemeinste dieser
Flichen zwei willkiirliche Funktionen. Wir nennen eine solche Gesamtheit
von Flichen Parallelflichen und stellen einige ganz einfache Sitze iiber
Parallelflichen auf. Von groBerem Interesse sind die konjugierten Fldchen.

Bezeichnen wir mit i” und u” die Nullrichtungen der Grundform
B,,dy,dy, einer F,:z,(y,v,), 1) so sind durch sie auf dieser F, zwei
Kurvenscharen, die l” und die x”-Nullinien gegeben. Sei nun 7, :%,(y,v,)
eine zweite F,, deren Tangentialebene in korrespondierenden Punkten YirYa

') Das ist die Grundform des Strahlensystems, in dem der Ry von den Tan-
gentialebenen der F, geschnitten wird.
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der Schmiegungsebene der i”-Nullinie der F,:z; parallel ist, so zeigh man
zuerst, daB die F,:Z, ebenfalls 1? und u? als Nullrichtungen besitzt, und
weiter, daBl die Tangentialebene der F,:x; in entsprechenden Punkten der
Schmiegungsebene der u» Nullinie der F,: &, parallel ist. Wir nannten zwel
solche Flichen konjugiert. Das Bild hierzu im R, liefert die Strahlen-
systeme der Schnitte der Tangentialebenen konjugierter Flichen. Sei nim-
lich p(y,y,) das Strahlensystem des Schnittes der Tangentialebenen der
Fy:z,, v(y,9y,) jenes der F,:%,, so haben diese beiden Strahlensysteme
einen Mantel ihrer Brennflichen gemeinsam und tangieren ihn in kon-
jugierten Richtungen.

Im dritten Paragraphen werden als Analogon der Strahlensysteme im
R, die Ebenensysteme im R, behandelt. Unter einer Ebene ist hier eine Z,,
unter einem Ebenensystem eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit solcher E,
verstanden. Auch hier gibt es eine Bremnfliche B,, die dreifach aus-
gedehnt ist und von jeder E, des Systems in den gemeinsamen Punkten
tangiert wird. Der Schnitt eines solchen Ebenensystems mit einem R,
des R, ist ein Strahlensystem dieses B, dessen Brennfliche der Schnitt
der Brennfliche B, des Ebenensystems mit dem R, ist.

Von Interesse sind Ebenensysteme, deren Brennfliche ausartet, d. h.
eine F, (oder Kurve) ist. Wir nennen sie ausgeartete Ebenensysteme;
ihre Diskussion fiihrt zu ‘dem schénen Resultate: Die Schmiegungsebenen
der AP (resp u”-) Nullinien einer F, hiillen selbst eine F, ein, deren
uP- (resp. AP-) Nullinien-Schmiegungsebenen wieder die Flache F, einhiillen.

Wir zeigen dann den projektiv invarianten Charakter der Nullinien
auf Grundlage dieses Satzes. Ohne jede Integration erhilt man also kon-
jugierte Flichen 17’2 zu einer gegebenen.

Das obige Resultat ist nur richtig fiir solche F,, deren Tangential-
ebenen den B, in einem nicht ausgearteten Strahlensysteme schneiden.
Der Fall, wo eine der Mantelflichen diéses Strahlensystems eine Torse
ist, wird gesondert béhandelt. Die allgemeinste ¥, dieser Eigenschaft liegt
auf einer Hypertorse 7, des B,. (Unter einer Hypertorse verstehen wir
die Gesamtheit der Punkte der Schmiegungsebenen einer Raumkurve.)

L. Abschnitt.
Ein Formensystem der F; im affinen R,.

‘Bezeichnung. =0, mod(é", ni,...) bedeute, da sich der Vek-
tor o° linear durch die Vektorenm &°, ni, ... darstellen lasse, ¢t =1,
mod (Ei, 7%, ...) heilt o' — 1= 0, mod (Ei, 7% .. - ‘

'~ Die F, sei in'der Parameterdarstellung

(1) xt=x1(y1!y2) (121,,4)
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gegeben, wobei die Matrix

ox; dz,
1 R tad
( ) Y, 0y}
den Rang 2 habe. Wir definieren in jedem Punkte der F, die affin-
invarianten Vektorrdume, den Tangentialraum J,, den die Vektoren %
P
~ ~2
ox; o %;

aufsparnen und den Schmiegungsraum J,,, den die Vektoren 0.’ Fuu,
Y’ 2Yp0Y,
aufspannen.

Im R, muB zwischen den fiinf Vektoren des J,, eine lineare Relation

wo 0% o2y .

(2) qu’”‘*‘ay,,a},'FOma—w:O (i=1,...,4)
bestehen, in der wir B??= B voraussetzen diirfen. Wegen des Ranges
der Matrix (1') muB (2) die Koeffizienten B®? wirklich enthalten. Wir
schreiben die Relation (2) in der Gestalt

’ a“x,- dx oz
(29 B(”)Am =0, mod <_¢7-y—1’ a_y.)'
Setzen wir weiter voraus, daf fiir die gegebene F, der J,,-Raum tatsich-
lich vierdimensional ist?), so sind in (2) B®* und C'” bis auf einen ge-
meinsamen Faktor bestimmt. v :

Um die Gleichung (2) von der Wahl des Parametersystems y,, y,
unabhiingig zu machen, geniigt es, B”? als kontravarianten Tensor zweiter
Stufe anzusehen, wir werden daher in der Folge B”” statt B®? schreiben.

Aus (2) berechnet man B??=pC®?, wobei C?? durch die Deter-
minanten . )

(11 gz dx d0x ¢ x\’
I 0" = (G %o dom wt)-

22 02 0z 0
oy, 9y, 0yi oyi/’

(3) 201 — _(

P~ (&= i’z o'z ).
o, v, 9% By, 0%/
gegeben ist. Schlieflich bezeichnen wir

0(11) — D(ee)s . C(l‘l) — -D(l‘.l) , C(fl‘.l) — D(ll) .
§ 1.
Der einer der Ausgangsformen adjungierte Vektor §° und der adjungierte
Affinnormalraum.

Durch (2) resp. (2') ist die Forin B”? bis auf einen Faktor bestimmt,
wir wollen jede Form dieser Gesamtheit als eine Ausgangsform bezeichnen,

%) Fliachen, fiir die der J,,-Ram." eine kleinere Dimension hat, liegen ganz in.
cinem R, oder es sind Torsen.
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da die in der Folge definierten Invarianten der F, von der speziellen
Wah!l der Ausgangsform abhingen. Zuletzt werden wir sehen, wie man
aus der Gesamtheit der Ausgangsformen bestimmte affininvariant fixieren
kann. Die Voraussetzung

(4) | B |40

ist natiirlich von der speziellen Wahl der Ausgangsform unabhéngig. Treffen
wir sie, so sind Flichen ausgeschaltet, deren System von partiellen Diffe-

rentialgleichungen man leicht in die Form g;’ = Ag;’ + B-i"i bringen
kann. Zu ihnen gehdren die Regelflichen. ' '
Infolge der Voraussetzung (4) existiert der kovariante Tensor B
fir den die Relationen gelten
j 0 fiir pgq
R 5 —
B* B, =4, 1 fiir p=gq

rq’

Die Determinante

(5) 4=1|B,,]
ist wegen (4) von Null verschieden. (|B”?|=47"). Fir B, erhalten wir
(6) B,,=4B”, B,=—A4B", B, =A4B",

also B, =f-D,
Nun definieren wir den Vektor ¢°

| i poof 3w {pq} éﬂ) r %
(7) ¢ B” (ayp Yy oy, B oy
(infolge (2)), und mit seiner Hilfe die drei Vektoren

2° x; r8) oz 1 i
(8) ’hs ag, ay: { £ }ng; — "2".3,.35 .

Der durch die~Vektoren 17 aufgespannte Vektorraum ist ersichtlich von
der Wahl der Parameter y,, y, unabhingig und Wegen
(9) By, =0
ist er hochstens zweidimensional. Nun zeigen wir, dafl er wirklich zwei-
dimensional ist und mit dem Tangentialraum J, keinen Vektor gemeinsam
hat. Sonst bestiinde noch eine von (9) unabhiingige Beziehung

re_ % __ fx oz
(10) T Trs = 0, mo d(afl ay3>
aus der

2 .
pre 2% g also T —=aB"
oY, 0Ys

folgte, und (10) wire gegen Voraussetzung von (9) abhéngig.
Wir nennen den zweidimensionalen Vektorraum #? den der Ausgangs-
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form B”? adjungierten Affinnormalraum. (Bildet man die Geoditischen
in bezug auf die Ausga.ngsform B"%, x,=x,(s), so liegen die Endpunkte

aller Vektoren LA i (de®= B, dy,dy,) in einem Punkte P dgr F, in einer

dem Afﬁnnormalra.um ‘parallelen E,.) Jeder Vektor i° in einem Punkte P
der F, hat nun seine eindeutige Darstellung als Summe seiner Kom-
_ponenten im Tangential- und Affinnormalraum. Insbesonders notieren wir
die Darstellung

o’ x; M} 2% _ pr 0 8%z
(11) Yp 09y { oy, Py, + 29,045’
wo £ o0, die Komponente im Normalraum bezeichne. Der Vergleich von
- A .
(8) und (9) ergibt
12 Tu gt ound T,= LB, B
(12) Ty, 0y, 1 UD pe =3 Dpg P+

In der Folge werden wir die Darstellung

2

o éx;
(13) aypay ;q 7Y, + PQ’
verwenden, wo dann
(14) r;q_—_{?;q} 43 By, B

ist. Wir werden kiinftig B, als Koppelungstensor verwenden und von
Vektoren schlechtweg sprechen, da dann jeder Vektor seine kovariante wie
seine kontravariante Darstellung hat.

§ 2.

Affininvariante’ Vektoren im Tangential- und Affinnormalraum.

Seien ¢? und o? (p=1, 2) orthogonale Einheitsvektoren der F, in
bezug-auf B, als MaBtensor, fiir die also

fiir 4>0
Qp03’=0, ngpm]'? opop.:—— » A<O )
gelte. Um diese Vektoren fixieren zu kénnen, sefzen wir BP == 0 voraus

(L' 0).
(Das System der Differentialgleichungen der F,, fiir die B =0 ist,
148t sich in die Form bringen:

2 ‘
A< 25 =0, also (2,= &,9,)+ ¥, (%),

3y, 0y,
k4 3 R —
4>0: %@25“?‘5_1, =0, also a,=&,(u-+}—1v)+ &, (u—F—1v),

und umgekehrt ist fiir solche Flichen B =0.)
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Ist dann B = B, B”B"+ 0, so setzen wir o” oder ¢” gleich «B”
je nachdem B > ¢ oder B < 0 ist.

Ist B=0 und ist C” die wegen |B, |4+ 0 von B’ verschiedene
zwelte Nullrichtung der Form B, dy,dy,, so fixieren wir C? durch die
Relation €, B” =1 und setzen

= (B 07, oP= (B C7),

Damit sind die Vektoren g, und o, durch die Tensoren B, und B, fixiert.

Die End*punkte der Vektoren ’7,,,1 s ‘ilys" ds®= B, dy,dy,, be-

schreiben im Affinnormalraum einen Kegelschnitt, der fiir 4 > 0 eine-Ellipse, :
fiir 4 < 0 eine Hyperbel ist. Man zeigt auch leicht, daf die Vektoren .

_(15) (1);- =77‘qu o’ (2)1 =7]M@ o’

konjugierte Durchmesser dieses Kegelschnittes sind. Infolge ihrer linearen
Unabhingigkeit gilt die Darstellung

(16) ﬁ;qz(a)BP(I(a)'li7 e=1,2,

in der die Koeffizienten (,B,, symmetrische Tensoren sind. Aus (15)
und (16) folgt
(17) wBpeoPel=1, (@By,e?0?=0,

(1)qu9p()'q==0, (2)qu9p0'q=1.
Aus (17) und B??,)B,,=0 (wegen B”a;,‘,'q:O) lassen sich die (B,
berechnen, und zwar erhilt man:

fird >0
wBp, = 0p Qg -+ 0p Gy y 4<0
(18) )
fir 4> 0
(Z)anq:i’(gzraq‘i‘&’qap) w 4<0.

Somit sind die Formen (,B,, durch die Tensoren B, und B, bestimmt.

§ 3.
Das vollstindige Formensystem der F..

Im Systeme totaler Differentialgleichungen

i
ld”-ﬁ
0 0
(19) da:‘ = ( ;q all +(a)Bp'1(a)}' )dyq’

dwit= ((a)Ut —6@: +wnCpd ) dy,
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sind die Koeffizienten Iy, und (B,, durch die Tensoren B, und B, be-
stimmt. Wir konnen demnach das System von Tensoren

(20) qu., BP’ (a)ﬂt und ((lﬂ)ot

als ein vollsténdiges Formensystem der F, ansehen. Aus den Integrabilitéts-
bedingungen des Systems (19) kann man aber die Tensoren (20) durch
das Teilsystem

(21) By, By, g{(a)(’: .(“=1,2)’ anC; und (22)Cz

von (20) berechnen, so daB (21) ein vollstindiges Formensystem der F,
darstellt. Den Beweis, der eine lingere Rechnung erfordert, die wenig
instruktiv ist, wollen wir hier nicht bringen, er verliuft wie die analogen
Beweise dieser Art; ein Teil der Integrabilititsbedingungen dient zur Be-
rechnung der Tensoren (20) aus den Tensoren des Systems (21), und was
dann an Integrabilititsbedingungen iibrigbleibt, sind die Integrabilitits-
bedingungen fiir die Formenkoeffizienten (21), die erfiillt sein miissen, damit
diesem Systeme eine F, entspricht.
Es gilt ndmlich der Satz:

Entspm'ckt esn System (21) den erwdhnten Integrabilititsbedingungen,
so gibt es stets eine bis auf affine Transformation bestimmte F,, die
dieses Formensystem besitzt.

Beweis. Das System (19) ist dann total integrierbar. Sei
' dx; 2 Bx; . K
T, =,(419), zT;; 5 (?!1 @A = A" (¥, 9.)
ein Integ'ralsysfem von (19). Dann folgt wegen B??,B,,=0 aus der
zweiten Gleichung (19)

Dq Z) x. — ?_.77_,_ ax‘
o B s, =0 mOd(ayx’ t’%)’
also ist B?? eine Ausgangsform fiir die F,: ;= x,(y, ¥,)-

Das der Ausgangsform B”? zugeordnete Formensystem (21) dieser F,

bezeichnen wir

B,,, By, wor, @6, aC exC:,
und beweisen Ep =B,. '
In der Tat ist B? durch
?°m _Jpq ﬁ) va _ 2% pr
' (22). ) (aypaya {T }B oyr B a?/rB
definiert. Aus der zweiten Gleichung (19) folgt aber fiir die linke Seite von (22):

(5= {1, ) B = (5 B B) 50— 37

oy, a./r
somit B" = B’, q.e. d.
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Bezeichnen wir die Koeffizienten des der F,:x; = 2,(y, y,) in bezug
anf die Ausgangsform B?? entsprechenden Systems (19) ebenfalls mit Quer-
strichen, so gilt nach dem bisher bewiesenen Iy, = I'y, und By = @ Bp, -
Ebenfalls gilt fir die im § 2 definierten Vektoren §? = o? und 67 = o?.

Aus der zweiten Gleichung (19) folgt aber dann ()i*= 7, 0% ? und.
@®4*=n}, 076’ somit haben diese Vektoren die Bedeutung der im § 2
definierten, den Affinnormalraum aufspannenden Vektoren. Daraus aber
folgen die Relationen (&) = oy wnd s 0, = @sC;. Somit hat die in-
tegrierte F, in der Tat das gegebene Formensystem (21).

§ 4.
Der Ausgangstensor Ay, tir Fs, fiir die B,, B? BY <+ 0 ist, der
invariant in bezug auf jede affine Transformation ist.
Wir untersuchen, wie sich der Vektor B &ndert, der der Ausgangs-
form -B”? adjungiert ist, sobald man

(23) B??= ¢ B

statt B als Ausgangsform nimmt. B? sei der der Form B*? adjungierte
Vektor;“er ist durch

(2 Bro(Fa_(p0) 55) _ oo
t Y, 0y, A7 J5 0us oYy
definiert. - Nun folgt aus (23)

Bre {’PQ} =aBM{PQ} :
r iz r fp

infolge der Bildung der’ Christoffelklammern {f; q}. Somit ist die linke
Seite von (24) gleich ozBrggi
(25) B"=¢aB’".
Der Vektor. B" definiert uns demnach eine von der Wahl des Ausgangs-
tensors unabhingige Richtung auf der F,. Wir berechnen nun aus (23)
und (25) B= B, B” BY, da nach (23) B,,=«"'B,, gilt, erhalten wir
(26) B=u«B.
Aus (26) folgt, daB B =0 eine invariante Bigenschaft der F, ist. Infolge
der Voraussetzumydieses Paragraphen kann man den Ausgangstensor
(27) ~ A""=PB7'B*™ (fir den B =1 ist)
bilden, der wegen (28), (26) eine Invariante gegen jede affine Transfor-
mation ist. Es gilt dann der Satz: Ist ein Formensystem (21) gegeben,
das den Integrabilititsbedingungen geniigt, gilt ferner die Beziehung

B, B"B'=1,

und wir erhalten
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so gibt es stets eine bis auf affine Transformation bestimmte F,, die
dieses Formensystem besitzt, und weiter ist B, die eben definierte Form
4,, dieser F,. Der Satz folgt aus dem entsprechenden des § 3. In der
Tat ist das Formensystem das Formengystem jeder durch Integration des
Systems (19) gewonnenen Fliche F,. B, B? B“=1 ist aber die fiir den
Ausgangstensor 477 charaktemstlsche Glemhung, somit ist B??= 477

§ 5.

Der Ausgangstensor V,,, der affininvariant ist in bezug .auf volumtreue
: Transformationen.

Bezeichnen wir mit N die Determinante

_(em o )
(28) N—= <6yx 5y, Wimi),
so ist N affininvariant gegen volumtreue Transformationen und
2
(29) e=2

_eine Invariante in bezug auf solche Transformationen. Setzen wir fiir
wA" und 4° ihre Ausdricke (15) in N. ein und beriicksichtigen wir

. %z dx; O0x
i, = m, (—a—y'; a—yf), so erhalten wir
_(om dm ?°x 0" 18 21
(30) N= <~5§1— 5Ys 3?/1»6!/1 ayqa%)gpg’i'(g ¢ e )
=Dy 07 0°(070* — 0%0%).
Nun ist ’
fir 4>0
PO __ Pt ? g
B =eretxoret 1 4o,

woraus (p0% — 9?6!)® = + | B™| folgt. Somit lautet (30)

D(pg) ePo¢

(31) N="1rr
Fiir unsere Ausgangsform B, gilt B, =aD,, und also

. . Bﬂqg?@‘]:lmap(pq)epgq’
also erhalten wir '

(32) N=

1
prIvI,

Bezeichnen wir D =|D so gilt 4 =a*D und fiir N

{(pg) i’,

‘ 1
Ne=—o
(3). «*f1D]
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somit ist N nur von der Wahl des Ausgangstensors, nicht aber von der
der orthogonalen Einheitsvektoren o?, o7 abhiingig. Fiir Ve erhalten wir

N 1

( 34) i '&‘ETI—)T .
Fiir die Ansgangsformen _
. D

35 B, = konst, 2%

(%) S ]

und nur fiir diese ist somit die Invariante £ konstant. Mit V,, bezeichnen
wir die Ausgangsform, fiir die =1 ist.

’ D,
( 35 ) ¥V o
"= o)
Wir zeigen nun, daf fir die Formen (35) eine Reduktion des Formen-
systems (21) eintritt. Aus (28) folgt wegen (19):

2N . "

ay = Pa#"‘)l“ {aa)()u
ferner ist bekanntlich

BZH { }

o 33!: v «fp’
somit gilt
ay_
Yid| _ e t B:.

EOR R A

Fiir die Formen (35) verschwindet aber die linke Seite und wir erhalten:
(37) By= —24aC;.

Es gilt endlich der Satz: Entspricht ein Formensystem (21) den Inte-
grabilitatsbedingungen und auBerdem der Beziehung (37), so gibt es eine
bis auf affine volumtrene Transformation bestimmte F,, die dieses Formen- -
system besitzt und fiir die B”?= V"’ ist. In der Tat besitzt ja jede
integrierte ¥, das Formensystem (21), wihlen wir die Anfangslage bei
der Integra.tion in einem Punkte P noch so, daB &=1 wird, so ist nach
(86) lings der ganzen F, e=1, d. h. B*?= V2.

| IL Abschnitt. |
Parallelfliichen, konjugierte Flichen, Ebenensysteme.
§1.
Das Strahlensystem im projekiiven K.

Wir machen den B, zum uneigentlichen B; eines affinen E,, die
Punkte des R; sind dann die Richtungen des affinen R, und die Gruppe
ihrer Transformationen ist ersichtlich:

G: Z=a,x, F=i(z...zx)x £k =],»...,4)*
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Der Strabl p(y, v,) des Strahlensystems sei durch zwei seiner Punkte
gegeben &3, gi:
(38) x=af (Y, ¥9) + Bn (9, 9) (f=1,...,4),

dabei ist die besondere Wahl des Punktepaares &, o ohne Bedeutung, es
kann stets durch ein zweites Punktepaar

(39) &=AE 4By, 7'=C&+Dn', AD—BC+0
ersetzt werden. Jedem Wertepaar y,, y, eines gewissen Gebietes der y,, y,-
Ebene entspricht dann im Ry ein Strahl p(y,, ¥;), (£%, #¢) des Strahlen-

systems und dem unendlich benachbarten Wertepaar y, 4-dy,, y,-+dy,
entspricht der dem Strahle (88) unendlich benachbarte Strahl '

L=ty +dy)=¢ —I—”'d + ..

=17t (y+dy) = '+ d'yp+

Wir fragen nun . nach den Rmhtungen 4y, fur die p be1 Beriick-

~ sichtigung der Entwmklungsgheder bis zur ersten Ordnung den Strahl p
schneidet.

(38")

Fiir diese Richtungen muB eine Relation

(40) (E‘—}-——dyp) +8 (s + 225 dyp) =0, mod (&, 19),

mit GroBen A, B bestehen, die nicht zuglelch verschwinden. Daraus folgt
fir dy,

3 08 ont -
(41) (g7 5y 5 %) 4y, dy, = B,,dy,dy, = 0.

Die Nullrichtungen der Form (41), denen die Torsen des Strahlen-
systems entsprechen, mogen nicht zusammenfallen :

(417) By, l+0.

Wir bezeichnen sie mit A% und u®, die Form B, mennen wir die Grund-

re
al
Jorm des Strahlensystems. p. i—; und ~Z—; sind die beiden Wurzeln der
quadratischen Gleichung :
o oE&s o8&t ot

(41") 0= B,, 0* +2By,0+ By, = (é "7”5‘37 +ay5,’ E +""‘)’”’f(9)

Setzt man in (40) dy,= 2" (vesp. = p*), so sind A und B bis auf
etnen gemetnsamen Faktor bestzmmt Sonst miifite

651

AL yBIlra0, D=0, med (&),
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&

A — AP =0, 097',1?’_0 mod (&, n%)

mit AD — BC+0 bestehen, was
. 1
zur Folge hdtte. Dann aber wire % auch Wurzel der Gleichung f' (o),
somit Doppelwurzel von f(9) gegen .Vora.ussetzung (41’). Geht man. dann
in der Relation (40) zur Grenze iiber hm dy,— 0, so erhdlt man fiir den
Schmttpunkt von P (%, ¥%), Py + ed', y, + &2 (lime — 0) den Punkt
AE +B7".
Resultat. Die unendlich benachbarten Strahlen, die den Nullrich-
tungen 4%, u® der Form. (41) entsprechen, schneiden den Strahl p in zwei
Punkten £}, 5;

£ = A 1By', wobei A-‘Z-Eiz”-}-BMﬁ’EO, mod (&, 7¢)

(42) e

ni=C&+ Dy, ay,, u'+ D ,u =0, mod (&, nt)
ist.

Bemerkung. Es ist sofort ersichtlich, daB die Schnittpunkte &}, y}
unabhingig sind von der besonderen Wahl der Punkte &%, 5% des Strahles p
und invariant sind in bezug auf die Transformationen der Gruppe G. Die

Punkte &%, 4% bilden die beiden Mantelflichen der Brennflache des Strahlen-

systems p (g, 2s)- o
Wir zeigen nun, daB die Punkte &;,»; nicht zusammenfallen, d.h,
daB AD — BC < 0 ist. Sonst bestiinden zugleich die beiden Systeme

"5‘1”-*»36”‘1”__0 Sj‘ ”+Ba”‘p =0, mod (&, 1),
woraus wegen 17 = au” fir jede Rxchtung er: A e?+B a”‘ ?=(,

mod (&%, %) gilte, was' B, =0 zur Folge hitte.
Fir &, 7;{' -gelten wegen (42) die Relationen

. gt :
(43) e i7=0, "‘ Fy-n” =0, mod (& 1),
wir definieren nun durch

aff P i a'h‘ P i
(44) 7, 4 = &2, 5}:1 =1

zwel weitere Punkte 5;, 7}5 des R;. Weder 53 noch. 992 liegen auf dem

Strahle &%, »i. Denn aus der Bemehung s ,u = 0 mod (&%, 4¥) folgt
2&s
wegen (43), igﬁ 0, mod (éy?), fiir jede Richtung o7, d. h.

ay
A_af_‘_ r+B«a~2f—gP—O mod (&%, 5%), also B =0
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Aber im Gegensatz zu den Punkten £}, :a;; sind die Punkte -&, ??3: " von
den Transformatlonen der’ Gruppe G nicht unabhingig. Wir erhalten

ﬁamhsh fiir §;~£§1, B 2&«&—5‘ o4 u”, _woraus folgt, daBl nicht der
Punkt £ sondern der Strahl

(45) v:&f, &

und ebenso der Strahl

(16) i, ’22

geometrische Bedeutung hat. Wir werden daher in der Folge mlt £3 einen

von I3 verschiedeneri x_Punkt auf v, mit 4% einen von 7 -verschiedenen
Punkt auf 9 bezeichnen,

Wir behaupten nun, dag die Strablen v und v windschief sind. Senst
bestiinde eine Beziehnng

»ypi a”‘ =0, mod (&, "),
WOTaus'
6&“ 8
folgte. Wegen (43) glit aber aunch

R 135“ 517" .
(et Ge)n 7 = Gt =0,

woraus wir dann B, Z” pz" =) schheBen miiBten.  Aus
p
B, 4 lq B, u"u'=0
folgt " aber B, i’p’ »-in() wegen (41). Somit ist die

O 771 7s )=§=0 und wir sind in der Lage, die Ableitunger
dieser vier Punkte durch die Punkte selbst darzustellen. 2

3 . . ; ; 134 : Cef g
= ccp'f: Bt vpés 4 0, Mz folgt wegen . A7 , mod ‘&, 71 )

of
?!
wti

und - },_ u? =0, mod \Ex ’?2)

(473 m—ec,,514~39ﬂm+rlpw

wobei 4, u, durch £ 2. =0, p, u'=0 bis auf einen Faktor bestimmte
kovariante Vektoren md Ebenso erhilt man

(47;] _,,.;/l_ = aﬁ, ¢ ﬁp 7?1 -+ du ’3);:'.

Mathematische Zeitechrift. XXVI. 25 .
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Wire f =0, so. hieBe das, daB —a-~l” =ré&f, d. h. die Tangente

i
& —}—taTl" existierte nicht: der Mantel &! der Brennfliche wire in eine
Kurve ausgeartet. Ebenso hitte o =0 die Ausartung der Mantelfliche #}
in eine Kurve zur Folge. Wir wollen solche Ausartungen beiseite lassen
und - setzen demnach «==0, f<40 wvoraus®). Dann normieren wir die
bis auf einen Faktor bestimmten Vektoren A, und p, durch die Fest-
setzung & = f=1. Das System der Ableltungsg]eichungen hat dann die
Gestalt:
ok i i i
i Apéi+ pp i+ cdpbs,
Dnl"
"y
ok
Yy
My = i N i, P oeiy
éy—p =My + Nyt + -Rp'fz + Tp 2.

Aus (48) erhalten wir -

B,,dy,dy, = (& 71 & na)ed(4,dy,) (v, dy,),

somit ist ¢4 0, d =4 0.

Die Integrabilititsbedingung der ersten Gleichung (48) liefert fiir
den verschwindenden Koeffizienten von #; den Ausdruck ¢ (A, Ty — 4, T,)=0,
also da ¢ == 0 ist

(49) T,=th,.
Ebenso ergibt der Koeffizient von &5 der Integrabilititsbedingung der
zweiten Gleichung von (48)
(49') Rp = Qlup'
Wir stellen nun die Grundform des Strahlensystems p: (éf, 5:_}) auf.
i 1
Sie lautet (51 & aé )d Y,dY,, also nach (48): ¢(u,dy,)(4,dy,) und

ist demnach, sobald ¢ ={= 0 ist, der Grundform des Strahlensystems p: (&%, #%)
proportional.

Fiir die Asymptotenlinien der Mantelfidche £;(y,y,) erhilt man, wie
wir spéter zeigen, die Differentialgleichung: .

(Hypy+ti,4,)dy,dy, = 0.

%) Wir werden an anderer Stelle zeigen, daB damit die dem Strahlensystem
entsprechenden F, im R, ausgeschlossen sind, fiir die B,, B? B?=0 ist.

= &t + Bpyi + +dpy 13,
(48) -

= Mp§:+ Npﬂ:+ R, fg“f‘ 1})7]2‘-;
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Sobald also ¢ verschwindet, fallen die beiden Asymptotenrichtungen
zusammen, d. h. die Mantelfliche &; ist eine Torse, und umgekehrt, ist
die Mantelfliche eine Torse, so verschwindet &.

Strahlensysteme, deren Mantelflichen Torsen (oder Kurven) sind,
wollen wir ausgeartet nmennen und wvon der weiteren Behandlung aus-
schliefen. Dann aber miissen wir auch die Voraussetzungen ¢ <=0, ¢ == 0
treffen, was wieder zur Folge hat, daB die Strahlensysteme p und o
Grundformen besitzen, die der Grundforin des Strahlensystems p propor-
tional sind. Dann aber schneiden die unendlich benachbarten Strahlen
(Y, +epn?), résp v (y,+ ¢A”) den Strahl p(y,). Berechnen wir aus

95,

P = (), mod(&f, Eg’) die bis auf einen gemeinsamen

F‘aktor bestlmmten Werte P und @, so ist pet + Q& der der Null-
richtung p? zugeordnete Beriihrungspunkt. Nun ist nach (44) P=1,
Q =0 ein solches Wertesystem, somit £f der u? zugeordnete Berithrungs-
punkt Wahlen wir nun 52 als den A" zugeordneten Beriihrungspunkt, so

mul —~i X” = () mod (&f &) sein und dies ergibt nach (48) und (49)
(50) N,a* =0, also N, =ni,

Auf genau dieselbe Art finden wir, sobald ’7; der der Nullrichtung u?
zugeordnete Berithrungspunkt des Strahles b: (71, #2) sein soll,

(507) A Mp,u”=0_, also Mp——_—m,up.
Wir erhalten demnach fiir (48) bei Anderung der Bezeichnung:
o} : A
-a—yi = A & + ppmi 4 ¢ dp &2,
‘ aq R ‘
7y, = i+ Bl + dupnis
(51) ;

: o5 » ; : .
e = Mobi+ndpnl + By 4ty s,
any _ £ 1N g8 §
oy, — MHetit Npnitoppéet Upne.

Die Koeffizienten des Systems (51) sind in bezug auf die Trans-
formationen Z;=a,,z, (¢, k=1, ..., 4), unabhingig, nicht aber in bezug
auf die Transformation Z,=1(z,, ..., z,)a; (¢ =1,...,4).

Bezeichnen wir niamlich «= }.({-‘_11, e 514), B= l(n}, . nf),
y = 1(521, e E;) o= }.(1721, cens 1724), so entsprechen den Punkten
(52) E=all, m=4pyl, E=y& wW=0n

25%
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im (51) entsprechenden Systeme die Koeffizienten:
~ alg

3;& . LWE 5 8ly & s
{ —A+ 2 B,=B,+ 2L R,=R+ L, U,=U,+ 22,
_.5 - ot ﬁz 57 8
(53) ﬁf"’p’ ;"p-—-;lp; 0-——'3;;6, d»———;‘ad, Mp: ;Mp, Np-:'—““'ﬁNp,
ey . 8p - ay __8p '
1 n—ﬁé—n, ”b—-——&—gm, ——B.“gt, Qm-&-’TQ.

Um zu Formen zu gelangen, die invariant sind in bezug auf die Gesamt-
gruppe G, setzen wir

(54) Ewc?”ml,' f=79.

~ Da die GroBen ¢, d, ¢t und p nach Voraussetzung von Null verschieden
- sind, konnen wir diese Festsetzung. treffen und erhalten

2
(55) y—eh, f=ef, d=aSy,
wobel
8 cﬁiiag
B o ;
ist,

Damit sind- aber in (02) §1, we, &, 110 bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt. Denken wir uns die Fixierung (54) getroffen und lassen
wir im entsprechenden System (51) die Querstriche wieder weg, so heiflit
dies, daB in diesem System ¢==d =1 und {=g zu setzen ist.

Eine jede Transformation (52), die ein durch (54) fixiertes Punkt-
system £7...7; wieder in ein solehes transformiert, hat, da % == 1.ist, die
Gestalt
(56) CHe=el, Ti=on, H=ek, T=an.

Im System (51) (¢=d =1, 9=1) sind dann alle Koeffizienten bis
auf die der eorsten Reihe (53) Invariante in bezug auf die Gesamt-
gruppe G. Fir die vier der ersten Reihe (53) ergaben sich die Trans-
formationsformeln

, c’)loc 1 B ole 5 e
(53)A-—A+ B+a ," Rp‘aJ U,= U+a_;,,

Wir fithren noch die Invariante

4 84 -
- [CV T N
aya oy,
ein und behaupten:

Vermoge der Integrabilitdtsbedingungen zi Systems (51), in dem
C==d =1, =0 zu seizen ist, gelingl es aus dem Invariantensysteme

(87) L, pye 1y m, b und e,
sobald t 4 1 ist, alle dbrigen Koeffizienten des Systems (51) zu berechnen.
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Somit ist (57) ein vollstindiges Formensystem des Strahlensystems p
in bezug auf die Gruppe der projektiven Transformationen. Wir ersparen
uns den ebenso einfachen als linglichen Bewels und bemerken nur, dal
die Grofen (53') bis auf die additive Groge 2.

noch zulissigen Transformation (56) entspricht.
Als geometrische Folgerung aus (51) wollen wir die Gleichung der
Asymptotenlinien der Mantelfldche £ bereohnen Die Tangentialebene an

fixiert sind, was der
ay],

diese Mantelfliche hat die Glelchung &+ ———91’ eine Asymptotenlinie
der Mantelfliche ist charakterisiert, daf 1hre Schmiegungsebene die
Tangentialebene der Fliche ist.

Die Schmiegungsebene im Punkte 51 (9, 9y) der Asymptotenllme
Y, =Y, (o) wird durch die Vektoren 51, o4 dyp und (._fl__> dy,dy, ")

0y, 0y,
aufgespannt. Also gilt

08F o0&t ( %8
(E1 2y, aya (aypay ) )dypdyq =0,

also

R, 6251i
(51 n é (m)R)dypdyq=.O
(wegen (51)).
Aus (51) folgt dafiir weiter

158) (mypg+ta,4,)dy,dy, =0
als Gleichung der Asymptotenlinien der F, #{. Ebenso erhilt man

(tp,p,+ 4,4,)dy,dy, =0

als Gleichung der Asymptotenlinien der Mantelfliche .

- Fir t=1 Faben die Mantelflichen & und 3} gleiche Asymptoten-
richturngen.

~ Seien nun of, 6 die Asymptotenrichtungen der Mantelfliche £, wegen
gi"}.” = 0, mod (&} #}) und %i—: p? = 0, mod (& £5), tangieren die Strahlen

C » - A

p:(Einl) und v:(£iyd) die Mantelflichen &;, wir zeigen nun, daB sie in.

kon]uglerten Richtungen beriihren. '
In der Tat gilt die Darstellung

‘0P=a10+ﬁ‘uﬂ,
also nach (58)

¢*+18°=0, %:i]/—t.

Y-
D) ( 9 & ) bedeutet die Riccieche Ableitung in bezug auf den Tensor B,,.
\C R :
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‘Fiir die Asymptotenrichtungen o7, 5 erhalten wir demnach
oiﬂ:}/__";:i?_;_'ap’ Ugu’"."_tzp"‘*_.ups

daraus folgt, daB das Doppelverhiltnis (1% of u®6f) = — 1 ist, was zu
beweisen war.

§ 2.
Zusammenhang des Strahlensystems im projektiven R’ mit der F:
im atfinen R,.

Wir zeigen als erstes, daB es zu einem gegebenen Strahlensysteme
im uneigentlichen Rs des affinen R, eine unendliche von zwei willkiir-
lichen Funktionen abhingige Manmgfaltlgkelt von Flichen gibt, deren

Tangentialebenen im Schnitté mit dem Ry das gegebene Strahlensystem
bilden.  Sei
(59) ;= (Y, Ys) (=1,....4)
eine solche F,, dann. muB

ax . s s

B, &+ Fyf

gelten. Dies ergibt fiir die Fliche das System der Integrabilitits-
bedingungen

2K, JE, .
lﬁi~@f+EA~Equ+%iq“Fqlp=O’
(60) 0F,

aF,
l 0%q ﬂ+E‘u9 B, +F,B,—B,F,=0,
| Eyb,— Eb,=0, F,u —Fp,=0.
Dies ergibt sofort B, =el,, F, = fu,, also

(61) :—;i;=g1;5§+fﬁpq; (i=15.'--: 4)$
und fiir e, f das System:

de ? al, ok, ’
(62) {Zpé?,: —rlqﬁe}, +e (6_31— - ﬁl—) +e(szQ“;'qu)"'“f(/‘p'zq—'uqlp):O’
/‘péa{'“‘/qay + f(a“p a”q) + ey —Agpuy) +F(y By — 11y By)=0-.

f aus der ersten Gleichung (62) berechnet und in die zweite eingefiihrt
ergibt fiir e eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter. Ordnung.

Somit enthilt die Gesamtheit aller diéser Flichen, die wir Parallel-
fiichen benennen, zwei willkiirliche Funktionen.

Weiter nun gilt der Satz, dafl e und f und das; Inmrmnteﬂsystem (57)
ein vollstindiges Formensystem der Fy (59) im affinen R, bilden.
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- Aus (61) folgt fir die Grundform des Strahlensystems &}, 77, sobald

wir zur DarsteHung des Strahles das Punktepaar Z—:‘, g—; anwenden,
1 4] .
' ox; X gx 8? z;
(63) (3_311 —@ oy, £ .’Iq Yy ayq) dyp dyq D,(I’Q) dypdyq"

d. h. die Grundform gehort zum System der im Abschnitt I definierten
Ausgangsformen.

_ Daraus wieder folgt, daf Parallelflichen proportionale Ausgangs-
formen haben.

Durch die Nullrichtungen 17, u” von. (63) sind auf der F, zwei
Scharen von Kurven definiert, die Nullinien heifien mdgen. Wir zeigen
nun, daB die Ebenen a; + A &} 4 B &5, resp. o - A 9f + B,’?; die Schmie-
gungsebenen der Nullinien sind, woraus dann folgt, daB diese Schmiegungs-
ebenen aus dem R; die Strahlensysteme p: (Ef, &3 ) und b (%%, n%) heraus-
schneiden. In der Tat gilt wegen (61) '

v oz i o :
(64) ol et
(wobei A7, u® durch i* = B**1 , u ——‘B”_qu,'BM=1pyq+lq,up fixiert
sind, daraus folgt dann 1 p BT = 1) Somit ist die Schmiegungsebene der
A”-Nullinie durch die Vektoren s und a”‘ J."_ =0, (modn 'n3), also durch

n und e aufgespannt, g. e. d.

Wir notieren:

(65) { z;+ AL BES st die Schmiegungsebene. der u?-Nullinie,
x4+ Ayl + Byl ist die Schmiegungsebene der 17 - Nullinie.

Nun sei F, eine Fliche im R,, (% =%,(y, Ya):i=1,...,4), deren
System von Tangentxa,lebenen im Schnitte mit dem Ry da.s Strahlen-
system §:(n{#i) ergibt. Die gegebene Fliche F, und diese Fliche sind
dann punktweise so zugeordnet, daB in entsprechenden Punkten die

Tangentialebene der 17’2 der Schmiegungsebene der i”-Nullinie der F,
parallel ist. ,

Fiir die F gilt nach Voraussetzung

a" —~ . -~ S
(66) oy, = Bori T Fprs

deren Integrabilititsbedingung E’; =i Ay IT'p = f~,up ergibt¢ Da die beiden
Flichen F, und F, proportionale Ausgangsformen besitzen, so sind

0% X
11’
2y, Yp

die beiden Nullrichtungen der ¥,. Die Schmiegungsebene der ,uP-Null;

-~ a~ - .
=f7s und Fhur=%s
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richtung der F, w1rd demnach durch d1e Vektoren 7 und ,u” =0,

‘mod (&f 5}), also durch die Vektoren £f, 171 aufgespannt und 1st somlt dem
y, parallel.  Zwei solche Flichen F, und F, wollen wir konjugierte
Flichen nennen.

Stehen demnach zwei Flichen in der Bezichung, dafi tn enisprechen-
den Punkien die Schmiegungsebene der A°- (resp. u?)- Nullinie der ersten
der Tangentialebene der zweiten parallel ist, so ist auch wmgekehri die
Schmiegungsebene der u®- (resp. A?)-Nullinie der zweiten in entsprechen-
den Punkten der Tangentialebene der ersten parallel.

Dieser Satz éntspricht der Tatsache, daB im R; die Strahlensysteme
p:(& n}) und v: (& £g) in konjugierten Richtungen die gemeinsame Mantel-
fiiche & tangieren.

Ohne Beweis fithren wir den Satz an: Die Schmiegungsebenen der
Nullinien in einem Punkte P der F, schneiden die im Abschnitt I defi-
nierten Normalebenen in den Asymptoten des Kegelschnittes ’Y;qc(liysp Cilys !

Wir bringen nun einige ganz einfache Sitze iiber Parallelflichen.

Seien z; ==,(y,y,) und %, =% (y,y,) zwei Parallelfiiichen, so gilt
bei geeigheter Wahl der Parameter 9‘51 = M' am’ . Als ersten Satz sprechen
wir aus: i}

Jede Parallelfliche esner F,, die ganz in einem R, des R, liegt, liegt
ganz in einem diesem R, parallelen R,. Sei %; die gegebene F,, sie liegt
in einem R,, heiBt dann: 4,%,=a. Daraus folgt *

g = (@i 550 M5 =0,

und da |M, |0 sein muB, aé————-O also g;z,=0b, q.e. d.

Aus der Tatsache nun, daB das Verschwinden der Ausgangsform die
F, charakterisiert, die ganz in einem R, liegen und die Torsen des R,
und aus dem eben bewiesenen Satze folgt'

Jede Parallelfliche einer Torse des Ri, die in kesnem R, liegt, ist
wieder eine solche Torse.

Wegen (64) gelten fiir Parallelflichen x; und #; die Beziehungen

0:1:. ? 63:; r . a&:‘; — az,

<67) oy, A A?ﬁr—l ’ ,ayr‘u Ba.’lr'r

Fithren wir das Parametersystem y,, yg ein, fir das 1= p? =0
ist, d.h. wihlen wir als Parameterlinien die Nullinien, so erhalten wir
statt (67)
o ' ‘9%, ‘0%, 2%, o,
67’ == AL, L B,
(677 oy, oy _ Y, oYy
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Fir B, =4, p, — i p, erhalten wir

Bn_Bg‘,—{} B,+0.

Flichen, fiir die der Vektor ¢* verschwindet, entsprechen dem System
partieller Differentialgleichungen (I. Abschnitt (7)).
B?? (if’— ——‘{p q} fﬁ) =0, haben also in unserem Parameter-

BYp 2y 0yr
system das System parmeﬂer Dlﬁerentlalglemhungen

8y, 3?/2 =9
Sei nun’ Z; eine solche Fliche, gelte also fiir unser Parametersystem
éjdl;; =0. Aus (67') folgt dann fiir Parallelfiichen von Z,:
Omo M om o . g 0w | 0B ow
Y 59,99, ' 0z 0y, o o4 0% + 8y B2, 0. .
Wegen B, ==0 kann es aber nur eine solche Bezxehung B 5};} = {,
PYIe
mod (g:‘, 5 ) geben, somit ist A= =A(y,), B=B(y,) und - =0, d.h.:
Yo

Verschwindet Fiir eine Flacke F, der Vektor g (B” ==0), so wver-
schwindet er auch fir die Parallelflichen dieser Fldiche, d. h. die Parallel-
flichen von Schiebflichen des R, sind wieder Schiebflichen. ,

Fiir das Parametersystem der Nullinien lautet das System der par-
tiellen Differentialgleichungen der Flichen, fiir die B = B, B” B! =0 is:

‘ aex; 8xx
53’1 oYy By =0.
Aus (67') folgt f&r die Paraﬁelﬁaeke ACNNTE
8%z, o
A +( +MA) L0,
also «gilt der Satz:

Parallelflichen von: Flichen, fir die B =0 ist; sind Flichen der-
selben Eigenschaft.

, Die beiden letzten Sitze werden evident durch die folgende Uber-
legung.

" Wir haben in Formel (47) 8+ 0 vorausgesetzt, um dxe fiir g=0
eintretende Ausartung der Mantelflicte & in eine Kurve auszuschalten.
Wir wollen nun untersuchen, welche Flichen F, im R, durch die Voraus-
setzung f == 0, also Mantelfliche & keine Kurve, dem Bereich unserer.
‘{}ntersaehungen entzsgen wurden. ' '

Wegen :

(64) &= ﬁ”—’—iﬁ", (3" = 2ur)
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gilt
ot q _ [ °m i Bx; [du ¢

(68) ayql (ay Y/ g o <6yq> +
wobei das R rechts unten die Riceci-Ableitung in bezug auf irgendeine
Ausgangsform B¢ andeute. Aus B, ji” i u? = 0 folgt dber (‘é“;) =h,pn”,
daher aus (68) TR

10 §§_1‘ 7 __ LY ve__ 9% pr g i
(bg) 6.%'1 _ﬂg(aypangB -——Ua—y-;B ’ ) mod §1,
folgt, Ebenso. gilt natiirlich

(69') 3’“ = ""‘“" 2% B’, mod ;.

Aus (47) folgt nun, daB ,3:0 P18 = 0, mod &, also (69)

7y, Yo

2:‘ B"=0, mod &, somit B"=gu" zur Folge hat, und umgekehrt folgt

aus B'=gur, 65‘ l” =0, mod £}, also f= 0. Wir fassen zusammen:

=0 hat B — g u zur Folge und umgekehrt, ¢ = 0 hat B"=gi’
zur Folge und umgekehrt.
Ist somit B =0, so arten beade Montelflichen, in Kurven aus, ist
B =0, so ist B" entweder i" oder " proportional, und eine Mantelfliche
ist eine;Kurve. Die Umbkehrung besagt: Ist eine der - Mantelflichen eine
" Kurve, so ist B =0, sind beide Mantelflichen Kurven, so ist B"=0.
Bemerkung. Das System der Differentialgleichungen der Flichen
B’=( 1aBt sich fiir-das Parametersystem der Nullinien sofort integrieren,
die Gleichung der betreffenden Flichen hat die Gestalt: ;= @, (yl)«}— Y.(yy)-
Ebenso einfach ist die Integration fiir die F,, fur die B =0 ist,
man erhdlt: z; =y, D,(y,) + ¥ (y,). Die direkte Diskutierung dieser
Flichen ergibt ebenfalls das obige Resultat. .
Wir leiten zum Schlusse aus (61) durch R‘icci-k&bleitung ab:

2%z {01 i op
<ay,,ay)3'= (55;);51%—( y;’) Fri+ 4y o £ty oL o
+ elp(Aqfli‘"f?/‘q"h + }.qé‘:i),—{— fﬂp(lasl +‘Bq 7?1 + Hq’?g)'

Daraus folgt
T Y .
28 =2 Gy = ew i (5p2).
ma[fl {(«—Aﬂ) eu’ ”-{-2” oe —l—e}."A }+en,]

5) Da BP? proportional AP %+ A% ist, und wegen (7).
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und wegen der Integrabilititsbedingungen (62):
(70) ' =a(fé+ent)

§ 3.

Ebenensysteme im R;,.

Das System der Tangentialebenen einer F, oder das System der
Schmiegungsebenen der i?- (resp. #?-)Nullinien oder das im ersten Ab-
schnitt definierte System der Affinnormalebenen sind Beispiele einer von
zwei Parametern y,, y, abhingigen Mannigfaltigkeit von Ebenen E,.

Unter einem Ebenensysteme E, wollen wir im allgemeinen eine von
zwes Parametern abhdngige Mannzg/altzykezt von Ebenen E, verstehen.

Wir kénnen jede E, des Systems durch ihren Schnittpunkt .mit- einer-
Leitfliche

(1) z; =x(i’/1?/e) (¢=1,...,4)
und zwei Vektoren m}. (yl, Y)s @At ( ?/u y,) dieser E, in der Form
(72) =z, +“(1);- + Bwd’

darstellen. Wir denken uns dabei die Leitfliche (71) so gelegt, daB ihre
Tangentialebene keinen Vektor mit der £, geméinsam hat, d. h. wir setzen:

a a ;. s
(73) (5—55 5—;—' (1)1'(2)7-'> +0

voraus. Wir zeigen spiter, daB fiir jedes Ebenensystem eine solche Leit-
fliche gefunden werden kann. Fiir die Ableitungen der Vektoren a;‘, g;‘

WA, @A* verwenden wir die Bezelchnungen des Systems (19).
Das Ebenensystem {72) wird vom R; in einem Strahlensystem ge-

schnitten, dessen Grundform { )4° (z)l'éiﬁ’i—)dypdyq nach (19) die

0 31

Gestalt hat Yo T

op dy @% 4y, |
74 Sty B, dy, =" 5 7
(74) wo " W0 4% @0y dYy |

Setzen wir |8, | 4 0 voraus und bezeichnen wir mit =7, 7} die beiden

Nullrichtungen der Form (74), so gibt es fiir jede dieser Rlchtungen 7y
(r=1,2) zwei bis auf einen Faktor bestimmte nicht zugleich verschwin-
dende Groflen «,, ,8,, daB (fiir <7)
(75) [ey w05+ By @op) L =0
ist. Daraus folgt, daB e, B, resp. o, B, die Wurzeln der quadratischen
Gleichung

(76)

o+ B@or «noy + @0y

«wo; + By ¢wos + Pw@os |
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sind. Wegen (75) gilt weiter:

A (u)l + = a“’l >+ﬂ1 (ml +

also ist @, 1)A*+ ,31 A% der Schmttpunkt unendlich benachbarter Strahlen,
die den Parameterwerten y,,y, -7, entsprechen, fiir lime— 0, und
@y A" +ﬂ‘,(),l’ der Schnltbpunkt unendlich benachbarter Strahlen, die den
Parameterwerten Ypr Yp + ety entsprechen, fiir lime— 0.

Nun wollen wir das Ebenensystem (79) im R, betrachten.

Je zwei E, schneiden sich im R, in einem Punkte. Wir wollen ein
den Parameterwerten y,, y, entsprechende K, (72) mit der den Parameter-
werten y, + dy,, y, + dy, entsprechenden zum Schnitte bringen und die

Grenzlage des Schnittpunktes fiir limdy, -0 bestlmmen

a(i)l

) = 0 mod ((1)1 , (2)}» )

Dieser Grenzpunkt ist von der Rlchtung == { abhingig und be- .
schreibt, wie wir nun zeigen, in der E, (72)' emen Kegelschnitt, dessen
Asymptotenrichtungen die Richtungen e, A"+ B, 24" (r=1,2) sind,
sobald % alle Richtungen der Leitfliche im Punkte y,, y, durchléuft.

2
Sel also

(77) @+ & @A'- f @t

die den Parameterwerten y,, y, entsprechende E,, so ist die den Para-
meterwerten y, + dy,, ¥, + dy, entsprechende unendlich benachbarte durch

’ pad} 1 l }.
(77') w2 dyp+a(m1 + 5 ” )+ﬂ (W +- “” ,,)
gegeben, Fiir den Schnittpunkt der beiden E, haben wir aus der Relation

(78) g+ &t + B od’
i : ,7 %
e e ) )

die Grofen «, ﬂ, & und § zu berechnen und lim ¢, hm‘ﬂ zu bestimmen.
dyp=0 dyp,=0
Wegen (19) zerfillt (78) in: y,, !

0=dy, +ewody, + B @ dyy,
l 0 =dy, + & wop dy, + B @0y 49y,
l &=+ aaCydy, + B enCrds,
B=8+eunCodyp+ BeCrdy,.

Aus den beiden letzten Gleichungen (79) schlieBen wir lim &= ¢,
dyp=0
lim § = B, wihrend die beiden ersten Gleichungen (79) zur Bgrechnung
dyp,=0

N
-J
(=]

~—

von ¢ und § als Frnktion von t=37‘ dienen. Fiir die Werte d—‘;‘ fiir
2 2
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die S,,dy,dy, =+ 0 ist, erhalten wir endliche Werte « und g, die, die
ersten zwei Gleichungen (79) nach dy,, dy, geordnet, auf dem Kegelschnitte
14+ ewosl+Bwol  wwod+ Bl

80 .
(50) ewo; + B @of 1+ ewo] -+ B @o]

liegen.
Die Gleichung (76) gibt die Asymptotenrichtungen des Kegelschnittes,
die Schnittpunkte mit der unendlich entfernten Geraden entsprechen dem

Werte dy,, fir die §,,dy,dy, =0 ist, also den Werten z{ und z{.
|S(pq)| =0 heiBt, daB der Kegelschnitt eine Parabel ist.)

Bezeichnen wir die (79) geniigenden Werte « und f in ihrer Ab-

=0

hingigkeit von ¢= -yi mit «(t), f(2)*), so stellt
(81) 5 = ml(yl ye) + “(‘) (l)li (.'/1 ye) '1' ﬂ(t) (2)1‘(3/1 y‘a)

eine F, dar, die wir die Brennfliche des gegebenen Ebenensystems nennen
wollen,

Fixieren wir einen Punkt P (g,,y,,¢=1y,) der Brennfliche, so
beweisen wir, da8 die B,: ;(y, %) 4+ AwA' (4, %) +B@i*(y,9,) im
Punkte P die Brennfliche tangiert.

Dies ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB es in P zwei in der E,
liegende Tangenten der F, (81) gibt. Eine Tangente der F, (81) ist

dureh &* +——— o?, p=1,2,3, gegeben.

Nun ist %:=é§;§0, mod ((y4°, @*), somit liegt die Tangente
.5‘—}—%;— u tatsichlich in der E,, sie ist daselbst die Tangente an dem
Kegelschnitt (80).

Ferner gilt fur — (p-— 1,2)

5; ax;

it (a () w0y + B (Dwop) 5or, mod (i’ wh).

Fiir 3—‘21——t und nur fiir diese Richtung folgt daraus
2

(82) 2 08! d ax' (dyr + a(t) wop 8y, + B(2) @0y di’/p) =0,
mod_(m}. , @b )

, L . :
Somit ist die Tangente &* 2 Ziy:, oP (—5? = t) ebenfalls in der E, gelegen.
p=1

%) «(t), #(t) bingen auBer von ¢ von y, und y, ab.
i



398 C. Burstin und W. Mayer.

Wiren diese beiden Tangenten nicht unabhingig, so miillte eine Re-
lation der Form

(83) lay+¢”y+q§”y =0 - (i=1...4)

bestehen, dann aber -folgt aus diesem System partieller Differential-
gleichungen, daf &% eine Funktion von nur zwei Parametern wire, also
die Brennfliche eine F,. Solche Ebenensysteme, deren Brennfliche efne
F, ist, wollen wir ausgeartet nennen. Fiir nicht ausgeartete Ebenensysteme
tangiert jede Ebene des Systems die Brennfliche in jedem gemeinsamen
Punkt.

Dies zeigt die vollige Analogie mit den Strablungssystemen des R,.

Ein solches Strahlungssystem ergibt auch der Schnitt des Ebenen-
gystems mit jedem R, des R,, dabei wird der Schnitt der Brennfldiche
des Ebenensystems mit dem R, die Brennfliche des Strahlensystems.

Von besonderem Interesse sind die ausgeartelen Ebenensysteme, fir
die « und B von t unabhingig sind. Die Brennfliche

§i<y1 Yo) =2, (Y, 4,) + @ (1)'11.(.?/1 Ya) -+ :3,(2)1‘. (Y1 9s)
wird in diesem Falle von den Ebenen des Systems eingehiillt.

Dies folgt aus (82), da hier E dyp =0, mod(yi’, pi’), fiir jede
Richtung dy, gilt. i
Sind & und 7} die Nullrichtungen . der Brennfliche, die wieder z;
= 2;(y, ¥,) bezeichnet sei, so ist
(84) i+ A&+ By
das ausgeartete Ebenensystem.
—+ (e'ipf;+f/‘p77;)dyp+ A [5;+ (Apé'lt”f‘,“r’?l‘“%" lﬁgf;)dyp]
+Blm+ (4 &+ By + pp 1) d9p)
ist die unendlich benachbarte, den Parameterwerten y, +~dy,, ¥, +dy;

entsprechende Ebene der E, (84). Daraus erhalten wir fiir den Schnitt-
punkt die vier Gleichungen: ‘

4= A+(e}. +4, A—{-}. B),

B =B+ (fuy+p, d+B,B),

0=A1 »8Y,, 0= B,updyp

Fir dy, + AP, u? ist A=B =0, also lim 4 = lim B-=0, fir
dyp=0 dyp=0

dy,= 1" folgt lim B=0, 4 beliebig, fir dy, = u” folgt lim 4 =0,
B beliebig. Wir erhalten somit als Schnittbild den Punkt z; der F, und
die Geraden z; + & w - i, die die Nullinien tangieren. 4= B =0,
d. h. unabhingig von t, zeigt, dafl nur ausgeartete Ebenensysteme eine F,-
exnhiillen.
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Ein sehr schones Resultat ergibt die Diskussion des Systems der
Schmiegungsebenen der Nullinien. Wir untersuchen das System der Schmie-
gungsebenen der u?-Nullinien (65)

(85) i+ AL+ B

Die den Parameterwerten y, -+ dy,, y,- dy, entsprechende unendlich

benachbarte E, ist: _

zit (edp &1t Ftp 1) gy + AL+ (A &+ i1+ D £2) )

FB [+ (Mp&i+ ndpmy + By b+ 11 m3)dyy).

Dies ergibt fiir den Schnittpunkt die vier Gleichungen:
A=A+ (ei,+AA, +BM,)dy,,
B=B+(Alp—}:BRp)dyp,~ 3
0=fn,dy,+Au,dy,+Bni,dy, 0=Btldy,.

Fir dy, + 4%, u* folgt B=0, A= —f also limd=—f, imB ="

fiir dy, gyt ist A= —f B beliebig, also lim A= — f, B beliebig,
fiir dy = p? ist B=0, A beliebig, also limB =0, 4 beliebig.

Wir haben den ausgearteten Fall vor uns und wissen daher, dafl das
System der Schmiegungsebenen (85) die F,

(86) =, — &

einhiillt. Dies ergibt auch die direkte Rechnung. Wir erhalten in der
Tat aus (86): ,

(87) §ﬁ=@%H+MMD—(&Q+wﬂ+h$% gLe
— (et —ray— L) - iri,.

Die Schmiegungsebenen der uv-Nullinien (85) einer F, hiillen die
der F, konjugierten Fliche (86) ein, die Schmiegungsebenen der i*-Null-
linien der F, hiillen die konjugierte Fliche

(88) Zi—x,—en

ein.  Umgekehrt: Die Schmiegungsebenen der 17- Nullinien der F, (86)
hiillen wieder ihrerseits die -Ausgangs-F,:x,==z,(y,y,) etn. (Analog
fir die F, (88).) Wenn wir jetzt zezgen, dafl es neben den Nullinien
keine Kurvenscharen auf der F, gibt, deren Schmiegungsebenen eine F,
esnhiillen, so ist damit der pro;ektwe Charakter der Nullinien, sowie der
Flichen z, =z, —-fé;, Z,=x, — en; bewiesen.

Sei also auf der Fy of= gy—g?’ der Richtungsvektor einer solchen
= 'p
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Kurvenschar. Wir untersuchen das System der Schmiegungsebenen dieser
Kurvenschar und bezeichnen

< 2 éa:;
3 ) e
so dall das System dieser Schmiegungsebenen durch
(90) _ a‘=m.+As‘+aw,ﬁ
gegeben ist. Da wegen (89) gi'= gi’o? mod (—gﬁ gg"—) ist, und

BP? ¢o? 01 wegen |B?7| 0 xst se hegt @A’ sicher nicht in der
Tangentialebene der gegehenen Flache. Wir nehmen nun in jedem Punkte

der F, einen Vektor ;,i*, der nur der Voraussetzung (‘Z‘ i:‘ PV (g}l‘) =+ 0

zu gentigen hat. -Fiir die Ableitungen der vier Vektoren Zx‘, ix R LY

verwenden wir wieder die Bezeichnungen des Systems (19). Aus (89) folgt

= LB opoey 28 (PeT) o,
91). ot = (528 ) gront (%) o,
-wobei ‘
( am ) — _023«‘; T by
‘ cYpdug)r Oy,0y,  PU0y:
und sor .
ey _ ae
(ﬁy?);p + I}’ﬁ' Qq
bedeutet.. Wegen (j‘ = ) ———'(a;B,,qmi‘ (19), hat (91) dann
5?;3.?;;; Fil . .
: -
(92) O=uwBy,0%0% 1=pgBye ’“9’? .0 z»<fc"§;)fgg

zur Folge.

Nach dieser Vorbereitung bilden wir den Schnitt zweier unendlich
benachbaiter Systemebénen (90):

Wir haben wie immer das System

x “{"A““”“QP"}'BW)A

E;z, 82; p ta &Xy ' 3{ _{_91‘} :
=Bt - d’ » T A [ + <oy,,5y )r“ 4y, + E (5%/1"43“}

+B {(2)1 + <>)°p . d.% + epCr dYp h ]

nach den vier GroBen A, B, A und B aufzulosen und- hm A, limB zu
berechnen. dyp=0  dy, =0
Die obige Relation ist nun aqmvalent dem Syst.em

f A =Agr+ [dy, +A(RZ) dy,+ Baojdy,|  (r=1,2)
(92%) { 0= ;&mBN. erdy,+ B enCe Y,
B—8 -+ Ji(?}-Bmi?? d?fg +é (22)0;1 tiyg’
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Woraus’ sofo,lrrt‘lim A=A, lim B =B folgt. Zu o? gibt es einen (bis auf
einen Faktor bestimmten) kovarianten Vektor 7,, daf

(93) or1, =0

ist. Mit Hilfe von 7, ergibt (92'):

»
[dy,+A( ) dy,+ B aojdy, | 7, = 0
A w By, 0?dy, + ;] (213Gq dy,=0,

aus welchem Systeme nun A und B zu berechnen ist. ’
Ordnen wir die Gleichungen (94) nach dy,, dy,, so erhalten wir fiir
den Schnittkegelschnitt:

7, + [ (ae’) + 3(2)01] 75+ { (agr) + Bmoz:I

1 AwBy1e? +BenC, AwBy20? + B @nC,
Multiplizieren wir die erste Spalte der Determinante (95) mit o*

3

uhd die zweite mit o® und addieren wir dann zur ersten die zweite Spalte,
so ergibt dies wegen (92) und (93):

- ¢ ~ (dot - ’
Boolo'r, et il ‘,;)P’r_!— B @oz 7,

B enCyot Au)Bpa o? + B oG, i
d.b. der Schnittkegelschnitt zerfdllt in zwei Gerade, deren eine B =0,
also x, -+ Ao*, die Tangente an die Kurve der Schar ist.

Nun sind wir in der Lage zu zeigen, daf das Ebenensystem (90) nur
fiir die Nullinien ausgeartet ist, d. h. eine F, eifthiillt. Soll das Ebenen-
system ausgeartet sein, so misseu sich aus (94) die GréBen A und B

von § = %‘- unabhingig berechnen lassen, es miissen daher die Koeffizienten
2

von dy,, dy, dieser zwei Gleichungen, das sind die Elemente der Deter-
minante (95) fiir das gesuchte Wertepaar A, B verschwinden. Dann aber
mul} jedes Element der ersten Spalte von (95) eine lineare Kombination
der Elemente der zweiten Spalte sein. Das gleiche gilt dann auch fiir
"die Determinante (96), woraus wir als notwendig und hinreichend

(97) wBpz0? =0
schlieBen. (Wir konnen immer 7, == 0 voraussetzen, eventuell durch dle

Transformation ¥, = ¥,, J.=9,)-
 Aus (97) und (92) folgt aber ,B,;0? =0, also gilt

(@Bp1 1Be2 — @Bz wBp1)e? 07=0,
'BIW eP 7= 0,

d. h. g7 ist eine Nullrichtung q. e. d.
Mathematische Zeltschrift. XXVI. ’ 26

(94)

(95)

d. h.
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Fiir die Nullrichtungen ist der Satz aber bewiesen, wir folgern ihn
nun auch direkt aus den obigen Uberlegungen. Sei o? =i”. Aus
B, 274*=0 und (92) B,,4"1?=0 folgt wegen B** B, —

WByy = P4+ Quypy+ By 1ty + 4 1))
Q=R=0, also ;,B 4’0 und dies war notwendig und hlnrelchend
daf .die Schmlegungsebenen der 4% Schar ausarten.

Wir notieren als Resultat:

Die Nullinien einer F,, somit auch die durch die Schmiegungs-
ebenen derselben esngehiillten Flichen sind projektive Invariante.

Bemerkung.  Wir haben, so oft wir das Ableitungssystem (51) be-
niitzten, stets solche Ebenensysteme vorausgesetzt, deren Schnittgebilde
mit dem R; ein nicht ausgeartetes Strahlensystem ist. (Die Mantel-
flichen sind’ weder' Torsen noch Kurven.)

Wir haben (73) vorausgesetzt, daB sich fiir ein gegebenes Ebenen-
system stets eine Leitfliche (71) so angeben laBt, daB (73) gelte.

Wiirde es eine Leitfliche dieser Art nicht geben, gilt also,”wie auch
der Punkt &% der Ebene, also « und g als Funktionen von y,, y,, ge-
wihlt iss, eine Relation

35

(98) d S-e? =0, mod (mz , ot),

8o zeigen wir, dafi das E’benensystem von nur esnem Parameter abhdngt,
also nach Definition kein Ebenensystem, sondern eine Ebenenschar ist.

Wir nehmen wieder eine Umbezeichnung vor und sei

%=2,(4,9:) + A& (4, %) +B7' (3, 9,)
das gegebene Ebenensystem fiir das also, wie auch A und B d. h. z ge-.
withlt sei, ein Vektor o? = o7 (4, B) existiere, daB — 91’ 0, mod (E' 7?)
sei. Wir wahlen nun zwei Hilfsvektoren uf, vf als Funktlonen VOn Yy, Ya»
daB (&fniul v¥) 4= 0 sei. Die Ableitungsgleichungen von z;, &%, #¢ lauten
da.nn mod (&%, n):

Bm;

o0&t
a~y———¢x u'-l—ﬂ v

mod (&%, ),

ont

99) 3y,

—_ [ P
= m,ut + n,v’,

= ypu" —+ (Spv",

Dies ergibt:
%-E(mp-{-Aup-i—Byp)u’—i—(np—}-Aﬁp—}—Bép)v', mod (&int),

somit fiir den Vektor o?:

(m,+Aw,+By,)o?=0, (n,+Ap,+Bé,)e?=0,
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also
(100} m,+ Aw,+By,=C(A,B) (n,-Af,+ Bép.)f

In (100) ist C(AB)=%TATERL, multipliziert man den Nemner
%+ A%+ Bw in (100) weg, so stellt (100), da es fiir iedes Wertepaar
A, B gilt, und m,, n,, «, ﬂp, Ppr Ops Uy U, 0, W, B, W oﬁensxchthch von A
nnd B unabhauglg smd eme Identztab in Form einer bilinearen Gleichung
in'den A und B dar, deren Koeffizienten also verschwinden. Dies ergibt,
daB alle Vektoren My Nys &y By 7y und d, proportional sind einem be-.
stimmten Vektor, den wn‘ sp bezeichnen WcHen Sei dann o2 der kon-

travariante Vektor, fiir den 8,07 =0 ist, so gilt

(101) -;’-;‘—ar' ), mod (&, 7%),

~wobei ¢? nur von y,, y,, nicht aber von'A und B mehr abhingt. Nehmen
wir dann eine Parametertransformation 7, = %, (%, %,), %, = ¥, (¥, ¥,) vor,
fiir die %= 0 wird, so lautet (101) '

(101") g—ii =0, mod (&, nt).

Das heiBt,’ daB die Variation von 7, die Ebenen des Systems im R, ine
variant laBt,- somit hingen diese nur vom Parameter 7, ab, q.e. d.

Ein Beispiel eines einparametrigen Ebenen-,Systems* liefern die F,
im R,, deren Tangentialebenensystem im Schnitte mit den B3 ein Strahlen-
system bilden, dessen eine Mantelfiiche z. B. & eine Torse ist.

Das System der Schmiegungsebenen x,-- AEi+BES der uv- Null-
linten ist einparameirig fir Fldchen der obigen Eigenschaft.

Beweis. Wir haben (Formel (49) und Folgerungen) bewiesen, dafl
mit ‘unserer Annshme die Voraussetzung t= 0 identisch ist. Dann ist
T,= 0 und die Integrablhtatsbedmgung der dritten Gleichung des Systems
(48) und zwar der Koeffizient von #; ergibt N, == xu,, woraus nach (48)
und (61)

) 21 (15;. . E’
(102) z——,ui"—“O, —d;;'up:—: 0, "“’“,up =0, mod (51 Ee)
folgt.
~ Daher gilt fiir jeden Punkt der Schmiegungsebenen
(108)  t'=a+ AS+BE, ur=0, mod (&, &)
und dies ist die Bedingung (101), aus der wir sofort unsere Behauptung
folgern. \
Weiter beweisen wir, daf3 die u?-Nullinien ebene Kurven sind. Dies

folgt direkt aus der Tatsache, dal das System der Schmiegungsebenen
26+
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dieser Kurven einparametrig ist, analytisch schlieft man dies aus den
letzten zwei Gleichungen (102).

Umgekehrt gilt: Sind die u?- Nullinien ebene Kurvem, so bestehen
die Relationen (102) und aus der letzten folgt nach (48) N,u? =0,
T, y?—O Da aber (49) T, =14, ist, so mup t=0 sen, d. h & gat
im Ry eine Torse.

Zum AbschluB zeigen wir, daB in unserem Falle das ,System“ der
Schmiegungsebenen der ;?-Nullinien eine Hypertorse des R, bildet. Wegen
N, = xp, hat die dritbe Gleichung (48) die Gestalt

65’
(104) o = M, & nf + B8
Die Fliche
(105) zi(?hyet): i(y1y-2)+7§1‘(y1y2)-—f+1§2(y1ye)

ist, wie wir jetzt zeigem, nur von zwei Parametern abhingig und eine
Torse des R,, deren Tangentialebenensystem das System (103) ist.

In der Tat! Aus (48), (61) und (104) folgt:
= (f,u +ru,— f——n,up) 7i=0, mod (£1&3).
Desgleichen gllt nach (105):

02;

(106)

(106") 9% —0, mod (¢l&f),
02, az, azi 1
also besteht eine Relation @, -{— 2 57 + (15 =0, d h. 2 ist nur

von zwei Parametern abhanglg Fur Y, = konst., Yy == konst. ist (105)
eine Gerade, somit ist die Fliche (105) eine Regelfléiche.

Wir fixieren auf der Erzeugenden y,, y, durch 7 einen Punkt der
Regelflache.

Die Tangentialebene im Punkte y,, y,, 7 ist nach (106), (106"), (105)
(107) zi+A£1+B§2=x;+A£1+B§2_9

also die Ebene (108) fiir y,, y,.

Die Tangentialebene héngt demnach von v nicht ab, jede Ebene (103)
des ,, Systems* tangtert die Fliche (105) ldngs der ganzen Erzeugenden
yl’ y’ . .

Damit ist auch bewiesen, daB die Fliche (105) eine Torse ist, also
das Ebenen,system“ (103) eine Hypertorse ?).

*) Unter einer Hypertorse verstehen wir die Schar der Schmiegungsebenen einer
Raumkurve.
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Denn wenn eine Regelfliche die Eigenschaft besitzt, daB die Tangen-
tialebene in einem Punkte lings der Erzeugenden durch diesen Punkt
Tangentialebene ist, so ist diese Regelfliche eine Torse. Den Beweis
bringen wir fiir den R,.

Set*z; = z,(s) + t,(8), ¢=1,...,n, die gegebene Regelfliche und
8,1; s, v zwei Punkte der Erzeugenden s. Die Gleichheit der Tangential-
ebenen hat eine Relation

(108) @+ g+ A(a! +19i) + Bpi=1,+ 79, + K(xi + ¢{) + By,
zur Folge, d. h. es muB eine Relation
(109) e+ i+ repi =0
bestehen.
Indem wir nur den allgemeinen Fall g <= 0, y 4 0 diskutiéren, setzen

wir #;=ux,+ %(pi, woraus I} = pg, folgt. Fiir
3= (xi+ %‘P{) + (t"‘ %)(Pi

erhalten wir, p <= 0 vorausgesetzt: z,= Z,+ T'Z, d.h. Torse.
Fiir die nichtdiskutierten Falle ergibt sich ebenfalls dasselbe Resultat

(Zylinder, Kegel). Wir konnen demnach das Ebenen,system* (103) in
der Gestalt: : ‘

(110) 2, =%,(8) + AZ{(s) + Bz (s)

darstellen und #;-}- AZ{(s) stellt dann die eingehiillte F, (105) dar. Da
fiir die zugrunde liegende F, die u?-Nullinien in (110) hegen so hat
diese F, die Darstellung: -

(111) 2= #;(8) + A(sy) Zi(s) + B (sy) &l ().
Umgekehrt ist fiir jede solche F, (121) & == konst. eine Nullinie.

In der Tat, setzt man y, =3, y, =y, so folgt B,,=0, d. h. dy, =0
ist eine Nullrichtung; aus dem soeben Bewiesenen und der Tatsache, daB
die Kurven s = konst. der Fliche (111), von denen wir gezeigt haben,
daB sie Nullinien sind, eben sind, folgt dann, daB die eine Mantelfliche
des Strahlensystems, in dem der R; von den Tangentialebenen der F,
(111) geschnitten wird, eine Torse sein muB.

Somit ist (111) die allgemeinste Fliche dieser Art (¢ =0).

Es ist somit der Satz bewiesen:

Im Falle die Mantelfliche & des Strahlensystems der Tangential-

ebenen im Ry eine Torse 18, umhiillen die Schmiegungsebenen der ur-
Nullinien z, + Asf + B¢ eine Torse im R, und umgekehyrt.
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Anhang. Eine zweite Konstruktion der konjugierten Flichen (86)
und (88) ener F,: u;=z,(y, 4,)-

. Die Targentialebene eines Punktes ‘P der F, wird von jeder unend-
lich benachbarten im Flichenpunkte P geschnitten. Eine Ausnahme bilden
jene unendlich benachbarten Tangentialebenen, die Punkten entsprechen,

‘die auf einer Nullinie durch P liegen.

Wir wollen” nun die Schnittpunkte solcher unéndlich beaaghharter
Tangentialebenen berechnen. Nach (84) geniigt es nicht, in der Reihen-
~ entwicklung die Glieder der ersten Ordnung allein zu beriicksichtigen; wir
suchen den Schnittpunkt der Tangentialebenen der Punkte P(y,(?)) und
P(y,(t+¢) und den Grenzpunkt dieses Schnittpunktes fiir lim ¢ = 0.
Bei Beriicksichtigung der Entwicklungsglieder zweiter Ordnung besteht das
System:

(112) :t,+AEl+Bm—;v +a l"+* ,

By 6y, ) it
+A(§‘+ a;l +3 °<§g, i )
+8 (”‘+ 2@ + <ay ayq) }

aus dem wir A, B, A und B zu berechnen haben.

Nun gilt nach (61) und (51), sabald wir 47 ‘so normieren, daB
Hy AP =1 ist:

(EELY 1Pt i iq
l »(Bypay)n'} A= {fn, mod ({1, ),
(113) { ebenso nach (51)
778 (5‘3’1;') ST I i i 4
} y,é) ?,?gg @yp@y R£ i =§§2+'7?2§ mf}d(fg, ?}1}.
Wir erhalten - demnach fiir die Koeffizienten von 7i, & von (112)

aef 1’ 3’71 F ) y i iy,
(a—;;l == 0, 5y, =AY == mod (&1, 71):

(} s }2-‘53;"'—% K—;—a" -é»”g(g -+ —é«,s‘z f}

(114) 2
0=Bog.

% Fir den hier “verwendeten Parameter t hat dxe Nullinie y;=y,{t} das
Bxﬁerenﬁ:sig&exaimngssystam u —4}‘{? g} yz,yq-—i} B o Ypy g ==C ist ja ein Integral -

dieses Systems, somit die Nullinie bei Benutzang _emes geeigneten Parameters eine
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_ Lassen wir den Ausartungsfall o = 0 beiseite, so erhalten wir B =0,
A= —1.

Die Koeffizienten der Vektoren &, nf in (112) wieder ergeben
limB=8, imA=A. Somit ist

=0 e=0 .
7=z, — &l

der Schnittpunkt unendlich benachbarter Tangentialebenen der A”-Nullinie,
und. ebenso %, =z, — en; der Schnsttpunkt unendlich benackbarter Tan-
gentialebenen der u?- Nullinie.

Im ausgearteten Falle, daB das Ebenensystem eine F, einhiillt, er-
halten wir als Schnittfigur des Schnittes unendlich benachbarter Ebenen
somit die drei Punkte z;, z; und z,.

In obiger Konstrukiion ist auch ein recht einfacher Beweis fir die
projektive Invarianz der Nullinien und der Flichen z;, und %, enthalten.

(Eingegangen am 80. Januar 1926.)



