Uber die unbeschrinkte Fortsetzbarkeit einer stetigen
ebenen Bewegung
in einer unbegrenzten inkompressiblen Fliissigkeit*).
Von

Ernst Holder in Leipzig.

Im Raum der Lagrangeschen Variablen ¢, b (Anfangswerte der Ko-
ordinaten zur Zeit t,) gebe ich die Anfangswirbelgeschwindigkeit {, (a, b},
die einer O. Holderschen Bedingung mit dem Exponenten 4,, 0<<1, <1
und dem Koeffizienten C, geniigen soll?):

1 .
[S@ 8] = Cogrgps

e 1 - LI 2g
M i@ =L@ S Ot s @
(RE=a*+8, R:=2a+b, d}=(a—a)?+ (b—0b)P)
AuBerdem soll das Tntegral der Gesamtwirbelstirke

2 [¢odadd

unbedingt- konvergent sein,

*) In der vorstehenden Abhandlung von Herrn Wolibner (vgl. 8. 698) erhielt
das Problem der zweidimensionalen Bewegung einer inkompressiblen reibungslosen
Flussigkeit im grofen eine umfassende Ldsung. Trotzdem hiermit das Problem als
erledigt gelten kann, erschien angesichts der groBen Wichtigkeit der Fragestellung
die Versffentlichung der eleganten, wenn auch spezielleren Ausfiihrungen von Herrn
E. Holder, die den Gegenstand von einer anderen Seite beleuchter als geboten.

Die Schriftleitung.

1} Ungleichheiten von dieser Art sind (im dreidimensionalen Fall) zuerst von
Herrn Lichtenstein, Uber einige Hilfssatze der Potentialtheorie. III, Ber. d. Sichs,
Akad. d. Wiss. 1926, 8. 213-—239, aufgestellt worden, um die zweiten Ableitungen
Newtonscher Potentiale zu beherrschen, die von einer ins Unendliche ausgebreiteten
Massenbelegung herriihren.
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Dann gibt es nach einem Hauptsatz von Lichtenstein?) ein nur von 4,, C,
abhingiges Zeitintervall ¢,, t, + 3, 8, = d(4,, C;) > 0, mit folgender
Eigenschaft: in ¢,, ¢, - 6,y gibt es eine und nur eine der Anfangsbedingung

(3) b= 1, r=a, y==54
geniigende Lésung
4 r=1z@0a0b), y=uyl(,a,b

des Gleichungssystems
%—,’”—mu(m,y,é), ulz, y,1) = jC’ log da'dy’,

(5) = $(z,y,0) =,(a,b),
B =v(0,9,0, viz,y,0= —-—Jt’ log-da’dy’,

(== *w')g +—9))

Unser Ziel ist, die in diesem Satz festgestellte eindeutige Losbarkeit
der Gleichungen (3), (5) fiir ein beliebiges Zeitintervall ¢, ¢, -+ 8), 6@ >0,
darzutun, was die unbeschrinkte Fortsetzbarkeit der durch die Anfangs-
daten (3) bestimmten ebenen Fliissigkeitsbewegung bedeuten wird.

Dies gelingt so: Sei ¢, ¢,) ein abgeschlossenes Teilintervall von
o ty + O); in (&, t,) liege eine bestimmte, zu den Anfangsbedingungen (3)
gehorige Flissigkeitsbewegung vor (d. h. zundchst nur eine Losung der
Gleichungen (5), (3)). Dann geniigt, wie wir zeigen werden, die Wirbel-
geschwindigkeit { In ¢, t,) den Ungleichheiten

lC(fU:y, |<0(1+R)2’

(6) " _ 1 1 1
IC,(ﬂG,y,l) L’J’t)|< Y(IJ—R)‘Z‘{']‘)-!_(I-}—R)?*')'d’
(B=dty, B=Pii, &=@—2+y—)

?) L. Lichtenstein, a) Uber einige Existenzsitze der Hydrodynamik homo-
gener, unzusammendriickbarer, reibungsloser Fliissigkeiten und die Helmholtzschen
Wirbelsitze. Math. Zeitschr. 28 (1925), S.89—154; 8.309—316; b) Zweite Ab-
handlung. Nichthomogene, unzusammendriickbare, reibungslose Fliissigkeiten.
Math. Zeitschr. 26 (1926), S.196—323. Fiir zweidimensionale Bewegungen finden
sich die entsprechenden Formulierungen, bis auf die Voraussetzung (2), in L. Lichten-
stein, ¢) Grundlagen der Hydromechanik, Berlin 1929, 8. 441ff. Die Beweise be-
ruhen auf Hilfssitzen fiir das logarithmische Potential, die fast gleichlautend sind
wie die das Newtonsche Potential betreffenden Hilfssatze von L. Lichtenstein, loc,
cit. 7). Die dort entwickelten Ungleichheiten gelten meist auch im zweidimensionalen
Fall, wenn man einige numerische Koeffizienten abandert; einzig die (28) und der
auf (44) folgenden Formel entsprechenden Ungleichheiten erfordern zu ihrer Be-
griindung eine Voraussetzung von der Art unserer Bedingung (2) fir die Dichte,
Es sei in diesem Zusammenhang auf die wichtigen Arbeiten von N. M. Giinther
iiber das hydrodynamische Randwertproblem im kleinen hingewiesen (vgl. ins-
besondere N. M. Giinther, Math. Zeitschr. 24 (1925), S. 448—499).
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Dabei sind (das ist der springende Punkt) A, C generelle, d. h. nur von &
und A,, C,, aber nicht von ¢, abhéingige Konstanten.

Wenn wir dies bewiesen haben, folgt aus dem Lichtensteinschen
Fundamentalsatz die Existenz der Losung auch im Intervall &, ¢, + ),
8 =464, C) > 0, soweit es in {{,, f, -+ &) enthalten ist; nach endlich
vielen Schritten der Linge & haben wir die eindeutig bestimmte Losung
im ganzen Intervall ¢, t,+ €)%).

1. Herleitung einer Majorante fiir (x, y) aus einer E. Schmidt-
schen Abschiitzung. Ich stiitze mich auf den Hilfssatz 2 von E. Schmidt*),
der folgendes besagt: Es ist unabhingig von der Lage des Auf-
punktes (z, y)

%) j%dz'dy' < 27:('—5—‘)%
T

bei einem beliebigen beschrinkten Gebiet 7' mit dem (inneren) Flichen-

inhalt | T|.

Hat man nun eine beliebige (inhaltstreue, topologische) Abbildung
aus der fiir das Parameterintervall ¢, < ¢ << ¢, gegebenen Schar (4) von
Deformationen, so fasse man die ganze z, y-Ebene als Summe derjenigen

»Ring‘‘-Gebiete 1" auf, die sich bei der Abbildung aus den Kreisring-
gebieten

K. R <], E: »I<BR <G+, »=123...
(! eine feste Zahl) ergeben. Da bei der Abbildung der Flicheninhalt
erhalten bleibt und die Dichte { nach (5), mitgenommen wird, ist

8) IT|=alt, |T|=@»+1)=xb,
und fir die Dichte ¢ (z, y) gilt
. o . d 1
in T: |C|§Co, in T: 'Clgc‘)m.

3) Es sei noch bemerkt, daB ich zu meinen schon iiber ein Jahr alten Ver-,
suchen, den Lichtensteinschen Existenzsatz fiir zweidimensionale Flussigkeits-
bewegungen auf beliebige Zeitintervalle auszudehnen, das Schlufistiick des Beweises,
namlich die Verwendung des Kamkeschen Hilfssatzes, erst hinzugefiigt habe, als
ich von Herrn Lichtenstein erfahren hatte, daB Herr Wolibner dasselbe Ziel auf
einem teilweise iiber die Theorie der konformen Abbildunggehenden Wege erreicht
habe. (Vgl. die unmittelbar .vorangehende Abhandlung von Herrn Wolibner.)
Der ausdriickliche Hinweis auf die Problematik der Fortsetzbarkeit im Falle der
dreidimensionalen Bewegung einer zahen Fliissigkeit findet sich bei C. W. Oseen,
Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik, Leipzig 1927, S. 72f.

%) E. 8Schmidt, Bemerkungen zur Potentialtheorie, Schwarz-Festachrift, Berlin
1914, S. 365—383, insbesondere S. 369.
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Nach der Schmidtschen Formel (7) ist der Beitrag, den .’i‘ etwa zu v(zy)
liefert
3 20,1, y =0
l_ j pr o (log ) de'dy | < { ’
; t C"(H- W‘@v—{-—ll y=12, .

Also
(10) |o(z, 9)| < 26,1(1 +Tﬁ-j‘r‘r’;ﬁ) < 2005(1+7V§51~1¥);
1 1 ¥

analog fiir |u (2, y)|. Die Zahl I ist fest. Die Bestimmung desjenigen
Wertes von I, fiir den die rechtsstehende Schranke von |u], |v| am kleinsten
ausfillt, sowie die explizite Berechnung dieser Minimalschranke gibt

4. x

11 ul, |v} < 2C,-2V3

(1) jul, |of < 20, >

und weiter wegen

(12) v—-<1+j--‘i=3
%’1 pe : u%

die Ungleichheit
(13) lu), [v] < 4-3i0, < 100,

Fiir die Verschiebung irgend eines Teilchens im Zeitintervall ¢,, ¢,)
ergeben sich daher aus (5), die Ungleichheiten

(14) |z—al, [y —b| < 4-350,0 < 100,80,
(15) D=Vr—aP+(g—by < V2-4-31C,0 < 130, 6.
Weiter gibt die Dreiecksungleichheit B << R, + D noch
1+ R
(16) 1+R<1'1+R$1+D
also )
(mn ;:;:;; =1+13C,0 =R,
Daher ist-
(18) 1 R i . Rith

TFEF STALR QG RPTS = Q4 A5
SchlieBlich folgt aus (5),, (1) in ¢,, ¢,) die Majorantenbeziehung
. 1 : ;
(19) 1@ 90| = cyggp ¢ = Bt 0o
¢ eine generelle Konstante. »
2. Abschiitzung von |u (2, y) —u (@, ¥)|, |v (%, y) —v (%, y)| aul
Grund einer Dinischen Ungleichheit. Xs sei K eine Kreisscheibe vom

5) Vgl hierzu L. Lichtenstein, Grundiagen der Hydromechanik, 8. 419.
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Radius P mit dem Ursprung als Mittelpunkt, K° eine konzentrische Kreis-
scheibe vom Radius 2 P. Wir setzen in K

, 1 , 0 ’ ’
v—-_—gcaxlog da:dy———j&' é—glog——dxdy
(20) K o
1 8 ’ 1 7o 1 , 0 1., _
K° o — KO

Es seien jetzt (2, y) und (Z, §) zwei Punkte in K, d ihr Abstand; wir
beschreiben um (x, y) und (z, ¥) zwei Kreisscheiben 7 und 7 vom Ra-
dius 3d, Dann gilt nach Dini®), da stets |{| < O, < ¢ ist,

1 . 0 1 d 1 ) .
(21) ;jé’ (a—EIOgT——ﬁlog—F—)dw dy |§6cd

und dasselbe fiir 7; es ist dabei P.= (z — 2)* 4 (§— »')>. Das Rest-
gebiet K'—7 — 7 gibt
, 1 9 1 .
(22) I-:z_ ( ¢ (a—a;-log-r— — a—ilog?.-)dx dy I < 18cd-(log4 P —logid)
KO—:':—':_
8P

= 18 Cd'lOgT
Nun ist 6 < 9-log2, 2:6 <<9-logds < 9-log 8—} wegen d < 2P,
daher wird insgesam$

(23) |V (@ 9)—V @ §)| =< 2T cd-log >
Zweitens ist in K
X 1
(24) A (c 2 logLaady.
cc—'Ko
Fiir alle (', ') in o — K° gilt
¢ ' 2?2 4
%R lcl< Rlﬁ’ ‘a?a’log— ..S_]}'
Somit gilt
oo 1 o 1
25) |~a—x|§8cj—ﬁ,—st =
P

6) U. Dini, Sur la méthode des approximations successives pour les équations
aux derivées partielles du deuxidme ordre, Acta math. 25 (1902), S.195—196. —
Es scheinen, nebenbei bemerkt, bei der (unter etwas anderen Voraussetzungen
abgeleiteten) endgiiltigen Schranke in-der vorletzten Zeile von S. 196 die Beitrage
von 7’ und ¢” (in Dinis Bezeichnung) nicht beriicksichtigt zu sein. DemgemaB
wire der Zahlenkoeffizient 9 etwa durch. 18 zu ersetzen.

Mathematische Zeitschrift. 37. 47
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und die gleiche Schranke fiir }%% ; Fir alle (z,9), (%,%) in K ist

darum

(26) [0(29)— @G D < Ve d < V3eprd-log 2L,
In K gilt also die Ungleichheit

. = 1 P
@) o(my) —o@ P < (W +VE5)d log - < 28 cd-logtl,

sowie P > 2 ist. Dieselbe Ungleichheit gilt fir |u(z, y) — (2, )|

3. H -Stetigkeit der Deformation auf Grund eines Kamkeschen
Hilfssatzes. Eio Teilchen, das sich zur Zeit ¢, {, <t < t, < ¢, + 6,
an der Stelle (z, y) in der Entfernung B vom Ursprung befindet, war
wegen (15) wahrend des ganzen. Zeitintervalls ¢, <t <C¢ an Stellen
(z, ) mit

P

(28) Ve +9* = m§R+130@$R(1+~« 130,6) < 2R = P,
wofern

(29) ER>R,=1+13C,0

ist. Ist umgekehrt

(30) R<R,,

so war wahrend des ganzen Zeitintervalls £, < t < ¢

(31) R < R, +13C,0 < 2R, = P,.

Um, zunéichst bei (29), aus der Lage der Teilchen zur Zeit ¢ genauere
Riickschliisse auf ihre Lage zur Zeit ¢, zu machen, betrachte ich das Zeit-
intervall {, < t <t und die Punktepaare (z, y), (%,9) in K. Wegen

(32) (x—%+p—d)=p =[x —F[+|yp—7]

L
‘;é"
fir b = V(x—3)® + (y—9)* folgt aus (27)
33) le(x0,)~uE 0| +{rE ) —ELY| S 0 (z—F+|p—-1)),
wo

5 16 R
(34) w(g):yaliog}’ﬂ-g——},,ym%c,
stetig und == 0 in dem Intervall’) 0 < 3 <C -} o ist. Ferner sei (1),
n(t) fir ¢, < t <t die in K verlaufende Lsungskurve des Differential-
‘gystems
(35) H=umnt), 2=o@nb

&

7} Wir haben nicht nétig, w(3) auch fiir negative Werte von 3 durch
©(3) == w(|3]) zu definieren; unwesentlich ist auch, daB wir (z, v), (%, §) auf
eine Kreisscheibe und nicht auf ein Quadrat beschrinken.
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durch den Weltpunkt ¢, z, y, und es sei ¥(t), § (1) eine zweite fiir ¢{, <t <t
in K verlaufende Losungskurve des Systems (35) durch den Welt-
punkt ¢, z, y. Dann folgt aus dem Kamkeschen Hilfssatz5):

(36) T —xM|+|ph)—dH)| < p(2t—1).

Dabei ist 3 = o (t) fir ¢t <t < 2¢t—1¢, die durch den Punkt ¢,
z== |z —z|+ |y — y| gehende maximale Integralkurve der Differential-
gleichung

(37) B wp)

die also in (36) an der Geraden t = ¢ gespiegelt erscheint.

In unserem Fall, wo w (3) die Gestalt (34) hat, kann o (1) in ¢ < t
< 2¢t—t, und damit y(2¢-—1) in ¢, < t <<t nach oben abgeschitzt
werden. Unter Einfilhrung der neuen unbekannten Funktion

_ 3
(38) = Vz1er
ist némlich (37) gleichwertig mit der in ¢ < t < 2¢ —¢, geltenden Diffe-
rentialgleichung

(39) d—s—ysllogs|

mit der Anfangsbedingung t=1¢, s =s = 7 ]6_R wo 0 <Ts << % gilt,

falls dle Punkte (z,y), (%,¥) voneinander verschieden und in der zu K
konzentrischen Kreisscheibe vom Radius 3 P = R gelegen sind. Aus (39)

folgt, daBl mit wachsendem t auch s vom Werte s an monoton wichst,
1—e

aber da bei 0 <& <1 —s das Integral f

fir ¢ | 0 divergiert,
] log -

bleibt fiir t == ¢ dauernd s <1, es ist also 0 < s < s <1, d. h
1< ;, < % < +oo. Statt (39) kann also fiir alle t > ¢

(40) EE = yslog-

#) E. Kamke, Uber die eindeutige Bestimmtheit der Integrale von Differential-
gleichungen, Math. Zeitschr. 32 (1930), S.103ff. Daraus ergibt sich die Formu-
herung des Textes, wenn man fiir die loc. cit. benutzte unubhanglge Variable
f=2t—t,¢ <1< 2t—1t, ninmt und die aus (35) auf { umgerechneten Diffe-
rentmlclexchungen betrachtet; ihre rechten Seiten besitzen dieselbe (von t bzw. 1
unabha,ngxgo, im Sinne von (33) geltende Schranke w (3) wie (35). In (37) haben
wir statt t wieder t geschrieben.

47*
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geschrieben werden oder (unter Einfithrung der Integrationsvariablen o = —i«)

1

5

, ds - [ do 1 1
(41)  y(—1t) = ( i mfaloga = log log ; — log log .
slog g

8 1

Weiter bekommen wir

(42) log } = e=é~nlog

wd fir t Kt 21—, K8+ 6O

(43) § = se”?{t“f}gs"*

WO _

(44) poe= e=¥8 = ¢~ 50+180e) T 08 o<y <1,

ein genereller Exponent ist.

Die Funktion 3 = y (i} besitzt im Intervall ¢ < t < 2¢ —¢, neben-
bei bemerkt den Ausdruck

(45) p(t) = (Y216 Rp—e 740 pmv =0,
ebenso ist fiir §, <t < ¢
(46) p(2t—1) = (Y216 R=e1C= pemrl—t
Fiir uns ist aber vor allem die aus (43) folgende Abschitzung
(47) p@2t—1t) < (YZ16R)—" 2 in ¢, gt'gt

wichtig. Nun setze ich speziell t = ¢, und wende auf diesen Zeitpunkst
die Kamkesche Ungleichheit (36) unter Beriicksichtigung der Bedeutung
von z an:

48) [a—a|+|b—8 < (V2I6RP—"(jo—3|+ g —7]).
Wegen (32) und der analogen Beziehung im Bezugsraum kommt schlieBlich
(49) dy < V2(18 Ry~ &".

,Hiexbei'besitz%fder Exponent 0 < » < 1 den generellen, d. h. von #, un-
abhiingigen Wert (44), auBerdem war B < R, R => R,. Diese Verzerrungs-
formel (49), die beildufig in symmetrischer Form fiir beliebige B, E auch

(50) d‘, = 23 {R};‘}"v}- B—rx gi—-r} dr

geschrieben -werden kann, st das Kernstiick unseres Beweises.
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4. Ableitung genereller Konstanten fiir die Voraussetzungen des
Lichtensteinschen Existenzsatzes. Wir unterscheiden jetzt wieder wie zu
Beginn von 3. die beiden Fille R = E, und R < R,.

1. Sei
(51) R=R, ndR<R d<1iR.

Dann sind sicher die Voraussetzungen der Verzerrungsformel (49) erfiillt
und sie liefert aus (5),, (1),, (18),, (19),

62) L@ yt) — @G| = |Ly(a,b) — L, (@ )|

1 1 7

= (grmrm e
1

R2 + 40

— N 1 7
< (1 22+h) V22°(16R)lo*‘-rllé22.32cpnd1’
wo

(53) A=Ay = Aoe—56(1+13009)2+7~ocog’ 0< A< A< ]

ist. Also

= 1
(54) ¢ — 0] < 204 ¢ oz dh.
2. Sei
(55) R<R, und E <R,

Denn kann ich wegen (31) die Verzerrungsformel (49) mit R, statt B
auf (1), anwenden; so komm?

(56) |E—E] < 2C,-12% (16 R,)—*d* < 46 Rlo—*C,d™
In diesem Fall ist, falls R > 0 ist, auch

_ . )
(87) [{—C| S 46Rp~*R+*C, R2+zd1§460§5ﬂd2.

(54) gilt also fiir beliebiges R > 0 und R < R, d < }R. Daraus und
aus (19) folgt aber bekanntlich®) die Giiltigkeit von (54) fiir alle
R=R>0.

Nun kann auth eine Abschitzung der Forwu (36) iiberall sichergestellt
werden®). Nehmen wir zunichst speziell
(58) R =R, wnd R=R=R

%

9) Vgl. hierzu L. Lichtenstein, Ubes einige Hilfssitze der Potentialtheorie.
ITI, loc. cit. 1), die beiden Abschitzungen vor (2*), da 2lt2e o 904 ¢ ist. Fiir
R=R>0udd= %R gilt (5t) nach dem bisherigen sicher; ist aber d = %R,
80 ist

= 1 1
le—fI =l = 2o = 2 e dt

R?
10) Joe. cit. 1), S. 2291,
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Dann ist wegen (54)
= 1
(59) 16 =81 = 204 ¢ oy Y

dies gilt auch fir R << R = R,, wegen (57), also fir B = R, und
alle B.

Zweitens ist fir R << R,, R = R,, wenn (z,, y,) der Punkt mit
V22 + y2 = R, auf der Strecke (z,y), (z,7) ist, d, die Entfernung von
(%0 42)» (%, y) und d, die von (z,,9,), (7, ) bezeichnet,

(60) & — C|S204c z(d +dl)<204c S B—1 g,
also
(61) |t —C| < 204.21-2Rb—2(, d%.

Wegen (56) gilt (61) fir R << R, und salle B; natiirlich auch fir B < R,
und alle R.

Endlich sei etwa E> R und R = R,, R = R,. Auch dann gilt
wegen (54) die Ungleichheit (61), die somit fiir alle R, R besteht und
die gewiinschte Form hat.

Nun kniipfen wir wieder an (54) an und folgern!!) daraus die in
(z,y), (z,y) symmetrische Ungleichheit

@) 2T < 204e (G +g) @ firalle B, R >0,
also

-7 .98+ 1 1 2
(63) lc . CI é 204 - 22 c((1+R)2+1'+ (1+F)2+2>d

fir R=>1, R =1, wegen 1+ R < 2R, 1+1_2,§2R-. Ist aber etwa
R<1,dh 14+ R<2 s0 gibt (61)

—7 .93 Rio—i 1 1 2.
©)  16=C1 < 204 PR, (ot ) 45

diese Schranke gilt auch fir B < 1. Alles in allem folgt aus (63). (64)
fir alle B, B

z 1. R
C = 1632¢ = 1632 (1 + 13C,0)*t > C,.
Naéh (19) gilt ferner

Dag sind die beim fundamentalen Existenz- und Unititssatz voraus-
gesetzten Ungleichheiten, und zwar mit generellen (nur von 4, C,,©® und

1) Joc, cit. 1), S.230f.
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nicht von ¢, abhingigen) Werten der Konstanten 4, C. Damit ist nach
dem, was in der Einleitung gesagt worden ist, die eindeutige Fortsetz-
barkeit der ,,Fliissigkeitsbewegung® im ganzen Intervall ¢, <t < ¢, + @
bewiesen.

b. Verhalten des Druckes. Die im vorangehenden rein kinematisch
betrachtete Losung von (5), (3) auch dynamisch als Fliissigkeitsbewegung
sicherzustellen, ist noch zu untersuchen, ob davernd in der ganzen Fliissig-
keit Druck (p > 0) herrscht (unter einer geeigneten Annahme iiber den
Wert p.. des Druckes im Unendlichen). Der Druck ist durch die iiuBere
{pro Masseneinheit verstandene) Kraft X, Y bedingt, die sich, damit der
Wirbelsatz in der Form (5), gilt, aus einer Kraftefunktion U (z,y,t) ab-

leiten soll: X = gg, y = %Y,
x dy
Den Ergebnissen von Herrn Lichtenstein'?) zufolge gilt - zunichst
du O
at’ at
mit stetigen Ableitungen erster Ordnung, die sich im Unendlichen eben-
falls wie O(R—?) verhalten, wihrend @ selbst dort einen vorgebbaren

Wert Q. annimmt. Die dann geltenden Differentialgleichungen

= O(R™%), und es existiert ein Beschleunigungspotential @z, y,0)

o 208, Trane
bringen wir auf die Webersche Form

(68) o= -3 o= —F
wo die ,,Energiefunktion

(69) H = H(z,y,t) = (' +*)—@Q
dieselben Kigenschaften wie @ besitzt (Ho = — Q).

Nun ersetze ich loc. cit. *), b) 8. 212 ff den Druck p durch unser H
und erhalte die Beziehung

V(a8 0y, 1 o,
(70) H—H, = ;sc (w &~ &) log % -da'dy,

die als eine Verallgemeinerung der fiir eine Potentialstrémung geltenden
Bernoullischen Gleichung aufgefaBt werden kann'®).

13) Joc. cit. 2), a) S.112f.
13) Diese Formel steht hei Oseen, loc. cit. 3), 8. 85, explizit fiir eine krafte-
freie Flissigkeitsbewegung, sie gilt aber ohne ‘weiteres auch im Falle der Bewegung

im Feld einer Kriftefunktion, wenn man Oseens GriBe % = -;— (ud -+ 22) 4 g—

durch den vollstindigen Ausdruck (72), der Energiefunktion ersetat.
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Wegen (13) gestattet der Mittelwertsatz, das Integral fir H — H.
in (70) nochmals nach demselben Prinzip wie (13) abzuschétzen; man
erhilt die nur vom Anfangszustand abhingige Schranke
(71) {H—H.| < 10C,-20C, = 200C3.

Ist ¢ die Dichte der homogenen inkompressiblen Fliissigkeit (eine
feste Zahl), so gilt schlieBlich fiir den Druck p, vgl. (67),
= P =1 »
(12) Q=U—-2 oder H——z—(u’-{—vz)——(U—~?).

Nebhmen wir an, es existiere der Grenzwert U, == U, (f) und es
bestehe fiir alle Zeiten iiberall die Ungleichheit

b4

(73) |U—-Ux|] < K (K raumlich und zeitlich konstant),
so ist durch (72) der Druck so bestimmt, daB auch p. existiert und
H, = — ( U, — %) ist. Offenbar kann man auch p.. vorgegeben

denken und aus der letzten Relation H. bestimmen.
Das durch (70) gegebene Integral stellt jetzt dem Ausdruck

1 v P— P
(74) H-—Hoc=—2—(u"+v’)——(b — U — - )
dar, und es folgt aus (71) die Abschitzung
(75) ’“‘Q’”'”I < |H—Ho|+ 5@+ )+ |U—Us| < 30003 + K.

Wihlt man definitiv die Grofe p. zeitlich konstant und
(76) ”—: > 30002 + K,
8o herrscht wegen (75) in der ganzen Fliissigkeit zu allen Zeiten wirklich

Druck (p > 0).

(Eingegangen am 1. Januar 1933.)



