
Beitritge zur Theorie der sehliehten Funktionen. 

Von 

Erich StrohhKcker in Eislingen. 

E i n l e i t u n g .  

In der Theorie der schlichten Funktionen sind besonders zwei Funk- 
tionsklassen genauer untersucht worden; in denen die Funktionen 

(1) w = [ ( z )  = z q - a  2z  2 H - . . .  q - a n z " - { - . . .  

zusammengefallt sind, die l z I < 1 schlicht-regulttr 

a). auf Sterngebiete mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt (Klasse Ht), 
b) auf konvexe Gebiete (Klasse R) 

abbilden. {)ber die Funktionen der Klasse R bewies Herr LSwner die 
beiden Ungleichungen 1): 

r mit [z[ = r < l ,  ~" < It(Z)[ < 1 - - r  I) i ' + ~  

1 1 m i t  ]z] ~ r < l ,  xr) a +,)~--<-I/'(~)1 < (l_r)2 
zu  denen Herr Bieberbach 2) als dritte hinzufiigte: 

III) I are/'  (z) I ~ 2 arc sin r mit ] z I <: r < 1. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist in einem ersten Teil eine Ver- 
sch~fung dieser drei Ungleichungen in dem Sirme, dal$ nun nach Sehranken- 
siitzen der drei Funk~ionen 

!(z) = 14- ., ['(z) [, - 7 -  . .  �9 z . ~  = 1 + . . . ;  (z) = l q - . . .  

unter der Voraussetzung gefragt wird, dall / (z) eine Funktion der Klasse R 
ist. Durch eine wiederholte Anwendung des Schwarzschen Lemmas ge- 

l) K. Lfwner, Untersuchungen fiber die Verzerrung bei konformen Abbildungen 
des Einheitskreises, die durch Funktionen mit nicht verschwindender Ableitung 
geliefert werden, Ber. fiber d. Verh. d. K6nigl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 69 (1917), 
S. 89-- 106. 

.2) L. Bieberbach, Aufstellung und Beweis des Drehungssatzes ffir sehliehte, 
konforme Abbildungen, Math. Zeitschr. 4 (1919), S. 295--305. 
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t (z) und z. 1' (z) in Isngte ich zu dem Satze, ds6 dann die Realteile yon -~- /(z) 

t z I < 1 gr56er a]s ~ sindS). 
Aus diesem Satze folgen die ~itze yon L6wner und Bieberbach mit 

Leichtigkeit. WRhrend jedoch aus I) nut geschlossen werden kann, da6 

flit I z] ~ r ~ i / (z) im Innern eines konzentrischen Kreisringes liegen 
Z 

Z I sind, folgt nun, ds~ / (z) sogsr mul~, dessen Halbmesser ~ und ~ ===Z-- 

ira Innern eines Kreises liegt, der die Randkre~se dieses Ringes berfihrt. 
Hieraus ergibt sich auch die folgende, scharfe Absehiitzung: 

IV) a rc-~-  <~ arc sin r mit I z t <~ r < 1, 

giiltig flir die Funktionen der Klasse 2. 
t~ber die Ableitungen der Funktionen der Klasse R gelangte ich zu 

dem folgenden" ~Ergebnis: 
Ffir I z I ~ r ~ 1 l iegt/ '  (z) in dem schhehten Gebiet, das alLs I z[ ~ r 

1 
dutch die Abbildung s ~ ~ entsteht. 

I)ieser Satz ist eine Versch~ffung der Unglelchungen II) und III) 
und enth~lt eine Folgerung flit die Funl~tionen tier Klasse ~t, da /(z) 
dann und nur danu zur Klasse R geh6rt, falls F (z) -~ z . / '  (z) eine Funk- 
tion der KIasse ~ f  ist. 

Als Anwendungen dieser Siitze werden noch die ungeraden Funktionen 
der K]assen R und ~ f  untersucht. Hier ergeben sich Versch~irSmgen 
von SRtzen von J. Priva|ov4). 

In einem zwei ten  Tei le  be f~ te  ich reich mit Versch~irfmgen eine~ 
Satzes yon Szeg65). Man betrachtet das Bildgebiet G, das yon Izl ~ 1 
durch die in tz] ~ 1 schhchte und regul~re Funktion (l) vermittelt wird. 
Herr Szeg5 land, dal~ yon zwei Randpunkten yon G, die auf derselben 
Nullgeraden, abet auf verschiedenen Seiten yon 0 liegen, mindestens einer 
yon 0 um mindestens -~ entfernt ist. Das eine Ergebnis dieses Tells ist, 
dal~ die Konstante ~ dutch ~z/4 ersetzt werden kann, wenn der Satz fRr 
die Funktionen der Klasse R ausgesprochen wird. 

Endlich enth~It dieser Tell eine Verallgemeinerung flit die Funktionen 
der Klasse ~ t  in der Richtung, dab start einer Nullgeraden n gleich- 

~) Wie ich nachtr~glich erfuhr, ist dieser Satz und Satz V auch in einer kiirzlich 
erschienenen Arbeit yon A. Marx enthalten. A. Marx, Untersuchungen fiber schlichte 
Abbildungen, Math. Annalen 107 ~1932), S. 40--67. Die Beweise sind aber dort 
andere als bier. 

4) j .  Privalov, Sur les fonctions qui donnent Is reprdsentation conforme bi- 
univoque, Recueil Math. d. 1. Soc. Math. d. Moscou 31 (i924), S. 350--365. 

s) G. Szeg~l, Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 81 (1922), S. 42. und 82 
(1923L S. 45. 
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wintdig verteilte Nullstraklen gelegt werden, und schliei~lich einen Satz 
fiber schlichte Funktionen, der besagt, daft im Bildgebiet G eine Streeke 
Platz finder, cleren einer Endpunkt der NuUpunkt ist, und deren IAnge 
0,73 tibertrifft. 

I. TeiL 

Verseh~dungen des Verzerrun~ und l~rehmtgssa~es 
der Klassen St und ~L 

w 

Der Realteil yon f(z) und z .  f '(z) f l i t  d i e  Funktionen der Klasse St. 
"z f(z) 

Hil f ssa tz  1. Die Funk*ion w = g(z) sei in lzl < 1  reg~aliir, es sei 
g(0) = 1  und 9 t 9 ( z ) ~ 0  in I z l < l .  Ist dann ] z o l < ~  < 1 ,  so liegt 
g (zo) sogar auf der abgeschlossenen Kreisscheibe der w-Ebene, deren 

Durchmesser d ie  Strecke 1 -- r 1 + r 1+  r " "  i-~--~ der reellen Achse ist. 

Beweis.  Wit bilden die Funktion 
g (z) - -  1 

w, = 9', (z) = ~ ,  

deren absoluter Betrag in l z l <  1 

lg~(z)l ~ 1 
ist. Da gl (0) = 0 ist, effiillt g3 (z) die Yormr~setzungen des Schwsrzschen 
Lemmas. Nach diesem lie~ gx (zo) sogar in I wl I ~ r. Dutch die Funktion 

w = l__wl , 

wird t w ~ l ~  r schlicht auf die in dem H~fssafz genannte Kreisschelbe 
abgebildet. Gehen wir mit dieser Funktion zurtick in die w-Ebene, so 
ergibt sich der Satz. 

H i l f s sa t z  2. Die l~m]rtion w = f (z) = z + . . .  gehfire zur Klasse ~. 
Dann geh6rt auch die Funktion 

i f ' o - "  

(2) w = h (z) = / ,  c*o). i i - t  zg'i'i .... 

zur K]ssse ~. Dabei ist Zo ein beliebiger, fester Punkt yon t z l <  1. 
Beweis. Die lineare Funktion 

- ~  1 _ _ ~ o  z 

fiihrt I zI < 1 so in t31 < 1 fiber, dab z = z o in ~ = 0 fibergeht. 
geht dabei tiber in ~ = z o. Die Funktion 

z = 0  
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bildet I z l <  ] aui dasselbe Bildgebiet G ab, das aus I z [ <  1 dutch die 
Abbildung ,w = /(z) entsteht. Dabei geht nun z = 0 iiber in w l =  /(z0). 
Fiir die Fnn~tion w = h (z) ist also h (0) = 0. Ihre Ableitung ist 

r/ZO--Z \ 

(3) h '  (z) = / ,  (Zo) ' (1 --~o z) ~" 

Es let aho h' (0) -----1. Endlich geht das Bfldgebiet yon ] z [ < l ,  das 
durch die Abbildtmg w-----h(z) entsteht, aus G durch eine Translation 
lind Drehstrecknng hervor, ist also mit G sch]icht und konvex. Fo]glich 
geh~rt h (z) zur Klasse R. 

H i l f s s a t z  3. Die Funktion w = / (z) ----- z + . . .  gehSre zur Klasse ~.  
Dann ist in [Z[ < 1 

91 (z- t' (z) /-~j ___ o. 

Beweis .  Nach einem Satze yon Study e) ist in [z I < l 

{ z  1'' (z)  1) (4) ~ " 7 ~ -  + ~ o .  

Die Bildkurve C, die aus [z I = r < 1 dutch die Abbfldung w = /(z) ent- 
steht, hat  nach diesem Satze die Eigenschaft, daft ihre Tangente sich 
dauernd im gleichen Sinne dreht. Das Innere yon C ist also konvex, in 
bezug auf den Nullpunkt sternfSrmig. Datum ist notwendig auf 
I z [ = r > 0 arc J (z) eine monoton wachsende Funktion yon ~ = arc z 
( 0 ~  ~ < 2~t, 0 < ~  arcf(r)  < 2~, arc/(r)  ~ a r c / ( z ) < a r c / ( r ) + 2 z t . )  
Da diese Funktion differenzierbar ist, ist also 

. a arc I (z) > o, 
oder 

a arc I (0 a___3 a lo__g/_ (0.~ 
o~o =o~o Oogl(~))=:3( o~ / 

_ ~ $ [ l ' ( z )  iz)  
- -  ~1 (~)  " 

W. Z. b. w.  

= 9~ (z. 1' (z)~ ~ 0, 
1 (z) / - -  

H i l f s s a t z  4. Es sei fiir alle Funktionen w = / ( z )  = z § . . .  der 
Klasse ~ bewiesen: 

{z. r (0~ = ~ / ( ~ ) j ~ l ~ l < l ,  (O<a~-~). 

Dann ist in l zl < 1 fiir die Funktionen der K]asse ~ sogar 
l r(~)~ 1 

1) ~ ~ 4 . ( 1 - a )  ~ a, 2) 

o) E. Study, Vorlesungen iiber ausgew~hlte Gegenst~nde der Geometrie. 
Heft II ,  1913, w 13. Ein hiibscher und kurzer Beweis dieses Satzes finder sich bei 
T. RadS, Bemerkungen iiber die konformen Abbildungen konvexer Gebiete. Math. 
Annalen 102 (1929), S. 428--429. 
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Beweis.  I. ](z) sei eine befiebige Funktion der Klasse R, z o ein 
beliebiger, aber fester Punkt von [z] < 1, e s  sei l Zol = r < 1. Neben 
f (z) betrachten wit  die Fun~ion h (z) yon (2). Fi i r  z = zo erhalten wir 
aus (2) und (3) 

1 (zd 
(5) h (Zo) = t' (so). (1 - -  t zo if)' 

1 
(6) h'(zo) .... i'(;o): i i -  j~o ]~)~" 

D a h  (z)nach Hilfssatz 2 eine Funktion der Klasse R ist, ist nach 
Voraussetzung in l zl < 1 
(7) ~ (z. h, (~) ~, 

h(oJ ~ a. 
Folglich erffdlt die Fnnk'tion 

1 z h' (z) a)  
g (z) = i ' - ~ "  ( h (0 

die Voraussetzungen yon Hilfssatz 1, da g (0 )~ -1  und ~Rg(z )~  0 in 
I Z[ < 1 ist. Nach diesem Satze liegt g (%) sogar auf der Kreisscheibe, 
die fiber der Strecke 

1 - - r  l + r  
~ , "  "'" i - ~ -  

h' (zo) der reelhn Achse als Durchmesser steht. Daher liegt z o . h - ~ o  ) auf der 
Kreisscheibe, deren Durchmesser die Strecke 

l ~ r  , l + r  
(I - - a )  1 - - ~ +  a . . .  (1 - - a ) ~ +  a 

der reellea Achse ist. Daraus folgt 

(8) 9~(  ~ (~o)") ~_~ 1 
z~ h (Zo) / ( l - -a)  ~ t--~--~-J-a' 

Nun ergibt sich abet aus (5) und (6) 

z o I .--  ! zo 1 "~ h' (Zo) 
z~ h (Zo) 

und also aus (8) und (9) 
~ 4 ( ~ o )  _ 1 ,~ 1 "- ' ( 

- \~'h--~Ta/ 
] 1 

0o) ~ (/(~o)) 
~-~-o J ~ i +  ; : 0 "  2h) + ~ .  (~ - 2~)" 

Setzen wir 
F(,r) ---- ] + r - ( 2 - - 2 a )  + r  2 - ( 1 - 2 a ) ,  
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(12) 

Nun folgt abet aus (5) und (6) 

/' (Zo) _ _  1 

z~ -- l --Izo I ~ 

Aus (11) und (12) ergibt sich dann 

h (Zo) " 
20 

( f (zo) ~ 1 1 1 
' l -q -  r __ ~ 4 . ( l - - a ) '  ~}{ Zo'[--~o) j ~ l__r~ ( l~a )~ . .~_~ ._ l_a  m 

wie bei-1, sehon bewiesen ist. Da z o ein beliebiger Punl~ yon [z[ < 1 
ist, ist damit aueh die zweite Behauptung bewiesen. 

so wird 
F ' ( r )  = ( 2 - - 2 a )  + 2 r . ( 1 - - 2 a )  > 0 

ffir 0 < ~ r ~ l  und 0~___a~-~.  Daher ist 

F ( r )~__F(1)  in 0 < _ _ r < l .  
Also folgt aus (10) 

(/(~o)~ i J . '_  a. 
~-~--o]  > 1 + ( ~ - 2 ~ ) + ( 1 - ~ )  - 4 . 0 - ~ ) - -  

Die letzte Abschtttzung ist identisch mit der Ungleichung 

4a(1--a) ~ 1, 
die bekanntlich flit jedes reelle a giiltig ist. Da z o ein beliebiger Punkt  
yon I z[ < 1 ist, ist damit die erste Behauptung bewiesen. 

2. Es sei wieder z o ein beliebiger, fester Punkt yon [z I < 1, es sei 
]zo[ = r < 1. Neben der beliebigen Funktion / (z) der Klasse R betrachten 
wit die Funktion w = h(z)yon (2). Da diese mit [(z) zur Klasse R 
gehSrt, folgt nun naeh Behauptung 1 

~Rh (z) > a in I zl < 1. 
2: - -  

Bilden wir die Funktion 
1 (h(zz) a) 

:J, (z) ~-- 1 -------~ 

so  ist also ~91(z) >~ 0 in [z[ < 1 und 9~(0) : 1; 9~(z) erfiillt somit die 
Voraussetzungen yon H ilfssatz 1. Naeh diesem sehliellen wit - -  ganz 

analog wie bei 1, - - ,  d a $ h  (zo) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe liege, 
z o 

die fiber der Strecke 
1 - - r  ,, , 1-4-r 

(1--a)T~-~-+r + a  . . .  tx--aji--Z-~+a 
der reellen Aehse als Durehmesser steht. Folglich ist 

1 
(11) ~R 1 ~ 1 ~- r j~_ 

(1 --a)  a 
\ z o / 1 - - r  " 
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I. Satz  (Hauptsatz) .  Die Funktion w ~ / ( z ) - - - - z  "4- . . . .  geh~re zur 
KIasse ~. Dann ist in I z l <  1 

(_~(z~.) 1 2) ~ ( z . l ' ( z ) ~  > 1  1) ~ 1 ) ~___-~-~ l(z) 1~-~-" 

Da]oei kann in bei~n Behaulotungen die Schranke �89 nich~ dutch eine l~here 
ersetz$ werden. 

Beweis. Wit bflden die Zahlenfolge: 
1 1 1 1 

a 1 ~--- 0; "a2 : 4 ( 1 - - a l )  4; aa  4(1--a2) ~--- 3 . . . . .  

in welcher das n-te aus dem ( n -  1)-ten Glied berechnet wird vermittels 
der Rekursionsformel 

1 
(13) a . -  4(1--a.-1)" 

Nach Hilhsatz 4 ist unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes 

falls bewi~en ~t: 

I) 0_~a , ,_ ,~_~ 1, 

2) ~ (z. 1' (~)~ > l ( z ) / =  a,, in Izl < 1, 

f r (z) II) 9~z . . / (~ )  ~> a , _ ,  in tz I < 1. 

I) und II) ist bewiesen flit n = 2 in Hilfssatz 3: 

( .1' (z)~ I I )  ~ ~ ~ a~ in I~t < 1. I) 0 ~ a ~ ,  l(z)] 

Der Hauptsatz ist also bewiesen, wenn wit zeigen: 

A. 0 < a , < � 8 9  f i lm-- - - -2 ,3  . . . .  , B. l i m a , = � 8 9  

Beide Behauptungen sind bewiesen, wenn ~ zeigen: 

k--1  
(14) a ~ =  2k 

Dies ist bewiesen fiir k = 1. Es sei bewiesen fiir k , =  n: 

n - - 1  
an ~- 2n 

Dann ist nach (13) 
I _ ( , ~ +  I ) - -  I 

a n +  1 ,.(i .) 
Damit ist (14) allgemein, und damit der Hauptsatz bewiesen. 

Bemerkungen .  
der Fnnbtion 

(15) 

(k -= 1, 2, . . . ) .  

1. Die Schranke �89 ist schaff und wird erreicht bei 

w = t (z)  - -  1 -F~ 
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die I zt ~ 1 auf die Halbebene 9 ~ ( w ) ~  �89 abbfldet. Ffir diese Funk- 
tion ist 

r Wl-- / (z)  ~---z. (z) 1 
- -  z t ( ~ )  - -  l + z '  

] 
und dutch w, = ~ wird gerade I z [ < 1 auf 9~ (wl) > �89 abgebildet. 

2. Die Bedingungen 1) und 2) des Hauptsatzes sind nicht hinreichend 
dafiir, dab die Funktion /(z) zur Klasse R gehSrt, auch wenn man weiter 
voraussetzt, dab jr(z)= z ~ .  :. in ]z] ~ 1 schlicht-regulRr ist. Dies 
lehrt die Funlrtion 

Z2 
w = . t ( z )  ----- z +  ~.  

Diese Fuaktion ist in ]z I < ,  1 regttl&r trod schlieht. Denn die An- 
nahme t (Zl) = t (z2) mit z I =b z2 ~ auf die Bedinguag zl + z2 = - -  3, 
die Air I~1 < ~ .nd  I~1 < 1 nicht edfillt werden kann. AuSeraem ist 

z ,f (,)~ 2 1 �9 
a) l(z)z = I + T '  also ~ k ~ ) ~ - 3 -  ~ - 2 - m  Izl ~ l "  

b) z "l '(z) ~ l + ~ z  
l ( z )  - -  l + � 8 9  

l'(z) liegt fiir I ~ 1 <  1 im Innern eines Kreises, der fiber der d . h . z . / - ~ -  

Strecke { . . .  ~ der reellen Aehse als Durehmesser steht, es ist also aueh 
die Bedingung 2) des Hauptsatzes erffillt. Trotzdem gehSrt die Funktion 
f (z) nieht zur Klasse R. Denn dafiir ist notwendig, daB in I z[ ~ 1 die 
Ungleichung (4) efffillt ist. Nun ist abet in diesem Beispiel 

1+{~ 
�9 /"(z) J- 1 ~_ 

z l ' ( z ) -  l + ~ . z "  
Ffir z = -  1 wird Ffir z =- 1 wird 

z. 1" (z) 
1-;-~ -+- 1 = - - 1 ,  

d. h. (4) ist in I z I < t nieht fiberall erfiillt. 

w 

Folgerungen. 
II. Satz. Die  Fun ld ion  w = f ( z )  = z Jr- . . .  geh#re zur Klasse  R .  I s t  

z o [ ~ r ~ 1, so lie2en ! (Zo) und  - 1' (Zo) sogar auf  der abgescldossenen 
..... zo so "1-i~'o) 

1 1 der redlen Kreisseheibe, deren Durehmesser die Strecke 1 qt-r "'" 1 - - r  

Achse ist. 
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Beweis. I. Wit bilden die Fnnktion 

" - 2)" 
Es ist g (0) ~ 1, und in !z I < 1 nach dem Hauptsatze: 

~ g ( z )  > o. 

g(z) efftiJ]t also die Voraltssetzungen yon HJlfssatz ]. Nach diesem liegt 

1 ~ r 1 ~- r d e r  r eeUen  g (Zo) auf der Kreisscheibe, die iiber der Strecke ~1 ~ r "'" 1 -- r 

Achse als Durclunesser steht. Also liegt ! (zo) auf der Kreisscheibe, deren 
Zo 

Durchmesser die Strecke 
1 l ~ r  1 1 1 - ~ - r  ~ 1 
2 l t ' r  ~- 2 " ' "  2 1 - - r  2 

der reeI|en ActLqe ist. Das ist die in dem Satz gcnannte Kreisscheibe. 
/'(zo) 2. 0anz analog verlguft der Beweis fiir zo./-(~o)' wenn man die Be- 

hauptung 2) des Hauptsatzes benutzt. 

B e m e r k u n g e n .  1. Aus Satz II  ergeben sich die L6wnersohen Un- 
gleichungen I) dud II) als leichte Folgerungen. Ist I zo I ~ ro ~ t, so folgen 
aus 8atz I I  die beiden Ungleichungen: 

a )  
~ ~ 1 - - r  o '  

b )  I Zo /'(*0) I 
I - -~o --< "/(-~o) <- ~-~o" 

Aus a) folgt dutch Multiplikation m i t r  o die Ungleichung I), durch Multipli- 
kation yon a) und b) die Ungleichung II). 

2. Das Schrankengebiet fiir /(Zo)uncl /'(zo) kann aUgemein nicht 
.... Zo Z 0 

weiter verkleinert werden. Denn fiir die Funktion (15), die zur'Klasse R 
geh6rt, ist 

wl /(z) . ~  z / ' ( ~ 5 " -  1 
....... z / ( z )  - -  1 q- z' 

1 und dutch u, 1 = ~ wh'd ]z] <:  r ~ 1 gerade au~" die in dem Satze 

genannte Kreisscheibe abgebildet. 
III.  Satz. Un~r den Voraussetzungen van Satz I I  gilt 

A. tarc/~---~)] ~ arosinr mit lz] ___~r < 1 ,  

z f (z)[ < arcsinr mit l zt <~ r < 1. B .  arc -/--~"1 ---~ 

Beide Abschatzungen sind sol, at~. 
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Beweis.  1. Nach Satz II  ist,. wenn ~ der Radius des in diesem Satze 
genannten Kreises, a die Entfernung seines Mittelpunk~ vom Nullpnn~ ist, 

l a r c h - ~  aresin ~ --=arcsin 1 " ( i l  1 __ - - r  l + r - )  
a 1 1 1 

r 

1 ~ r 2 
= are sin - - -y - - -  = arc sin r. 

1 ~ r ~ 

2. Analog ergibt sich die zweite Behauptung. 
Bemerkungen .  1. Die Schranken sind scharf und werden erreicht 

yon der Funktion (15). 
2. Dutch Addition yon A. und B. fol~ die Bieberbachsche Un- 

gleichung III). 
IV. Satz. Unter den Voraussetzunyen yon Satz 1I gilt 

2.1zl 
I t ( z ) - - / ( - - 0 1  => x+lzl" 

Beweis. Naeh Satz I I  ist 

1 2) 9t 2> l + l z l '  1) ~R ~ l + [ z l ,  
und daher: 

>-Izl( 1 I , 21~I 
_ . .  + = 1 + j z l ,  

w. z. b .w.  Die Funktion (15) erreieht die Sehranke nieht. Will man 

I z l abseh~tzen, so kann 2 dureh jedoeh dutch ein Vielfaehes von 1 + I z I 

keine hShere ,Zahl ersetz{ wexden. D'enn die Schranke des Satzes strebt 
gegen 1, wenn I z [ - ~  1 strebt. Es ist abet auch 

= 
l*l ~ 1 

wenn l(z) die Funktion (15) ist und z-~ i auf der imagin~iren Aehse 
strebt, 

w 
Ein Satz f i b e r  d i e  Ableitungen der Funktionen der Klasse R. 

V. Satz. Die Funktion w = t ( z ) =  z + . . .  geh6re zur Klasse R, 
es sei lerner I zo[~_ r ~ 1. Dann liegt l'(zo) in dem abgeschlossenen, 
schlichten Gebiet, das aus [ z l ~ r dutch die Abbildung 

1 
06) s = (1 - -  z)  "2 
entsteht. 
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Beweis .  Wit steUen ! (zo) _ f (Zo) z o '  z ~  uad  f(Zo) SIs Pnn~r~ der 

s-Ebene dar 'und  setzen zur Abkiirzung 

/' (Zo) = / ,  sl  = / ( z ~  s2 ~  %" ss = sl"s2 (~o)- 
~o ' / (z0)' 

Nach Satz II  liegen s I und s~ au[ der Kreisscheibe, die aus [z[ ~ r durch 
die Abbildung 

1 
(17) s -  1---z 

entsteht. Diese Kreisscheibe bilden wit dutch die Funktion 

(18) ~7 = Log s 

schlicht-regul~r auf das Oebiet B ab, wobei Logs den Hauptwert des 
Logarithmus bedeutet. Dabei folgt: 

1. B ist ]convex. Denn die Funktiou 

= L o g s = L o g  ! = h ( z )  

fiihrt I zl ~ r ~ 1 schlicht-regul~r in B iiber. Hinreichend dafiir, da~ B 
konvex ist, ist,. daft die Ungleichung (4) in [z I ~ r fi~ die Fun]~ion h(z) 
erfiillt ist. Da 

z .~ i !_Z!%l  _-- 1, h (z) 1 --  z 

ist, ist diese Bedingung flit r ~ 1 effiiU~. 
2. Es sei ~71 ----Logs1, q2 ~-Logs2- Dann liegt der Punkt 

7 ,  = �89  §  = � 8 9  = � 8 9  

auf der Strecke ~h..-~7~, also auch, da B konvex ist, in B. 
Gehen wit vermittels der Funktion (18) zuriick zur s-Ebene, so folgt 

aus 2., daft s4 ---- e~ auch auf der Kreisscheibe liegen mliB, die aus [z]<~ r 
vermSge der Abbildung (17) e n t s t e h t .  Da 

s~ = 1' (Zo) = s~ 

ist, liegt folglich f (Zo).in dem abgesctdossenen Gebiet, das aus [zl ~ r 
durch die Abbildtmg (16) entsteht, w. z. b. w. 

B e m e r k u n g e n .  1. Das Gebiet, auf das f (zo) dutch diesen Satz ein, 
geschr~tnkt ist, kann flit die Klasse ~{ nioht welter verkleinert werden. 
Denn flit die Funlrtion (15), die zur Klasse ~ gehSrt, ist 

1 
1' (:0 ~ (1 -.I-z)~" 

2. Der V. Satz bedeutet eine Versch~fung der Ung]eichungen-II) 
und III), die unmittelbar aus ihm abgelesen werden k5nnen. 
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3. Es mSge bier noch ein zweiter Beweis yon Satz V flit die Funk- 
tionen mitgeteilt werden, die l~I ~ I auf schlichte, konvexe Polygone 
abbilden. Bekanntlich kann man diese Funktionen mit HiIfe der Sehwarz- 
Christoffelschen FormeI explizit darsteUen, es ist also mGglich, sie direkt 
abzusch~tzen~). 

Wit beginnen mit einer Definitiom Gegeben seien die n komplexen 
Zahlen 

z t ,  Z 2, . . . ,  Zn,  

fiber die wit voraussetzen: 
(zk) > 0, ~ k = 1, 2, . . . ,  ,,. 

Ferner seien gegeben die n reellen, positiven Zahlen 

k,, k2 . . . . .  k.. 

Unter dem allgemeinen, geometrlschen Mittel der n Zahlen z l . . .  zn ver- 
stehen wit: 

1 

I 
ekl + . . .  + 1:n (kl r,og =1 § ... + kn  �9 IJog =n) 

wobei unter Log z~ (~-~ 1, 2, ..., n) der Hauptwert des Logarithmus 
verstanden ist. 

Ober das allgemeine, geometrisehe Mittel beweisen wit den folgenden 
Hilfssatz: 

Hilfssatz.  Die n Punkte z~, z~, ..., z, seien gelegen auf der Kreis- 
scheibe 

< q.a,  

wo a reell, positiv, 0 ~ q ~ 1. Dana fiegt das allgemeine, geometrische 
Mittel dieser Zahlen ebenfalls auf der Kreisseheibe: ] z ~  a i <:  q .a, wie 
auch die Zahlen kl, k 2 . . . . .  k~ gew/ihlt werden. 

Beweis. Wit bilden [ z - -a  I <~ q .a dutch die F -n~ ion  

w = Log.z 

schticht-regul~r auf das Gebiet B ab, wobei Log z den ttauptwert des 
Logarithmus bedeutet. Der IIilfssatz ist bewiesen, wean wir zeigen, da~ 
w o - ~ L o g M  i n B  liegt. Es ist 

k k~. Log z~ 
w o ---- LogM---- ~ffil 

7) Auf diese Weis~ ha l  Herr  Bieberbach die Ungleichung I I I )  bewie~n.  
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a) Nach einem bekannten Satz iiber den allgemeinen Schwerpunkt 
yon ~ P u n k a h  8) liegt Wo in dem kleinsten konvexen Polygon, das die 
P-nk~e Log zk (It ~- 1, 2, . . . .  ~) enthiilt. 

b) B ist konvex. Denn die Fnnlrtion 

z = c .  1-b~ 1 - - ~ '  C >  0, 

fiihr~ einen Kreis t~t < :  r < 1 in I z ~ a l~_~ q. a fiber, so datl 

w = h ( 8 ) = L o g ( c  1-1-3~ " ~ /  

l~[ ~ r sehlieht-regul~r auI B abbflder B ist konvex, wenn far h (~) 
die Ungleiehung (4) in ]~] ~ r erflillt ist. Da r < 1 und 

ist, ist dies der Fall. 
Aus a) mad b) f01gt, dab % = LogM in B liegt, w.z.b.w.  

Bewei s  des  S a t z e s  V fiir  d ie  k o n v e x e n  P o l y g o n e .  

Die Funktionen, die [z I < 1 auf konvexe Polygone schticht-reguliir 
abbilden, lauten 

z 

w = ! (~) = ~ (1 - -  e ' , .  ~)"~. (1 - -  e ''~ ~ ) " , . . .  0 - -  e '~~ ~; 
0 

wobei die ~ und p~ (k = 1, 2 . . . .  , n) reelle Zahlen sind, die den beiden 
Bedingungen geniigen: 

1) ~,~ < o ( k =  1, 2 , . . . ,  n), 

2) ~ ' ~  = 

E s ~ t  

s = f (z) = (1 - -  e ~a', z) "l .  (1 - -  e ~ .  z ) " ' . . .  (1 - -  g~"- z) '%. 

Ist nun tZo ]~  r < 1, so lautet der zu beweisende Satg: 

Unter den Voraussetzungen 1) mad 2) liegt 

s~ = f (zo) = ( i  - -  g ~ .  zo) "~ .. . .  (1 - -  J ~  zo)", 

im abgeschlossenen, schlichten Gebiet, das aus I z] ~ r dutch die Abbildung (16) 
entsteht. 

s) Siehe z. B: K. Knopp, Aufgabensammlung zur l~unktionentheorie, 2. Bd. 
(Samml. GSschen, 1928), w 1, Aufg. 1. 
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Zum Beweis setzen wit 
~ = - - / ~  (k = 1,  2 ,  . ~ . ,  ~) 

und 
1 

M = {(1  - -  e ' ~ ' .  Zo) ~t-  (1 - -  e ~ .  Zo) ~ . . .  (1 - -  e ~ "  Zo) " } n  + , ~ + . - "  + , .  

Da die Punkte 

(1 - -  e ~ ~ ' .  zo),  (1 - -  e ~ *  zo),  . . . ,  (1 - -  e ~ "  Zo) 

in I 1 -  s[ ~_~ r liegen, l ie~ naeh dem Hilfssatze aueh M auf dieser Kreis- 
scheibe, da v~ ~ 0 naeh 1) (k = 1 . . . . .  n). Diese Scheibe entsteht aus 
I z[ ~ t dutch die Abbildung s = 1 - - z .  Folglieh liegt M ~ in dem ab- 
geschlossenen, schliehten Gebiet, das aus Izl< t durch die Abbildung 
s = (1 - -  z) 2 entsteht. Da p~ = - -  vk (k ---- 1 . . . . .  n) ist, folgt wegen 2) 

1 
t '  (Zo) = ~ -  

Also liegt / ' (%) in dem Gebiet, das aus [z[ <~ t dutch die Abbildung (16) 
entsteht, w. z. b. w. 

ls t  lzo[ <~ ," < l ,  so liexjt zo 

Abbildung 

4~ 

Ein S a t z  f i b e r  die Funktionen der Klasse 6 f .  

VI. Satz .  Die Funktien w = F (z) == z - 4 - . . .  9eh6re zut Klasse ~t .  

F(zo! in dent Gebiet, dos aus l zl <_ r dutch die 

1 
(1 - - z )  2 

entsteht. 
Beweis .  Es sei 

F (z) = z .  f (z) 

gesetzt. Nach einer Bemerkung yon I. W. Alexander 9) gehSrt /(z) zur 
Klasse ~. Da nun 

(~o) = ? (zo) 
ze 

ist, so ist die Behauptung bewiesen, da nach Satz V /' (zo) in dem Gebiet 
liegt, das aus [z I <__r dutch die Abbildung (16) entsteht. 

Das Schrankengebiet fiir F (zo) kaan fiir die Funktionen der Khsse  ~ t  

nicht weiter verkleinert werden. Den- fiir die Fnnlction 

w = F ( z ) - ~ - ( 1 _ z ) ~  = z + ' ' "  

die ]z I < 1 auf das Schlitzgebiet abbfldet, alas entsteht, wean die w-Ebene 

9) I. W. Alexander in Ann. of mat.  (2) 17 (1915), S. 12--22. Man vergleiche 
L. Bieberbach, a .a .  0. ,  S. 303. 
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li~ngs der negativ-reellen Achse vom Pnnk t e  
fernen Punk te  aufgeschnit ten wird, ist gerade 

F (z) __ 1 
z - -  ( 1 - -  z) ~ 

- - � 8 8  bis zum unendlich 

w 

Ein  K o e f l i z i e n t e n s a t z .  

Aus Satz I folgen notwendige Bedingungen flit die Koeff izienten der 
Funkt ionen  (1), die zur Klasse R gehSren, indem m a n  einen Satz yon 
Carathdodory 1~ auf die Funkt ionen  

, r (~) 1 (z) z .  
z ' / (z) 

anwendet.  
1. Die Funk t ion  

l (z_._) = 1 +  azz- -F a s z  ~ -4-" . . .  Jr- a ~ z  " - 1  4 -  . . .  
Z 

erfiillt nach  Satz I die Voraussetzungen des Satzes von Carath~odory.  
Nach diesem ist 

la, , I  --<_ 1 (n  = 2, 3 . . . .  ), 
eine notwendige Bedingung, die bereits  in der LSwnerschen Arbei t  be- 
wiesen wurde, indem unter  Benutzung yon (4) derselbe Satz auf  die 

F ,mkt ion  (z "  1" (z) 4- 1) angewandt  wurde. 
r (~) - -  

2. Analog ergibt sich aus dem zweiten Ergebnis  von Satz I der 

VI I .  S a t z .  Die Fun~ion (1) geh6re zur Klasse ~. Die in [z I ~ 1 

konvergente Potenzreihenentwicklung yon L o g / ( z )  laute -7- 

Log ! (z) = bl z 4- b~ z ~ -5 . . .  -5 b, - z n -5 . . . -  
Z 

Dann ist 
1 

B e w e i s .  Wegen der gleichmiiBigen Konvergenz der Reihe 
I zl ~ r ~ 1 darf  gliedweise differenziert werden:  

z . l ' ( z ) - - / ( z )  = bl -5 2 . b 2 . z _  u . - 5 n . b ,  .z,~_l -5 .  
z. l (~) . . . . . .  

I ' (z) 
z'7- ~ --  1 - S b l . z  + 2b~.z~ - 5 . . .  + n . b , . z n - 5 . . . .  

(n = 1 , 2 , 3  . . . .  ). 

in 

10) C. Carath4odory in Rend. di Palermo .~2 (1911), S. 193--217. Der Satz 
lautet: Die Funktion w = g(z) = 1 + q . z - F . . .  4-%.zn + . . .  sei in Izl <. 1 
regular und es sei dort: 91g(z)=>�89 Dann ist 

]cnl ~ 1 ftir n = 1, 2 . . . . .  
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Nach dem I. Satze ist in I z] < 1 

/ ( z ) J  ---~ -2-" 

Also, lehrt der Satz yon Carath~odory, ist 

I n . b . I  < 1, d .h .  Ib,~l < • 

W. Z. b. w. 

Die Schranke des Satzes ist scharf und wird erreieht yon der Funktion (15). 
Fiir sie ist 

Lo-  ! (z) 1 g --~-- --~- Log l + z  1 ~ ( -  1)" z , , + . . . .  = - - z + y . z  + . . . +  . 

w 

Die ungeraden Funktionen der Klassen ~ und ~t.  

Die ungeraden Funktioneu der Klassen R und ~ t  bilden I zi < 1  
schlicht-regul~r auf konvexe bzw. sternfSrmige Gebiete mit 0 als Mittel- 
punkt ab, die zum Nullpunk~ symmetriseh sind., Wit beweisen iiber sie 
zun~ichst den folgenden 

H i l f s s a t z .  Die ungerade Funktion 

w = ~5(z) = z + a s . z s + . . .  +a~,§ . z ~ , , + ~ + . . .  

gehSre ,zur Klasse ~t.  Dann geh6rt auch die Funktion 

(19) w = F(z)  = r  = z + . . .  

zur Klasse ~t.  
Beweis .  a) Die Funktion (19) 1st in Izl < 1 regul~ir und schlieht. 

Denn were F(z~)------lV(z~) mit z~ =~z~, so w~re ~ 2 ( z l ) =  r und 
r  = + r  mit z 1~= J-z  2. Da r  in {z t < 1 schlicht ist, ist 
~5 (z~} ~= ~b (z2). Also miil]te ~ (zl) = - -  ~b (z~) sein. Da aber ~5 (z) un- 
gerade ist, ist dies unmSglich, wenn z 1 # - - z  z 1st. Also ist F(z ) in  
{ z I < 1 schlicht. 

b) Die Funktion (19) bildet I z] < 1 auf ein Sterngebiet mit 0 als 
Mittelpunkt ab, wenn in ]z I < 1 

(20) ~ (z F' (=) �9 ~27i)  -->_ o 
ist u). Nun ist 

1 

11) Die no twend ige  und  h in re i chende  B e d i n g u n g  daffir,  d ab  w = F (z) ~ z + . . .  
[ z [ < 1 au f  e in  S t e rngeb i e t  m i t  0 als M i t t e l p u n k t  a bbi lde t ,  ist,  d ab  in  [ z I ~ 1 die Un-  
g le ichung  (20) erffill t  ist.  JR. N e v a n l i n n a ,  ~ b e r  die kon fo rme  A b b i l d u n g  yon  
S te rngeb ie t en ,  Oevers ik t  av  F i n s k a  Vet.  S. F6rh .  63 (1920- -21) ] .  

M a n  vergle iche  Hi l f ssa tz  3 yon  w 1. 

24* 
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und also 

~' (~) = 1/~- ~' (~) (21) z.  ~ - ~  ~(V;) " 

~' ( 6 h  

Also ist wegen (21) auch (20) in Ix[ < 1 erfiillt. 

VIII.  Sa t zn ) .  Die u~jerade F u n l ~ i o ~  

~v ~-- ~ ( z )  = z - ~  aaza ~- . .  . -4-a~n + x .ZSn+ l - b . . .  

9eh~re zur  Klasse  ~ t .  D a n n  ist  

1 

2) l a , , + , l  < 1 (~ = 1 ,  2 , . . . ) .  

Beweis .  Mit ~(z)  geh6rt nach dem Hilfssatz auch die Funktion 

F (~) = ~ '  (V;)  

zurKlasse ~t.  Ist [ % ] ~ r  < 1, so ]iegt nach Satz VI F(z~) in dem 

Gebiet, das aus I zl ~ r ~ < 1 dutch die Abbildung (16) entsteht. Da 

( ~(zo)~ ~ ~(z~) F (z~) 
-~-o ] = ~ =  ~ 

ist, liegt ~(zo) in dem Gebiet, das aus [z[ ~ r ~ durch die Abbildung (17) 
zo 

entsteht. Fiir r -+ 1 folgt hieraus die erste Behauptung. 
Die zweite folgt aus der ersten, da die Funktion 

(z) = l + a a z  2 +  . . .  A-a2~+l"z~ ~ + . . .  z 
die Voraussetzungen des Carath6odorysehen Koeffizientensatzes ~o) erfiillt. 
~ach diesem ist [aa~ + ~ I < 1. 

B e m e r k u n g e n .  1. Beide Schranken sind scharf mad werden erreieht 
yon der Funktion 

w = ~ _ ~  = z + z ~ + . . . + z ~ " + ~ +  . . . .  , 

die I z l < 1 auf das Schlitzgebiet abbfldet, das entsteht, wenn die w-Ebene 
i i 

l~ngs der imaginKren Achse yon - - ~  bis ~ ~ ,  mad yon + ~ bis + :r 

aufgesehnitten wird. 

~) Die Koeffizientenabsch~tzungen und die scharfen Absch~tzungen yon 
t t (z) [ und I ]' (z) [ fiir die ungeraden Funkt lonen der Klassen ~ und  ~ f  finden 
sich bei J. Privalov a. a. O. 
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2. Wie aus dem Beweise hervorgeht, liegt ~(z) flit lzl-~-r  < 1 auf 

1 1 tier redlen Achse tier Kreisscheibe, die fiber tier Sta~cke f +  ~ ' " 1 -  r -'-'--~ 
sis Durchmesser steht. Daraus folgt 

und dutch Multip "hkation m i t r  

r < l ~ ( z ) l  ~ " (J. Privalov). 

IX. Satz.  D~  u ~ e r ~  F ~ n ~  

w = ~(z)  = z + b s ~ + . . . + b ~ + ~ . z S n +  1 + . . ,  

geh~e zur Klasse ~.  Da~n ~ l t  

1) ~ R ( ' ! z ) - - ) > ~  in l z [  < 1 ,  

1 (n .~- l ,  2 , . . . ) .  2) Ib~+~l  ~ 2 , ~ + f  

Beweis.  1. Nach I. W. Alexander 9) gehfr~ die Funktion 

~(z)  = z.  ~' (z) 
zur Klasse ~t ,  mid ist mit  ~(z) nngerade, l~ach Bemerlmng 2 zu 
Satz VIII  ist also 

1 
(22) ~ (~--~(z z)) ~ 1 - - ~ '  

wo tz[ ~ ~ < I is~. Zum Beweis diirfea wit uns auf posi~iv-reelle z 
b e s c ~ e n .  Es sei z o = r o < 1. Dann is t  

zo  

0 

Wit wablen als Infc~rat'mnsweg die p o s i t i v - r e d l e  Achse und erhalten, wenn 

wit z = z + ~ - y ,  z = g ( z , y ) + i , l t ( z , y )  se~zen 

o 

= 

o 

Aus (22) mad (24)folgt 
r r  

~ (Zo) ~ .  ~ = arc tg~o, 
0 

wobei der Zweig zu nehmen ist, der fiir r o = 0 versehwindet. Folglich is~ 
(25) ~ (~_z~))> .rc tg ,o. 

r o 
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Diese Gleichung ist  aueh fli t  komplexe  I zol = r o r iehtig.  Da  die~Funktion 
1 

- - . a r c  tg  r o m i t  waehsendem r o mono ton  abn immt ,  folgt  aus  (25) ro 

~_. 
9~ ~ - ~ o  / ~ arc tg  1 4 

2. Die F u n k t i o n  

q~(z) = z .  q/ (z) = z + 3 b s z  a ~ . . . + (2n  ~- 1 ) . b 2 , + l . z  ~"+1 ~ - . . .  

is t  ungerade  und  gehSrt  zur  Klasse  ~ t .  Nach  Satz  V I I I  is t  

1 ( 2 n + l ) . b ~ , + ~ l _ _ ~ l ,  d . h .  I b ~ , + ~ l <  1 
- -  ~ 2 n + l '  

w. z. b. w. 

Beide Schranken  sind scharf  und  werden erreicht  yon  der  F u n k t i o n  

1 1 § z z 3 z 2n+1 
w = q (z )  _~_ y L o g i - -  z ---- z - ~ - y . - ~ . . . - ~ 2 n +  1 - } - . . . ,  

die ]z] < 1 sehlicht-reguliir  auf  den Paral le ls t re i fen 
7 g  

< 3(w) < +u 
abbridet .  

I I .  T e l l .  

0bet Verscltiidungen eines Satzes yon Szegti. 

w 

Der Szegiische Satz der Klasse ~ .  

X. S a t z .  Die Funkt ion w = ](z) = z ~  . . .  gehSre zur Klasse ~.  

Van zwei Rand4mnkten des Bildgebietes G yon I z] < 1, die au] derselben 
Nullqeraden, abet au/  verschiedenen Seiten des Nullpunktes liegen, ist min-  

entfernt. destens einer yore Nul lpunkt  um mindestens u 

B e w e i s .  1. Es  geniigt,  den Satz  f l i t  die Abbf ldungen  auf Winkel -  

r~ume bzw. Para l le ls t re i fen  zu beweisen. Es sei C I O C  ~ eine beliebige 

Nullgerade,  C 1 und  C 3 die R a n d p u n k t e  yon  G a u f  ihr. W i t  zeichnen 

in C 1 und C 2 die St i i tzgeraden yon  G, die  einen Winke l r aum G 1 ein- 

schlieflen, der  G i m d n n e r n  enthiilt .  Die F u n k t i o n  w = g (z) = r .  z -~ . . . ,  

wo r > 0, bride I zl < 1 auf G 1 ab. W i t  kSnnen schlieBen 13): 

1 z +  ., w o w  x = g- l (w) die 18) Denn die Funktion w 1 = g -1 (f(z)) = ~- . .  

Umkehdunktion yon w = if(w1) ist, bildet I z [ <  1 auf ein Gebiet ab, das im 

Innern yon t wll < 1 liegt. Nach dem Schwarzschen Lemma ist 1 ~ 1, wobei das 
r - -  

Gleichheitszeichen nur eintritt, wenn w 1 = ~/-1 (/(z)) die Identit~t ist. 
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I 
DieFunkt ionw = h(z) = ~ . g ( z )  = z + . . .  bildet ]z t < 1  auf ein 

Gebiet G2 ab, das aus C~ dutch Streckung entsteht. Die Randgeraden 
yon G~ schneiden wit mit Cx.. .  C2 in A~ und A2. F~s ist I Ak l ~  loll 
(k = 1,2), d.h. der Satz ist bewiesen, 
wenn gezeigt ist, das fiir mindestens 

ein k, (k = 1~ 2), tA~I ~ u ist. 

2. Die Stiitzgemden in C1 und C~ 
seien nicht parallel. Der Scheitel- 
punkt yon Gu sei S, es sei O S - - - - a  

und ~ .~(0 < ~ < 1) sei der Winkel, 
den die Randstrahlen yon Gz bflden. 
Endlich sei r der Winkel, den S O  

mit einem dieser Randstrahlen bildet 
und der bestlmmt ist dutch die Fest- 
setzung 

0 < 9 . < ~ @  �9 P~. L 

B~ und B~ seien dann zwei Randpunkte von G~, die auf demselben Null- 
strahl, abet auf verschiedenen Seiten yon 0 liegen, und fiir die I B1 ] -- I B~[ 
ist. I Bll ist eine Funktion yon ~ und ~: 

Der Satz ist nun fiir den Fall 2 bewiesen, wenn wit zeigen: 
Ts 

F ( ~ ; ~ ) > ~  fiir 0 < ~ < 1  und 0 < ~  ~ '~  

Ist n~mlich IAll > IA~i, so tragen 
wit auI O A 2  die Strecke O A a  ~- IAII 

air. Die Strahlen S ... A 1 und S ... As 
schlieBen einen Winkelraum G3 ein, 
der G~ im Inhere enthiilt. Die Funk- 
tion w ----gx(z) ----- r l - z + . . . ,  wo 
r 1 > 0, bilde t z[ < 1  auf G3 ab. 
Wit schlieBen wieder is) 

r l ~  1. 
1 

Die Funktion w = h 1 (z) ---- r-.~.g ~ (z) 

= z + . . .  bildet I zl < 1  auf G4 

. . . . . .  

Fig. 2. 

ab, das aus Ga durch 8treckung entsteht. Schneider man die Rand- 
strahlen yon  G4 mit A~ As in b~ und be, so ist 

1) Ibll-~ Ib21, 
2) I A l t ~  !bll. 



376 E. Strohh/~cker. 

Es geniigt also, dal] wit nachweisen: I b~l ~_~ ~-- Dies geschieht 

eine Untersuchung yon F (~0; ~). 

Die  F u n k t i o n  F(~o; ~). Die Funktion 

w ~ = ( i l + z -i:" b ) z 

bildet I zl < 1 auf 0 < are w I < e ~  ab, wenn b > 0 reell ist. 

w~(0) = ( i + b )  ~; w;(0) ---- 2 e i . ( i + 4 )  "-~.  
Also bfldet 

( . l  + z b)a--(i b f  
~'~--z + + 

(26) w = h(z )  = d~" 2 ~ - i ( i  + b )  " - ~  = e~z+ . . . .  

wo ~ reeU, I z I < 1 auf O~ ab. Aus (26) ~o1~ 

= are w~ (0) = ~. arc cotg b, 

I w, (O)l V1 -t- b 2 . 
a ~ ~ ~  2~ ' 

oder, a als Funktion yon ~ und ~ ausgedriickt, 

1 
(27) a = - -  

2~  . s i n -  ~ 

Sind nun ~ der Winkel zwischen S B~ und SO, 
jektionen von S B~ und SO auf S B~, so ist 

und 

d .h .  

B A  = AB2 

S B und S A die Pro- 

iBII '  = ~ ( ~ ;  ~) = a ' . { s i n  s ~ + (cos f - -  t g ~ n  / J 

(28) ~ (~;  ~) = F ~ (~o; ~) = 
4 e2 sin s eo 

0t 

�9 {1--2"sin2~tgez _ ~ 2  ( 1 - - c o s 2 ~ ) } "  

Nach leichten Umformungen erh~ilt man aus (28) 

(29) ~ ( f ;  ~) = 1 �9 1 -~ tg2~ ~ tg ~ c--m--~.~ j" 
4 ~ .  sin~_ ~ ~ 

dutch 

Es ist 

IBI] t = OA ~ + B A  ~ = OA" + ( S A - - S B )  ~', 
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~Tg a) Es sei 0 < ~ ~ ]. W ~ h s t  9 yon 0 bis -2-,  so w~chst cos ( ~ - -  2 9) 

monoton,  & h. der W e f t  der K l a m m e r  in (29) wird kleiner. Also ist, da  

auch mi t  wachsendem 9 1 kleiner wird, 
sin'  

r (9; ~) > ~'{1 oo~==_____~ 
t ~o, T |  

7~ 
d. h. F ( 9 ;  ~) > ~ ,  w. z. b . w .  

{ 2 2 .1. / 
~-~T~" 1 -~ tg ,= =" t g ' ~ = "  cos~=J 

[ = /  1 4. sin ~-~- 

= ~ . _ "  1 - - t g , ~ . c o s = ~  J ,  

sm --2 tg - f  - - 4  ~ '  
= ~ > - - ~ - - ~  = T g '  4 ~ ' .  cos~ ~--~'~ 4 ~ 

2 

b) Es  sei -~, < ~ < 1. I n  diesem In terva l l  ist 

{ 2 [cos ~ - - c o s  (~= - -  2 ~)]} ~ ( 9 ; 0 ~ ) =  1 �9 1-~ t g ~ c c ~ . c o s ~  
4 ~ ' .  sin ~ ~ 

= I . {i _~_ 4 sin (~ ~-- ~) .,in ~I 

1 + sin (~ ~z -- ~) 

4 ~ ' .  sin~ ~ ~. tg'cr [cos e~] .  sin -~ 

da s in~  ~ ~ ist. Also ist 
sin---~ m 

1 s i n ~ .  cos ~ _~_ [cos cr . s in~ 

und, da  der zweite Bruch iedenfalls posi t iv ist, 

I sin 
(~;  ~) ~ ~ 4 

~ . t g ~  sin -~ 

1 _[_ 1 sin2 ~ z~ + cos~ ~ zt -~- (4 ~-~ -- I) �9 cos~ ~ = 

1 
4 . ~ , .  sin2~ a" 

Folglich ist bier 
1 
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Diese Funktion hat in dem betrachteten IntervaU ein Minimum an der 
Stelle %, die bestimmt ist (lurch die Gleichung 

tg%~ = ~ .  

Wit schliet~en % zwischen die Grenzen 

ein und erhalten somi~ 

F ( ~ ;  ~) > 

11 2 

2 2 . - ~  

1 3 1 

sin ~-~ 

w. Z. b. w. 
3. Die Stiitzgeraden in C~ 

Parallelstreifen. Fiir mindestens 

wo a~ und a~ die Abst~nde des 
sind; G~ liegt im Innern eines Streifens G z yon derselben Richtung und 
der Breite 2-a~, auf dessen Mittellinie 0 Iiegt. Durch die Funktion 

w = r2-e ~ k L o g l + z  2 1 - - z  ~- r ~ ' e  l ~ ' z ~ . . . ,  

wo k und r ~ > 0  ree]l sind, wird z < l  auf G~ abgebilde~. Es ist 

r~ ~ 1 ~3). Da die Breite yon G3 gleich r~..~- is~, folg/ 

w. z. b.w. 

und C 2 seien parallel. G 1 und G2 sind 
ein k (k = 1, 2) ist 

a 1 ~ a~, 

Punktes 0 y o n  den Randgeraden yon G~ 

14) Dieser Satz finder sich, wie ich nachtr~glich erfuhr, l~reits in einer Note 
y o n  M. Lavrentieff in den C. R. 191 (1930), S. 827. 

w 

Eine u fiir die Funktionen der Klasse $t.  

XI. Satz~)  . l ~  Funktion w = ](z) = z + . . .  gehSre zur Klasse ~t .  
Legen wit dutch den Nullpunkt der w-Ebene n gleichwinkIig verteilte Stxahlen, 
so m~ge jeder yon ihnen den Rand des Bildgebietes G van ] z I < 1 in einem 
Pun~e a~ (k = 1, 2, . . . ,  n) tre]/en, der yon den RandTunkten au] diesem 
Strahl die kleinste Ent]ernung yon 0 hat. Fiir mindestens ein k ist dann 

1 
levi :> ~-.-. 
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Beweis .  Bilden wit Izl ~ 1 dutch die Funktion w ---- s(z) ---" z + . . .  

auf das Gebiet G t a b ,  das entsteht, wenn wir die w-Ebene liings der n 
gleichwinklig verteilten Nullstrahlen yore Punkte Ak his z u m  unend!ich 
fernen Punkte  aufschneiden, wo I Akl -~ const, fiir k 1 , . . . ,  n, so ist 

(so) I = �9 R 

Vz 

Zum Beweis darf angenommen werden, daft einer der n Strahlen die 
positiv-reelle Achse ist. Es sei A t ~ O. Ist  nun 

Z 

w ---- k(z) --= ( l+z)~ = z + . . . ,  

so bfldet die Funktion w t = k (z'*) = z" + . . .  den Sektor des Einheits- 

2~ (k = 1 , 2 , .  n) auf die kreises I z l ~ 1, (k - -  1). 2_~nn ~ arc z ~ k.  -~- .., 

wt-Ebene ab, die l~ngs der positiv-reellen Achse yon 0 his cr aufge- 

2~ (]~=1, .,n) schnitten ist. Dabei wird der Radius Izl ~ 1, are z ----/c. -~-- 

1 abgebildet. Dutch w t k ( z  ~) wird also auf die Strecke 0 . . .  ~ = 
I z] ~ 1 auf eine n - bliittrige Riemannsche Fliiche mit Verzweigungs- 
pmfl~ten in 0 und dem unendlieh fernen Punl~e abgebildet, deren eiazelne 
Bl~itter yon �88 :~ !iings der reellen Achse aufgeschnitten sin& Dutch 

n 

w = s (z) = $';k (z'~)* = z + . . .  wird somit I z[ ~ 1 auf ein Gebiet G 2 ab- 
gebildet, das aus G t dutch Drehung um 0 entsteht. Hieraus folgt (30). 

Wir sclmeiden nun die w-Ebene liings der n ~ullstrahlen von den 
Punkten A~ bis z u m  unendlich fernen Punkte auf. Dadurch entsteht das 

Gebiet G r Wiire fiir alle k (k ---- 1, 2 . . . . .  n) ]awl ~ - ,  so w~ire G ein 
Vz 

Teilgebiet von G1, da es in Bezug auf 0 sternf6rmig is t .  Dann wiirde 
die Funktion ~ = s -~ (/(z)) ~- z + . . .  I zl ~ 1 auf ein Teilgebiet yon 
]~71~ 1 abbilden. Dies ist aber unmSglich. 

Wie aus dem Beweis hervorgeht, kann die Schranke nur im Falle 
der Identit~t [ (z) ~ s (z) angenommen Werden. 

w 

Ein Satz iiber sehlichte Funktionen. 
XII.  Sa tz .  Die F u n ~ i o n  w --~ ](z) = z + . . .  bilde lzl ~ 1 schlicht- 

regular au/ das Gebiet G a b .  ])ann entI~lt G im  Inne,rn eine Strecke, deren 
einer EndTunkt  der Null/punkt ist und deren L~nge gr6fler als 0,73 ist. 
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B e w e i s. C sei die Bildlmrve yon I z l = 0,64, vermittelt yon 
w = /(z). Nach einem Satze yon A. Marx 1~) wird C von jedem Null- 
strahl in nur einem P,,nkte geschnitten. Da 

I/(.z)l _-> �9 
Iz l=r<x 

ist, gibt es atff C einen Punkt  a, fftr den [a [ ~_~ 0,64 ist. Wit f~agen nach 
den Randpnn~tCn yon G, die auf dem Nullstrald nach a liegen, c sei 
derjen~ge, der yon 0 die kleinste Entfernung hat. c kann nicht im 
Innern yon C lie.gen. Nach dcm Marxschen Satz ist also I o [ > [a I. 
Die F u n ~ i o n  

(31) w = It(z) = c./(z) ~=z+. . .  
ist in [z] < 1 schlicht-regul~r. Nach dem Koebeschen Verzermngssatz 
ist also 

c.t(z) ~ Izl 
- - l ( z ) l  ~ ( 1 - - I = 1 ) ' "  

(32) 

Aus (32) folgt 

(33) 

Da l al >= 0,64 ist, folgt 

Ic l>-  

[r 0,64 
Io--~l < o-:~' 

0,36 = 
' c - a l  = I c l - l a l  _-__ Iol'lal" o---~, 

icl._> tat 
1 - - l a l .  0'36~ 

0,64 

0,64 
O,S6 2 > 0,73, 

1 - -  0,64. 0,64 
W. Z. b. w. 

xs) A. Marx, Zwei Slitze fiber sohlichte Funktionen. (Sitzungsber. d. Preul~. 
Akad. d. Wiss. 1959, S. 96--100.) 

(FAngegangen am 18. Mgrz 1932.) 


