Beitriige zur Theorie der schlichten Funktionen.

Von
Erich Strohhiicker -in Eislingen.

Einleitung.
In der Theorie der schlichten Funktionen sind besonders zwei Funk-
tionsklassen genauer untersucht worden, in denen die Funktionen

¢))] w=f(z) =z4a224+ ... Fa,2* 4 ...
zusammengefaBt sind, die |z} << 1 schlicht-regulir
a) auf Sterngebiete mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt (Klasse &t),
b) auf konvexe Gebiete (Klasse R)
abbilden. Uber die Funktionen der Klasse & bewies Herr Lowner die
beiden Ungleichungen):
) = tels

r

mit [z} = r <1,

1—7»
1 . 1 .
II) (nglf(z)lé(l——r)z mltlZl§T<1,
zu denen Herr Bieberbach?) als dritte hinzufiigte:
III) |arc f' (2) | < 2arcsinr mit [z| < r<<L

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist in einem ersten Teil eine Ver-
schirfung dieser drei Ungleichungen in dem Sinne, dafl nun nach Schranken-
gitzen der drei Funktionen

f—-(f—)=1+...' 2

z

{2
7@
unter der Voraussetzung gefragt wird, daB f(z) eine Funktion der Klasse &
ist. Durch eine wiederholte Anwendung des Schwarzschen Lemmas ge-

=14..; f@ =1+...

) K. Léwner, Untersuchungen iiber die Verzerrung bei konformen Abbildungen
des Einheitskreises, die durch Funktionen mit nicht verschwindender Ableitung
geliefert werden, Ber. itber d. Verh. d. Konigl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 69 (1917),
S.89—106.

?) L. Bieberbach, Aufstellung und Beweis des Drehungssatzes. fiir schlichte,
konforme Abbildungen, Math. Zeitschr. 4 (1919), S.295—305.
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langte ich zu dem Satze, daB dann die' Realteile von "2 und 2./ & in
|z] << 1 groBer als § sind3).

Aus diesem Satze folgen die Sitze von Lowner und Bieberbach mit
Leichtigkeit. Wahrend jedoch aus I) nur geschlossen werden kann, daB

fir 2] <r<1 f {z) im Innem eines konzentrischen Kreisringes liegen
mub, dessen Halbmesser T + und 1 smd folgt nun, dal f (z) sogar
im Innern eines Kreises liegh, der dle Randkreme dieses Ringes berﬁlu't.
Hieraus ergibt sich auch die folgende, scharfe Abschitzung:

Iv) ‘arcﬁ—(;l < arcsinr mit |z| < r <1,

giiltig fiir die Funktionen der Klasse K.

Uber die Ableitungen der Funktionen der Klasse & gelangte ich zu
dem folgenden “Ergebnis:-

Fiir |2| <r <1 liegt f () in dem schlichten Gebiet, das aus |z| <r

durch die Abbildung s = (1——_17)3 entsteht.

Dieser Satz ist eine Verschirfung der Ungleichungen II) und III)
und enthiilt eine Folgerung fiir die Funktionen der Klasse Gt, da f(z)
dann und nur dann zur Klasse R gehort, falls F (z) = z-f (z) eine Funk-
tion der Klasse St ist.

Als Anwendungen dieser Sitze werden noch die ungeraden Funktionen
der Klassen & und Gt untersucht. Hier ergeben sich Verschirfungen
von Sitzen von J. Privalov#).

In einem zweiten Teile befaBte ich mich mit Verschi n eines
Satzes  von Szegt®). Man betrachtet das Bildgebiet G, das von |2} <1
durch die in |z]| <1 schlichte und reguliire Funktion (1) vermittelt wird.
Herr Szegdé fand, daB von zwei Randpunkten von &, die auf derselben
Nullgeraden, aber auf verschiedenen Seiten von 0 liegen, mindestens einer
von 0 um mindestens 1 entfernt ist. Das eine Ergebnis dieses Teils ist,
daB die Konstante 1 durch z/4 ersetzt werden kann, wenn der Satz fiir
die Funktionen der Klasse R ausgesprochen wird.

Endlich enthélt dieser Teil eine Verallgemeinerung fiir die Funktionen
der Klasse Gt in der Richtung, daB statt einer Nullgeraden n gleich-

3) Wie ich nachtriglich erfuhr, ist dieser Satz und Satz V auch in einer kiirzlich
erschienenen Arbeit von A. Marx enthalten. A.Marx, Untersuchungen itber schlichte
Abbildungen, Math. Annalen 107 (1932), S.40—67. Die Beweise sind aber dort
andere als hier.

4) J. Privalov, Sur les fonctions qui donnent la représentation conforme bi-
univoque, Recueil Math. d. 1. Soc. Math. d. Moscou 31 (i924), 8.350-—363. ‘

3) (. Szegd, Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 31 (1922), S8.42. und 32
(1923), S. 45.
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winklig verteilte Nullstrahlen gelegt werden, und schlieSlich einen Satz
itber schlichte Funktionen, der besagt, da im Bildgebiet G eine Strecke
Platz findet, deren einer Endpunkt der Nullpunkt ist, und deren Linge
0,73 iibertrifft.

I. Teil.

Uber Verschiirfungen des Verzerrungs- und Drehungssatzes
der Klassen & und &f,

§1L
Der Realteil von ~——= (z) und 2 G ((z)) tiir die Funktionen der Klasse S.
Hilfssatz 1. D1e Funktion w = g (2) sei in |z| <C1 regulir, es sei
g0) =1 und Rg(z) =0 in |z| < 1. Ist dann 2| < 7 < 1, s0 legt
g (%) sogar auf der abaeschlossenen Kreisscheibe der w-Ebene, deren

Durchmesser die Strecke +T l + _ der reellen Achse ist.

Beweis. Wir bilden die Funktlon
_ =1
wl - gl(z) - 9(2)-}-1’
deren absoluter Betrag in [z]| <1
()| <1
ist. ‘Da g, (0) = O ist, erfiillt g, (2) die Voraussetzungen des Schwarzschen
Lemmas. Nach diesem liegt ¢, (z,) sogar in |w,| < r. Durch die Funktion
14w w1
1— w: (wl w I)
wird }wij < r schlicht auf die in dem Hilfssatz genannte Kreisscheibe
abgebildet. Gehen wir mit dieser Funktion zuriick in die w-Ebene, so
ergibt sich der Satz.
Hilfssatz 2. Die Funktion w = f(2) = z + ... gehére zur Klasse K.
Dann gehért auch die Funktion
Hed—1{255)
— — i
@) v =46 = Fera—Tan
zur Klasse R. Dabei ist 2z, ein beliebiger, fester Punkt von |z| < 1.
Beweis. Die lineare Funktion

Ww =

9 — 2
8 = 1—20~

fithrt 2] <C1 so in |3]| <C1 iiber, daB z = 2, in 3 = O iibergeht. 2z =0
geht dabei iiber in 3 = z,. Die Funktion

v, = 1@) = H(£55)




Schlichte Funktionen. 359

bildet |z| <1 auf dasselbe Bildgebiet G ab, das aus |z| <1 durch die
Abbildung w = f(2) entsteht. Dabei geht nun 2z = 0 iiber in w, = f(z).
Fiir die Funktion w = & (z) ist also A(0) = 0. Ihre Ableitung ist
v ES)

®) K@ = reya—na
Es ist also A'(0) = 1. Endlich geht das Bildgebiet von |z| <1, das
durch die Abbildung w = A(z) entsteht, aus G durch eine Translation
und Drehstreckung hervor, ist also mit G schlicht und konvex. Folglich
gehort A (2) zur Klasse K.

Hilfssatz 3. Die Funktion w = f(z) = z + ... gehére zur Klasse K.
Dann ist in |2} <1

P (2)
R (z f(( )) =0.
Beweis. Nach einem Satze von Study?®) ist in |2] <T1
£7(2)

() Rz ”)+1)>0

Die Bildkurve C, die aus |z| = r <{ 1 durch die Abbildung w = {(2) ent-
steht, hat nach diesem Satze die Eigenschaft, daB ihre Tangente sich
dauernd im gleichen Sinne dreht. Das Innere von C ist also konvex, in
bezug auf den Nullpunkt sternférmig. Darum ist notwendig auf
|z]| = > 0 arcf(z) eine monoton wachsende Funktion von ¢ = arcz
0< ¢ <2z, 0Z aref(r) < 2m, aref(r) < arcf(2) < arcf(r) +2a.)
Da diese Funktion differenzierbar ist, ist also

2 aref(z) = 0,

od o0
er
dsref(z) _ 0 dlog  (2)
ST = oS (leg f () = 3(=5E,)
F@ N _ gl G
S(l()zz)-—.‘ﬁ( f())>0
w. z. b. w.

Hilfssatz 4. Es sei fiir alle Funktionen w = f(2) =2 + ... der
Klasse & bewiesen:
&) 1
Rz m)>am| | <1, 0 < a < ).
Dann ist in |2| < 1 fiir die Funktionen der Klasse & sogar

F2) 1 AU 1
DR zrp—gze DR 2oy

%) E. Study, Vorlesungen iiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie.
Heft 11, 1913, §18. Ein hiibscher und kurzer Beweis dieses Satzes findet sich bei

T. Radd, Bemerkungen iiber die konformen Abbildungen konvexer Gebiete. Math.
Annalen 102 (1929), S.428—429,
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Beweis. 1. f(z) sei eine beliebige Funktion der Klasse &, 2, ein
beliebiger, aber fester Punkt von |z] < 1, es sei |2,] == r <{1. Neben
f(z) betrachten wir die Funktion %(2) von (2). . Fiir z = z, erhalten wir
aus (2) und (3)

- /(=)
) b = Fey-a—Ta Ty
(6) ¥ (o) =5y

[z} (L — ]z )
Da % (z) nach Hilfssatz 2 eine Funktion der Klasse 8 ist, ist nach
Voraussetzung in |z| <1

h!
Y] R(zGer) = .
Folglich erfiillt die Funktion
b (z)
9'(3)"‘1—a (Z 7 ) “)
die Voraussetzungen von Hilfssatz 1, da ¢(0) =1 und Rg(z) = 0 in

[#2| <1 ist. Nach diesem Satze liegt ¢(2)) sogar auf der Kreisscheibe,
die iiber der Strecke

17 147
ol T l—r

der reellen Achse als Durchmesser steht. Daher liegt z,- k(( )) auf der
Kreisscheibe, deren Durchmesser die Strecke

I—oiFrta.. 0—ari+a

der reellen Achse ist. Daraus folgt

1 1
8) R & = T -
()=t
Nun ergibt sich aber aus (5) und (6)
RAC I i1
®) 25 1—]znp 20];’((20)
2)

und also aus (8) und (9)

)y 1 o R
SR( zf,)-_l—rz ?R( h'(z))
‘ & (%) .
I 1 1 1
‘glm—r“( )1—+—r+a (l-——a)(l—;—‘r)ﬁ‘{_a-(l-—-r?)”

fz) 1
(10) 'ER( o)—1+r (2—~2a)4-72-{1 —2a)

Setzen wir
Firy=1-+4+r-(2—2a)+72-(1 —2aq),
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so wird
F{r)=02—2a)+27r-(1—2a)>0
fir0<r<1und 0L a < § Daher ist
Fry<F(l) in 0<r< 1
Also folgt aus (10)
2 1 1
‘R(f(°))> T2 0=%a —d(a =%
Die letzte Abschitzung ist identisch mit der Ungleichung
4a(l—a) < 1,
die bekanntlich fiir jedes reelle a giiltig ist. Da 2z, ein beliebiger Punkt
von |z] <C 1 ist, ist damit die erste Behauptung bewiesen.

2. Es sei wieder z, ein beliebiger, fester Punkt von [z]| <{ 1, es sei
|2o| = r <<1. Neben der beliebigen Funktion f(z) der Klasse & betrachten
wir die Funktion w = k(z) von (2). Da diese mit f(z) zur Klasse &
gehort, folgt nun nach Behauptung 1

mﬂ;—)-;a in |2] < 1.

Bilden wir die Funktion

) = 1o (M)

8o ist also Rg,(2) = 0 in |z| << 1 und g¢,(0) = 1; g, (2) erfiillt somit die

Voraussetzungen von Hilfssatz 1. Nach diesem schiieBen wir — ganz

analog wie bei 1. —, daB é—:—%—) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe liegt,
0

die iiber der Strecke

| + r

(1—a) }—;; l—alElta
der reellen Achse als Durchmesser steht. Folghch ist
1 1
(11) m< - > >
(z) | = 1+7r
)T aai e
Nun folgt aber aus (5) und (6)
1 (z0) 1 1
12) % T~ I=T5F A
%
Aus (11) und (12) ergibt sich dann
I (z) 1 1 1
Rz 2 = Y
(o f(zn)) 1—r2 (1__ )i+r+a——4-(l—a)

wie bei 1. schon bewiesen.ist. Da z, ein beliebiger Punkt von |z <<1
ist, ist damit auch die zweite Behauptung bewiesen.
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I. Satz (Hauptsatz). Die Funklion w = f(z) = 2 - ..., gehdre zur
Klasse K. Dann ist in 2| <<1
1z 1 '(2) 1
natH=5 2 m(z~ﬂz)) > 5
Daber kann in beiden Behauptungen die Schranke } nicht durch eine héhere
ersetzt werden.
Beweis. Wir bilden die Zahlenfolge:

S N A S
1= =70 )T 10 BT i—a

1.
LR

in welcher das n-te aus dem (n— 1)-ten Glied berechnet wird vermittels
der Rekursionsformel

(13) a L

T d0—an-1)
Nach Hilfssatz 4 ist unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes

DR za, 2Rl zaml)<t,

falls bewiesen ist:
Do<a 1<y MRELD) za_ mpz<t

I) und II) ist bewiesen fiir n = 2 in Hilfssatz 3:
1 N ;
Do, <5 1) ﬂi(z m—)galm|z]<l.
Der Hauptsatz ist also bewiesen, wenn wir zeigen:

A 0<La <}ifirn=23.. B lmae, =4

7n—» oo
Beide Behauptungen sind bewiesen, wenn wir zeigen:

(14) Gy = —55— k=12 ...).

Dies ist bewiesen fiir £ = 1. Es sei bewiesen fiir k = n:

n—1

Gy = T

Dann ist nach (13)
i1 = 1 _(r4+1)—1
rH1= T Ty . S 1)
4'(1— 2n )
Damit ist (14) allgemein, und damit der Hauptsatz bewiesen.
Bemerkungen. 1. Die Schranke } ist scharf und wird erreicht bei
der Funktion

(15) w=/(z)=_=]_r_z=z+....
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die |z| << 1 auf die Halbebene R (w) < 3 abbildet. Fiir diese Funk-

tion ist
— () f’(Z) 1
%= f(z) 14-2°

gy + +—— wird gerade [2| << 1 auf R (w,) > 1 abgebildet.

2. Die Bedingungen 1) und 2) des Hauptsatzes sind nicht hinreichend
dafiir, daB die Funktion f(2) zur Klasse & gehort, auch wenn man weiter
voraussetzt, daB f(2) =2+ ... in |z| <<1 schlicht-regulir ist. Dies
lehrt die Funktion

m

I

und durch w, =

w=-7(2) == 2+ 23—2
Diese Funktion ist in |z| <G 1 regulir und schlicht. Denn die An-

nahme f(z;) = f (2,) mit 2, == 2, fiilhrt auf die Bedingung 2, + 2, = — 3,
die fiir [z | <<1 und |2z,] << 1 nicht erfiillt werden kann. AuBerdem ist

@ =1+% a0 RIS 25 2ime <.

g 1+3e
b 27 =131

d. h. 2. ;((:)) liegt fiir |2|.<<1 im Innern eines Kreises, der iiber der

Strecke } ... 7 der reellen Achse als Durchmesser steht, es ist also auch
die Bedingung 2) des Hauptsatzes erfiillt. Trotzdem gehort die Funktion
f(z) nicht zur Klasse & Denn dafiir ist notwendig, da in |z| << 1 die
Ungleichung (4) erfiilllt ist. Nun ist aber in diesem Beispiel

L) 14352

“re TS TR
Fir 2z = —1 wird

O

“Fo Ti=—1

d. h. (4) ist in |z| < 1 nicht iiberall erfiillt.

§2.
Folgerungen.
II. Satz. Die Funklion w = f(2) = 2+ ... gehore zur Klasse . Ist
2ol <o << 1, so liegen f(z°) und zy Lz) sogar auf der abgeschlossenen

7(z0)
Ereisscheibe, deren Durchmessor die Strecke —— ... y== der reellen

Achse ist,
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Beweis. 1. Wir bilden die Funktion
1
(Z) = 9. (f {z) T)'

Es ist g(0) = 1, und in |2| <C 1 nach dem Hauptsatze:
Rg(z) = 0.
g (2) erfilllt also die Voranssetzungen von Hilfssatz 1. Nach diesem liegt

g (2,) auf der Kreisscheibe, die iiber der Strecke i +r 1 + der reellen

Achse als Durchmesser steht. Also hegt %) guf der Krelsschexbe, deren
Durchmesser die Strecke

1 1e—r 1 147
21+r+2 2 ey

der rteellen Achse ist. Das ist die in dem Satz genannte Kreisscheibe.

F{z)

Tz Weun man die Be-

2. Ganz analog verliuft der Beweis fiir z,-
hauptung '2) des Hauptsatzes - benutzt.

Bemerkungen. 1. Aus Satz II ergeben sich die Lownerschen Un-
gleichungen I) und II) als leichte Folgerungen. Ist |z,| = 7, <C 1, so folgen
aus Satz II die beiden Ungleichungen'

f(z)l 1
a) 1+ zoo = l—oro’
' (=) 1
b sl"" T | = T—ry

Aus a) folgt durch Multiplikation mit 7, die Ungleichung I), durch Multipli-
kation von a) und b) die Ungleichung II).

2. Das Schrankengebiet fiir ! ( °) und z, ; ((z‘;) kann allgemein nicht

weiter verkleinert werden. Denn fur, die Funktion (15), die zur Klasse &
gehort, ist ’

N1 W 4 R

-4

:  Cfl T 147

und durch w,; = wird |z] << r <1 gerade aur” die in dem Batze

1
; 142
genannte Kreisscheibe abgebildet.
III. Satz. Unter den Voraussetzungen von Satz II gilt

A, tarcf—(:)- < arcsinr mit jz] < 7 <1,
B. }arc z‘.%l < arcsinr mit |2| < 7 <1

Beide Abschitzungen sind scharf.
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Beweis. 1. Nach Satz Il ist, wenn ¢ der Radius des in diesem Satze
genannten Kreises, ¢ die Entfernung seines Mittelpunkts vom Nullpunkt ist,

0 . %(&—Tﬁ

1) i =
arc—— = arcsm;——-arcsm_l_. T n n
2 <l—r l—i-r)

r

. 1l—y3 .
= arc sin = arcsinz7z.

—
1— 2
2. Analog ergibt sich die zweite Behauptung.
Bemerkungen. 1. Die Schranken sind scharf und werden erreicht
von der Funktion (15).
2. Durch Addition von A. und B. folgt die Bieberbachsche Un-
gleichung ITI).
IV. Satz. Unter den Voraussetzungen von Satz II qilt

&) — (=) =5,
Beweis. Nach Satz II ist
(2) 1 f{—2) 1
1 %(T);ﬁ-‘ﬁ? 2) 92( —z )-2— I+ ]z
(i (2) + (—z))

Yy 212
= |2 I(l+|z'+1+]z|) 1412
w. z. b. w. Die Funktion (15) erreicht die Schranke nicht. Will man;
jedoch durch ein Vielfaches von

und daher:

1) —f(—2)] = 2|2 4 =2

1—_5—';—, abschitzen, so kann 2 durch
keine hohere Zahl ersetzt werden. Denn die Schranke des Satzes strebt
gegen 1, wenn |z| — 1 strebt. Es ist aber auch

Jm (f@— =) =1,
wenn f(2) die Funktion (15) ist und z - ¢ auf der imagindren Achse
strebt.

§ 3.

Ein Satz iiber die Ableitungen der Funktionen der Klasse 8.

V. Satz. Die Funktion w = f(2) =z + ... gehore zur Klasse R,
es ser ferner |zo| < r << 1. Dann liegt f'(z,) in dem. abgeschlossenen,
schlichten Gebiet, das aus |z| < r durch die Abbildung

1
(16) S =T —7F
entsteht.
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Beweis. Wir stellen f(;"), zo-f—f'—g—:‘% und f(zy) als Punkte der
. ‘

s-Ebene dar*und setzen zur Abkiirzung
1 (z0) g ' (20)

== el = e = . = ¥F .
1= TR Yey % T 5h 1 (zq)-

Nach Satz IT liegen s; und s, auf der Kreisscheibe, die aus |z| < r durch
die Abbildung

(17) §=7—
entsteht. Diese Kreisscheibe bilden wir durch die Funktion
(18) n = Logs

schlicht -regulir auf das Gebiet B ab, wobei Logs den Hauptwert des
Logarithmus bedeutet. Dabei folgt:
1. B ist konvex. Denn die Funktion

7 = Logs =Log1—_—1:? = h(z)

fithrt | 2| =< r <C 1 schlicht-regulér in B iiber. Hinreichend dafiir, dal B
konvex ist, ist, daB die Ungleichung (4) in |z| < r fiir die Funktion A ()
erfilllt ist. Da

1
1—2z

hll(z) i

ist, ist diese Bedingung fiir r < 1 erfiillt.
2. Es sei 9, = Logs,, n; = Logs,. Dann liegt der Punkt
Na = 3} (1 +7) = 3 Log (s, s5) = 3 Logs,

auf der Strecke 7, ... 7y, also auch, da B konvex ist, in B.

Gehen wir vermittels der Funktion (18) zuriick zur s-Ebene, so folgt
aus 2., da8 s, = en auch auf der Kreisscheibe liegen muB, die aus |z| < r
vermige der Abbildung (17) entsteht. - Da

83 = f'(2) = si
ist, liegt folglich f (z,) .in dem abgeschlossenen Gebiet, das aus |z| < r
durch die Abbildung (16) entsteht, w. z. b. w.

Bemerkungen. 1. Das Gebiet, auf das {’ (zo)‘ durch diesen Satz ein-
geschrinkt ist, kann fiir die Klasse & nicht weiter verkleinert werden.
Denn fiir die Funktion (15), die zur Klasse & gehort, ist

fe =g

2. Der V. Satz bedeutet eine Verschirfung der Ungleichungen -II)
und IIT), die unmittelbar aus ihm abgelesen werden konnen.
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3. Es mdge hier noch ein zweiter Beweis von Satz V fiir die Funk-
tionen mitgeteilt werden, die [2] <{ 1 auf schlichte, konvexe Polygone
abbilden. Bekanntlich kann man diese Funktionen mit Hilfe der Schwarz-
Christoffelschen Formel explizit darstellen, es ist also moglich, sie direkt
abzuschitzen?).

Wir beginnen mit einer Definition. Gegeben seien die # komplexen
Zahlen

Zys Zgy ooy Zns
iiber die wir voraussetzen:
R(z) > 0, firk=1,2, ..., n
Ferner seien gegeben die # reellen, positiven Zahlen
ky gy ooos Ky

Unter dem allgemeinen, geometrischen Mittel der n Zshlen z, ...z, ver-

stehen wir:
1
== [oky « oks . gk by + ks + ..
M= (hi-2h-2ls. . znitht.. .tk

1
= i, falent .. + ikt +Logz)

wobei unter Logz, (¢ =1, 2, ..., n) der Hauptwert des Logarithmus
verstanden ist, ,

Uber das allgemeine, geometrische Mittel beweisen wir den folgenden
Hilfssatz:

Hilfssatz. Die n Punkte z,, z,, ..., 2, seien gelegen auf der Kreis-
scheibe :

- lr-e=1ea

wo a reell, positiv, 0 << ¢ <{ 1. Dann liegt das allgemeine, geometrische
Mittel dieser Zahlen ebenfalls auf der Kreisscheibe: |z—a| < ¢-a, wie
auch die Zahlen k,, k5, ..., %, gewdhlt werden.

Beweis. Wir bilden |[z—a| < ¢-a durch die Funktion

w = Logz

schlicht-regulir auf das Gebiet B ab, wobei Log 2z den Hauptwert des
Logarithmus bedeutet. Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dal
w, = Log M in B liegt. Es ist

n
2 k-Logz,
wy=TLogM =4=1 .

7} Auf diese Weise hat Herr Bieberbach die Ungleichung TII} bewiesen.
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a) Nach einem bekannten Satz iiber den allgemeinen Schwerpunkt
von n Punkten 8) liegt w, in dem kleinsten konvexen Polygon, das die
Punkte Logz, (k= 1,2,...,») enthilt.

b) B ist konvex. Denn die Funktion

Z == 0 i:%’ c > O,
fithrt einen Kreis [3| <r <1 in [z—a| < ¢-a iiber, so da

w='h(3)==Log(c»%—E§)

{3] < r schlicht-regulir auf B abbildet. B ist konvex, wenn fiir A (3)
die Ungleichung (4) in |3| < » erfiillt ist. Da r <1 und

ist, ist dies. der Fall.
Aus a) und b) folgt, daB w, = Log M in B liegt, w.z. b.w.

Beweis des Satzes V fiir die konvexen Polygone.

Die Funktionen, die |2| <1 auf konvexe Polygone schlicht-regulir
abbilden, lauten ‘

z .
w = f(2) = J (1—e ™) (1 —e 22y ... (1 — & ™2)n-d;
[

wobei die a; und g (k = 1,2, ..., n) reelle Zahlen sind, die den beiden
Bedingungen geniigen:
1) i <0 *k=1,2...,n),
k=n
29 Yui=—2
E=1
Es ist '

s=f ()= (1 —e™ 2)" (1 —¢2.2)"2. . (1-—~€%-2)"n,
Ist mun jz,| << » << 1, so lautet der zu beweisende Satz:
Unter den Voraussetzungen 1) und 2) liegt _
$3= fag) = (L— & qpft . (1—dl"n o)
im abgeschlossenen, schlichten Gebiet, das aus | 2| <  durch die Abbildung(16)
entsteht.

8) Siehe z. B. K. Knopp, Aufgabensammlung zur Funktionentheorie, 2. Bd.
(Samml. Goschen, 1928), §1, Aufg. 1.
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Zum Beweis setzen wir
Ve = — Uk (k=1-,2,.,.,n)
und
1

—_ {(1 __eiaq -zo)vl . (1 ___ein.g _zo)vz . (1 _eianzo)vn rl+ Vgb v +v”.
Da die Punkte
(1—&2), (1—€%z), ..., (1—e™z)

in |1 —s| < r liegen, liegt nach dem Hilfssatze auch M auf dieser Kreis-
scheibe, da v, =0 nach 1) (k= 1,...,n). Diese Scheibe entsteht aus
“{z| < r durch die Abbildung s =1—2z Folglich liegt M2 in dem ab-
geschlossenen, schlichten Gebiet, das aus |z| < r durch die Abbildung
s = (1 —2)? entsteht. Da u, = — »(k =1, ..., n) ist, folgt wegen 2)

' (s 1

[ (2) = w
Also liegt f' (2,) in dem Gebiet, das aus |z| < r durch die Abbildung (16)
entsteht, w. z. b. w.

§4.
Ein Satz iiber die Funktionen der Klasse St.
V1. Satz. Die Funktion w = F (2) = 2+ ... gehire zur Klasse Gt.

Ist|z| < r <1, soliegtF—i:—"-) tn dem Gebiet, das aus |z| < r durch die

Abbildung .
*= =
enisteht.
Beweis. Es sei
F(@)=2-f()
gesetzt. Nach einer Bemerkung von I. W. Alexander?) gehdrt f(z) zur
Klasse & Da nun

A = f (a)

ist, so ist die Behauptung bewiesen, da nach sSatz V f (z) in dem Gebiet
liegt, das aus |z| < r durch die Abbildung (16) entsteht.

Das Schrankengebiet fiir —— (z°) kann fiir die Funktionen der Klasse Gt
nicht weiter verkleinert werden. Denn fiir die Funktion

w=1F() = (T—z'_zF =24 ...
die |z} <C 1 auf das Schlitzgebiet abbildet. das entsteht, wenn die w-Ebene

9) 1. W. Alexander in Ann. of mat. (2) 17 (1915), 8.12—22. Man verglelche
L. Bieberbach, a.a. 0., 8. 303.
Msthematische Zeitschrift. 37. 24
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lings der negativ-reellen Achse vom Punkte — } bis zum unendlich
fernen Punkte aufgeschnitten wird, ist gerade
LI
z (1 —2)?

§5.
Ein Koefttizientensatz.

Aus Satz I folgen notwendige Bedingungen fiir die Koeffizienten der
Funktionen (1), die zur Klasse & gehéren, indem man einen Satz von
Carathéodory®) auf die Funktionen

10,1

anwendet. )
1. Die Funktion

’——(z-z-) = 14ayz+az22+ ... +a2"" 1+ ...

erfiillt nach Satz I die Voraussetzungen des Satzes von Carathéodory.
Nach diesem ist

la,] < 1 n=23..)
eine notwendige Bedingung, die bereits in der Lownerschen Arbeit be-
wiesen wurde, indem unter Benutzung von (4) derselbe Satz auf die

Funktion (z ( '; (()) + 1) angewandt wurde.

2. Analog ergibt sich aus dem zweiten Ergebnis von Satz I der
VII. Satz. Die Funktion (1) gehire zur Klasse K. Die in |z| <1

konvergente Potenzreihenentwicklung von Log ﬁ;) laute

Logf(Tz) = byz+ by 4 ...+ b2+ ..
Dann st
b < o n=1,23,..)

Beweis. Wegen der gleichmédBigen Konvergenz der Reihe in
lz| < r <1 darf gliedweise differenziert werden:
z—’—(z—)/(‘z)ﬁz—’ =b +2 bzt Fn-byrr L,

Z/f((z)) 1+b1 z+2b 22+..'+7L.bn,zn+-‘.'

1) C. Carathéodory in Rend. di Palermo 32 (1911), S.193—217. Der Satz
lautet: Die Funktion w =gz} = 1 +¢;cz24...+¢ 22 +... sei in {z| < 1
regular und es sei dort: Rg(z) > 1. Dann ist

je, =1 fiar n=1,2,...
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Nach dem I. Satze ist in |z| <{1
z
R (=70 2
Also, lehrt der Satz von Carathéodory, 1st
Inba <1, dh  |b|< o,
w. z. b, w.
Die Schranke des Satzes ist scharf und wird erreicht von der Funktion (15).
Fir sie ist

f()

Log7ELogT—l_r—£— z+— % R k) )z"-i—...

§ 6.
Die ungeraden Funktionen der Klassen ® und &t.

Die ungeraden Funktionen der Klassen & und &t bilden |z|{ <1
schlicht-regulir auf konvexze bzw. sternférmige Gebiete mit 0 als Mittel-
punkt ab, die zum Nullpunkt symmetnsch sind. Wir beweisen iiber sie
zunfichst den folgenden

Hilfssatz. Die ungerade Funktion

w= @) =z-}tag 2B+ ... Fagqqg -2t
gehore zur Klasse Gt. Dann gehort auch die Funktion
(19) w="F(@) =&{2) =2+...
zur Klasse &t. :

Beweis. a) Die Funktion (19) ist in |z| <C 1 regulir und schlicht.
Denn wire F(z}) = F(2J) mit 2] & 2§, so wire ®%(z;) = P?(z,) und
D(z)) = +D(z) mit 2% =2, Da P(2) in |2{ <1 schlicht ist, ist
D (2) + D (25). Also miibte @D (z) = — D (z) sein. Da aber @ (z) un-
gerade ist, ist dies unméglich, wenn 2; & —z, ist. Also ist F(z) in
|z| << 1 schlicht.

b) Die Funktion (19) bildet |z| < 1 auf ein Sterngebiet mit 0 als
Mittelpunkt ab, wenn in |2z} <1

_ F' (2
(20) ‘R(Z'F((z)))go

ist11), Nun ist

F) =012 (7). -Vl——

1) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, da w = F (z) =z +...
|z] << 1 auf ein Sterngebiet mit 0 als Mittelpunkt abbildet, ist, da in{z| < 1 die Un-
gleichung (20) erfillt ist. [R. Nevanlinna, Uber die konforme Abbildung von
Sterngebieten, Oeversikt av Finska Vet. S. Forh. 63 (1920—21)].

Man vergleiche Hilfssatz 3 von §1.

24%
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und also

() _ yr. 20k)
(21) Z'm—VZ';(V;—)-'
Mit |z <1 ist auch |Vz| <<1. Da &(z) zur Klasse Gt gehort, ist11)
— & (Jz)
m(Vz ¢(V£)) =0
Also ist wegen (21) auch (20) in |2]| << 1 erfillt.
VIIL. Satz'). Die ungerade Funktion
w=002) =z2+a2+...+ a4, 4+,

gehore zur Klasse ©t. Dann ist

) R(ED =3 m o<,

z

2) |Gans1| =1 (»=12...).

Beweis. Mit &(2) gehort nach dem Hilfssatz auch die Funktion
F() = 9*(Vz)

zur Klasse St. Ist |2 < r << 1, so liegt nach Satz VI Ezigi) in dem

Gebiet, das aus |2| < 72 <1 durch die Abbildung (16) entsteht. Da

/4’(20))’: P(w) _ F(x})
2y 23 23

ist, liegt % in dem Gebiet, das aus |[z| < 72 durch die Abbildung (17)
entsteht. Fiir » — 1 folgt hieraus die erste Behauptung.
Die zweite folgt aus der ersten, da die Funktion

20) ) pay .. daggy ...

z
die Voraussetzungen des Carathéodoryschen Koeffizientensatzes®) erfiillt.
Nach diesem ist |@g, 4] < 1.

Bemerkungen. 1. Beide Schranken sind scharf und werden erreicht
von der Funktion

w == i“'i'—zz = Z+Za+...'+'22n+l+...,

die |z| <C 1 auf das Schlitzgebiet abbildet, das entsteht, wenn die w-Ebene
lings der imaginiren Achse von ——;— bis — oo, und von +% bis + o
aufgeschnitten wird.

12) Die Koeffizientenabschitzungen und die scharfen Abschatzungen von

{#(z}| und }f (2)| fir die ungeraden Funktionen der Klassen  und St finden
sich bei J. Privalov a. a. O.
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2. Wie aus dem Beweise hervorgeht, liegt g—gz—)— fir |2 =7 <1 auf

der Kreisscheibe, die fiber der Strecke -— o _§_ =5 -l—é-;g tier reeflen Achse
als Durchmesser steht. Daraus folgt
@{3}

1—}-?*3 g1-—-‘:'2

und durch Multipiikation mit 7
i _;_,.z sl =5 r, (. Privalov).
IX, Satz. Die ungerade Funktwn

= @) =2+ b +...+bpsr T4,
gehore zur Klasse . Dann gilt
DR(EN =g o <y,
2) [bsnssl < 57T (n=13..).
Beweis. 1. Nach I. W. Alexander?) gehort die Funktion
D)=z ¢'(2)
zur Klasse Gt, und ist mit ¢@(2) ungerade. Nach Bemerkung 2 zu
Satz VIII ist also

@) %50z

o |2} < r <1 ist. Zum Beweis diirfen wir uns auf positiv-reelle z
beschrinken. HEs sei 7z, = 7, <{ 1. Danmn ist
%
@
(23) plw) = [22 - dz.
- &
Wir wihlen als Integrationsweg die positiv-reelle Achse und erhalten, wenn
?(z)

k-4

wir 2 = z+1i-y,

=g{z,y) +4:k(z,y) setzen

o) =] l9(z,0) +ih(z:0)) dg,

0

(24) R g (z) = J g(z,0)d .
Aus (22) und (24) folgt

R = | 1ar = swtgre
o

wobei der Zweig zu nehmen ist, der fiir r, = 0 verschwindet. Folglich ist
(25) R («r (zn)) ~, 8r¢ tg 7o,

F7Y = o
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Diese Gleichung ist auch fiir komplexe |2z,] = 7, richtig. Da die Funktion

% -arc tg 7, mit wachsendem 7, monoton abnimmt, folgt aus (25)
0

R (2—:?)) = arctgl = %
2. Die Funktion
P(z) =2 ¢'(2) = 2+3b,22 ... L (2n+1) byyy 222+ ...
ist ungerade und gehort zur Klasse St. Nach Satz VIIT ist

1
(@7 +1) bonsa| 1, dh |bonss| < 57y

w. z. b. w.
Beide Schranken sind scharf und werden erreicht von der Funktion

_ 1 14z 2% Z2n 1
w = ¢(2)=—2—L0gi—:.—z——2+§—r‘.+m—+',

die |z| <C 1 schlicht-regulir auf den Parallelstreifen
4 7t
—7 <3 < +7

abbildet.
II. Teil.
Uber Verschiirfungen eines Satzes von Szegd.
§ 1.

Der Szegische Satz der Klasse 8.
X. Satz. Die Funktion w = f(2) = 2+ ... gehore zur Klasse K.
Von zwei Randpunkten des Bildgebietes G von |z| < 1, die auf derselben
Nullgeraden, aber auf verschiedenen Seiten des Nullpunktes liegen, ist min-

destens einer vom Nullpunkt um mindestens —Z— entfernt.

Beweis. 1. Es geniigt, den Satz fiir die Abbildungen auf Winkel-
rdume bzw. Parallelstreifen zu beweisen. Es sei €;0C, eine beliebige
Nullgerade, C; und C, die Randpunkte von G auf ihr. Wir zeichnen
in C; und C; die Stiitzgeraden von @, die einen Winkelraum @, ein-
schlieBen, der G imsInnern enthilt. Die Funktion w =g(2) =7-2+...,
wo r > 0, bilde |2| << 1 auf G; ab. Wir kénnen schlieBen 13):

r= 1

%) Denn die Funktion w; = g1 (f(2)} = %z + .00 wo wy = g1 (w) die
Umkehrfunktion von w = g(w,) ist, bildet |z| << 1 auf ein Gebiet ab, das im
Innern von {w,| < 1 liegt. Nach dem Schwarzschen Lemma ist —lr‘ <1, wobei das

Gleichheitszeichen nur eintritt, wenn w, = g~ {f(z)) die Identitét ist.
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Die Funktion w = h(2) = —;—-g(z) = z-+... bildet |z| <1 auf ein
Gebiet G, ab, das aus C; durch Streckung entsteht. Die Randgeraden
von G, schneiden wir mit C;...C, iIn 4; und 4, Es ist |4, < |Ck]
{k == 1,2), d.h. der Batz ist bewiesen,
wenn gezeigt ist, das fiir mindestens
eink, (k =1,2), |4 = T ist.

2. Die Btiitzgeraden in C, und C,
seien nicht parallel. Der Scheitel-
punkt von G, sei S, es sei OS =«
und a7 (0 <« << 1) sel der Winkel,
den die Randstrablen von G, bilden.
Endlich sei ¢ der Winkel, den SO
mit einem dieser Randstrahlen bildet
und der bestimmt ist durch die Fest-
setzung

0< o< °_‘2_7_‘. Fig. 1.
B, und B, seien dann zwei Randpunkte von Gy, die auf demselben Null-
strahl, aber auf verschiedenen Seiten von O liegen, und fiir die | B,| = | B,|
ist. |B,| ist eine Funktion von ¢ und a:
\Bli = F(p;a).

Der Satz ist nun fiir den Fall 2 bewiesen, wenn wir zeigen:
Flppw= T fir 0<a<<l und 0< o<

Ist nimlich |{4,]| = |4}, so tragen
wir auf 04, die Strecke 04; = |4,]
ab. Die Strahlen S...4,und S... 4,
schliefen einen Winkelraum &, ein,
der @, im Innern enthilt. Die Funk-
tion w =¢,(2d =7r-z2-+..., WwWo
r, > 0, bilde {z| <<1 auf &, ab.
Wir schlieBen wieder 13)

7 = L

Die Funktion w = k,(2) = = -g, (2)
1 .
=z-4... bildet |z|] <1 auf @, Fig. 2.
ab, das aus G, durch Streckung entsteht. Schneidet man die Rand-
strahlen von @, mit 4, 4, in b, und b,, so ist
1) ibll = lbz"
2) 14, = 1by|-
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Es geniigt also, daBl wir nachweisen: |b,| = '—Z—- Dies geschieht durch

eine Untersuchung von F (g; ).
Die Funktion F(g;«). Die Funktion

w1=(z'l+z-i.—b)¢

1—2z

bildet |z} << 1 auf 0 < arc w, < az ab, wenn b > 0 reell ist. Es ist

w,(0) = G+B% w,(0) = 2ai-G -+,
Also bildet
(s o oo
Sa-i(i +b)* 1

wo k reell, [z] << 1 auf G; ab. Aus (26) folgt

(26) w = h(z) = e*-

=tz 4 ...,

¢ = arcw, (0) = « -arc cotg b,

_lw(0)] _ Yo,

e O T 2 7

oder, a als Funktion von o und ¢ ausgedriickt,
L

(27) a =

24.8in ¥
a

Sind nun ¢ der Winkel zwischen SB, und SO, SB und 84 die Pro-
jektionen von 8B, und SO auf SB,, so ist

BA = AB,
und
|B,|* = 04>+ BA® = 04*+ (84 — S BY',
d. h.
. 2 sl 2
]Bl|2 = O(p;a) = a’-{51n’¢p+(cos¢ —_ t::;f) }
(28) B(pia) = F(pia) = ——
4a’sin2;

3 __2-8in2¢ 2 _ 9 .
{1 tgam + tgtan a cos 2 (P)}

Nach leichten Umformungen erhélt man aus (28)

. _ 1 2 2 cos(am—2¢)
() B(pia) = T T e eman

o+

do2.sint
o
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a) Essei0 <<a <<} Wichst ¢ von 0 bis %—73, 80 wiichst cos (xr—2¢)
monoton, d. h. der Wert der Klammer in (29) wird kleiner. Also ist, da

auch mit wachsendem ¢

®(g;0) 2 B(%; o)

kleiner wird,

. 1 c
¢(99,$1) gm il—

d. h. F(p;a) >%, w. z. b.w.

gin% =
o
1 2 2 1
T 4a? '{1+ tgan  tgfam cosoz
1 4.5in2 %7
= T8 lvtgzan'-cosanj’
2 2
T s
cos’ﬂi=4az.ma°ﬂ“ g
2 2

b) Es sei } <a <<1. In diesem Intervall ist
. —— - ..1_.____. _._._.——2 . — —
D(p;a)= o ® {1+ tam cosan [cos amw—cos (am 2(p)]}
o
— 1 { ,_4sin (a7 — @) -sin ¢
4a?.sin? 2 T T tg%an-lcosan| |
o
> 1 + sin{x 7 — ¢) ,
4o2.5in2 ¥ a-tggan-|c05an|-sin2
o [+4
da =2 > 4 ist. Also ist
sin-%

sinaz-cos g |cos o x| -sin ¢

1
D(p; )= 1.-a2 +

o-tg2am-|cos x| 8in

¢

L a-tglam-|cosasn-sin
o

und, da der zweite Bruch jedenfalls positiv ist,

1
P (g3 @) = go1 +-

o tg2a m sin

sin ¢
z
o

4

o

__sin*am+ cosfam (4a® —1)-coslam

1 1
> 4-—o:"+tg2an -

1

4o2.8in%a 7

> 4. o%-gin’an

Folglich ist hier

1
Flo;0) > soaman

H
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Diese Funktion hat in dem betrachteten Intervall ein Minimum an der
Stelle «,, die bestimmt ist durch die Gleichung

tgo,m = — oyt
Wir schlieflen «, zwischen die Grenzen
11 2
<<y
_ein und erhalten somit
1 3 1

7T
Fp;a) > m‘*> 1051 T
3”7
w. z. b. w.
3. Die Stiitzgeraden in C, und C, seien parallel. @, und @, sind

Parallelstreifen. Fiir mindestens ein & (k = 1, 2) ist
| 4| = a, = a,,

wo a, und @, die Abstinde des Punktes 0 von den Randgeraden von G,
sind, @, liegt im Innern eines Streifens G, von derselben Richtung und
der Breite 2-a,, auf dessen Mittellinie 0 liegt. Durch die Funktion

ik

¥y - 8F 2 ;

—— oy @Rz e,
2 1—z 2 : ?

wo k& und 7, > 0 reell sind, wird z <1 auf G, abgebildet. Es ist
7y == 1%). Da die Breite von @, gleich 9-2'3-23- ist, folgt

W ==

Log

%
2og = L)

a;

v

=,
4 .
w. z. b. w.

§2.
Eine Verallgemeinerung fiir die Funktionen der Klasse St.

XI. Satz'). Die Funkiion w = f(2) = z-+ ... gehire zur Klasse Gt.
Legen wir durch den Nullpunkt der w-Ebenc n gleichwinklig verteilte Strahlen,
so mdge jeder von ihnen den Rand des Bildgebietes G von |z| <C 1 in einem
Punkie ax (b = 1,2, ..., n) treffen, der von den Randpunkten auf diesem
Strahl die kleinste Entfernung von 0 hat. Fir mindestens ein k ist dann

1
lax| = 7

Ve

%) Dieser Satz findet sich, wie ich nachtriglich erfuhr, bereits in einer Note
von M. Lavrentieff in den C. R. 191 (1930), 8,827,
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Beweis. Bilden wir |z| << 1 durch die Funktionw = s(z) =2+ ...
auf das Gebiet ¢, ab, das entsteht, wenn wir die w-Ebene lings der n
gleichwinklig verteilten Nullstrahlen vom Punkte 4, bis zum. unendlich
fernen Punkte aufschneiden, wo |A4;| = const. fiir £ = 1,...,n, so ist

1
(30) |4e] =5—
Ve
Zum Beweis darf angenommen werden, dall einer der # Strahlen die
positiv-reelle Achse ist. Es sei 4, > 0. Ist nun

=z-4...,

z

1+ 2
so bildet die Funktion w, = k(") = 2" + ... den Sektor des Einheits-
kreises |z| <C 1, (k——l)-gni< are z <k-g§-(k =12, ...,n) auf die
w,-Ebene ab, die lings der positiv-reellen Achse von 0 bis oo aufge-

schnitten ist. Dabei wird der Radius |2] <{1, arcz = k- 2Tn (k=1,...,n)
auf die Strecke 0 ...1 abgebildet. Durch w, = k(z®) wird also
|z] <1 auf eine n-blittrige Riemannsche Fliche mit Verzweigungs-
punkten in 0 und dem unendlich fernen Punkte abgebildet, deren einzelne

Blatter von { bis oo lings der reellen Achse aufgeschnitten sind. Durch

w=k((z) =

w=s(z) =Vk(z") = 2-+... wird somit |z| < 1 auf ein Gebiet G, ab-
gebildet, das aus G, durch Drehung um O entsteht. Hieraus folgt (30).

Wir schneiden nun die w-Ebene lings der # Nullstrahlen von den
Punkten 4, bis zum unendlich fernen Punkte auf. Dadurch entsteht das
Gébiet G,. Ware fir alle k(b = 1,2,...,n) |a,| <->, so wire G ein
Teilgebiet von @,, da es in Bezug auf O sternformig ist. Dann wiirde
die Funktion # = s~1(f(2)) = z+... |2] <<1 auf ein Teilgebiet von
|p] <1 abbilden. Dies ist aber unméglich.

Wie aus dem Beweis hervorgeht, kann die Schranke nur im Falle
der Identitdt f(z) = s(z) angenommen werden.

§3.

Ein Satz iiber schlichte Funktionen.
XIIL. Satz. Die Funktion w = f(2) = z - ... bilde |z| <1 schlicht-
requliir auf das Gebiet G ab. Dann enthilt G im Innern eine Strecke, deren
einer Endpunkt der Nullpunkt ist und deren Lénge gréfer als 0,73 ist.
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Beweis. C sei die Bildkurve von |z| = 0,64, vermittelt von
w = f(z). Nach einem Satze von A.Marx®) wird C von jedem Null-
strahl in nur einem Punkte geschnitten. Da

max |f(z)| =7
[z|=r<1

ist, gibt es auf C einen Punkt g, fiir den |a| = 0,64 ist. Wir fragen nach
den Randpunkten von @, die auf dem Nullstrahl nach a liegen. ¢ sei
derjenige, der von 0 die kleinste Entfernung hat. ¢ kann nicht im
Innern von C' liegen. Nach dem Marxschen Satz ist also |¢| > |al.
Die Funktion

c-I(2
(31) w=he) =20 -0t .
ist in |2} << 1 schlicht-regulir. Nach dem Koebeschen Verzerrungssatz
ist also

(32)

c-1(3) | I2]
gy 1) (=S gy

Aus (32) folgt

je-al 0,64
e —aj —S—O,362’
¢ 0,36°
le—al = [e]—|a] = |¢]-]a] 0,64’
: lal___,
(33) le] %:;‘W
lel- 5,64
Da |a| = 0,64 ist, folgt
0,64
lcl ;—_,_——> 0’733
1——0,64-0’362

0,64
w.Z. b. w.

15) A, Marx, Zwei Satze tiber sohlichte Funktionen. (Sitzungsber. d. Preufi.
Akad. d. Wiss. 1929, S.96—100.)

(Eingegangen am 18. Mirz 19032.)



