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Einleitung 

Ffir stfickweise streng pseudokonvexe Gebiete in 112" haben Range und Siu [8] 
schon 1973 H61derabsch/itzungen eines L6sungsoperators ffir die Cauchy- 
Riemannsche Differentialgleichungen angegeben. Ck-Absch/itzungen konnte man 
zuerst nur fiir glatt berandete Gebiete beweisen. Siu [-10] und Alt [-1] gaben 1974 
Ck-Absch/itzungen fiir den Henkin-Liebschen L6sungsoperator auf (0, 1)-Formen 
an. Dutch eine Modifikation dieses Operators mittels eines Fortsetzungsoperators 
von Seeley [9] konnten Lieb und Range [5] 1980 Ck+l/Z-Abschiitzungen ftir 
allgemeine (0, q)-Formen beweisen. Ffir stiickweise glatten Rand hat Brinkmann 
[-3] 1984 Ck/E-Abschiitzungen gezeigt. In dieser Arbeit soll dieses Ergebnis unter 
der zus/itzlichen Voraussetzung einer gewissen komplexen Transversalit/itsbe- 
dingung (~) verbessert werden. Hierbei stfitzen wir uns vor allem auf die Arbeiten 
von Range und Siu und Lieb und Range. Zu erw/ihnen ist noch, dab Bertrams 
[2] mit/ihnlichen Methoden Ck-Absch/itzungen fiir verschiedene L6sungsopera- 
toren auf Polyzylindern bewiesen hat. AuBerdem hat Michel [7] fiir die 
Halbkugel Ck-Absch/itzungen gezeigt. 

Definition stiickweise streng pseudokonvexer Gebiete nach Range/Siu. Sei D ein 
beschr/inktes Gebiet in ~". D hat stfickweise glatten Rand, wenn folgendes gilt. Fiir 
eine offene Umgebung U des Randes bD von D sei eine offene l~lberdeckung 
U1, U2 .... , UN mit reellwertigen C| 0i: U i ~ N  gegeben mit: 

a) OnU={zeU] fiir 1 <i<N gilt zCU~ oder Oi(z)<O}; 
b) die Randstficke schneiden sich reell-transversal, d.h. 
(R) ftir l<=i~<i2<...<iz<=N sind die Formen doi, ..... doi, linear 

unabh/ingig auf Uil c~ U~2c~ ... c~ U~,. 
D heigt stiickweise streng pseudokonvex, wenn alle O~ zus/itzlich noch streng 

plurisubharmonisch sind. 

Komplexe Transversalitiitsbedingungen 
Im folgenden werden verschiedene Transversalit/itsbedingungen an den Rand eine 
Rolle spielen. Wir wollen sie kurz diskutieren. 
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(IE) ffir 1 <=il<.. .<i t < N  sind die Formen OOh .... ,OOi, komplex linear 
unabh/ingig auf Uhc~ ... c~U~,; 

(117) ffir 1 <i~ < ... <i~ < N  sind die Formen OOi~, OOi3 ..... aOi~ komplex linear 
unabh/ingig auf Uhn U~n ... n U~,; 

(~) f~r 1< i1<  ... <iz<N,  />1, sind die Formen 

OOil - -  ~0 i2 '  O~it  - -  ~ i 3  . . . . .  ~Oil  - -  OOi, 

komplex linear unabh/ingig auf Ui,~ Ui=c~... c~ Ui,. 
Offensichtlich folgt aus (C) auch (~') und (r Wells [-12] hat jedoch gezeigt, 

dab fiir (~) gewisse topologische Hindernisse bestehen. So ist zum Beispiel (112) im 
Fall zweier sich schneidender Kugeln nicht erftillt. Wenn sich dahingegen in allen 
Randpunkten von D h6chstens zwei Flfichen reel transversal schneiden, dann gilt 
(C') und (~). Wir bemerken, dab (112) und (C') unabhfingig von den definierenden 
Randfunktionen sind, (~) dagegen nicht. Um ein hinreichendes Kriterium fiir (~7) 
zu haben, zeigen wir im Anhang zu Kap. 1: 

Satz 1. Sei D ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Es gelte (~'). Dann kann man 
die definierenden Funktionen Qi durch Multiplikation mit gewissen positiven 
Konstanten so abdndern, daft (~) gilt. 

Normen 

Sei V eine offene beschrfinkte Menge in ~m, f : V ~  eine Funktion, 
k=0,1,2 .... , 0 < 2 < 1 .  Ck(v) sei der Raum der k-mal stetig differenzierbaren 
Funktionen auf V und ck(~ ") sei der Raum der in einer Umgebung yon ~" 
definierbaren k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. 

r i o  =* + " + = ' - f (x ) l ,  l 
I l f l l k . v : = s u p ' ~ l - ~ ; ; ~ - I  IXe V, oq +.. .  + ~ m < k f  , 

(l ox-1...vxg" l 

IIf / Ik+ a .v  : = [Ifflk.v 

[ okf(x) okf(Y) 

�9 l[Ox~K"O--x~"~ '~x~'~-x; '~ Ix, y e  V, +sup / ~__yl a Ctl+...+~m =k/"  

Fiir Differentialformen auf V bilden wir die Norm aus dem Maximum der 
Koeffizientennormen. 

Wir bezeichnen mit C~p, q)(W) mit k, p, q e N o, W C 11;" die Menge der k-real stetig 
differenzierbaren (p, q)-Differentialformen auf W. 

Satz yon Range und Siu. Sei D ein stiickweise streng pseudokonvexes Gebiet. Sei fiir 
1 ~ q < n  Bo.q(D ) der Raum der (O,q)-Formen u auf D, so daft u und ~u stetig und 
beschrdnkt auf D sind. Dann gibt es einen linearen Operator Tq : B o q(D)-+ C o , O , q - x ( D ) ,  
mit : 

(i) wenn u ~ C k q(D)c~B o q(D), dann gilt Tqu ~ ck,q_ I(D), 
(ii) u = ~Tq(u) + "Tq + l(Uu) f~r u ~ Bo,q(D), 

(iii) ffir jedes 0-<_ 2 < 1/2 gibt es eine Konstante Ca, mit 

II T~u[10 + ~ ,D- -  -< C~ l lu l lo .D .  

Falls D glatten Rand hat gilt (iii) auch fi~r 2 = 1/2. 
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Man beachte, dab hier u nicht als ~--geschlossen vorausgesetzt wird. 

Satz yon Lieb und Range. Sei D ein streng pseudokonvexes Gebiet mit glattem Rand. 
Dann existieren fiir 1 < q < n lineare Operatoren Tq* : C~ q(/))-~C~ I(D), mit: 

(i) ist f E  C~ q(/)) mit ~Yf=0 auf D, so gilt 

~-Tq* ( f ) = f ;  

(ii) es gibt eine yon f unabhdngige Konstante CR, so daft fiJr alle f e Cko,q(D) mit 
J f = 0  gilt: 

II Tq*(f)llk + 1/=,D < Ckll f IIk, D . 

Zusatz. (ii) gilt sogar ffir f ~ C ~ q(D)c~ C k, q(D), 8f  = 0, I I f I I,, .  < oo. 

Wir wollen den folgenden Satz beweisen: 

Theorem. Sei D ein stiickweise streng pseudokonvexes Gebiet in tE n, das der 
Bedingung (~) gen@t. Dann existieren fiir 1 < q < n lineare Operatoren Tq* : Co~ 
~ C ~  q_ I(D) mit: 

(i) ist f E  Co~ q(/)) mit ~-f=0 auf D, so gilt 

aTq*(f) = f ;  

(ii) sei 0< ,~<1 /2  und k = 0 , 1 , 2  . . . .  ; es gibt clann eine yon f unabhiingige 
Konstante Ck, a, so daft fftr alle f ~ C~,q(b) mit ~-f=0 gilt: 

]] Tq*(f)[Ik+ ~,o <= Ck,~Hf[lk, O. 

Zusatz. (ii) gilt auch fi~r f ~ C~ q(D), gf  =O, i] f Nk,O < oo. 

Bemerkungen. a) Tq* ist im glatten Fall mit dem Lieb/Range-Operator  
identisch; b) Brinkmann hat gezeigt, dab man ffir n = 2  auf die Bedingung (~) 
verzichten kann;  c) den Zusatz zum Theorem zeigt man wie den Zusatz zum Satz 
von Lieb und Range; wir verzichten aus Platzgrfinden auf den Beweis. 

Im 1. Kap. werden wir die L6sungsoperatoren definieren. Im 2. Kap. beweisen 
wit die Ck-Absch/itzungen. Dabei benutzen wir einen allgemeinen Satz, der in 
Kap. 3 bewiesen wird. Ferner wird im Anhang zu Kap. 2 Satz 1 bewiesen. 

I. Liisungsoperatoren 

Wir setzen ab jetzt immer voraus, daB D ein stiickweise streng pseudokonvexes 
Gebiet ist, das dutch die Funkt ionen qi: UI-~R (i = 1,2 . . . . .  N) definiert wird und 
die Bedingung (~) erffillt. Sei I =(il ,  i2,..., il), 1 < iv-<__N ein Tupel mit paarweise 
verschiedenen Elementen. Ffir 1 _ v _< l und j 4: il, i2 . . . . .  i I sei definiert: 

I~=(il, i2, ...,i~-j,i~+l ..... iz), I j=(i l  ..... il, j). 

Wir definieren nun wie bei Range und Siu 

{ z ~ b D n  t } $ I =  91UJQi(z)=O ffir i ~ l  . 
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Dabei fassen wir St als Mannigfaltigkeit mit stfickweise glattem Rand auf, die so 
orientiert ist, dab gilt: N 

bD= ~ Si, bSt= ~ S O. 
i = 1  j e t  

Hierbei/indert sich die Orientierung alternierend unter einer Permutation von I. 
Zu diesen und weiteren Begriffen vergleiche man auch mit Michel [6]. 

Sei 
A={2=(2o,2~ . . . .  ,2u)~RN+ ~[21>0, 20+ ... +;~N= 1} 

und 
At = {2~AI2j=0 ffir j r  

Die Simplizia A t k6nnen rnit einer alternierenden Orientierung versehen werden, 
so dab gilt: l 

bat= ~ (-1)~+lAtv. 
v = l  

In I-8] wird gezeigt: 

Hierbei wie auch im folgenden bezeichnet Y/eine Summation fiber Tupel 1 mit 
1 <i 1 < i z < ... < i t<N. Die Summe yon Mannigfaltigkeiten soll im Sinne einer 
Stokesschen Kette verstanden werden. 

Ffir ein kleines positives e o definieren wir das stfickweise streng pseudokonvexe 
Gebiet D o 3/)  mit 

UnD o = {z ~ UJz r Uj oder Qj(z) <'go}. 

Zu Do geh6ren die analog definierten Randstficke S ~ Wir definieren ffir Tupel 
I = (il ..... it) mit paarweise verschiedenen Elementen die kompakten, berandeten 
und alternierend orientierten Mannigfaltigkeiten 

R t = {z ~ Doe3 Ui~ c',... ~ Ui,lO < Oil(z) . . . . .  Oi,(z) <,go, Oj(z) < Oi,(z) 

ffir j r I u n d  z ~ Ui}. 

Ffir eo klein genug ist Rt kompakt. Ri habe die Orientierung von ~E", und es gelte 

Do\D=RI  + Rz +. . .  + Ru, 
(2) 

bRt = - Z R o -  St + S~ 
j r  

Hieraus ergibt sich durch einfach kombinatorische Oberlegung analog zu Formel 
(1): 

b(Y: (-1) l t lRt  x Ao,' I = -Y,' R , x  A t + ( / )o-D)  x A o 
\ I  / l 

+ E ' ( -  ~ x Ao,-S, x Ao,). (3) 
I 

Bemerkung. (~) sagt nun aus, da$ die Rx generische Cauchy-Riemann- 
Mannigfaltigkeiten sind ffir eo klein genug. 

Wir wollen nun die Differentialformen definieren, die ffir die Konstruktion der 
L6sungsoperatoren gebraucht werden. Hierbei kann es notwendig sein, dab Ui 
oder eo verkleinert werden mfissen. Wir erw/ihnen dies nicht immer ausdrficklich. 
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Range und Siu konstruierten in [8] Barrierefunktionen, die wir nun verwenden 
wollen. In unserem Fall sind jedoch die Randfunktionen 0i schon C~-glatt. Sei fiir 
eine Funktion Q 

@ z v : l  v,/l=l 0 ~ g  (ff)(~v-Zv) (~/~--Z.) 

das Levipolynom. Aus der strengen Plurisubharmonizit/it yon Qi folgt mittels 
Taylorentwicklung, dab es positive Konstanten A und e gibt, mit 

ReLoi(~,z)>oi(O-Oi(z)+Al(-zl 2 fiir ~ , z e U ,  I ~ - z l < e .  

Nach Range und Siu gibt es nun Barrierefunktionen ~j ( j=  1 . . . .  , N) mit den 
Eigenschaften 

a) q~j: Uj x b o ~  ist C~-glatt und holomorph in ze/5o, 
b) ~i(~,O=0, 0~j(~,z)#0 ffir I~-zl_>~, 
c) q~j(~, z) = H j((, z). LQj(~, z) ffir ]~- z[ < e, (4) 

wobei H i C| mit 0 < A1 < [Hjl < A2 ist, 
d) es gibt die Zerlegung 

(l~)j(~, Z) = f P!(r 2 ) ( r  zi) 
i=1 

mit C~-glatten Funktionen P~, die in z holomorph sind. 
Die Bochner-Martinelli-Barrierefunktion sei mit pO = ~ _ ~ :  

~o(~, z) = f pO(~, z). (~i- zi) = ]~ - zl 2. 
i=1 

Fiir j = 1,2, ..., N gibt es Umgebungen Wj* yon Sj x/5, so dab ~j(~, ~) # 0 fiir 

(~', ~ e wj = {(~, z) e w~* I~(~) _-< ~(~), ~ 4: z} 

gilt. Ffir j = 0, 1 ... . .  N definieren wir die Barriereformen auf VVj. 

tl*(~,n) ~ Pl(~,z)d~,, tlj(~,z)=q~j((,z)-lq*(~,z). 
i=1 

Sei I=(i 1 ..... iz) mit 1 < i  1 < ... <it<N. Wir setzen 

ql(~, Z'~ ~) = 2000 ~- 2il~i 1 ~- 2i2qi 2 ~'- . . .  "4- 2ilt~i l 

auf (Whr~ ... r~Wi, ) x Aor 
Im folgenden benutzen wir den Kalkiil der doppelten Differentialformen wie er 
bei Range und Siu beschrieben worden ist. Er geht in dieser Form auf Jambon 
[4] zuriick. Setze 

Dn,q(th)=(2rci)_n(_l)a/zq(q_l)(n q 1) q n-q-1 

fiir O<q<n- l ,  

O. , . (@ = O., _ 1(@ = O. 

Hierbei i s t / /=  8r + da. 
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Diese Kerne erfiillen die wichtige Gleichung (s. [6]): 

dD,,,,~(rh) = riD,,, q(q~r) = ( - 1 )qfi, D,, q _, (rh). (5) 

Wir sind nun in der Lage, den Range/Siu-L6sungsoperator definieren zu k6nnen. 
Sei fiir q = l , 2  .....  n und feC~ 

T q ( f ) : = - ~ ] ' ( - l )  I'l S f AD,,,q-l(rh)- ~ f AD,,,,7-1(qo). 
I $I • Aol D • Ao 

Fiir die Definition von Tq*(f) ben6tigen wir den sogenannten Seeleyschen 
Fortsetzungsoperator. Dieser Operator, definiert in [9], wurde von Lieb und 
Range in [5] verwendet, um eine lineare Abbildung E:C~176 mit 
folgenden Eigenschaften zu konstruieren (D O 3/3): 

a) suppEuCCD o for alle u~ CO(/3), 
b) ist u ~ Ck(D) fiir k = O, 1, 2 .....  so gilt auch Eu ~ Ck(Do), und es gibt eine yon u 

unabhfingige Konstante C k mit IlEullk, Oo< CkI[Ultk. D" 
Lieb und Range taten dies unter der Voraussetzung, dab D glatten Rand hat. 

Sie konstruierten E zuerst lokal und verklebten dann mittels einer Partition der 
Eins. Es ist offensichtlich, dab dies auch in unserem Fall gelingt, da der Rand von D 
lokal diffeomorph zu einer ,,Ecke" 

Q~={xERZ"lxl~O,...,x~<O} 

ist. Man setze hier zuerst zu Qs-1 fort, dann zu Qs-2 und so welter. 
Sei also ein Operator E m i t  a und b gegeben. Auf Formen wenden wir ihn 

koeffizientenweise an. 
Wir definieren nun fiir f ~  C ~ 1(/)): 

T*(f)= TI(T)-S'.' ~ E f  AD,,,o(rh), 
I R t x A 1  

fiir f~C~ q > l :  

T~*(f)=T~(f)+E'(--1)l'l ~ Ef ̂ JzO.,q-2(rt3. 
1 RI x AOI 

Tq* - Tq ist nach Konstruktion fi-geschlossen. Also ist Tq* ein L6sungsoperator ffir 
die 0--Gleichung. Durch eine einfache Rechnung erhfilt man unter Verwendung der 
Formeln (3) und (5) fiir f e  C~,q(/3): 

T q * ( f ) - - - ~ , ' ( - 1 )  III ~ f E f  ^D. ,q_,(n,) -  ~ E f  A D n ,  q - l ( r l o ) .  (6) 
I RI x AO r_ Do x do 

Diese Formel wurde schon yon Brinkmann in [3] angegeben. Sie hat zwei sofort 
ersichtliche Vorteile. Erstens ist der letzte Term das Bochner-Martinelli-Integral, 
das sich wegen s u p p E f  C Do mit bekannten Methoden absch/itzen liiBt; es gilt ffir 
0 ~ 2 < 1  und k = 0 , 1 , 2 . . .  

! Ef^O"'q- '(q~ k+a,O ' " Oo ao ~Ck,~llEfllk, oo<Ck,~llfllk,O. 

Zweitens verschwindet fiEf ffir f e  Cko,q(/)), J f = 0  auf D, vonde r  Ordnung ( k - 1 )  
auf bD. Dies ergibt schon die ck/2-Abschiitzung von Brinkmann. Fiir genauere 
Abschfitzungen mfissen wir die differenzierten Integrale umformen. Dies soll im 
n/ichsten Kapitel gezeigt werden. 
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2. D i e  C t - A b s c h f i t z u n g e n  

Die Integrale aus Tq* werden wir solange unformen, bis wir sie direkt absch~tzen 
k6nnen. Dabei werden wir zu einer allgemeinen Klasse von Integralen gefiihrt, die 
von gewissen Parametern abhfingt. Diese Klasse soil nun zuerst beschrieben 
werden. Wir setzen hierbei ohne Einschr/inkung immer voraus, dab 

I = ( i , ,  . . . ,  it) = ( 1 , 2 , . . . , / )  

mit 1 _< l < n ist. 
Sei 

od~,  z) ^ ~v(~, z) 
I(u,v,m,s,  ao, a l , . . . ,a t )= ~ aU(0A 

R,H K(a o, a 1 . . . .  , a,) (~, z)" 

Hierbei sind u, v, re, s, a o, a~, ..., at nichtnegative ganze Zahlen, und es gilt sogar 
a l > l ,  a 2 > l  . . . .  , a l > l ;  

/-/= (l + 1 . . . .  , l + s) ohne Einschrankung der Allgemeinheit; aU(0 symbolisiert 
eine u-mal stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Trfiger in Do, so dab 
ffir eine von f unabhfingige Konstante C gilt ( f ~  Cko,q(D), ~-f=0 auf D): 

Ila"H,,Oo < C. HEf llk, Oo, 

weiter sei a" ~- 0 auf D ffir u > 0. Als a u werden die Ableitungen der Koeffizienten 
yon E f  oder 3Ef  fungieren. 

L=(ll ,12, . . . , lm) mit ( l < l l < 1 2 < . . . < l m < l ,  

oL=n~ ^ ~ ^ . . .  ^ ,L; 

g,,(~, z) ist eine yon f unabhfingige C~-Form in ~ und z aufD • Do, die ffir ~ = z und 
v > 0 yon der Ordnung v verschwindet, der Bigrad von gv in ~ ist ( n - m ,  n - l  
- s + l ) ;  

_ a o  a l  . ,  - -  ~ �9 K(ao, a 1 . . . . .  a 3 - # o q ~ l ,  q~" mit ao>O, al>>_l,. . . ,at>l 

Satz 2. Sei I(u, v, m, s, ao,.. . ,  at) gegeben. Wit setzen 

#=i t (u ,v ,m,s ,  ao . . . . .  at) =2(ao + al + ... +at)+ l + s -  2 n - m - u - v .  

Unter der Voraussetzung It < 0 gibt es f i ir 0 < 2 < 1/2 yon f unabhdngige K onstanten 
C1, C~2, mit 

[lI(u,v,m,s, ao . . . . .  aYlo,o < C, llEf llk,oo, 

][I(u,v,m,s, ao . . . .  ,at)llo+ x,D <f~zllEfltk.Oo . 

Satz 2 werden wir im n~ichsten Kapitel beweisen. Fiir die Anwendungen ist es 
also wichtig, die Zahl It zu kontrollieren. 

a) Die C~ 

Sei f ~  C~ Range und Siu haben gezeigt, dab es fiir jedes 0 <  2 <  1/2 eine 
Konstante Cz, unabhfingig von f, gibt mit 

II To(fllo+ a.o <= Cz" Ilfrlo.o. 
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Bemerkung. Diese Absch/itzung gilt nach Range und Siu sogar ffir f r  L~,q(D). Wir 
mfissen jetzt also nur noch Tq*-Tq absch/itzen. Dabei sind zwei F/ille zu 
unterscheiden: 

~) q = l  undfl)  q > l .  
Zu ct: Es tritt eine Summe von Integralen auf des Typs 

E f  A O.,o(q, ). 
R z  x A z  

Wir setzen ohne Einschr/inkung I = ( 1 , 2  . . . .  ,/). Integration fiber das Simplex A~ 
ergibt eine Summe von Integralen des Typs 

n* ^ . . .  ^ ^ (g:,*)J' ...  ^ @ , 7 " ?  
I E f A  mx+J~mx+J~ q~+J, 

R jr ~ 1  " r  2 " " " 

m i t  l+j l  q - J 2  A -  . . .  +jt=n. 
Wir sehen, das ist I(u, v, m, s, ao,..., az) mit u = 0, v = 0, m = l, s = 0, ao = 0, 

a, = 1 + j ,  fiir v = 1, 2,.. . ,  l u n d  

# =2(/+j~ + ... + j z ) + l - 2 n - l = O .  

Zu fl: Der allgemeine Typ i s t  hier 

R t  x A o x  

Integration fiber das Simplex Ao~ ergibt hier eine Summe yon Integralen des Typs 
(I = ( 1 , 2 , . . . , / ) ) :  

gz ~ E f  ^ q~ ^ qT A ... A tlt ^ (~r A (~q~)J' ^ . . .  ^ (~qt)J' ^ (J~l*) q- 2 
RI ~ q + j o - I -  (~]  + J l  ~21 4-j2 . . .  (~/1 4-j, ' 

mit l + q -  1 +Jo +J  ~ +.. .  +Jr = n. 
Der Operator  g, wirkt nur auf die nicht in z holomorphen Terme. Anwendung 

yon gz ergibt dann I(u,v,m,s, ao, . . . ,@ mit: 
I. u=0 ,  v=0 ,  m = l , s = 0 ,  a o = q + j o - l ,  a v = l + j v ,  v = l , 2  . . . .  , l ,d .h .  

# = 2(q - 1 +Jo + l +Jl  + - . .  +J~) + l -  2 n -  l = 0; 

2. u = O , v = l , m = l - l , s = O ,  a o = q + j o - l , a ~ = l + j ,  v = l , 2  .... , l ,d .h .  

# = 2 ( q -  1 +Jo + 1 +Jl  + . . .  +J~) + 1 -  2 n -  ( 1 - 1 ) -  1 = 0; 

3. u=0 ,  v=2 ,  m = l , s = 0 ,  a o = q + j o ,  a v = l + j , v = l , 2  . . . .  , l ,d .h .  

# = 2(q +Jo + 1 +J1 + . . .  +J~) + l -  2 n -  1 -  2 = 0. 

b) Die CX-Absch&zungen 

Sei feC~.q(D) mit ~-f=0 auf D. Wir verwenden (6) ffir Tq*. Sei zuerst 6 ein 
Differentialoperator der Form t9/~2 i fiir ein i = 1,2, ..., n. Das Integral, welches wir 
differenzieren mfissen ist vom Typ 

I JEf^D, ,q- , ( th)"  
RI x Aor 
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Integration fiber Aot ergibt eine Summe von Termen (I=(1,2 ... . .  /)): 

S JEfA r/* A r/* A . . .  A ~/* A (,0~r/*}/~ A (/3-r A . . .  A (Jr/*)  j '  A (0~r/*) q-1 
RI (j~q+Jo . ~ID] +J '  , , ,  (~1 +J l  

mit l+q+jo  +jl  + ... +jl=n. 
Wir wollen nun 6 auf den Kern dieses Integrals anwenden. Dabei werden nur 

die in z nichtholomorphen Terme differenziert. Wir betrachten deshalb eine etwas 
allgemeinere Situation. Sei 6 entweder wie oben definiert oder von der Form 

~?zi + ~ .  Nun gilt immer ~ j  = d~ Anwendung von 6 aufden Kern des obigen 

Integrals ergibt I(u, v, m, s, a o, ax,..., al) mit: 
1. u=0 ,  v=0,  re=l, s=0 ,  ao=q+jo, a~= 1 +j~, v = l  . . . .  ,l, d.h. # = 0 ;  
2. u=0 ,  v = l ,  r e = l - l ,  s=0,  ao=q+jo, a~= l+j~,  v = l  ... . .  l, d.h. p = 0 ;  
3. u=0 ,  v=2,  re=l, s=0 ,  a o + a l + . . . + a l = n + l ,  d.h . /~=0.  
Sei nun 6=O/~?zi, i=1,2 ..... n. Es dfirfte aus den bisherigen Rechnungen 

klargeworden sein, dab direktes Anwenden yon 6 auf die Integrale Terme mit/~ = 1 
ergibt. Wir miissen also umformen. Dabei ist es yon Vorteil, den Operator Tq' als 
Ganzes zu betrachten, mit 

T~'(f) = ~ '  ( -  1)1'1 ~ JEfAO,,q_,(q,) .  
I Rx x doz 

(~ _._1 Wir bezeichnen mit ~ /  die innere Multiplikation, wie sie zum Beispiel in [11] 

definiert wurde. Bei der nun folgenden Umwandlung ist zu beachten, dab 
D,,q_ 10/i) immer co(0 = d& A d~z A. . .  A d~, als Faktor  enth/ilt. Ffir den Satz yon 
Stokes verwenden wir (3) und (5). Es gilt nun 

/ 
o. , ~ ' ( f ) = E ' ( - I F  ~ ~ ZEfA { 

, R,x~,o, , ,b~  + ,~,) '"-'(@ 

- E ' ( - 1 ) I ' I  ~ 8EfA~-~-D,, 

Die erste Summe k6nnen wir nach den obigen 0berlegungen schon abschfitzen. 
Die zweite Summe, wir nennen sie X, formen wir weiter um. Sei d = d~ + da das 
totale Differential. 
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Die erste Summe nennen wir X~, die zweite X2. Es gilt nach dem Satz von Stokes 
und (3): 

X ,= ( - -1 )  q+x --2 '  I dEf^ ~D.,q_,(rh) 
I R I x A I  

(Do\D) • Ao 

~ D.,~_ 1(@ 
I Sz x Ao,r 

= ( - -  i)q+l{ _X11 ~!_X12_X13} " 

Wegen aEf= o auf / )  gilt: 

X13=(-1)qY, ' ( -1)  I'1 I aEf , S, x zlo,--~-/ AOn'q-l(rll;)=(-1)qX13" 

Aus Dimensionsgriinden gilt: 

aEf 
XIz=(-l)q(o0\o)[" • ao a~i ^O"'q-*(rl~ 

XI'=E' R,• gEf ̂  (~--~i-aD"'q-l(rh)) 

+(--1)qE' f ~ A O . . q - l ( n , )  
I RI x al U~ i 

=XllI +(--1)qXll2. 
Nun zu X=. Man iiberzeugt sich leicht, dab gilt: 

( t3 ) O __a(~+dz)D.,q_~(rh)" 

Nach (5) hat man dann 

I OEf x 2  = ( - 1), +~ E,'( - 1)~'~ , , ,•  ~o, ~ ^ ( - 1)~- ' ~ z D . , , _  2 ( @  

-~-(--1)q 2t (--1)111 I I  R1 x ao, gEf ̂  (~--~Ti ~a=D"'q-2(th)) 

= X 2 1  + ( - -  1)qx22 . 

3~13 wurde schon bei Range und Siu behandelt. )~12 ist das bekannte Bochner- 
Martinelli-Integral. Dies ist sogar absch/itzbar mit jedem H61derkoeffizienten 
2<1.  

Xl~z ist identisch Null f/Jr q > l .  Ftir q = l  wurde Xl,2 schon bei den 
C~ behandelt. Fiir q = 1 verschwindet XEv Fiir q > 1 wurde X21 
ebenfalls schon bei den C~ behandelt. 

Es bleiben also nur noch X~t~ und X22 iibrig. X~I 1 verschwindet auBer Kir 
q = l ,  X=2 verschwindet fiir q = l .  Diese Integrale sind nicht vom Typ 
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l(u, v, m, s, a o . . . .  , al), da O L ̂  By((, z) hier nicht den ~-Grad (n, n -  l -  s + 1), sondern 
den ~-Grad ( n -  1, n - l -  s + 2) hat. 

Wir betrachten deshalb eine allgemeine Situation, n~imlich 

a u A __a 
R , ,  ~ i  K ( a o ,  a l ,  . . . ,  a 3 /  

wobei g~ den ~-Grad ( n -  m, n -  l -  s + 2) hat. 
Sonst sind die Bezeichnungen wie bei I(u, v, m, s, a o . . . .  , a 3 zu Beginn dieses 

Kapitels. Unser Ziel ist es nun, das obige Integral in eine Summe von Integralen 
des Typs I(u, v, m, s, ao . . . . .  al) zu verwandeln. Dabei werden wir die Eigenschaft, 
dab R1H generische Cauchy-Riemann-Mannigfaltigkeit ist, ganz wesentlich 
verwenden. 

Durch eine Parti t ion der Eins k6nnen wir uns auf eine beliebig kleine 
Umgebung U eines Punktes ~o E R m  beschr/inken. 

Sei bier ohne Beeintr/ichtigung der Allgemeinheit 

I H = ( 1 , 2  . . . . .  l , l + l ,  . . . , l + s ) = ( 1 , 2  . . . . .  p), p > 2 .  

Setze rl =02 -01 ,  r2 =Q3 -Q t ,  ..., rp_ 1 -- Qp-01. 
Es gilt folglich auf RtH: Or 1 ^ Or2 ^ . . .  ^ Orp_ 1 * 0 .  
Nun sei ohne Einschr/inkung 

~((, z) = A(~, z ) .  ~5 ^ 05', 

hier ist A eine C~-Funkt ion auf U x/~ mit Trfiger in U beziiglich ~, 
Co = d~j, ^ d~jz A ... ^ d~j._ m, 

05 '=d~h ' /x d~h2 A ... AdEn,, mit z = n - -  l - -  s + 2 = n - -  p + 2 . 

Wir betrachten also 

u A /O\vg, ) 05' I a t -O ^Co ^ 
R I H n U  

Ist U klein gcnug, dann gibt es oine Matrix (a~):: ~,,:::np_ 1 mit dora Rang ( g -  1), so 

dab auf U gilt: 

dr .  = Or. + ~ aU~d~, # = 1,2 . . . . .  p -  1. 
v = l  

Weiter kann man annehmen, dab man das Gleichungssystem nach gewissen d(-v. 
mit ct = 1, 2 . . . .  , p -  1 aufl6sen kann: 

d'(~, = }~ A ; d r ,  + E B~Oru + E Cud(u,  ~ - 

hier lfiuft/~ in der ersten und zweiten Summe yon 1 bis ( p -  1); und in der dritten 
0t ~t Summe 1/iuft/~ yon 1 bis n ausschlieBlich der Werte Vl, v 2 . . . .  , Vo- 1. A,, B,, C~ sind 

C~~ auf U x D. 
Wir ersetzen nun in 05' die eventuell vorkommenden dr durch obige 

Darstellung. 05' verwandelt sich dadurch in eine Summe yon drei verschiedenen 
Typen von Differentialformen: 05' = 0) 1 + (D 2 @ 0 3. 

Hierbei gilt: 09~ enth/ilt ein dr u als Faktor. Folglich verschwindet 09~ bei 
Einschr/inkung auf R m. 



56 J. Michel 

0) 2 enth/ilt kein dru, aber ein Oru als Faktor. Dann gilt: 

J(OLAcS) ^ O r , = + ~ . O , ^ c S .  

0) 3 enth/ilt weder ein dr, noch ein 0r, als Faktor. Dann ist 0 3 eine ( o , n - p + 2 ) -  
Form, die aus d~-, mit I~+V~,V2 ..... vp_~ gebildet ist. e) 3 verschwindet also 
identisch. Wir haben unser Integral also in eine Summe yon Integralen vom Typ 
I(u, v, m, s, ao,..., al) verwandelt. 

Wir behandeln nun X ~  und X22. 
Zu X ~ I :  Der allgemeine Term hat nach Integration fiber A~ die Form (q = 1) 

mit l+j~ + ... +jl=n. 
Dies ist gerade vom eben beschriebenen Typ. Durch Verwandlung erhalten wir 

I(u,v,m,s,a o ... . .  at) mit u=0,  v=0,  re=l, s=0 ,  ao=0,  a , = l  +j~, v = l  . . . . .  l, d.h. 
/x=0. 

Zu Xzz: Nach Integration fiber Ao~ erhalten wir 

mit 

R = ,o* ^ n* ^ . - .  ^ n* ^ (~-~,o*) ~~ ̂  (g~*)~'  ^ - . .  ^ (D-~*)J' ^ ( J : , * ) ' -  
(~q+jo- 1 , ~ I  +Jl ,.. i~Jll +Jl 

mit q-- 1 + l+jo +Jl + . - .  +Jr = n. 
Differenziert man nach ~-, und verwandelt in den Typ I(u, v, m, s, a o ..... at) 

erh~ilt man Ix = O, wie schon zu Beginn des Abschnitts b berechnet wurde. 

c) Die Ck-Abschiitzungen fiir k > 1 

Wir mfissen die Berechnungen aus dem letzten Abschnitt vervollst/indigen. 

X=X1 --X2 = ( - -  1)qX111 + X l 1 2  --"Y12 "~ X13 - -X21  "-}- ( - 1) q+ IXz2. 

Setze 

--E' f 8Ef  ~ OEf , . ,  ~. , .~-  ^ o..._,(,7,)+2'(- 1)~'~.,~,, - ~ ] /^  ?:O.,._ ~(,1,) 

=-)~13- .f fAD.,q-l(qo)--Xllz+Xzl. 
DXAo 

Daraus erhalten wir: 

x =  - . \-~]-/) - oo~ ~ o ~ - ,  ^ o. , ._ , ( ,~o)+( -1) , (x , , , -x22) .  
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Wir setzen 

Y i = ~ ' ( - l ) l t '  ~ JEf A ( ~ ~ )  I Rs• ~Z~ "4- Dn,q_l ( t l i  ) . 

Es gilt also zusammengefaBt: 

Hi I / ~ E f ~  I O E f  
(Tq'(f))= Y '+  Oo• 0(, ' 0z, ~ / . ~ )  + ^D.._,(.o) 

+ ( -  1)"(Xzz-X1,1).  (7) 

Sei nun f ~  C~),q(/)) mit ~-f=0 auf D und k >  1. 
Wir werden die Ca-Absch/itzungen mit vollst~indiger Induktion fiber k 

beweisen. Seien also die Ck-Absch/itzungen fiir g ~ C~.q(/)), r < k, ~-g = 0 aufD schon 
bewiesen. 

Sei ein Differentialoperator 

gegeben, mit s < k. Ffir s < k folgen die Absch/itzungen nach Induktionsvorausset- 
zung. Sei also s = k. Den Fall r = 0 k6nnen wir so einsehen. Da JEf vom Typ a k- 1 
ist, so ist 

ffEf A Dn. q_ l(q,) 
Rz x Ao~r 

nach Integration fiber Aos eine Summe von Termen I(u,v,m,s, ao .... ,a,) mit 
u=k-1 ,  v = l ,  re=l, s=0 ,  ao+al+.. .+al=n, d.h. # = - k .  

Man iiberzeugt sich leicht, dab Differentiation nach _~ /~  um h6chstens I erh6ht. 
Daraus folgt nach k Ableitungen # <0.  02~ 

Sei also r>0 .  Wir setzen il = i  und erhalten nach Formel (7) 

s ~es 
+Do• O~i ^D"'q-l(q~ yi. 

Die Absch/itzungen ffir Tq* ~ folgen aus der Induktionsvoraussetzung. Die 

Absch/itzungen ffir den Bochner-Martinelli-Term sind bekannt. 

____t.~77 - V  ~ = s ,.~,.\~77-/s -E ~ ^o..,_,(,,) 

, ,.~,o. \7~7( ~ ^ ~-:D..._~(,,). 

OEf _ E ( t ? f )  ak_l" -0~'~. ~-/ ist vom Typ Man sieht nach Integration fiber A~, bzw. Ao~ 

leicht, dab man eine Summe von Integralen vom Typ l ( k -  1, v, l, O, ao,..., a~) mit 
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# < 1 -  k erhfilt. Ebenfalls erhfilt man aus yi  den Typ I ( k - 1 ,  v, l, 0, ao . . . .  , at) mit 
#__< 1 - k. Bei X22 und X 1 x 1 muB man erst nach der in Abschnitt 2b beschriebenen 
Methode verwandeln und erhfilt dann die Typen I ( k - 1 ,  v, l,O, ao . . . . .  a~) mit 
#_<_ 1 - k .  Es muB also noch untersucht werden, wie ein Differentialoperator der 
Ordnung ( k -  1) auf einen Term I(k - 1, v, l, O, a o . . . . .  az) mit/~ < 1 - k wirkt. 

0 
Wie schon gesagt wurde, erh6ht die Anwendung von = -  auf diesen Term # u m  

0 
h6chstens 1. Direkte Anwendung yon = -  wtirde aber # u m  2 vergr6Bern. Deshalb 

gzj 

mfissen wir ein Umwandlungsverfahren finden, das I(u, v, m, s, a o . . . .  , al) in eine 

Summe von Integralen I(~, ~, ~, g, 4o .. . . .  41) ausdrfickt, wobei sich # u m  h6chstens 1 
vergr613ert hat. 

Sei also Z = I(u, v, m, s, ao . . . .  , at) gegeben mit u > 1. Wir berechnen [sei wieder 
ohne Einschrfinkung I =(1, ...,/)] 

I o 
Ozi R,~ ~z~- K(ao,.. . ,az) 

= f a " ^  + 
R,~ ~ O~i.l \ K ( a o , . . . , a , ) J  

--  S a u A 
RI~ O(i \K(ao  . . . . .  al)J 

Beim ersten Integral erh6ht sich # u m  h6chstens 1. Das zweite Integral formen wir, 
da OL^Sv ( n , n - s - l + l ) - F o r m  in ( ist, um in 

R!~ au^dr ~ K(a o . . . .  ,a , )J  

R,~ K(ao . . . . .  al) J " 

Beim zweiten Integral vertauschen wir ~-~ und ( ~ )  und verwandeln dann wie 

in Abschnitt 2b. Auf das erste Integral wenden wir den Satz yon Stokes an und 
erhalten 

^ K(ao, ..., a,) , .~ ~~ K(~o, :.~, a,)j 

+ ~ a u A 

Im ersten Integral hat sich u um 1 vermindert und damit # u m  1 erh6ht. Im 2. 
Integral miissen wir erst nach Abschnitt 2b verwandeln. Dann gilt dasselbe wie ffir 
das erste Integral. Ffir das 3. Integral verwenden wir die Formel (2). a" 
verschwindet nach Voraussetzung auf Sm und S~ 

Also ist das 3. Integral 

Y'. I aU^ -J 
i~,n R,,,j ~ K(ao . . . . .  at)J" 
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Hier hat sich s u m  1 erh6ht. Nach Verwandlung entsprechend Abschnitt 2b 
erhalten wir, dab sich/~ um 1 erh6ht hat. 

Wir bemerken, dab sich bei der ganzen Umformung u um h6chstens 1 
vermindert hat. Wir k6nnen das Verfahren also mindestens (k - 1)-mal anwenden. 
Damit sind die Ck-Absch/itzungen, bis auf Satz 2, bewiesen. 

Anhang: B e w e i s  zu  S a t z  1 

Sei ein Gebiet D mit (IE') gegeben. Wir setzen fiir jede natiirliche Zahl n: 

~1 =01 ,  ~2=ne2,..-,~N=nN-1ON. 

Wir werden einen Widerspruchsbeweis fiihren. 
Annahme: Fiirjedes n ~ N gibt es I ,  = (i l ,  i2 . . . . .  it.), I, > 1, i I < i2 < .. .  < . . .  < il,, 

und gibt es ~, ~ $1,, so dab 

komplex linear abh/ingig ist. Dann gibt es eine Teilfolge ni, j = 1,2 ....  , so dab I,j = I 
=(il,--.,il) konstant ist. Sei MI die Menge der Punkte ~ aus SI, in welchen 
{~Qil(~), 0Qi~(~) .....  0ei,(~)) komplex linear abh~ingig ist. 

Aus (IE') folgt, dab es auf M~ eindeutig bestimmte stetige Funktionen 
a2(~), ..., az(~) gibt, mit: 

oe, (O = a2(r162 + . . .  + a (OOe,,(O. 

Da offenbar ~,j Elemente von M t sind, gilt: 

a2(~.s) 0~,2(r + . . .  + n~:-i' cei,~g./. Oei~((.j) = n ~ - i x  

Da die Bedingung (~) in ~,~ verletzt ist, mug gelten 

a,(~.j) a2(~.j) ~ + . . . +  . . = 1 .  
+ nT-" 

Da {a~(~.)lv=2 ..... l , j =  1,2, ...} beschr/inkt ist, folgt ein Widerspruch, wenn n 
gegen ~ strebt. 

3. Beweis von Satz 2 

Wir beweisen nun Satz 2. Hierbei wird es vor allem auf die richtige Wahl der 
Koordinaten ankommen. Dabei muB das Verfahren von Range/Siu verall- 
gemeinert werden. 

Sei 

OL( , z) A ev( , z) 
I(u,  v, m,  s, a o , . . . ,  al) = ~ aU(~) �9 

R~H K ( a o ,  a l ,  . . . ,  al) ' 

mit # < 0  gegeben. Sei ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit 1=(1 ,2  ..... l), 
H = ( / + I  . . . .  , l + s ) ,  L=(1 ,2 ,  ...,m). Es gilt L C I C I H .  
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U m  im folgenden nicht immer die Bezeichnung der Konstanten ver~indern zu 
m/issen, sei mit C eine positive Konstante bezeichnet, die unabh~ingig yon f i s t ,  
sich aber yon Absch~itzung zu Absch~itzung veriindern kann. 

Unser Ziel ist es nun, I =  I(u, v, m, s, ao .. . . .  aO durch die Ck-Norm von E f  
abzuschiitzen. Sei d(z)= dist(z, bD) und 6 ein Differentialoperator der Form ~/Ozi 
oder 0/0~i. Wir mfissen dann die folgenden zwei Abschfitzungen zeigen: 

A) II(z)l<__f.llEfllk,9o f/it z e D ,  

B) fiir jedes 1/2 < 2 < 1 gibt es eine Konstante Cx unabh/ingig yon f mit 

[6l(z)[<=Q.d(z)-X.HEf][k, Oo ftir z e D .  

Es ist klar, dab wir uns bei den Absch/itzungen auf eine Umgebung U = U((o) 
ffir (o ~ Sin beschrfinken k6nnen, das heiBt fiir z ~ U und den Integrationsbereich 
R~Hc~ U. Dabei kann es vorkommen, ohne dab wires ausdrficklich erw/ihnen, daft 
U verkleinert werden muB. 

Sei a~(0 gegeben. Aus der Taylorentwicklung in z e D ergibt sich mit einer yon z 
und f unabh/ingigen Konstanten C 

[a"(0[-_<C. ]~-z[".  [[Ef [tk,9o. 

Wir ffihren nun auf U(~o) ,,Koordinaten" ein, die an die Mannigfaltigkeit R~x 
angepaBt sind. Es gilt nach Konstruktion der Barrierefunktionen ffir ~, z e U(~o) 
und i=  1,2,...,1: 

~ , ~ ,  z) = Hi(~, z ) .  LQ~(~, z) ,  

Pi~( r  + ~1(r v = l ,  . . . ,n, 

Re Loi((, z) >= Oi(O - Oi(z) + A[( - z[  2 , 

[q~i(~, z)[ => A 1 [Loi((, z)t >= A'l([ImLoi((, z)[ ~- ~ e  L0i((, z)[). 

Eine erste Folgerung daraus ist ffir L=(1 ,2 ,  ...,m): 

OL((, Z) = E • . , - . ( ( ,  Z)OOj,(O ̂ ~ j ~ ( 0  ^ - . .  ^ ~ 0 j . ( 0 ,  (8) 
1 <--Jl < . . .  < j p ~ m  

wobei g,,_p den ~-Grad (m-p ,0 )  hat. 
Setze 7"= l + s. Sei nun z E U(~o) fest. Wir w~hlen auf U(~o) Koordinaten 

x = (x l,  x2 . . . . .  x2.)  = (x l, x2 . . . . .  x 2 . -  ~, Q ~(~) - Q l(z), 

Setze x '=(xl ,  . . . ,xz,-i), t=ql(~), x"=(x2 . - l+2  ..... x2, ). Rtuc~U liegt dann in der 
Menge, die durch x " =  0 und t > 0 definiert wird. Es gelte zus/itzlich 

z = ( y ~  . . . .  , y 2 . ) = ( o  . . . . .  o , o ~ ( z ) - 0 ~ ( z )  . . . . .  q ~ z ) - ~ ( z ) ) ,  

das heiBt, 

y' = 0, Y2,- ~+ a = 0. 
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Wir setzen ui(O = ui((, z)= ImLQi(ff, z) fiir i=  1,2 . . . .  ,1, und entwickeln ui(O in eine 
Taylorreihe mit Mittelpunkt z: 

2n 2n 

u,(O = Z d~(z) (x~- YO + Z 
v=  1 p,,v= 1 

Setze 

p,(x, y) = 

Es gilt dann 

d~.~(z)(x.- y.)(x~- YO + ~3(~, z). 

2n 2n 

Z di.(z ) (x~ - y~) + Z diu.(z) (x .  - Yu) (x~ - y~), 
v = k  t~,v= 1 

v # : 2 n - l +  l g, v a c 2 n - l +  l 

qi(x, y) = pi(x, y) + di, 2. - ~ + 1 (z) ( t - 0 l(z)). 

Ui(~)  = Pi (  X ,  Y )  + d i ,  2 n - 7 + l ( Z )  ( t  - -  0 1  (Z))  "~- ( t  - -  e l ( Z ) ) ~ l  (~,  Z) ~- ~ 3  (~ '  Z) 

und folglich 

dr = dxpi(x, Y) + di, z , -  ~ + l(z) d t +  gl(~, z) . 

Ffir ( e R m  h/ingt Pi nur yon x' ab und es gilt d t = d o ,  =dQz . . . . .  do~. Daraus 
folgt auf R m :  

dcLo,((, z)= 200i(0 + g,((, z), 

dcL~oi(~, z) = 2~0i(~ ) + gl(~, z)= 2 d t -  200~(0 + ~,((, z); 

dcu,(O = - ] /7- 1(2@,(0 - dt) + ~ ,  ((, z) 

oder 
i 1 ~Q ~(~) = ~ d~ua(~) + ~dt + ~ (~, z) 

i 1 
= ~ dxp,(x, y) + (3 + dj, 2 , -  i+ l(z)) dt + gl({ ,  z) 

ffir i = ~ - 1 ,  j = 1 , 2  .. . . .  I. 
Der Z/ihlerterm des Integranden von I(u, v, m, s, ao, ..., a~) ist 

( O L A ~ v ) ( ~ ' Z ) =  Z ~ v + m - p ( ~ , Z )  A O O j , ( ~ ) A " ' A O e j p ( ~ )  �9 
l = < j l <  ... <jp<=m 

Sctzen wir die Darstellung ffir @i in die Summandcn ein, so erhalten wir 

(ml . . . . .  m . ) c ( j l  . . . . .  jp)  v = 1 

= y. gp_, /x  dxp,., A . . .  ^ d,,p,., 
(m 1 ... . .  m,) c (j ~ . . . . .  J D  

+ ~ g p - ~ - l ^ d t ^ d x p , , , ^ . . . ^ d x P ~ . .  
(m 1 . . . . .  mr) C ( j  1 . . . . .  Jp) 

r < p  

Multiplizieren wir diese Darstellung mit gv+m-p, so erhalten wir wieder zwei 
~ihnliche Summen, wobei allerdings in der ersten gp_,  durch gv+m-,, und in der 
zweiten d~p_,_ 1 durch gv+, ,- , -1 ersetzt ist. 
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Der Grad von OL A 8v ist die Dimension yon RIn,  also 2 n -  l -  s + 1. Daraus 
folgt: 

gradgv+m_r= 2 n - l - s - r  + l . 

Wit schreiben gv+m_r=8~+m_r+g~'+m_rAdt, wobei r 8"+m-, nicht dt 
enthalten. 

8~ + m-r A dxPml A ... A dxpm, hat dann den x'-Grad 2 n - l - s  + 1, verschwindet 
also auf R m .  Wit erhalten also auf R1n nur die wesentlichen Terme 

(oL ^ r (~, z) 

= Z Z g ~ + m - ~ A d p , , I A ' " A d p m ,  A d t  
l _ < - j l  < . . .  < J p - < m  ( m l  . . . . .  m . ) C ( j l  . . . . .  j p )  

+ ~ ~ ~v+m-r-lAdpm~A...Adpm, ^dr ,  
1 ~_Jl < .. ,  <jp<--_m ( m l  . . . . .  m r ) c ( j l  . . . . .  j p )  

r < p  

wobei der Gesamtgrad in dx'  und dt ( 2 n - l - s +  1) ist. Die Terme der zweiten 
Doppelsumme ,,schlucken" die Terme der ersten Doppelsumme, auger ffir 
r = p = m. Wir ersetzen also in der eben gefundenen Darstellung yon OL A g~ die 
erste Doppelsumme durch 

g ~ A d p l  A dp2 A ... A d p s A d t .  

In der verbleibenden Doppelsumme/indern wir die Indizierung und erhalten 

~ + m - , - 1 A d p j ~  Adpj2 A ... A d p j , ^ d t .  
1_--<jl < . . .  < j r < = m  

r < m  

Nun k6nnen wir iiberall dpj durch dqj ersetzen und haben damit 

I(u,  v, m,  s, a o, . .., at) 

bis auf unwesentliche ~nderungen der Indizierung in eine Summe yon Integralen 
der Typen A und B zerlegt, mit 

@1 ^ dq2 A ... ^ dq~ ^ dt A o~ 
(A) .[ a ~ A , 

R ~ u  K ( a o ,  al . . . . .  al) 

dql A dq2 A ... A dq~A dt A g~+m_r_ l 
(B) ~ a"A m i t r < m .  

a ~ v  K(ao, a l ,  . . . ,  at) ' 

Wir wollen nun den Nennerterm analysieren. Es gilt fiir 6(z)=dis t (z ,  bD): 

6(z) <__ C .  min {101(z)l, ..., IQ, + ~(z)l} �9 

Es folgt dann fiir (~  R I H n U ,  z ~  Uc~D und j =  1,2, ..., l: 

I.~,(~;, z)l >-_ c{lu~<OI + t -  Q,~z) + I~ - zl ~ } 

> c{Iqj(x, y)l + t -  oj(z) + I~ -  zl 2} 

>= c{Iqj(x, y)l + t + ~ + I~ - zlZ}, 

%(r,, z) = It, - z l  z >= c(Iqxl+.. .  + Iqzl + Ix'l + t + c~) 2 . 
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Wir setzen nun ohne Einschrfinkung der Allgemeinheit voraus, dab in A und B So 
bzw. So§ Monome v o n d e r  Gestalt  

S~. dXl ^ dx 2 A . . .  A dx2n_l_s_ra , 

bzw. 

Sv+m- , -  1" dx l  ^ dx2 ^ . . . / x  dx2n_l_s_ r 

sind. Hierbei ist S~, bzw. So+,,_,_ 1, eine Funktion. Ffir 2 n - l - s - m < O  ver- 
schwindet A, und ffir 2 n -  l - s - r < 0 verschwindet der entsprechende Term in B 
identisch. Wir k6nnen also immer voraussetzen, dab die obige Darstellung 
sinnvoll ist. Allerdings mfissen wir in A den Fall 2 n - l - s - m  = 0 und in B den 
Fall 2 n -  I -  s -  r = 0 gesondert betrachten. 

Fall A. 

a"^So  _<c Ir 
K ( ~ o ~  a,) - 4~~ 1471 ... 141'1' IJEfllk.~o 

C-Ir u+v. IlEfllk,~o < 
= [ 4 , .  42 . . .  4 m l ( 6 + t + l r 1 6 2  2"o 

C.  IIEfllk, Do < 
= 141" 42  ... 4ml I ( - z l  2t~176247 §  2m-~-~" 

Abzuschfitzen ist also 

f [dql_A_ d q 2 A d q " A d t A d x l A ' ' ' A d x 2 " - z - ~ - m [  

Fall A 1. 2 n - - l - - s - m > O .  
Wir setzen a 2 = x 2 + x 2 + . . .  2 +XE,- t -~-m und m/issen dann abschfitzen 

Idq l ^ dq2 A ... A dqm ^ dt A do. I 

g , ~ v  (Iqd + t  + 6  t o  E) ... (Iqm[ + t + 6 + a 2 ) ( t  + 6 + t r )  ~+ t " 

Wir gehen hier und im folgenden wie bei Range und Siu vor. ql . . . . .  q,, k6nnen als 
unabh/ingige Koordinaten  aufgefaBt werden, da sie in x'  und t Polynome zweiten 
Grades sind und deshalb eine endliche Uberlagerung definieren. Sei 
r 2 _ q2 + . . .  + q2 + 0.2 ~ C2 ffir ~ e RIH~ U, z ~ U. Dann  genfigt es wegen #__< 0, das 
folgende Integral abzuschfitzen 

]dql ^ . . .  ^ dqm A dt ^ do.] 
~ =  ~ + 

q ...... ~m,',~([ql[ t + 6 + 0 . Z ) ' ' ' ( l q m l + t + 6 + 0 . 2 ) ( t + 6 + t r )  
r<c,t<_eo 

Nach Integration fiber ql . . . . .  qm kann man ffir beliebig kleines positives e eine 
Konstante C~ finden, so dab obiges Integral majorisiert wird durch 

[dt ^ da[ 
C~.  

,.~ ( t + 6 + 0 . )  ~+~" 
a<c,t<~o 

Dieses Integral ist unabhfingig yon 6 beschrfinkt. 
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Fal l  A 2. 2 n - l - s - m = O .  Es tritt  kein tr auf. 
Abzusch/i tzen ist hier 

Idq ~ ̂ . . .  ^ dqm ^ dtl 
I 

R,,,~v Iq,1 ... ~ 1 1 ~ - z l "  

Sei r 2 = q2 + . . .  + q2 < c 2 fiir ( e R m c ~  U, z ~ U. Wegen # < 0 miissen wir abschfitzen 

Idql A ... ^ dq,, /x dtl 

fl=q,...?.q~.,r (Iqd + t +  ~). . .  (Iq,,I + t +  6)" 
r<=c,t<=eo 

Wie eben sieht man  sofort, dab  dies unabh/ingig von 6 beschr/inkt ist. 

Fall  B. Hier  gehen wir analog vor. Es gilt fiir r < m < h 

a u A ~v+m-r -1  < C .  tlEfllk, Oo" I~-z[  ~ + ~ + " - ' -  l 
K(ao , . . . ,  at) = I~x ... O~l (6 + t + 1~ - zl2) a~ + "'" + a t -  rig __ z I2ao  " 

Wegen a~ + . . .  + a t > l, r < l - - 1  gilt, dab  dies majorisier t  wird von 

C" HEfll~,oo 
(Iq,I + t + 6  + Iff -z l  2) ... (Iqrl + t + 6  + Iff--zl2)(t + 6 + Iff--zl 2) IC--zl "+ 2 " - ~ - S - ' -  1" 

Fall  B 1. 2 n - l - - s - r > O .  
Wir setzen wieder t y 2 = X 2 - ] - . . . ' ~ - X 2 n _ l _ s _  r u n d  miissen wegen 

absch/itzen 

Idql Ix . . .  ^ dq, A dt /x dtr[ 

Y=q ..... !q .... , ( I q a ] + t + 6 + t r  z ) . . . ( l q , l + t + o + t r z ) ( t + 6 + a 2 ) "  

Man  sieht sofort,  dab  dies unabh/ingig von 6 beschr~inkt ist. 

~=<o 

Fall  B 2. 2n - l -  s - r = O. 
Dies fiihrt auf  das Integral  

6 =  I I( - zl ldq x ^ . . . ^ dqr ^ dtl 

~ ,Hnv(lql l  + O + t) ... (Iq,l + 6 + t ) ( f  + t + l ( -  zl 2) 

I@1 A . . . ^ dq, ^ dtl 
<=C. I 

Rx,,n v (Iqll+ O + t) . . .  (Iqrl + 6 + t ) ~ "  

Man  sieht leicht, dab  dieses Integral  unabhfingig von 6 beschrfinkt ist. 
N u n  wollen wir den zweiten Teil der Aussage von Satz 2 beweisen. Sei 6 ein 

d 0 
Different ia loperator  des Types  ~ oder  ~-~/. Sei l(u, v, m, s, a o . . . . .  at) mit # < 0  

gegeben. Anwendung  von 6 auf I(u, v, m, s, ao . . . .  , at) ergibt bis auf  unwesentl iche 
,~nderung der Indizierung die folgenden vier Klassen yon  Integralen:  

O L ^ g ~  
I i = I ( u , v ,  rh, s, ao . . . . .  at) = ~ a~^  

Rx~ K(ao, at, . . . ,  az)' 
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tritt nur auf fiir r e > l ,  es ist r f i = m -  1, L=(1 ,2  ... . .  fit); 

I 2 = I ( u , v , m , s ,  ao . . . . .  at) = I a"^  
RII'I K(ao, al . . . .  , at)' 

mit ~ = max(v-- 1,0); 

Ia = l ( u , v , m , s ,  ao . . . .  ,a~_ l,a~ + l ,a~+ l . . . .  ,at) 

: ~ a u ^ 

R,n 4~" K(ao, a 1 . . . . .  at)' 

mit l <_v<l;  

~L A o~'vv+ 1 
I 4 = I ( u , v , m , s ,  a o + l , a l , . . . , @ =  ~ aU^ 

a,,~ 40" K(ao, al . . . .  , at)' 

wobei dieser Term nut  auftritt, wenn ao # 0 gilt. 
Wegen [4~(~, z)J =< C.  I~-  zl folgt leicht, dab }I4] dutch ein Integral des Typs 1131 

dominiert wird. Wir lassen die Abschfitzung yon I 4 daher aus Platzgrfinden weg. 
Zunfichst gehen wir wie beim Beweis der Beschr/inktheitsaussage vor. Jedes der 
vier Integrale zerffillt dann in die zwei Typen (A) und (B), allerdings mit ver/inderten 
Parametern. 

Zu  I~, Fal l  A.  Abzusch/itzen ist hier 

dqx ^ ... ^ dqe, ^ dt ^ gv a u a 
R,,~nv K(ao, al  . . . . .  al) 

Dies fiihrt auf das abzusch/itzende Integral 

[dql ^ . . .  ^ dqm- 1 A dt ^ dx  1 ̂ . . .  A dx2,-t-~-, ,+ 1] liE/Ilk,Do 
I R_rHt~U 141 . . . 4 m - I I ' X ' [ ~ - - Z I  2 ( a ~  

mit a) X = 6 + t + a  2, ffir 2 n - l - s - m + l > O  und 
b) X = 6 + t  + I ~ - z [  2, fiir 2 n - l - s - m + 1  =0. 
Es gilt: 2(ao+ ... + @ - 2 m - u - v = p - m - l - s + 2 n < 2 n - m - l - s .  

Fall a. Man erhfilt eine obere Schranke durch 

]dql ^ ... ^ dqm-1 ^ dt  ^ da[ IIEfllk,Do 
I q ...... qm- . . . .  , ( ] q l J + t + g + a z ) . . . ( l q , , - 1 ] + t + 6 + a z ) ( t + 6 +  o2) 

Dieses Integral ist durch C .  t lEf  ]hk, Oo nach oben beschr/inkt. 

Fall b. Hier erh~ilt man eine obere Schranke durch 

]dql ^ ...  ^ d q m - I  ^d t]  tlEfllk, D o 
C. I 

q, ..... qm-,,t(lql ] + ~  + t) ... (]qm- t] + ~ + t)l//6 + t '  

wegen I ( -  zl < C. 
x - 

Dieses Integral ist auch gleichmfiBig durch C .  ]tEl Jlk,.o abschfitzbar. 
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11, Fall B. Abzuschfitzen ist hier 

Idq l ^ ,.. ^ dqr A dt ^ dXl A . . .  A d X E n _ l _ s _ r t  ]t g f llk, Oo 
RI~c~U [~1 --. ~ r l X 2 ] ~ - - z [  2 t a ~ 2 4 7  ' 

mit r < ~ - 1 = m - 2 < l - 2 .  
Hier ist 

a) X = 6 + t + a  2 fiir 2 n - l - s - r > O  

und 

b) X - - - - 6 + t + l ( - - z [  2 ffir 2 n - l - - s - r = O .  

Weiter gilt: 

2(ao+ ... + a z ) - - v - m - u - 2 - r = # + 2 n - l - s - r - 2 < 2 n - l - s - r - 2 .  

Fall a. Eine obere Schranke wird gegeben dureh 

[dql ^ . . .  A dq~ ^ d t  A da[ [[ E f llk,O o 

q, ..... , r , t ,~(Jqd+6+t + a  2) . . . ( Iqr]+6+t + a 2 ) ( 6 + t  +a2) ~[f6~" 

Integration fiber ql , . . - ,q,  ergibt ffir jedes e>  0 eine Konstante C,, so dab man 
folgende Majorante bekommt 

[dt /x da I [[ E f Jtk,Oo 
C~.~ 

,,~ ( 6 + t  + a z ) l  +" bV~t " 

Elementare f0berlegungen zeigen nun, dab dies durch t~-llEfllk.oo.6 -~ 
gleichm/iBig nach oben beschr/inkt ist. 

Fall b. Hier erh/ilt man das Integral 

[dql ^ . . .  A d q r A  dt[ IlEfllk, oo 

q,...!.qra (lqll + 6 + t) ... (]q~l + 6 + t)(O + t) 

als obere Schranke. Dieser Term hat die gleichen Absch/itzungen wie eben. 

Zu 12. FOr v = 0  ist ~=0. Es hat sich also gegenfiber I(u,v,m,s,  ao . . . . .  a~) nichts 
ge/indert, das Integral ist sogar gleichmfiBig beschrfinkt. Sei also v > 1, das heiBt 

= v -  1. Gegenfiber den Abschfitzungen yon I(u, v, m, s, ao . . . .  , at) tritt im Nenner 
nun immer der Faktor  [ ( -z l  einmal mehr auf. Verfolgt man die Absch/itzungen 
von I(u, v, m, s, ao,.. . ,  a~), so sieht man, dab nun ein Wachstum mit Ilog6[ auftritt. 
Ffir jedes e > 0 gibt es also ein C,, mit []2(Z)] ~ C~. [I Efllk, oo" 6-fi  

Zu  13. Gegeniiber den Absch~itzungen von I(u, v, m, s, ao . . . . .  at) tritt hier im Nenner 
einmal mehr der Faktor  X = 6 + t + I ( -  zl 2 auf. Dort  hatten wir die Integrale 
a, fl, V, 6 abzusch/itzen. Wir nennen die entsprechenden Integrale hier ~', if, 7' und 

Z u  ~'. 
[dqx ^ . . .  ^ dqm ^ dt ^ da[ 

O( ~ ~ 
q, ..... q,~.t,~(lqll + t  +6+a2) . . . ( lqml+ t + 6 + a 2 ) ( t  + 6 + a 2 ) ( t  + 6 + a )  



J-Problem fiir stfickweise streng pseudokonvexe Gebiete 

Integration fiber ql . . . .  , q~ ergibt ffir jedes e > 0 :  

[dt A dal ]dt Ada[  
a ' < C * ' , ! ~ ( 6 + t + a 2 ) ' + * ( 8 + t + a )  <=C*' t ! r  ) 

< C ' .  6 - ~6 - ~ + *) = C',6- ~ + 2,). g 
Z[I [~t 

]dql A ... A dq.~ A dtl 
fl, f 

=q,,..!,q,,a (Jq~} + 8 + t ) . . .  (Iq,,I + 8 + t ) ( 8 + t ) "  

Dies ist ffir e > 0 beliebig durch  C , - ~ - *  absch/itzbar. 

Zu  7'. 

Idq l A . . . /x dq, /x dt ^ da] 
7 ,= I q ...... q .... t (Iql[ + 8  + t + a  2) ... (Iq,I + 8 +  t + a 2 ) ( 6 +  t + a 2 )  2" 

Integrat ion fiber ql . . . . .  q, ergibt ffir beliebig kleines e > 0 

]dt ^ da] da 
]:'-~<Cg._ cr, t(O--{-I -- t..Fo.2)2+e =<C'*'!(~..{_o.2)l+e 

<C~,.8-(1/2+~) 

Zu 8', 
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b '=  ~ ]~--z]ldql ^ " ' A d q ' A d t l  

q, ..... qr, t ( ] q l ] + 8 + t ) . . . ( l q , l + b + t ) ( 8 + t  +]~--z]2) 2 

< C .  f J d q l A . . .  Adq~Adt]  
q ...... qr,,(lqll +8 + t)... (]qr] + 8-k- t)(8 + t) 3/2" 

Nach Integra t ion fiber q~ . . . . .  q, erh/ilt m a n  ffir beliebiges e > 0  eine Majoran te  
durch 

dt 
C~. I(8 + t)s/2 + ~ ;  < C ; - 6  -(1/2 +~) . 

Damit  ist Satz 2 vollst/ indig bewiesen. 
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Eingegangen am 7. April 1987 

Nachtrag zur Korrektur. Allesandro Perotti (Pisa) und der Autor werden in einer weiterell 
gemeinsamen Arbeit das Theorem ohne die komplexe Transversalitfitsbedingung (~) zeigen. 


