
Uber die Biegung der Kreisplatte mit exzentrischer 
E i n z e l l a s t .  

Von 

Erich Reissner in Berlin. 

Das Problem, die Biegungsfl~chen einer dtinnen elastischen Kreisplatte 
zu bestimmen, die l~ngs des Randes gestiitzt und in einem Punkte 
innerhalb des Randes duroh eine Einzelkraft  P beansprueht ist (Greensehe 
FunkCion~n)~ lautet  in mathematischer Formulierung bek anntlich 1) folgender- 

ma~: 
Es ist eine LSsung der Gleichung 

�9 (1) A A w = O ;  A ~ -  7- r - F r 2 0 o  ~ 

zu bestimmen, die folgenden Bedingungen geniig~: 

(2) (w)~=, = o, 

~O~w ~w 
(3) (ow+  = o, 

(4) w = 8 ~ N  i z -- a [2 In I z --  a ] -4- $ (r, v~). 

Dabei sind v, qo, 0 <:  a < 1 und N Konstanten, z = x -~- i y  = re  i~  und 
eine LSsung yon (1), die fiir r < 1 keine Singularitaeen aufweist. 

Diese Aufgabe ist in geschlossener Form bisher nut  ffir den Fall 
v = w,  und zwar yon J. H. Miehell ~) dureh Inversion des zeneralsymme- 
trisehen Ansatzes gelSst worden, w~hrend fiir v ~= cr we das Verfahren 

1) A. E. H. Love, ~Ia~hematical Theory of Elasticity, 4. ed. 1927; S. 489--491. 
~) J. 'H. ]~]~ell, London Math. Soc. Prec. 1902; S. 22~. -- Die Annahme 

v = ~o bedeu~et, da[l die Platte s~arr eingespannt ist. Beim Problem der gelenkig 
ges$iitzten Plat~ is$ v die Querkontrak~ionsz~hl (0 ~--- v ___~ 0,5). Wenn man der 
Zahl ~ :> 0 eine ~ndere Bedeu~ung zulegt, kann man (3) aueh als Randbedingung 
fiir eine elas~isch eingespannte PIatCe ansehen. - -  Es sei noeh die BedeuSung der 
Konstanten in (4) ~ngegeben: Q0 ist der Pla$Cenradius, 2~ die Biegungssteifigkeii 
der Plstte, aQ0 der Belaslamgsradius [das Koo~lina$ensystem ist so gew~hlt, dab 

(P) ~ 0] mad w ~0 die Biegungsfl~he in wahrer Grille. 
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nicht zum Ziele fiihrt, A. F6pp18) vermittels Reihenentwicklungen nach 
einer klassischen Methode yon Clebsch 4) eine L~sung gegsben hat. 

Die vorliegende Note enth~lt sine L6sung der yon F6ppl behandelten 
Au]gabe in gesehlossener Form. 

Um diese zu finden, wird ausgegangen vsn der bekannten Tatsache, 
dal~ sieh jede LSsung vsn (1) in der Form 

w = r ~ + x ~  + ~8 

mit 

z l q ~ = 0  ( i =  1 ,2 ,3 )  

.... clttrstellen last. Also ist auch 

{i } (5) w = ~  z - - a l ~ l n l _ a z  + ( 1 - r ~ ) / ( z )  Pp0 8rt~V 

sine Lssung yon (I). Man erkennt, dab sie die Bedingungen (2) und (4) 
bereits im Ansatz erfiillt, wenn /(z) eine flit r _~ 1 regul/ir analytische 
Funlrtion ist. Die Bedingung (3) dient dazu, diese Funktion zu bestimmen. 

Es ist zweclrm~$ig, die Bedingung (3) etwas umzuformen. Wegen 
(2) ist 

(6) 
d 

i t ( z ) } )  : :  

so erhiilt man mit (5) aus (3) die folgende Gleichung zur Bestimmung 
yon I (z) 

(3a) ~(/4(1--aS)f=-a~ (1--aS)(1 -- v ) - - 4 z d ! - - 2 ( l +  v)](z)} r = 1 - - 0 .  

(3a) ist in bekannter Weiss als sine Differentialgleichung ffir ](z) auf- 
zufassen6). Ihr  allgemsines Integral ergibt sich mit einer willkiirliehen 

's) A. ~'~ppl, Bet. d. Kgl. Bayr. Ak. d, Wiss. 1912; S. 155. 
4) .4.. Clebsoh, Theorie der Elastizit~t fester KSrper. Leipzig 1862. 
5) Au{ cliesen direkten SehluB hat mioh freundlicherweise Herr Prof. G. Hamel 

hlngewiesen. Ursprrmglioh war die LSsung gefunden worden durch Ansetzen einer 
Poteuzreihe fiir f(z), deren Koeffizienten sieh aus (3a) bestimmen, und Identifi- 
zisrung der Reihe mit der ~uuktion (8). 

Damit wird 

(3) (Zw--  (1 -- v ) ~  = 0 .  ~r /r=x 
Beaehtet  man, dal~ 
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Konstanten c und unter Weglassung einer bedeutungslosen rein imagin~iren 
additiven Konstanten zu 

VU-- 1+~' l+v 
(8) t ( z )  -~ c z - - - 2 - - - - ~ 9 ( 1 - - a 2 ) ( a z )  2 ( u ' d u  1 - - a ~ l - - v  

- - I - : - - ~  ~- - 2 1 - - ~ : ~ "  

0 
Wegen der vorausgesetzten Regularit~t yon ] (z) ist c ---- 0. 

Wenn man (8) in (5) einsetzt, wird die gesuchte Biegungsfl~che 

Boo {I z al ~ In z - - a  w = g ~  91 - l - - a , -  

+ (1 - aD (1 - ~)  [2 (a 
1 - . ,  ~ ( i 7 3  " 

0 
Nun l~6t sich das Integral in (9) in allen den Fgllen geschlossen 

ausintegrieren, in denen ~ eine rationale Zahl ist, also praktiseh immer, 
mad damit hat man in (9) die gesuchte LSsung der Aufgabe in geschlos- 
sener Form. 

Ftir den Grenzfall ~ = 0 z.B. erhMt man in reeller Schreibweise 

r ~ + a~--2ar  c o s  
P ~o a ~ O) In 1 + a '  r 2 - -  2 a r c o s  0 W = ~  (r ~ +  - - 2 a r c o s  

[ c o s ~  l + a r + 2 Va r cos - ~ 

(ga) +(~-~')(:-e) L ~ In +o~_2~oo~ ~ 

+ 

Y ~  ~ = ~ ist 

Peo 9lIlz -- al 2 In z - - a  

[ __ ( 18-- a~ s al~otg "2( V-3 ssa~ ) / ]  I - ~ -  a~/]_[J a s a + ~ ) ~ -  ~ 15 
+ (i - e ) ( i  - ,,) - T + ~ m P 

Fiir die Durehbiegung unter dem Lastangriffspunkt (Biegungspfeil) ergibt 
sieh daraus 

~ O ; w ( a , O ) =  P~o ( l _ a S ) S [ S l n l + a  1] 
[ 7  i - ' - h -  ' 

�9 8 8 ,~ 
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Man kann als einfache Ve~allgemeinerang des vorstehenden LSsungs- 
gedankens den folgenden Satz aussprechen: 

Die Rangwertau]gabe get BiTotentialtheorie ]iir den Kreis t~fl~ sich im 
Falle gegebener Funktionsrandwerte au/ eine Randwertaujgabe ~ Po~ential- 
theo~ie ]iir den Kreis zuriick]iihren, deren Art yon der zweiten Randbedingunff 
fiir die Bipotential]unk~ion abh@ngt. 

Dieser Satz kann mit Vo~teil nooh fiir ande~e technisch wichtige 
Au~gaben aus der Theorie tier duxch eine oder mehre~ Einzetkrafte und 
ste~ige Belastung beanspruchten Kreisplatte verwendet wexden. Es ist 
beabsichtig~, dies an ande~e~ Stelle auszufiihren. 

(Eingega~gen am 18.5. 1935.) 


