Uber die singuliren Randpunkte eines konvexen
Korpers?).
Von

K. Reidemeister in Hamburg.

§ sei ein konvexer Korper mit der Oberfliche R, B eine Kugel mit
dem Mittelpunkt P, und mit der Oberfliche £, welche & im Innern
enthélt, und jedem Punkte P von R sei umkehrbar eindeutig ein Punkt »
von © durch Projektion von P, aus, der im Innern von & liege, zugeordnet.
Dann st das Lebesquesche Maf3 der Punkimenge | in O, welche alle
und nur die Punkte 7, und =, enthdlt, die Bildpunkte von Kanien-
punkten P, urd Eckpunkien P, sind, gleich null.

Zunichst seien folgende Zeichen eingefithrt: Die einem jeden Kanten-
punkt P, zugeordnete ausgezeichnete Gerade, welche allen Stiitzebenen
durch P, gemeinsam ist, heile ¢g,. Der Winkel der Extremalstiitzebenen
durch P,, welche & enthilt, heiit ¢,. Die abzihlbar vielen Geraden
durch einen Eckpunkt P,, welche simtliche Kantenpunkte aus der Ober-
fliche des Projektionsraumes von P, enthalten, mégen mit g¢,,,9,,,---,
die bzw. zu diesen Geraden gehorigen Winkel der Extremalstiitzebenen mit
€,y , ¢,,, ... bezeichnet werden. Es gibt nur endlich viele «,, < ¢, < 180°.

Der Beweis beruht im wesentlichen auf den beiden folgenden Satzen:
1. Konvergiert die Punktfolge P,, P,,... gegen P und ist a,a,,.
eine Folge von Stiitzebenen von P,, P, usw., so sind die Hdufungselemente
der Folge a,, a,, ... Stitzebenen durch P, und zwar solche, die minde-
stens etne Gerade mit dem Projektionsraummantel von P gemeinsam haben.

el?

2. Ist P,, P,, ... eine Folge gegen P konvergierender Punkte, deren
Projektionsrdume je mindestens eine g, oder g,, enthalten, sind diesen
Geraden g¢,, ¢,,... bzw. die Winkel ¢, «,,... zugeordnet und bleibt

1) Uber die Nomenklatur vgl. Minkowski, ,Zur Theorie der konvexen Kérper®
{§ 13—15), Ges. Werke 2, S. 161—170. Vgl. ferner W. Blaschke, ,Kreis und Kugel“
1916, S. 82.
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stets «, < ¢, so muf auch P mindestens eine g, (oder g,,) besifzen,
der etn Winkel « < o, zugeordnet ist und die Hdufungselement der
Menge g,, gs, ... 18t

Der erste Satz leuchtet unmittelbar ein, der zweite 148t sich leicht
aus dem ersten folgern.

Sei nunmehr {, die Menge derjenigen Punkte in O, welche Bild-
punkte von solchen P, und P, sind, die mindestens eine g, baw. g, mit
den zugeordneten Winkeln «, bzw. «, besitzen derart, dafl « <o,
¢,, <« < 180° ist. Nach Satz 2 ist j, abgeschlossen. Sei #, das Bild

n == "1
eines P, und y, der Hauptkreis durch s, der durch die durch P, und g,
gehende Ebene auf © ausgeschnitten wird. Seien 8, und Br zwei weitere
Hauptkreise durch n,, welche mit y, den spitzen Winkel ¢ bilden. Der
Winkelraum (B, f;), der y, enthilt, heiffie Winkelraum (1), der komple-
mentire Winkelraum (2). Dann kann ich zu jedem ¢ ein gréftes g, so
bestimmen, daB innerhalb der mit dem Radius g, um s, geschlagenen

Kugel alle Punkte von f, innerhalb des Winkelraumes (1) liegen. Denn

angenommen, es gibe in (2) eine Folge P,, P,.... aus {,, die gegen P,
konvergierte, so miilten sich g¢,, g,, ... nach Satz 2 gegen g, hiufen und
die Extremalstiitzebenen von P,, P,, ... wiirden zu Hiufungselementen

solche Ebenen durch g, besitzen, die innere Punkte von § enthalten.
Analog bestimme ich zu jedem s, ein o,. An Stelle des einen Winkel-
raumes (1) treten fiir », endlich viele Winkelriume. Nun sei zu einem
festen ¢ fiir jeden Punkt von j, ein solches o, bzw. o, bestimmt; da die
Menge |, abgeschlossen und die o, bzw. o, stetige Funktionen der m; bzw.
7z, sind, gibt es einen kleinsten Radius o unter ihnen. Jedem Punkt 7,
und #, werde als Umgebung das innerhalb der Kugel mit dem Radius ¢
um 7, (,) liegende Gebiet von £ zugeordnet. Dann reichen endlich viele
dieser Gebiete aus, um f, zu iiberdecken. Ist m, und n, Mittelpunkt eines
solchen Gebietes, so konnen wir die endlich vielen Umgebungen stets so
ausgewshlt denken, daf die Entfernung w7, =0 ist. Mithin haben die
um dieselben endlich vielen Mittelpunkte der zur Uberdeckung von {, be-

benutzten Gebiete mit dem Radius g— geschlagenen Kugeln keine inneren
Punkte gemeinsam, so da8 sich die Ungleichung

2 » A
8(8)n-n(2) < 4B, 08" <455

ergibt, wo B der Radius der Kugel B, n die Anzahl der zur Uberdeck@g

von j, benutzten Gebiete und 4 (9) eine Funktion von & ist, fiir die

im$(6) =1 und &(8) >0, wenn o < 2R, gilt.

=0 X . . .
Nun schneiden wir aus jeder Umgebung diejenigen Winkelriume

heraus, welche sicher keine Punkte von f, erhalten. Dadurch erhalten
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wir ein {, iiberdeckendes Gebiet von dem Inhalte n-7-8° < 417-7571(%—), WO

# nur von ¢ abhingt und mit ¢ unendlich klein wird. Mithin ist das
InhaltsmaB von {; gleich null.

Folglich ist das Lebesguesche Maf von { gleich null. Denn ist
o, < e, < ... eine Folge von Zahlen, welche gegen 180 konvergiert, und
«, < 180, so kann ich jedem ¢, ein {, zuordnen, dessen Inhaltsmaf
gleich null ist.

Verstehe ich unter §, die abzdhlbar vielen x,, fiir die der Projek-
tionsraum von P, keine Kantenpunkte als Randpunkte enthilt, und unter
{1, —1._1) die Punkte, welche in j,, aber nicht in {,_ , enthalten sind,
s0 ist =1, -+, +({, —1,)+..., womit die Behauptung bewiesen ist.

Der in ,,Kreis und Kugel“?®) angedeutete Beweis beruht auf der Tat-
sache, dafl die partielle Abteilung g}{ einer konvexen Funktion f(z, y)
stetig als Funktion von z und y ist, sobald sie es als Funktion von z
allein ist — was sich aus denselben Uberlegungen, die zu Satz 2 dieser
Note fiihrten, ergibt — und erfolgt dann sehr kurz unter Benutzung
eines Satzes von Fubini.

Daneben verdient der hier gegebene Beweis Beachtung nicht nur,
weil er mit elementaren Hilfsmitteln auskommt, sondern weil sich aus
ihm auch sofort noch folgendes ergibt:

Ist ¢ eine stetige Folge von Kantenpunkien, so besitzt ¢ stetige Tan-
genien; die g, eines P, ist Tangente an die hochstens abzdihlbar vielen
Kurven ¢, welche durch P, hindurchgehen.

2) Siehe Anm. 1),

(Eingegangen am 9. 11. 1920.)



