
Uber die singul ren Randpunkte eines konvexen 
KSrpers ). 

Von 

K. Reidemeister in Hamburg. 

sei ein konvexer KSrper mit der Oberfl~iche 3 ,  ~ eine Kugel mit 
4em Mittelpunkt Po und mit der Oberfl~che 9 ,  welehe ~ im Innern 
enth~tt, und jedem Punkte P von ~ sei umkehrbar eindeutig ein Punkt Jr 
yon ~ dutch Projektion von Po aus, der im Innern yon ~ liege, zugeordnet. 
Dann ist das Lebesguesche Marl der Punktmenge ~ in ~ ,  welche alle 
und nut die Punkte ~ und ~ enthglt, die B i l d ~ n ~ e  yon Kanten- 
P unkten Pk und Eckpunkten P~ sind, gleich null. 

Zun~chst seien folgende Zeichen eingefiihrt: Die einem jeden Kanten- 
punlrt Pk zugeordnete ausgezeichnete Gerade, welche allen Stiitzebenen 
dutch Pk gemeinsam ist, helle gk- Der Winkel der Extremalstiitzebenen 
dureh P~, welche ~ enth~ilt, heist %. Die abz~hlbar vielen Geraden 
dutch einen Eckpunkt P,, welche s~mtliche Kantenpunkte aus der Ober- 
~q~iche des Projektionsraumes yon P, enthalten, mSgen mit g,~, g ~ , . . . ,  
die bzw. zu diesen Geraden gehSrigen WinkeI der Extremalstiitzebenen mit 
~ ,  ~.~, . . .  bezeichnet werden. Es gibt nut endlich viele %, ~ % ~ 180 ~ 

Der Beweis beruht im wesentlichen auf den beiden folgenden S~tzen: 
1. Konvergiert die Punl~folge P~, P ~ , . . .  gegen P und ist a~, ao.,... 
eine Folge von Stiitzebenen yon P~, Pe usw., so sind die Hdu]ungselemente 
tier Folge a~, a.~,... Sti~tzebenen dutch P, und zwar solche, die minde- 
$tens eine Gerade mit dem Projelctionsraummantel yon P gemeinsam haben. 

2. Ist ,~ ,  Po, . . .  eine Folge gegen P konvergierender Punkte, deren 
Projektionsr~,ume je mindestens eine gk oder g~ enthalten, sind diesen 
Geraden gl. g~,--- bzw. die Winl~el ~ ,  % , . . .  zugeordnet und bleibt 

1) Uber die Nomeuklatur vgl. Minkowski, ,Zur Theorie der konvexen Kiirper" 
<w 13--15), Ges. Werke 2, S. 161--170. Vgl. ferner W. BIaschke, ,Kreis und Kugel" 
1916, S. 82. 
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stets a,<~ %, so muff auch P mindestens eine g~ (ode~ g, , )besi tzen,  
de~" ein Winkel ~z <= % zugeordnet ist und die Hdtu]ungselement der 
Menge gt, ge, . . .  ist. 

Der erste Satz leuchtet unmittelbar ein, der zweite 1/i/It sich leicht 
aus dem ersten folgern. 

Sei nunmehr ~1 die Menge derjeaigen Punkte in ~ ,  welche Bild- 
pun~e yon solehen P~ and Pe sind, die mindestens eine g~ bzw. ge, mit 
den zugeordneten Winkeln % bzw. r besitzen derart, da~ a~ ~ a l ,  
er ~ a 1 < 1800 ist. Nach Satz 2 ist [1 abgeschlossen. Sei ~k das Bild 
eines Pk und y~ der Hauptkreis durch ~ ,  der durch die dutch Po und gk 
gehende Ebene auf ~ ausgeschnitten wird. Seien fl~ und fi~ zwei weitere 
Hauptkreise durch z~, welche mit Yk den spitzen Winlcel e bilden. Der 
Winkelraum (fi~, fl~), der 7k enth~lt, heit~e Winkelraum (1), der komple- 
ment~re Winkelraum (2). Dana kann ich zu jedem e ein grSl~tes e~ so 
bestimmen, dalt innerhalb der mit dem Radius ~o k am ~ geschlagenen 
KugeI alle Punkte yon [1 innerhalb des Winkelraumes (1) liegen. Denn 
angenommen, es g~be in (2) eine Folge P1, P., . . . .  aus [~, die gegen P~ 
konvergierte, so mii~ten sich gl, g~,.- ,  nach Satz 2 gegen g~ h~ufen uncI 
die Extremalstiitzebenen von P1, P~ , ' - "  wiirden zu H~ufungselementen 
solche Ebenen dutch g~ besi~zen, die inhere Punkte yon ~ enthalten. 
Analog bestimme ich zu jedem ~ ein ~o~. An Stelle des einen Winkel- 
raumes (1) treten fiir ~ endlich viele Winkelr~ume. Nun sei ~a einem 
festen ~ flit jeden Punkt v o n ~  ein solches ~o~ bzw. ~ bestimmt; da die 
Menge [1 abgescMossen und die ~o k bzw. ~o stetige Funktionen der z~ bzw. 
~ sind, gibt es einen kleinsten Radius ~ unter ihnen. Jedem Punlct zk 
und ~ werde als Umgebang das innerhalb der Kugel mit dem Radius 
um ~ (n~) liegende Gebiet yon ~ zugeordnet. Dann reichen endlich viele 
dieser Gebiete uus, um ~ zu iiberdecken. Ist ~ und ~ .~Iittelpunk~ eines 
solchen Gebietes, so k6nnen wir die endlich vielen Umgebungen stets so 
ausgews denken, da] die Entfemung :r~zr~ >~ 6 ist. ~ithin haben die 
um dieselben endlich vielen MittelpunIcte der zur Uberdeckung von ~t be- 

geschlagenen Kugeln keine inneren benutzten Gebiete mit dem Radius -ff 

Punkt~ gemeinsam, so da~ sich die U~gleichung 

n-d"  < 4 

ergibt, wo R der Radius der Kugel ~ ,  n die ~nzahl der zur l~berdeektmg 
von ~ benutzten Gebiete und z$(d) eine Funktion von d ist, flit die 
limva(6)----- 1 uad 0(6)  ~> 0, wenn 6 < 2/~, gilt. 

lqun schneiden wit aus jeder Umgebung diejenigen Winkelr/iume 
heraus, welche sieher keine Punkte yon [~ erhalten. Dadureh erhalten 
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wit  ein [1 iiberdeckendes Gebiet yon dem Inhatte n-7" <: 4 ~ - ~ ,  wo 

�9 / nut  von e abh'~ngt und mit  e unendlich klein wit& Mithin ist das 
!nhaltsmaB von [1 gleich null. 

Folglieh ist das Lebesg-aesche Mall von [ gleich null. Denn ist 
~i < % < . . .  eine Folge von Zahlen, welche gegen 180 konvergiert, und 
~ , <  180, so kann ich jedem r ein [, zuordnen, dessen InhaltsmaB 
gleich null ist. 

Verstehe ich under [o die abz~ihlbar vielen %, flit die der Projek- 
�9 ionsraum yon P~ keine Kantenpunkte als Randpunkte enth~ilt, und unter 
( ~ -  [~-1) die Punkte, welche in [,, abet nicht in [~_~ enthalten sind, 
~o ist ~ :  [o + [1 + ([.o -- ~1) -]---- ,  womit die Behaupmng bewiesen ist. 

Der in ,,Kreis und Kugel ''~') angedeutete Beweis berttht auf der Tat- 
~f sache, cla~ die partielle Abteilung ~ einer konvexen Funktion f ( x ,  y) 

ztetig als Funktion yon ~ und y ist, sobald sie es als Funktion von x 
allein ist -- was sich aus denselben Uberlegungen, die zu Satz 2 dieser 
Note fiihrten, ergibt --  "and erfolgt dann sehr kurz unter Benutzung 
eines Satzes von Fubini. 

Dane-ben verdient der hier gegebene Beweis Beachtung nicht nur, 
weil er mit elementaren Hilfsmitteln auskommt, sondern weiI sich aus 
ibm auch sofort noeh folgendes ergibt: 

Is~ c eine ste$ige Folge yon KantenpunkSen, so besitzt c stetige Tan- 
~erden; die gk ein~s P~ ist Tangente an die h&hstens abzdhlbar vielen 
_Kurven c, welche dutch Pu hiraturchgehen. 

~-) Siehe Anm. 1). 

(Eingegangen am 9. 11. 1920.) 


