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Sur ie choix du param~tre d'ajustement 
dans le lissage par fonctions spline 

F. Utreras Diaz * 

Universit6 Scientifique et M6dicale Laboratoire de Math6matiques Appliqu6es, 
B.P. 53, 38041 Grenoble, France 

On the Choice of the Smoothing Parameter in the Smoothing 
of Noisy Data by Spline Functions 

Summary. We consider the problem of approximat ing an unknown function 
f, known with error at n equally spaced points of  the real interval [a, b]. 

To solve this problem, we use the natural polynomial  smoothing  splines. 
We show that the eigenvalues associated to these splines converge to the 
eigenvalues of  a differential opera tor  and we use this fact to obtain an 
algorithm, based on the Generalized Cross Validation method,  to calculate 
the smoothing  parameter.  

With this algorithm, we divide by n the time used by classical methods. 

Subject Classifications: AMS(MOS) :  65D10, 65D07. 

Introduction 

Consid6rons un intervalle r6el f-a, b] et soit f une fonction de l 'espace de Sobolev 
H q [a, b], (q entier positifl. 

Not re  but dans cet article est de trouver une approximat ion  de f , / t  partir de 
la connaissance de ses valeurs entach6es d 'erreurs en n points, c'est-~i-dire, en 
connaissant:  

zi=f(tl)+e i i = 1 , 2  . . . .  ,n  

oh, 

t i+l- t i=h i = 1 , 2  .. . .  , n - 1  (1.1) 

tiE [a, b]. 
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Dans le cas off les ei peuvent ~tre consid6r6es comme des variables al6atoires 
ind6pendantes telles que: 

E [~i] = 0 
i=  1,2, . . . ,n (1.2) 

E[e 2] =v  2 

(off E [ .  ] d6note l'esp6rance math6matique). 
Pour approcher f, on se propose d'utiliser la fonction spline d'ajustement 

d'ordre q et de param6tre p associ6e b~ z, c'est-~t-dire la fonction S o (n doit ~tre 
sup6rieur ~ q) qui est la solution unique du probl6me: 

Inf ~i[g(q)(t)] 2 dt+p ~ (g(ti)-zi) 2} (1.3) 
g~H [a,b] La i= 1 

I1 reste g r6soudre le problame du choix de p, le param6tre r6alisant le 
compromis entre le lissage et l 'approximation des donn6es. Ce choix est extr& 
mement important: une valeur trop grande de p produit une spline qui suit trop 
les donn6es et du fait des erreurs, conduit fi une mauvaise approximation de f, 
alors qu'une valeur trop faible de p produit un lissage trop marqu6 qui risque 
d'61iminer les variations de la fonction. 

En vue d'obtenir un proc6d6 compl6tement automatique du choix de p, 
Wahba ([17, 13, 15]) a propos6 la m6thode de Validation Crois6e G6n6ralis6e 
(Generalized Cross Validation) qui consiste ~t exploiter une id6e apparue pour la 
premi6re fois chez Stone [11]. Cette m6thode r6duit le probl6me du choix de p 
celui de la minimisation de la fonction: 

n 

1 i~=1 [S~ 
V(p) - (1.4) 

- n tr(A(p))) 
n (1 1 2 

A(p) 6tant la matrice n x n qui ~ zelR" associe le vecteur des valeurs de Sp aux 
points t~, i = 1,.. . ,  n. 

ROcemment, Craven et Wahba [-4] ont 6tudi6 les propri6t6s de ce choix de p 
et ont obtenu de tr6s bons r6sultats numOriques (du point de vue de l'approxi- 
mation de f ) ;  de plus ils ont donnO plusieurs arguments heuristiques permettant 
d'envisager quelques rOsultats d'optimalit& Malgr6 ces bons r6sultats, la 
m6thode restait inapplicable, son cofit 6tant trop 61ev6. Le but de cet article est 
pr6cisOment d'61iminer cet inconvOnient. On propose un algorithme permettant 
de diviser par n le temps de calcul de p. 

2. Quelques r~suitats classiques 

Rappelons d'abord quelques notations et propri~t~s classiques dans la th6orie 
des fonctions spline. 
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f 
H q [a, b] = } f / f , f ' ,  .... f (q-  

H~ 

b 

1~ absolument  continues, ~[f~q)(t)] 2 d t<  + oe 
a 

S sera l 'espace des fonctions spline d 'ordre  q, c'est-/~-dire l 'ensemble des 
fonctions or, telles que: 

(i) a est un polyn6me de degr~ q - 1  dans chacun des intervalles [a, tl], 
[tn, b], 

(ii) a est un polyn6me de degr~ 2 q -  1 dans chacun des intervalles [ti, ti+ 1], i 
= 1 , 2 , . . . , n -  1, 

(iii) ere C 2q- 2 [a, b]. 

I1 est bien connu que S est un espace vectoriel de dimension n, de plus, si 
xe lR n, il existe une et une seule fonction s eS  telle que: 

s ( t i )=X i i = 1 , 2  . . . . .  n (2.1) 

s peut aussi s'6crire: 

s = ~ x i a i (2.2) 
i = 1  

01~1 {0"1,0"  2 . . . . .  O'n} est la base canonique de S, avec: 

~ = { 10 j~iJ=i i,j = 1, 2 . . . .  , n. (2.3) 

On  salt que cette fonction s est la solution unique du probl~me de la 
b 

minimisation de ~[g(q)(t)] 2 dt avec les contraintes 
a 

g( t i )=x  i i = 1 , 2  . . . . .  n. 

D~finition. Pour  qL tP~Hq[a,b] 

b 

P(q), ~') = S qCq~(t) 'e~q~(t) dt 
a (2.4) 

p (q))= P(q,, ~o). 

P induit sur IRn une forme bilin6aire B(x,y)  par la relation: 

Notons  f2 la matrice n x n associ~e /t cette forme bilin6aire, on peut 
d6montrer  (cf. Laurent  [7]) que les composantes  col2 de f2 sont donn6es par :  

~o,~ = ( - 1) q (~I 2q- l ) ( t f )  - al 2q- l~(t 2 )). (2.6) 
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Pour  

S ~ ~ XiGi" 
i = 1  

On a donc:  

b 

p(S)  ~-~[s(q)( t )]2  d t  = ( x ,  Q x ) .  
a 

La d6terminat ion de la fonction spline d 'a jus tement  s o peut alors atre ramen6 
& un probl6me de minimisat ion dans IR" 

[( i ) ] Min Min [g(q)(t)]2 dt + p (x i -  Zi) 2 (2.7) 
xeN n g(tz)=xi i= 1 

i= 1,2, ...,n 

xelRn i = 1 

et la solution Yi=Sp(ti), i =  1 . . . .  ,n, v6rifie: 

(2y + p ( y -  z)=O. 

Soit: 

1 
y + -  f~y = z. (2.8) 

P 

En posant  A(p )=  I +  f2 on a donc:  

y=A(p )  z. (2.9) 

Les a lgori thmes disponibles pour  obtenir  le m i n i m u m  de V n6cessitent des 
6valuations de V(p) et ~ventuel lement  de V'(p). II est donc  impor tan t  de r6duire 
le cofit de calcul de cette fonction. 

En regardant  l 'expression de V,, on voit  que l '6valuation du num6ra teur  cofite 
le calcul de Sp, plus n mult ipl icat ions et une division (les sommes  ne sont pas 
compt~es). 

Soit: 

Cofit  num6ra teur  = 30 n + n + 1. (2.10) 

Ce cofit est lin~aire en n; par  contre, l '~valuation du d~nomina teur  est 
beaucoup  plus compliqu6e:  en effet, il faut calculer tr(A(p)). Pour  cela il faut 
expliciter A(p), off une matr ice  6quivalente ~ elle. 

La connaissance  explicite de A(p) cofite le calcul de A(p)ei, i'= 1, 2,. . . ,  n, oil 
{e t, . . . ,e ,}  est la base canonique  de ~,", d'ofi: 

Cofi t  d6nomina teur  = n(30 n) + 1. (2.1 l) 
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On voit c lairement  que c'est ce calcul qui est le plus coOteux. Or, si l 'on 
connaissai t  les valeurs propres  de A(p), on pourra i t  6pargner  ce calcul. On va 
donc  s'efforcer d 'obteni r  une approx imat ion  calculable de ces valeurs propres.  

O n a : A ( p ) =  I +  Q donc:  

1 
f l i -  1 i = 1 , 2  . . . . .  n (2.12) 

1 + c~ 
P 

o/~/~i, i =  1 . . . . .  n, d6note les valeurs propres  de A(p) et c% i =  1 . . . . .  n, les valeurs 
propres  de ~2. 

La matr ice  ~ ne d6pend pas de p; il est clair qu'il  faudrait  connai t re  ses 
valeurs propres  pour  connai t re  la trace de A(p). 

Pour  des raisons de clart6 dans ce qui suivra, nous introduisons quelques 
notat ions:  

1 t i - t  1 1 1 1 
q-(i-- 1) i =  1 ,2 , . . . ,n .  (2.13) 

' i = 2 n  q h n 2n n 

Soit ~ ,  la matr ice  associ6e/~ cet ensemble  de noeuds, il est facile de voir que:  

I 
f 2 = ~  ~ .  (2.14) 

et 

tr 
1 ((,+lo)-')--tr ((,+ p hn,2  on) -1 ) 

1 

1 i=1  1 _ _  n +p(h n) 2q 7i 

(2.15) 

ot~ ~,.", i =  1, 2 . . . .  , n, sont les valeurs propres  de ~ , .  On 6tudiera donc  ~ , ;  notons:  

~ , ( p ) = ( i + l ~ , )  ' (2.16) 

et 

B.(~)=& (~) = (l+n~.) -' 

On a donc:  

(2.17) 

tr I +  f2 =A,(p(hn)Z~ zq) (2.18) 

avec: p = - .  
n 
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3. Express ion asymptot ique  des valeurs propres 

Le but de ce paragraphe est de d6montrer  le th6or6me suivant: 

Th6or6me3.1. Soient  2~, i =  1, 2 . . . . .  les valeurs propres du probl~me: 

D~2q~ ~p = (  - 1)q ; ~  (3.1) 
~otJ)(0)=~o(J)(1)=0 j = q  . . . .  , 2 q -  1 

alors, si q > 2 on a: 

" I_Z 
Tr(B,(~c))-- ~=1 + O ( n -  i), avec h n = c t e .  (3.2) 

�9 = 1+--~ "C 

Pour  d~montrer  ce th~or~me, on aura besoin du r~sultat classique suivant:  

Lemme3.2 .  Si geHq[0 ,  1], q>__2, alors: 

I dt  
i= 1 _-n ~ IlgllHo (3.3) 

avec 

2 i - 1  1 
~ -  2 n i = 1 , 2  . . . .  ,n 

Notat ions .  1) Si yetR", on notera  I ,(y) la fonction 6 e S ,  (S, 6tant l 'espace des 
fonctions spline associ6es aux abscisses ~) telle que: 

~r(r~) =Yi i = 1, 2 . . . . .  n. 

2) Si geHq[0 ,  1] on notera  P,(g) l'616ment yelR" tel que: 

y~=g(~)  i =  1 ,2 , . . . ,n .  

Pour  d6montrer  le th6or6me, on aura besoin de la formulat ion variat ionnelle 
du probl~me 3.1, donn6e par: 

Lemme 3.3. Les deux problOmes suivants sont ~quivalents: 

D (2q) (p = ( -- 1) q 2 q9 (3.4) 

q~(J)(0) = ~0(J)(1) = 0 j = q  . . . .  , 2 q  -- 1, 

p(q~, tp)= 2(q~ ' 7/) V tPeHq [0, 1] (3.5) 

o~ 

1 

(~o, ~ , )= S~o(t) ~o(t) dr. 
0 
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I1 est bien connu que les valeurs propres du probl~me (3.5) peuvent 6tre 
calcul6es avec les propri6t6s de minimax (cf. [18]) h partir  du quot ient  de 
Rayleigh 

P(q9, qg) 
Q(q~) - (3.6) 

(~o, q,) 

Pour  obtenir  les valeurs propres associ6es & ce quotient,  on peut  appliquer la 
m6thode de Rayleigh-Ritz (cf. [2, 18]) associ6e/~ l 'espace S,. On aura doric ~. 
t rouver  les valeurs propres  du quot ient  

off 

0(x)  - (x ,  ~ ,  x )  
(o", o") (3.7) 

xi=o(~ ) i =  1 ,2 , . . . ,n  

le d6nominateur  de Q 6tant difficile /t expliciter, on remplace (o",o") par 
i 

o"2(ri" ) pour  obtenir  
7 / i =  I 

(x,~ox> 
Q,(x)-  1 

-(x,x) (3.8) 
n 

les valeurs propres associ6es/t  Q, sont les solutions de 

0 _  1 O, x = x (3.9) 
n 

valeurs propres qu 'on notera  2~', i =  1, . . . ,  n, et on a 2~' = n 7~'. 
Grgtce aux r6sultats de Fix [5],  on obtient  que les valeurs propres 2~ 

convergent vers les valeurs propres 2 i du probl6me (3.5), de plus: 

f2 7 -  2il = O(n- 2). (3.10) 

D6notons  R(r) la r6solvante de l 'op6rateur associ6, c'est-~-dire l 'op6rateur 

R,(z): S,--+ S, 

U - + O "  

avec 

P(a,w)+z(~,w)=(u,w) 'qweS,. 

On notera  R,( , )  aussi sa prolongat ion  sur L2[0,1]. Finalement,  d6notons par 
/~,(~) la prolongat ion sur L 2 [0, 1] de l 'op&ateur  
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/~.(0: S. ~S.  
U ---+ O" 

avec 

a=l,((I  +n~,)  -1P.(u)). 

F. U t r e r a s  D i a z  

rf:> 2 i V i, n. 

Soit 6>0 ,  on peut choisir J tel que: 

On peut aussi choisir N tel que pour n>N on ait: 

z+2i i=a 

Finatement,  5_ cause de l'in6galit6 (3.14) 

1 - -<2 1 - - < 6 .  
i=J ll~'~-q5 i=J /~i "~- z 

On a donc: 

Itr(R(r)) - tr(R.(O)t < 36 

on peut d6montrer aussi que: 

[tr(R(z))- tr(R,(x))] = O(n- '). 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Les r6sultats obtenus par Fix et le fait que R, R, ,  /~, soient autoadjoints nous 
garantisent que: 

JIR(z)-R,(z)H=O(n 2) 
IIR,(~) -/~,(z)ll = O(n- 2). (3.11) 

Avec ceci, on va d6montrer le r6sultat du th6or6me 3.1, en effect: 

tr(R(~))= Z 1 1 ~u 1 
i~N r+21 - 3  i 1 +2i/z" (3.12) 

On a aussi: 

1 
tr(R,(z)) = , ~  z + t/~' (3.13) 

off ~/~' sont les valeurs propres obtenues par la m6thode de Rayleigh-Ritz, donc, 
on sait que (cf. [2, 18]) 
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Finalement:  

] t r (R, (z) ) -  tr(/~,(r))I 

= ~_ (s,, (R.(T)-- R.(~)) S3 

=< n II R.(~)-  g.(~)ll 
=<O(r/-1) 

off {S 1 . . . .  ,S.} est une base o r thonormale  (pour le produit  de L 2) de S.. 
Pour  obtenir  l '6nonc6 du th6or6me, il suffit de voir que: 

4. Splines cubiques (q = 2) et quintiques (q = 3) 

Pour les splines cubiques, le probl6me auquel on est amen6 est: 

(p"(O) = ~o"(1) = 0 (4.1) 

~o'"(0)  = ~o '"(1)  = 0 .  

Ce probl6me correspond aux vibrations libres d 'une baguette (cf. Couran t  
1-3]). Ses valeurs propres sont donn6es par 

2, =p~ (4.2) 

off p, elR + est solution de l '6quation 

cos p cosh p = 1. (4.3) 

Dans  le tableau No. 1 on donne les douze premi6res racines de l '6quation 

(4.3) divis6es par H. On constate que, ~, partir  de la douzi6me, P k = k - 2 + - ~ ,  

k >  10, k e N ,  (~t la pr6cision machine pr6s). 

Tableau No. 1 

Pl/n 0 p T / r t  5.50000001994390 
p2/~ 0 p8/lz 6.49999999913815 
p3/rc 1.50561873114194 p9/rc  7.50000000003725 
p4/rt  2.49975267007397 plo/~ 8.49999999999838 
P~/~  3.50001067943591 Pl 1/~ 9.50000000000007 
P6/7"~ 4.49999953848358 p12/r~ 10.500000000000 
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Pour les splines d'ordre 3 (quintiques), on a r6soudre 

r = 2~0 

qr =qr  
qr = qr (4.4) 

~o(~)(0) = q)(V)(1) = O. 

Ses valeurs propres se calculent avec l'expression 

2, =p6 (4.5) 

oti pielR + u {0} est racine de l'6quation 

�9 P[sin2P P P z]/~ s ,n~ } c o s ~ + c o s ~ s h  ~-p+ZcosP-2ch p ] = 0 .  (4.6) 

Les racines d'indice impair de cette 6quation sont donnhes par le tableau 
No. 2 pour les 11 prmi4res, les autres 6tant (/t prhcision machine pr6s) 

p2k+l = ( 2 k -  1)re k > l l  

et les racines paires correspondent/l  celles du sinus, multipli6es par 2. 

Tableau No. 2 

6 28.27433388212233 
1 0 7 34.55751918948855 
2 0 8 40.84070449666733 
3 2.527482153303429 9 47.12388980384693 
4 9.427052987008248 10 53.40707511102652 
5 21.99114861798320 11 59.69026041820610 

5.  R 6 s u l t a t s  n u m 6 r i q u e s  

Dans ce paragraphe, on pr6sente un ensemble d'exp6riences num6riques qui 
permettent d'illustrer les propri6t6s du param6tre de lissage choisi par la 
m6thode de Validation Crois6e. On discute aussi la m6thode de calcul du 
minimum de V, 

Dans le tableau No. 3 ci-dessous, on peut trouver le nombre d'op6rations 
n6cessaires pour 6valuer V en utilisant un algorithme de calcul des fonctions 
spline d'ajustement dfi /~ Paihua [9] (on ne compte que les multiplications et 
divisions). On y voit clairement que le cogt d'6valuation de Vest divis6 par n. 

Tableau No. 3 

M6thode directe 30n(n + I) + n + 3 
M6thode propos6e 30n + 3n + 3 
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Pour minimiser V, on a test6 quatre m6thodes: 
1) Regula Falsi sur l '6quation V ' (p )=0  
2) Newton sur l'6quation V ' (p )=0  
3) Dichotomie sur l '6quation V ' (p )=0  
4) Section Dor6e (cf. [10], [12]) pour la minimisation directe de V. 
Les m6thodes de Newton et Regula Falsi cofitent tr6s cher pour ce probl6me 

et ne sont pas comp6titives. Parmi les deux derni6res, la m6thode de la section 
dor6e est celle qui donne les meilleurs temps de calcul (A peu pr6s 25 ~ de moins 
que la m6thode 3). 

Le tableau No. 4 donne les temps de calcul (sur l 'ordinateur IBM/360/67 du 
C.I.C.G.) pour une pr6cision (erreur relative) de 10-5 

Tableau No. 4. Temps de calcul de fi n Temps (s) 

50 0.95 
100 1.89 
200 3.70 
300 5.56 

En fait, on a observ6 que pour la plupart des cas, la pr6cision relative de 
10-5 n'est pas n6cessaire, et on peut se contenter d'une prhcision de 10 3 sans 
perdre significativement dans l 'approximation de f. 

La deuxihme partie des exp6riences a pour but d'illustrer le comportement  de 
la fonction spline d'ajustement ainsi trouv6e, en tant qu 'approximation de la 
fonction cherch4e f. 

Supposons donn6s feHq[a,b] (darts les exp6riences a =  - 1 ,  b =  1), un nom- 
bre de points n e t  un 6chantillon d'erreurs e~ de variance v 2 et moyenne nulle. 
D6notons: 

1 n \1/2 

= T(t3) 

fi 
= T(fi) 

I ~ - ~  
T 

Valeur de p qui minimise V 

Valeur de p qui minimise T 

(Inefficacit6 relative de la m6thode. 

La quantit6 I, mesure d'une certaine faqon l'inefficacit6 de la m6thode par 
rapport  au ~meilleur) r6sultat qu'on pourrait obtenir (T). Evidemment, la 
fonction T(p) ne peut pas &re calcul6e dans la pratique puisque l'on ne connait 
pas f. Dans le tableau No. 5 on donne la quantit6 I trouv6e comme moyenne 
pour diff6rentes vateurs de n et a, sur un ensemble de 400 essais: on remarque 
que cette quantit6 est toujours voisine de 1. 
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Tableau No. 5. Inefficacit6 relative 

G n 

50 100 200 300 

0.5 1.276 1.186 1.093 1.091 
0.1 1.197 1,143 1.242 1.062 
0.05 1.176 1.112 1.075 1.149 
0.01 1.038 1.031 1.039 1.019 

On constate la convergence de T vers T lorsque n tend vers l'infini. Cette 
constatation de convergence, on peut la faire aussi dans les dessins n ~ 1, 2, 3 et 4 
qui montrent les splines pour 50, 100, 200 et 400 points, les nuages de points et 
la fonction f initiale (cf. Fig. 1-4). 

Conclusion 

La m6thode de Validation Crois6e G6n6ralis6e s'est av6r6e une trbs bonne 
m6thode pour choisir p dans la pratique, grfice ~t l 'algorithme pr6sent6 ici. 

Les personnes d6sirant obtenir les programmes de calcul de p pour les 
sptines cubiques doivent 6crire ~ t'auteur. 
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