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Optimale Approximation mit Nebenbedingungen
an lineare Funktionale auf periodischen Funktionen

W. Knauff und R. Kref
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Optimal Approximation with Side Conditions to Linear Functionals
on Periodic Functions

Summary. In a general Hilbert space of periodic functions numerical approxima-
tions with equidistant nodes for any bounded linear functional are given which are of
minimal error norm in the class of approximations being exact for certain trigono-
metric polynomials. In examples optimal quadrature formulas with such side conditions
are considered.

Numerische Approximationen von beschrinkten linearen Funktionalen auf
normierten Funktionenrdumen durch gewichtete Summen von Funktionswerten
an geeigneten Stiitzstellen werden optimal genannt, wenn ihre Fehlernorm mini-
mal ist beziiglich der Gewichte. In [1] haben die Verfasser in gewissen Hilbert-
rdiumen aus 2z-periodischen Funktionen bei festen dquidistanten Stiitzstellen
solche optimalen Approximationen an beliebige beschrinkte lineare Funktionale
explizit angegeben. Im Gegensatz zu den in der Praxis gebrduchlicheren, auf der
trigonometrischen Interpolation beruhenden, numerischen Approximationen wer-
ten die optimalen Approximationen das Funktional fiir trigonometrische Poly-
nome im allgemeinen nicht exakt aus. Insbesondere quadrieren die optimalen

2n
Integrationsformeln fiir [ f(x) 4 x die Konstanten nicht exakt.
o

Zur Behebung dieses in der Praxis mitunter unerwiinschten Umstands bietet
es sich an, solche Approximationen zu benutzen, die minimale Fehlernorm be-
sitzen in der Klasse aller Approximationen durch Linearkombinationen von
Punktfunktionalen, welche fiir gewisse trigonometrische Polynome das betrach-
tete Funktional exakt darstellen. In dieser Note werden im AnschluB an [1] op-
timale Approximationen an beliebige beschrinkte lineare Funktionale unter sol-
chen Nebenbedingungen explizit angegeben. Dabei ergibt sich ein bemerkens-
werter Aufbau dieser optimalen Formeln mit Nebenbedingungen aus den beiden
Grenzfillen der optimalen Approximation ohne Nebenbedingungen einerseits und
der Interpolationsapproximation andererseits.

Es sei H ein wie in [1] beschriebener Hilbertraum aus 2z-periodischen kom-
plexen Funktionen mit orthogonaler Basis {f,,: me€ Z}, wobei f,,: €-—>C definiert
ist durch

ful2):= €™, meZ.
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Beiungeradem! n=2v+ 1€ N wihlen wir dquidistante Stiitzstellen x,: = 27 k/n,
k=1, ..., n. Zur Beschreibung der Nebenbedingungen sei

Q{—», ...,v} und R:={—» ...,vN\Q.

Zu einem beschrinkten linearen Funktional U: H — € betrachten wir Approxi-
mationen U, :H —C durch gewichtete Summen

n

Us(i= 2 anf(xy),

k=1
welche fiir die Funktionen f,€H, ¢€Q, das Funktional U exakt auswerten, d.h.
welche die Nebenbedingungen

n

Z aqu(xk):uq) qu: (Q)

erfiillen, wobei zur Abkiirzung u,,:= U(f,), meZ, gesetzt ist. Wir suchen Ap-
proximationen U, deren Fehler E,:= U— U, minimale Norm besitzt, und nen-
nen die Approximation

Ug,o(f): Z “2,Qf(xk)

k=1
optimal unter den Nebenbedingungen (Q), wenn fiir ihren Fehler Ej ,=U—U,, ,
gilt:

|Enol=inf{|E,[: €T X apfy(x1) =2, g0}

E=1
Fiir Q=40 ist die in [1] beschriebene optimale Approximation U% ohne Nebenbe-
dingungen (mit Fehler EY) enthalten, fiir R=¢ die ebenfalls in [1] betrachtete
Interpolationsapproximation U™ (mit Fehler E™), deren Gewichte durch die
Nebenbedingungen schon eindeutig festliegen.

Bezeichnen u€H und v, € H die Reprisentanten des Funktionals U und der
Punktfunktionale 6,,: f—>7(#;), #=1, ..., n, so besitzt der Fehler E, die Norm

"
|Bal=lu— Z @ val
k=1

Setzen wir V,:=span {v,,...,v,} und V, 5:={veV,: (f, v)=u, ¢€Q}, so ist die
Approximation US, an U offenbar optimal unter den Nebenbedingungen (Q)
genau dann, wenn

" ——n
0__ 0
= Z ak,Q vxk
k=1

beste Approximierende an # beziiglich V,, , ist. Da ¥, , eine konvexe und voll-
stindige Teilmenge des Hilbertraumes H ist, existiert genau eine Losung dieses
Approximationsproblems.

Mit Hilfe der orthogonalen Basis

1 n
. $q 1k
W, = ze Vo G=—7,...,7,
q n =

1 Wir verzichten auf die Darstellung des weitgehend analogen Falles gerader Stiitz-
stellenzahl.
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von V, (vgl. Lemma 1.1 in [1]), findet man fiir die lineare Mannigfaltigkeit ¥, ,
die Darstellung
V, o={vo+w: weWg},
wobei
voi= 2%, w, und Ws:=span {w,: geR}
90
gesetzt ist. Folglich ist »® die beste Approximierende an % beziiglich ¥, , genau
dann, wenn vg:= 1®—uv, die beste Approximierende an #—wv, beziiglich des linea-
ren Teilraumes W, von ¥, ist. Somit gewinnt man v, unmittelbar als orthogonale
Projektion von #—uv, auf Wy, woraus sich die optimalen Gewichte a}, und die
minimale Fehlernorm || E} || ermitteln lassen. Die leichte Rechnung fiihrt bei Ver-
wendung von Satz 2.2 aus {1] auf den folgenden

Satz. Zu jedem beschrinkten linearen Funkiional U auf H gibt es genan eine
optimale Approximation Uy, 5 an U unter den Nebenbedingungen (Q). Deren Ge-
wichte lauten

1 ; 1 (w,, ©) .
\ —igxk | q —igxk L
apo = E U, e + E —L e L k=1,...,n,

¢ % jeo ! " jexr "quz

und fiir ihre Fehlernorm gilt

B olr=iEs+ 3 ettt el g 5 [0 9 sl
q€0Q geR

llewg | llewg 1

Wir bemerken noch, daf3 sich die GroBen |, | und (w,, «) mit Hilfe von Fourier-
entwicklungen nach der Hilbert-Basis {f,,/|f,|: m€Z} fir H in einfacher Weise
durch die Zahlen |f,|? und w,, m€Z, ausdriicken lassen, vgl. (1.31) und (1.32)
von [1].

Als Anwendung fiir unseren Satz betrachten wir optimale Quadraturformeln.
Besonders einfach gelagert sind die Verhéltnisse fiir das Funktional

U(f):= J"/(x) dx,

wofiir wir #y=2x und #,,=0, me Z\{0}, haben. Hiermit folgt aus unserem Satz,
daB nur zwei verschiedene optimale Quadraturformeln mit Nebenbedingungen
auftreten, je nachdem ob 0€Q oder 0¢(Q, d.h. ob Konstante exakt integriert wer-
den sollen oder nicht. Falls 0€Q ist, ergibt sich immer der Grenzfall der Inter-
polationsapproximation, d.h. die Rechteckregel; falls 0¢Q ist, ergibt sich stets
der andere Grenzfall der optimalen Quadraturformel ohne Nebenbedingungen;
vgl. Satz 3.1 aus [1]. Dort befinden sich auch Tabellen fiir die Gewichte und
Fehlernormen der beiden Quadraturformeln in zwei Hardyschen und einem So-
bolewschen Raum. Im Unterschied hierzu mu8 die Quadraturformel, die z.B.
beziiglich der Sobolewschen Halbnorm

2n 1/2
=[] 1 e as] " men,

optimal ist, stets Konstante exakt integrieren, da die Konstanten im Kern dieser
Halbnorm enthalten sind. Solche optimalen Formeln lassen sich mit einer anderen
Methodik durch Splineinterpolation charakterisieren, vgl. etwa [2].
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Fiir das ebenfalls in [1] behandelte Funktional

2n

Ulf):= [ ctgZi(v dx

0

vermerken wir abschlieBend, daB in den voranstehend erwihnten Hilbertriumen
die optimale Quadraturformel ohne Nebenbedingungen die Konstanten bereits
exakt integriert; dariiber hinaus werden sogar alle geraden Funktionen des je-
weiligen Hilbertraumes exakt integriert. Falls R, Q 50 und Q == {0} gilt, ergeben
sich hier jedoch von den Grenzfillen verschiedene optimale Quadraturformeln
mit Nebenbedingungen.
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