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Sur la non-appl icabi l i td  de deux domaines  appa r t enan t  

respec t ivement  i~ des espaces i~ n et  n ~ p  dimensions.  

(Extrait d'une lettre ~ M. O. Blumenthal). 

Par 

HENRI LEBESGUE ~ Paris. 

L'autre jour, comme vous me parliez d'une ddmons~ra~ion de l'impos- 
sibilitd d'dtablir une correspondance univoque et continue entre les points de 
deux espaces d n e t  n + p dimensions, ddmonstration due ~ M. Brouwer 
et que les Mathematische Annalen doivent publier, je vous ai indiqug le 
principe de quelques-preuves du m~me thgorbme. Je vous expose la plus 
simple de ces ddmonstrations; je ne me prdoccuperai pas ici de tirer du 
raisonnement d'autres consdquences que le thgorbme en question lui m~me. 

Ce thdor~me rdsulte de suite d'une sorte de gdngralisatlon de cette 
proposRion qu'gnonce M. Jordan dans son Cours d'Analyse et d'apr~s 
laquelle tout ensemble de points admet au moins un point fronti~re: 
Si  chaque point d'un domaine 1) d n dimensions appartient ~ l'un au moins 
des ensembles fermds El ,  E~, - . . ,  JE~ en norabre fini et si ces ensembles sont 
suffisamment petits, ,~ y a des points communs au mains d ~ + 1 de ces 
ensembles. 

Soient xl, x : , . - - ,  x~ les n eoordonndes; on peut prdciser le degrd de 
petitesse des E~ en supposan~ que D eontient an intervalle de diamhtre 
2Z [c'est-~-dire rensemble des points ddfinis par n in6gali~6s de la forme 

o<= x , -  x? < 2z, 

off les x~ ~ son~ des constantes] et que chaque E~ est con~enu dans un 
inf~rvalle de diam~tre 1. 

Je suppose d'abord que chaque E~ soit formd par la rdunion d'un 
nombre fini d'intervalles et je eonsidbre ceux des ~ qui contiennent des 
points de la varidt~ x~ = Xl ~ frontibre de l'intervaUe I de diambtre 2l 
contenu daus D. L'ensemble e 1 de ces E~ n'a pas de poinfi~ communs 
avee la ,varidhl x 1 = xl ~ + 2l; la frontibre de e~ ~ l'inh~rieur de I e s t  un 
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ensemble de vari~t~s lingaires ~ n -  1 dimensions, c'est-~-dire d~finies 
chacune par une seule ~quatdon du premier degr~ join~ ~ cer~aines in- 
~galit~s*). Get ensemble de vari~t~s contient en particulier un ensemble 
I 1 d'un seul tenant qui s'~tend depuis chaqne vari~t~ x~ ~ x ~ jusqu'~. 
chaque vari~t~ x~ = x~ ~ + 21 (i  = 2, 3 , . . . ,  n) .  

Je eonsid~re rensemble e~ des points qui appartiennent ~ ceux des 
E~ non enti~rement int&ieurs ~ e 1 qui contiennent des points communs 

I I e t  ~ x~ = x~ ~ rensemble commun ~ e~ e~ ~ I~ es~ hmitg ~ l'intgrieur 
de I par un ensemble de varigtgs lingaires ~ n -  2 dimensions, car e~ 
ne pouvant contenir de points de x~ = x~O--k 21 a ngcessairement une 
fronti~re in~rieure ~ _7. Une parole 1~ de cet~e fron~i~re s'&end depuis 
x~ = x, ~ jusqu'~ x~ = x, ~ ~- 21, pour i = 3, 4 ,--- ,  n. 

On ddfinira a~nsi de proche en proche les ensembles 1, I~, ~ , . - . ,  I,. 
Or tout point de I appart~ent au moins ~ run des /~,  tout point de /1 
appartient an moins ~ deux E~ et ainsi de suite, tout point I~ appartient 
au moins ~ n ~-1 des J~. Le thgor~me est done dgmon~rg pour Ies E~ 
partieuliers considgr6s. 

Pour le cas ggngral je considbre un carrelage de ]'espace ~ l'aide 
d'intervalles non empigtants de diam~re e. Je remplaee chaque ~ par 
l'ensemble ~, de ceux des intervalles du carrelage qui on~ des points eom- 
muns avec ~ .  Le thgor~me 6~ant vrai pour les ~,, quel que soit s, est 
par suite vrai aussi pour les ~ .  

Le thgor~me ~noncg est enti~rement d~montr~; pour en d~duire l'im- 
possibilit~ de l'application des espaces ~ n et ~ n - b p  dimensions il suffit 
de le complgter en prouvant que les E, peuvent ~re  choisis de mani~re 
qu'il n'y air pas de points eommuns ~ plus de n -k  1 des ~ .  Or ceci 
est facile. 

Soit d'abord le cas de deux dimensions x et y. Les droites x = entier, 
y = entier, divisent le plan en earrds qui se rdpart~ssent en bandes paral- 
t~tes ~ O x  qu'on num6rote de l~roche en proche. Ddpla~ons chaeune des 

1 
bandes de rang impair parall~lement ~ O x  et d'une longueur ~gale ~ ~-. 

Nous obtenons un earrelage gquivalent, au point de rue de l'analysis situs, 
au carrelage formd d'hexagones rgguliers; en Prenant les carrgs ainsi 
ddfinis pour les ~ ,  il n'y a que des sommets triples. 

Si l'on a 3 coordonnges x, y, ~, on consid~re le carrelage de l'e~ac~ 
raide de cubes limitgs par des plans z = entier et dont les faces parall~les 
O x y  se projet~ent sur le ear~elage dgfini l~lus hauk Les ~ubos ainsi 

*) Cede dqu~ion et ces ingg~lit~s son~ respectivemen~ de la forme ~-~-~, 
~ .~-<-~. L'c%ude de ces ~gallt~s et i~gaii~s perme~r~t de d~montrex alge~ri- 

quezaent les fai~s bien 6vident~ que je vais admet~re. 
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construi~s se r~partissent en couches; raisons suBir ~ ceUes de ces couches 
qui son~ de rang impair la translation qui amine le poin~ 0, 0~ 0 dans 

t Ia position ~ ,  -g,  0. En prenan~ les cubes ainsi places pour les ensembles 

Ei~ on n'a que des somme~s quadruples. 
En con~inuan~ ainsi on ne sera jamais afraid. 
La d~monstra~ion precedence es~ en relation in~ime avec la proposition 

suivante que je me borne ~ dnoncer: ~ne courbe ~ui remlolit un domaine 
d n dimensions a ngcessairement des points multiples d'ordre n 47 1 au 
moins et il y a des courbes remplissant un domaine ~ n dimensions ffui 
n'ont pas de points multi/pies d'ordre su/perieur 5 n -~  1.*) 

On pourrait prdsenter la d4monstration prgcgdent~ de fa~on moins 
artificielle, mais j'ai cherch~ surtout ~ ~tre courl parce qu'une m4thode 
de clgmonsh'afion na~-ure]le e~ qui a l'avanfage d'e'lucider en m~me temps 
plusieurs auires questions fondamentales d'_k_ualysis situs a 6t4 indiquge 
par M. R. Baire**). Sans doute M. Baire n'a pas d6vgloppg sa dgmon- 
sh~tion; mais il me semble que, si l'on tient compt~ des indicagons 
donndes par M. Baire***)~ il ne reste plus ~, ~rancher que des dffficult~s 
de ddlail peu sdrieuses. 

P a r i s ,  14 octobre 1910. 

~) Ddjs daus son article des Ma~hems~ische hnn~lan, M. Hilber~ remaxquait 
qu'on peut remplir un domaine plan avec des eourbes n'ayan~ que "des points ~riples. 

**) Bulletin des Sciences Ma~hdmakiques (2) 31 (Avril 1907), 
***) Voir aussi Comptes Rendus de t'Ac~ddmie des Sciences 144 (It Fgvrier I907). 


