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Introduction

Sait P Pespace projectif de dimension 3 sur €, B4, 'espace des modules des fibrés
vectoriels stables de rang 2 sur P de classes de Chern ¢; = Oet ¢, = net I, 'ouvert
de M, formé des fibrés instantons (dits alors n-instantons). I, (= IM, ) est identifi¢e
dans [B1] au complémentaire de la grassmannienne des droites de P dans P 3.
I, (= M, ) est décrite [H] en termes de paires de Poncelet (couple de coniques avec
un triangle circonscrit a I'une et inscrit a Pautre). I5 est 'une des deux composantes
irréductibles rationnclles de IM; [E-S]. On donne ici une description birationnelle
de I3 en terme de réseaux de quadriques de PV . Plus précisément, notant ‘R la
variété des réseaux de quadriques de PY (qui s’identifie & une grassmannienne
G(2,9) et R, (resp. R,) 1"hypersurface des réseaux contenant une quadrique de P
dégénérée en 2 plans (resp. celle des réseaux de Liiroth (voir définition par. 5}, le but
de ce travail est de décrire un isomorphisme de Iouvert I des fibrés de I sans
droite trisauteuse sur l'ouvert de R, complémentaire de (R, U R,). Donnons un
plan succinct de la démonstration. Au premier paragraphe, on décrit une stratifica-
tion de N selon la nature de la variété des droites trisauteuses. Au deuxiéme
paragraphe, on associe a tout fibré (de U) un réseau R de quadriques de PV et on
montre que la connaissance de R permet de retrouver E (suivant une suggestion de
Ein). Dans lc troisiéme paragraphe, on traduit en termes de réseaux de quadriques
les “objets de saut” associés a L. Le quatriéme paragraphe, point critique dc la
démonstration, décrit explicitement en termes du réseau R la forme symplectique
B sur HY(Q ® E) (terme central de la monade de Beilinson) induite par celle de E.
Lorsque R n’est pas dans R, cette forme est non nulle et provient de I'inverse d’un
isomorphisme sym,(R)— A2V (¥ = H°(Op(1))) dont on donne une interprétation
geométrique simple; la construction est inspirée d’un travail de Tyurin [T]; la
forme f est alors de rang 6 ou 8. La fin de 1a démonstation (par. 5) consiste a vérifier
que f est de rang 6 si et seulerent si R appartient @ R,. Au par. 6, on caractérise le
réseau général de I hypersurface R, et on étudie la composante du bord de
Il; déduite de cette derniére.
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1 Une stratification de I3

Rappelons que si E est un fibré instanton, sa restriction a une droite L est
tsomorphe & O (— k) @ O, (k) pour un unique entier naturel k, et que les droites
L telles que k = 0 forment un ouvert de Zariski non vide de la grassmannienne
G des droites de P. Si k 2 1, on dit que L est k-sauteuse. L’ensemble des droites
b-sauteuses pour b = k est le support de #'1q, p*(E(k — 2)) o1, sclon I'usage, on
note F < G x Pla variété d’incidence, p (resp. g) la projection naturelle sur P (resp.
G). Si E un 3-Instanton, la variété des droites trisauteuses est définie par le 0™
idéal de Fitting du O¢g-module ' q,, p*(E(1)); la longucur de ce dernicr détermine
une stratification de ;. Remarquons que lorsque h°(E(1)) = 0, E a la cohomologie
naturelle, en particulier h'(E) = 4, h*(E(1)) = 1 et h}(E(t)) = 0 pour t = 2.

1.1 Lemme. On suppose que h®(E(1)) = 0. On a I’alternative:
(i) La multiplication:
$HY(E)® HO(0p(1)) > HY(E())

est une forme bilinéaire non dégénérée, ou:
(i) #'q,p*(E(1)) est de longueur 1.

Preuve. La résolution de O dans G x P est
0> O0gxp(—1,-2) > g*(A) @ p*(Op(—1)) > Ogxp—> 0 > 0.

L’hyper-image directe par g de cette résolution tordue par p*(E(1}) donne la suite
exacte:
HYE)Y® A —» HYE(1) ® O > R'q,p*(E(1)) > 0.

La fléche de gauche s’insére dans le diagramme commutatif:

HYEyY®# — HYE(1))® Og

|

V®HYE)® 0 — H'(E(1) ® O .

En identifiant H!(E(1))a €, ona #'q,.p*(E(1)) = Ox ol X est un sous-schéma de
G. Supposons que ¢ dégénére et soit he V' — {0} annulant ¢ et H le plan
de P déquation h. On a H'(E|4(1))=C et h'(E|y) =2, sinon (la suite
{h(E|4{i))}i > .1 étant strictement décroissante) on aurait h*(E|x(—1)) 2 4 donc
E serait non stable, contrairement a I"hypothése que E est instanton. Tl en résulte
que Papplication linéaire:

VIC.h @ HYE|q) > T

déduite de ¢ admet un noyau dans V/C.h (qui est de dimension 3), c’est 'équation
d’une droite trisauteuse pour E. Celle ci est unique dans H sinon h°(E|g) = 2 et
H serait non stable pour E. Ainsi le noyau de £ dans V est de dimension 2 et définit
une droite L trisauteuse pour E.

Montrons que X se réduit au point / de G correspondant & L. Le choix d’un
supplémentaire W' de W permet d’identifier un voisinage de ! dans G a P'espace
vectoriel Homg(W, W') (coordonnées locales). Si X n’est pas réduit au point /, il
contient le sous schéma ¥ de G de longueur 2 associé 4 un vecteur tangent non nul
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u de Homg(W, ). Si t est une uniformisante pour Y, le diagramme commutatif
suivant:

II(E)®'%,IY “——’OY

[

V@ HYE)® 0y —— Oy
induit le diagramme commutatif:

HYEY® tA |y -———» t0y

| |

I/®H ( )®t0y’_‘)[0y.

En identifiant 10y 4 €, on identific ¢ |y au graphe de u qui est distinct de W.
Comme ¢ s'annule sur ce graphe, on a une contradiction avec le fait que le noyau de
Eest W.

1.1.1 Proposition. Lorsque ¢ est non dégénérée (cas (i) du lemme précédent) E(2) est
engendré par ses sections.

Preuve. Tout d’abord E est 3-régulier (h(E(3 — i) = O pour i = 1, 2 et 3) et il suffit
de voir que h'{Q ® E(3)) est nul. On a la suite exacte:

05 A*VRE(—)-» A VR®E-A*VR®E(1) > Q®E3)-0.
Comme h2(E(—1)) = h*(E(—1)) = 0, on en déduit une suitc exacte:
APV @HYE)» A*V@H'(E(1) > H(Q® E(3))

et la fische de gauche est surjective car, £ etant non dégénérée, elle s’identifie a la
multiplication extéricure:

VY @VY - ARYY .
c.g.fd.

1.1.2 Proposition. Lorsque R#'q,p*(E(1)) est de longueur 1 (cas (i) du lemme
précédent) E (2) admet une section lisse.

Preyve. Soit L la droite trisauteuse pour E (ie. £]p = O0,(—3)@ 0.(3)) et K le
noyau de la composée:

E->E®O0,— 0,(—3).
Lemme. K(2) est engendré par ses sections.
Preuve. On a les deux suites exactes:
0-E®RIL-K8->0.03)-0 (0
0— E(-2)»EX(-1)»E®I, —0. )
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Montrons que H!(R(1))=0: on a H%(R(1)) = H2(E ® I,(1)) d’aprés la suite
exacte (1), et par la suite exacte (2) on a H?*(R(1)) = 0; la suite exacte de
cohomologie:

HO(0r(—2)> HY(R(1) > HY(E(1)) > H'(0(—~2) - 0

montre alors I'assertion. Les suites (1) et (2) montrent que H2(]) = H3(](—1)) = 0.
Donc & est 2-régulier d’ott le lemme.
Considérons I'éclatement ~
p.P—>P

de P le long de L et le transformé strict §~ de K| dans f’, c’est un Op-module
localement libre et le lemme montre que K| ® pi(Op(2)) est engendré par ses
sections, si s est une section assez générale de R ® p; (Op(2)) elle est lisse et son
intersection avec le diviseur exceptionnel de P (isomorphe & la quadrique L x L”
ou LY est la droite orthogonale a L dans PV) est formée de 5 points deux a deux
distincts dans L. Le licu des zéros de s vu comme section de E(2) est donc unc
courbe lisse de P. c.qfd.

1.2. Supposons H(E(1)) % 0, c’est Ia situation bien connue des fibrés de 't Hooft,
dcux autres cas sont possibles:

cas (iii) H°(E(1)) = 1, dans ce cas E admet deux droites trisauteuses (éventuelle-
ment confondues) L' et L” et #'q,p*(E(1)) = Cp & €. De tels fibrés forment
une famille irréductible de dimension 19, la section de E(1) est formée de 4 droites
{non tracées sur une quadrique).

cas (iv) H°(E(1)) = 2, dans ce cas les droites trisauteuses pour E forment un
systtme de générateurs d’une quadrique ie. une conique C de G,
et B1q.p*(E(1)) = Oc(1). De tels fibrés forment une famille irréductible de
dimension 15.

1.3. Les propositions préccdentes permettent de retrouver simplement I'irréduc-
tibilité de 3. En effet soit l'ouvert $ (< 3#; ;) du schéma de Hilbert, formé des
courbes elliptiques de P de degré 7 lisses non tracées sur une quadrique; $ est lisse,
connexe et on peut définir un morphisme de $ dans I3 qui a une courbe C de cet
ouvert associe le fibré E de 15 telle que C soit une section de E(2).

Définissons ce morphisme. Soit ¥ = §xP la courbe universelle, Fzs!
(J¢, Op(—4)) est un Og-module inversible dont la fibre (au-dessus des points de $)
est I'image réciproque de son image directe & sur . On a G2¢1(Jy, Op(—4)) =
Og«p ce qui definit une suite exacte:

05 R0p(—4) > E>Jy>0

ou $ x P est un fibré de rang 2 sur & Le morphisme annoncé est alors défini par &.
Les propositions précédentes montrent que I'image de ce morphisme est formée

des fibrés E de I, vérifiant H°(E(1)) = 0 lesquels forment un ouvert irréductible,

partout dense (car son complémentaire est constitué de fibrés de ’t Hooft).

1.4. Les cas (i), (i), (iii) et (iv) donnent les strates d’une stratification de II; dont les
adhérences forment une suite strictement décroissante de familles irréductibles de
dimensions respectives 21, 20, 19 et 15. Pour vérifier que la strate du cas (ii) est
irréductible de dimension 20, on peut par exemple remarquer que si C est une
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courbe elliptique normalement plongée dans P, ensemble des plans de P°
contenus dans la variété lincaire de dimension 4 engendrée par 5 points de C est
irréductible de dimension 11, d’o résuite immeédiatement que la sous variété de
H#; 1 formée de courbes lisses ayant une S-sécante est irréductible de dimension
27 (=11+15+ 1)

2 Description birationnelle de 1;

Soit E un 3-Instanton tel que h°(E(1)) soit nul. La variante suivante de la suite
spectrale de Beilinson nous a été signalée par Ein. La diagonale 4 de P x P est une
section du fibré Qp(—1)KOp(l) (FR¥ désigne pfF ®p3% ou p, et
p, représentent les projections naturelles) et admet donc la résolution de Koszul:

QBB Op(—3) > 2EQ) R Op(—2) » (1) B Op(—1) > Opp—~ 04— 0.

En tensorisant par Op RE(1) et en prenant hyper-image directe relative a la
premiére projection, on obtient un complexe (monade de Ein):

0- Q)@ H (E(—1))» (1) ® H'(E) > Op ® H'(E(1)) > 0

exact sauf au terme médian ol I'homologie est E(1). De plus les fleches de ce
morphisme se déduisent de la structure du sym(¥)-module gradué
M = @®;.z H'(E()). Plus précisément, le complexe de Koszul de ce module gradué
s'écrit:

0o A*V®cM(—4)— APV RcM(-3)
S ATV @eM(=2) = V@®eM(—-1)>M-0
d’ou en particulier une suite exacte:
AV R HYE(—1)-» APV QR HYE) > V® HYE(1))

qui, tensorisée par Op, induit le complexe indiqué.
On remarque plus généralement que pour tout sym(F)-module gradué, on
a ainsi un complexe:

0> M ;Q@WBEB) > M ,®B2)— M | ® (1) Mo® 0p(3)- 0.

Draprés ce qui précéde si E est un fibré de Iy avec h°(E(1)) =0, E(1) est la
cohomologie de la monade:

0 HY(E(—1) ® 25(2)» HY(E)® Qp(1)> H(E(1)) ® 0p— 0.

En particulier, il est complétement déterminé par la connaissance du (sym{¥)}-
module gradué M = @;.z H'(E(i)) concentre en degrés (—1,0, 1).

2.1. Si E n’a pas de droite trisauteuse on a vu que la multiplication:
&HYE)® V- H'(E(1)
cst non dégénérée et la multiplication:
E:HYE(-1))® V-~ HYE)
peut étre vue commc une inclusion:
HY(E(— 1)) 5 sym, (V")
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moyennant 'identification par £ de H*(E)a ¥V. L’image R de cette inclusion est
un réseau de quadriques de PY. MV [1] est le quotient de sym(¥) par I'idéal
engendré par 'orthogonal de R dans sym (V) (7 quadriques de P). Il est maintenant
clair que E est complétement déterminé par la donnée de R.

Proposition. La correspondance “fibré E — réseau R”, est birationnelle entre 5 et la
variété R (grassmannienne G(2,9)) des réseaux de quadriques de P .

Preuve. Soit Z g sym,(V" ) ® Og), le sous fibré tautologique de rang 3 sur R. Au
dessus de R x P, on considére le complexe:

0-» ZRQF(2)— VY BQp(1)> Oxg R O0p— 0

induit par le complexe de Koszul (du sym(¥)-module sym(V ) défini par la
dérivation):

0 sym,(FY) ® Qp(2) — sym, (V¥) ® Qp(1) > Op > 0 .

Les termes de ce complexe sont des fibrés et I'ensemble des points de R ou la fleche
de droite et la transposée de celle de gauche sont inversibles a droite, est un ouvert
L de R dont on vient de voir qu’il est non vide. Au-dessus de cet ouvert, la
cohomologie de la précédente monade est un fibré £ qui définit un morphisme de
B dans I[;. Ensemblistement, ce morphisme esl évidemment Papplication récip-
roque de celle que nous venons de construire. On conclut alors a laide des
dimensions. c.q.f.d.

2.2. Intéressons-nous maintenant au fermé I de I, formé des fibrés E admettant
une droite trisauteuse. Soient E un tel fibré, tel que h®(E(1)) =0, W V le
sous-espace vectoriel de dimension 2 définissant la droite trisauteuse L de E et
Qlorthogonal de W dans VY. Le module M = @;.z H'(E(i)) est engendré par son
terme de degré — 1, R = HY(E(—1)) = sym,(Q), car E est un fibré instanton (donc
la présentation minimale du sym(¥?)-modulc gradué¢ M cst la partic dc droite de la
monade symétrique de Beilinson). Il admet pour quotient le sous module M’ de
sym(V¥) [1] engendré par R: M' | = R, My = QY = V/Wet M; = C. Le noyau
K de la surjection:
H'((E)— QY

est donc un quotient de rang 2 du noyau de 'application naturelle ¥ ® R — @Y, on
vérifie aisément que le noyau est le dual de H°(J7+(3))( s sym;(¥")) (ensemble
des cubiques de PV singuliéres le long de la droite LY). La donnée de L est donc
équivalente a la donnée d’un sous-espace vectoriel K¥ de H°(J}+ (3)) de dimension
2. Remarquons qu’un pinceau de cubiques singuliéres le long de LY admet en
general pour intersection résiduelle (de LY) une quintique rationnelle I de PV
quadrisécante a L.

Proposition. La correspondance “fibré E — quintique I'” est birationnelle entre 1} et
le schéma de Hilbert des quintiques rationnelles de PV.

Preuve. Soit $ I'ouvert du schéma de Hilbert de P¥ formé de courbes rationnelles
de degré 5 non tracées sur une quadrique. On va globaliser la description du
pinceau de surfaces cubiques gauches contenant une courbe de . Décrivant
d’abord un sous fibré de rang 2 de V'Y ® Og dont la fibre en un point C de $ est
l'espace d’équations (de degré 1) de la quadrisécante a4 C.
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Soit ¥ < HxPY la courbe universelle et soit ¥ le Og-module inversible
®2 * .
wg, ®n Opv (1), ou
n¥—->PY

est la seconde projection. La restriction dc & a la fibre d’un point C de $ est le
générateur positif de Pic(C). Considérons le diagramme suivant (ot u: % — Ucst la
premiére projection):

(e L) D (1 L2V R 05) = (1, L) ® (1, £ ©°)/ V ® Og)

mult.

(2% — (D)) @ 2 ®)

[

2 e (”*g)v ® VY
0 0.

On vérifie (fibre par fibre) que # est un Og-module inversible ¢t que la fleche:

H @(p L)~ V® Og

est localement scindée i.e. " ® (u, & Yest le module des sections d’un sous fibré de
rang 2 du fibré trivial de fibre VY. On voit (4 nouveau fibre par fibre) que ce fibré
représente les équations de degré 1 de la quadrisécante. Soit IL < $ x PV le sous
schéma définit par ces équations, la fibre de IL en un point C de $ est la
quadrisécante a C et IL est $H-plat, le Og-module € = y*(J,L(3) N J¢(3)) est un sous
fibté dc rang 2 du fibré de rang 10 sur . On peut alors construire un
(sym(¥) ® Og)-module .#, en posant:

A -y = sym; (py (J1(1)
Ay = le module quotient de V' ® 4, par 'orthogonal de ¥
v”l = Og

Cette donnée permet de définir une monade (de¢ Ein) comme précédemment et on
conclut par un argument de dimension (20) comme lors de la proposition
précédente.

2.3.1 Proposition. Soit R un réseau, pour que Uapplication Op-linéaire:
R®Q(2)— V¥ ® 2p(1)

ne soit pas injective au point x de P if faut et il suffit qu'il existe une surface cubique
Sde P telle que les quadriques polaires de S par rapport aux points du plan de P~
défini par x appartiennent toutes é R.
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Preuve. On a unc suite exacte:

0— Op(—4)— sym; (V") ® Qp(3) — symy(VY) ® Q5(2) > VY @ Qp(1) > 0p— 0
(1)

de transposée, la suite spectrale de Beilinson (relative 3 la résolution de la diagonale
de P x P, vue comme section du fibré (Qp (— 1) K 0p(1)), tordue par Op K1 0p(3).
Soit x un point de P, pour quc lapplication Op-linéaire:

R® 22— VY ® (1)

ne soit pas injective en x il faut et il suffit qu’il existe un €lément s appartenant
a sym,(V V) dont I'image par la différentielle de (1) appartienne a R ® Q2 ie. soit
une application de £2, dans R. Or 'application de Q, dans sym, (V") image de s par
la différentielle de (1), transforme un élément de Q. ie. un vecteur h de V'V
orthogonal a x en la quadrique polaire de s par rapport a h. c.q.fd.

Remarque. Selon Barth [B2, p. 84; remarque 2] citant Bateman [B], l'existence
d’un point x de P et d'une surface cubique s de PV tels que R soit I'ensemble des
polaires de S par rapport aux points de P¥ orthogonaux a x, caractérise (au moins
sous les hypothéses générales entamant cette remarque) “les réseaux de Liiroth”
(par. 5).

2.3.2. On note R, (resp. R¢) le fermé de codimension 3 (resp. 4) de R des reseaux
contenant un pinceau de quadriques ayant un point singulier fixe (resp. contenant
un plan double).

Proposition. Au-dessus de "ouvert de R, complémentaire de Ry Rg. la monade
de Ein:
REQE(2)— VY ® Og B Op(1) > Og p

a une cohomologie plate et sans torsion au-dessus de R. On obtient donc un mor-
phisme de cet ouvert dans le schéma de Maruyama M (0, 3, 0) des Op-modules sans
torsion de rang 2 et de classes de Chern (cy, ¢5,c¢3) = (0, 3,0). Ce morphisme est
bijectif, et est donc un isomorphisme au dessus de "ouvert U de 15 des fibrés sans
droite trisauteuse.

Preuve. Soit R un réseau appartenant a l'ouvert de I'énoncé; % le conoyau
I'Op-morphisme
V®Q5(3)— RY ® 2p(2);

X une composante irréductible du support de # et X, un modéle non singulier de
Proj(sym(# )). Pour montrer la proposition il suffit de voir que la dimension de
X, n’excéde pas 1. Au-dessus de X5, on a une séquence:

X > R®Q5,2)-> VY ® Q1)
de conoyzu nul. La premiére fléche donne un morphisme:
Qx> RRAY

de Ox,-modules de rang 3. Montrons que c’est un isomorphisme. Si x est un point
de X, o ce morphisme n’est pas un isomorphisme I'interprétation géométrique de
ce morphisme montre qu’il existe une surface cubique s de PV telle que les polaires
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de s par rapport aux points de PV orthogonaux a I'image { de x dans P, forment un
sous espace de R distinct de R, si ce sous espace est de dimension 2 s est un cone de
sommet dans {1 et R contient un pinceau de cones quadriques de méme sommet, ce
qui était exclu. Si ce sous espace est de dimension 1 alors s est réunion de 3 plans
non tous confondus passant par une droite de {* d’une part et d’autre part si la
dimension de X est supérieure ou égale a 2, { décrit une variété de dimension
supérieure ou égale 4 1. On a donc un isomorphisme:

Qx,)» RR A

ie. 2x,(1)=R® " ou & = A (1). On en déduit que Oy, (1) = £®3, donc si
dJmensmn X, est supérieure ou égale 4 2, H' (S’ )= 0 d’aprés le théoréme de
Ramanujam [S-S, Théoréme 7.1]. Donc H! (Qx,(1))=0 ce qui prouve que

= H°(Ox,(1)) il en résulte immédiatement que W = H%(& ) est de dimension 2 et
que V= sym3(W) donc X, est une cubique gauche, d’ou la contradiction.

2.3.3 Application. Considérant la composante C du bord de M(0, 3,0) dont le
terme général est un faisceau sans torsion E dont le bidual € est un OP-module
localement libre de I, et tel que E/E~ 0.

Proposition. C est irréductible de dimension 20.

Preuve. Le morphisme de la proposition précédente établit une correspondance
birationnelle entre R, et C en effet, on vérifie facilement que la cohomologie d’un
tel module est le sous module de sym(V ¥}, engendré par un résean de R;.

3 Description géométrique des elements de saut

Soit E un fibré général de I3, il lui correspond un réscau dc quadriques
(=~ H'(E(—1)) général de PY. Dans cc paragraphc, on interpréte les variétés
de droites sauteuses et des plans non stables pour E en termes du réseau de
quadriques R.

Au réseau R, on associc une quartique 4 < IP(R) (= proj(sym(R")), d’équation
le discriminant de R (forme quartique sur sym, (¥ )), muni d’une f-caractéristique
paire & ¢t et d’un isomorphisme V¥ ~ H°(¥), avec & = 3(1). £ définit un
plongement de A dans PV d’image I le licu des sommets des cones du réseau.

3.1 Proposition. I est le lieu des plans non stables pour E.

Preuve. Soit F < PY x P la variété d’incidence point-plan, p (resp. g) la projection
sur P (resp. P¥). On a la suite exacte:

0— Opvyp(—1,—1)> Opv ,p—> O0p—0
qui donne la suite exacte:
0— Opv(—~1)RE(—1)—+ Opv RE— p*E— 0
puis la suite exacte de cohomologie:

0— HY(E(—1)) ® Opv(—1) > H'(E)® Opv = R g, p*(E) > 0.
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La matrice de u étant définie par 'inclusion:
HYE(-1)=Rs V¥® VY = HYE)® H%0p(1)) .

Il est naturel de définir le lieu des plans non stables pour E comme le lieu de
dégénérescence de p, puisque les plans H non stables sont caractérisés par
h'(E|g) > — x(E|g). D’un autre coté, le lieu de dégénérescence de p est le lieu des
sommets des cones de R (points de P¥, dont les polaires par rapport aux quad-
riques du réseau forment un pinceau linéaire). c.q.fd.

Si on regarde R comme un sous espace de V¥ & V'V, on peut considérer la sous
variété IT = PVxPY définie par les équations de R < H%(Opv »pv (=1, —1)).
IT est une variété lisse de dimension 3. Si R est assez général, c'est le graphe d’une
correspondance classique (dite cubo-cubique) sur PY. T est I'éclatement de I” dans
PY; la projection sur "autre facteur du diviseur exceptionnel de I7 est la surface
régiée des trisécantes a 1. La courbe T de G (grassmanniennc des droites dc PY)
base de cette surface réglée est isomorphe a I d’aprés ce qu’on vient de voir, plus
précisément le diviseur exceptionnel de II s'identifie 3 Proj(J;/J7?) et la suite
exacte:

0—‘>R®0pv(—-4)—> VY ®Opv(-—3)-* Jr—>0

montre que J/JZ(3) est un fibré quotient de V¥ ® O de rang 2 définissant un
morphisme de I dans G, dont I'image est 7.

3.2 Proposition. T est le lieu des droites bisauteuses pour E.

Preuve. On a le diagramme commutatif a lignes exactes:

HYE(~ D) ® & — H(E)® O ——> R g, p*(E)

f |

HYE(-1)® V®0c— H'(E)® Og -

Par définition, le lieu des droites bisauteuses pour E est défini par les mineurs
maximaux de B. D’autre part, T est définie comme le plongement de I' dans
G déduit du quotient (J/J£(3)) de V¥ ® 0. Montrons que T est contenue dans le
lieu de dégénérescence de B. On a la suite exacte:

05w (—1) > R0 (—D)> V" @0 Jr/JF(3) -0,

elle définit un morphisme de R® O, dans 2|,(1), ou 2 est le sous fibré
tautologique de V¥ ® Og, donc un morphisme de R® 2Y|r dans Or(l). En
appliquant le foncteur H® on trouve la multiplication R® V- V'V et le dia-
gramme commutatif et exact:

0—RH|r— RRAV®Or— R® 2V|{p—— 0

| |

V'@0r — 0r(1) —0
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montre que la composée:
RO |- VY ®@ 07— 0(1)

est nulle, ce qui montre que 7 est contenue dans le lieu de dégénérescence de B. La
restriction de #'q,p*(E) a T coincide avec O(1).

Inversement, comme E n’a pas de droite trisauteuse 2 g, p*(E), qu’on note par
la suite £, est un Op-module inversible quotient de V'V ® O et définit donc un
morphisme de 7 dans PY. Montrons que son image est contenue dans I'. Il suffit
pour cela de verifier que la composée:

RE - VROr—»H"YRRY
est nulle. On sait que la composée:
RV 1V®R0:—> A ®RY
est nulle, en tensorisant par R on trouve un diagramme:

R®LY—RRV®0;r— A YRR @®R—0

l lTr@]l!v

VY®0y — A
On vérifie qu’il est commutatif en passant aux sections (commutativité de:

I
N
R®V—R®R @V

lf {Tr@ 1,

VV T V\/ )
d’ou P'assertion. c.q.f.d.

3.3. Avant d’étudier la variété des droites sauteuses, définissons certains covariants
. , . . 3

du réseau R. En supposant R général, on a un isomorphisme wﬁp = 0r(2)

exprimant que w; (1) est une O-caractéristique. De méme, on a un isomorphisme

A*NY (3) > w;m (ou Nr est le fibré conormal & I dans P¥) déduit du complexe
cotangent a linclusion I' ¢ PY et de 'isomorphisme précédent. Par passage aux
sections, on obtient un isomorphisme:

a:symy(R) - AV .

Cherchons une expression plus précise de o. Si on choisit des coordoonnées
(T, T, T;) de R; (Xo. X1, X3, X3) de V, on peut représenter la donnée du réseau
par une expression:

(ZaiijinT;(>

i,j=0,1,2,3 k=0,1,2
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Ot les a;; sont des scalaires avec a;; = a;,, 'équation de 4 est alors det(4) = 0 ou
A= 2 a4 i j=0.1,2.3, tandis que la résolution de Jr(3) est:

B
00— 0p(—1) Op Jr(3) 0.

Ou'B = (Z::; A Xi)j=0.1,2,3 k=0,1.2-
Considérons I'anneau gradué @,z H°(9%") et notons f, la classe de T; et
x; celle de X; dans cet anneau. L’isomorphisme wl@ = 0p(2) se traduit par les
identités:
x*=Y At

ou r (resp. s) est un multi-indice d’ordre 3 (resp. 2) ((x;x;) = (—1)'*/ x (le mineur
d’indice (i, j) de A)), ceci exprime que (X, X, X,, X3) est une solution du systéme
linéaire de matrice 4 (supposée symétrique). Les A, apparaissent comme des
polynomes homogenes de degré 3 en a;;.

Considérons maintenant la suite exacte:

o
Ly

t
0— 0" (= 1)~ R® Op(— 1) — V¥ ® Op — N} (3) — 0 ;

la puissance extérieure deuxiéme de la fleche de droite est une application de
A2VY ® O dans AX(N} (3) ~ w27 qui, par passage aux sections, est la trans-
posée de 'isomorphisme « annoncé, sa matrice (g,;) (neIN3|n| = 2; I < [0, 3] et
jI] = 2) est définie comme suit:

Soit By; le cofacteur de la matrice B correspondant a la colonne d’indice k et
aux lignes indexées par I, c’est un polynome de degré 2 en X. Par l'application
linéaire sym, (¥~ ) — symi(R") précédemment étudiée, il lui correspond un poly-
ndéme de degré 3 sur les coordonnés de R (et de degré S5 en les a;;) égal
Aty gar-t", ce qui décrit la matrice (g,).

Lorsque R est général, o est un isomorphisme et T est Pintersection compléte de
G et de 'image par o de la surface de Véronése IP(R) g P(sym,(R). Le cas ot
I'image de la surface de Véronése est contenue dans G, a été identifié par Barth
[B2] au cas des “réseaux de Liiroth” que nous étudions plus loin, d’ailleurs ce cas
peut étre exclu sans faire le lien avec cette propriété en supposant R assez général.

3.4.1 Proposition. On a une suite exacte:
0—— R’ ®0c(—1) 2 RY ® 0 —— B g p*(E(—1) — 0 .

Ou ="'f et ou la section de sym,(R) ® Og(1) est la matrice des cofacteurs de o.

Corollaire. La variété des droites sauteuses est Uintersection de G et du lieu des
cordes de la surface de Véronése.

Preuve. La suite spectrale d’hypercohomologie (relative a la projection sur G) de
la résolution de Op sur Og 4 p tensorisé par Og & E(— 1) se réduit a la suite exacte:

0— RY ® Og(— 1))~ R® 0g — R g, p*(E(— 1) — 0 .
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Ou B’ provient d'un élément (a priori peu accessible) de sym,(R) @ A%(V).
11 faut voir que B’ est proportionnelle a4 f lorsque R est général. Or d’une part,
les idéaux J et J' de Ops engendrés par les 2-mineurs de S respectivement B’
ont la méme image dans Og, I'idéal de T. D’autre part, J' est I'idéal d’une surface
(sinon 7 ne serait pas une courbe) nécessairement de degré 4, non contenue dans un
hyperplan et irréductible (car 7 Pest). On conclut facilement (par exemple en
prenant une section hyperplane) que les deux surfaces coincident. L hypersurface

d’équation det(f) respectivement det(f’) =0 est le licu des cordes de cette
surface. c.qfd.

3.4.2. Décrivons (rapidement) la construction analogue dans le cas d’un fibré de
I} supposé général de droite trisauteuse L. Tout d’abord la courbe des plans non
stables pour E est 'L ou I est la quintique rationnelle de PV associé
a E (par.3.2). Pour le voir, on remarque que la matrice de la multiplication
H'(E(—1))-» HY(E)® V" dans une base convenable s'écrit:

Xy Xy o0
0 Xy XY
Vio Var Vi

s
v V30 31 V32

(on choisit une base (X, X1, X, X3)de Vtelleque(X,, X;3)engendre I'idéal de L;
HY(E(—1)) = sym,(Q" ) est muni de la base (X35, Xo.X, X 1), on choisit la base de
H'(E) de sorte que les derniers vecteurs soient dans le noyau de la surjection
H'(E)— @V, tandis que les deux premiers étant la base (X, X,;) de QV).

La courbe des plans non stables est definie par les mineurs maximaux de cette

matrice, i.e. la courbe résiduelle de la droite LY “épaissie” d’idéal JZZ 1e. les
mineurs maximaux de:

‘r’Xg Xy 0}
L0 Xy X/

5

i

dans I'intersection compléte des deux surfaces cubiques:

Xo X{ 0 Xy Xy 0
S,=1 0 Xy Xy S;=| 0 XJ X7
Vio Var Va2 Vio Var Vi

Celles-ci sont précisément celles qui nous ont servi a definir la quintique rationnelle
attachée d E, d’ou lassertion.

Comme précédemment, la courbe T"des droites bisauteuses pour E est la courbe
des trisécantes 4 I" de degré 8 et de genre géométrique 0 dont le point I de
G correspondant 4 L est un point quadruple.

T est intersection compléte de G est du cone quartique & de sommet [ et de
base T (dont le lieu 4 I'infini est une quartique &,, rationnelle normale). Enfin le lieu
des droites sauteuses pour E est I'intersection de G et du cone de sommet / dont le
lieu 4 I'infini est le lieu des cordes de &,,.
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4 Forme alternée attachée a un réseau de quadriques

On veut inverser le passage d’un fibré E de II; sans droite trisauteuse a un réseau de
quadriques de P, décrit au par. 2. Pour cela, partant d'un réseau de quadriques de
PY, on va essayer de construire directement une monade symétrique de Beilinson:

0-RV®Op(—1)> N®Op—> R® 0p(1)—0

ol N (jouant le rdle de H(Q ® E)) doit &tre le noyau de I'application naturelle:
R® V- VY. Lapplication: N ® Op —» R® Op(1) doit résulter de I'inclusion
N s R®V, et il manque la définition d'une forme alternée non dégénérée sur
N telle que en tout point de P, la restriction de cette forme au noyau de la fibre de
N ® Op — R ® Op(1) en ce point soit de rang 2. Nous allons déduire cette forme de
I’élément fesym,(R) ® A?V, attaché 4 R au par. 3, suivant un schéma indiqué par
Tyurin [T].

4.1. Eliminons d’abord le fermé R; de ‘R.

Lemme. Si E est un fibré de 5 sans droite trisauteuse, le réseau associé est sans
quadrique dégénérée en deux plans.

Supposons que le réseau R contienne une quadrique g de sommet une droite L et
montrons que application de gauche dans le complexe:

0-R®Qp(2)— V¥ @ Qp(1)—> 0p— 0
n’est pas localement scindée le long de L. Rappelons que le diagramme:

R® Q) — V' ®Qp(l)

| |

A2V — VRVYR®O0p
est commutatif. En restreignant la fliéche a L, on trouve un O -morphisme:
(AW @O0, BOL~1)®R-> (W, ® 0, @O0 (—1) @V

(ou W, est I'espace des équations de degre 1 de L), puis en passant aux sections une
application C-linéaire:

AW, @R-> W, ®VY

qui, compte-tenu de I'isomorphisme W," ~ W, ® (42 W})Y, s’identifie 4 I'applica-
tion C-linéaire composée:

R VY@V -W VY.
Celle ci sannule sur g d’ou la contradiction cherchée. c.q.fd.

4.2, On a défini au par. 3 a partir d'un réseau quelconque une application
C-linéaire «: sym,(R) — A? V. Remarquons en passant que celle ci a été décrite par
Barth [B2, p. 66], ptus précisément un calcul simple montre que si (qq, 41, g2) sont
3 éléments de R on a:

40(4%q1)q; — 4:(A°q1)q0 = (40 491 Aq2)%(q; ® q1) .
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On choisit ici les générateurs de A%V et A >R de sorte que le premier membre soit
deéfini comme une application linéaire alternée de ¥V dans V'V (i.e. un élément de
A2VY ~ A1V et (goAq, Aq,) (€ A3R) comme un scalaire.

Proposition. « est un isomorphisme si et seulement si R¢Ry.

Preuve. La description selon Barth de « montre immédiatement que a(g?) = 0 si
g est de rang 2 donc x nest pas un isomorphisme si ReR,. On sait d’autre
part que R, est une hypersurface irréductible de R de degre 10. Soit
Z < sym, (V) ® Og le sous fibré universel, en inspectant la construction de « on
voit qu’elle se globalise en une section (encore notée ) de: A2V @ ¢sym,(#Y)(1)
(o0 Ogx(l)= A*#”). On conclut, comme d’habitude, en remarquant que la
premiére classe de Chern de ce fibré est 10 et que x est un isomorphisme au point
genérique de R (par exemple aux points correspondants a des fibrés sans droite
trisautcuse). c.q.f.d.

4.3. Soit f: A*V — sym,(R) la matrice adjointe de «, on peut la regarder comme
un élément de A2V ® sym,(R) et on a la décomposition canonique:

A*(F®R)= A2V ® sym,(R)® 4R ® sym, (V)

qui permet de I'identifier a un élément de AZ(V ® R). Soit N le noyau de la
surjection: V@ R — VY (on suppose ici que R¢R;) on a:

Proposition. f est un élément de A°N.

Preuve. 1l s’agit d’une identité algébrique qu’il suffit de vérifier aux points généraux
de R, on peut donc supposer que R provient d'un fibré de Pouvert U = Ty — 1.
Comme @;.z#'q,p*(E(i)) est un symg. (2" )-module gradué, on a une
multiplication:

R g pHE(=1)® 27 - R q,p*(E)

qui par passage aux sections est la multiplication f: ¥ ® R - VY. D’autre part, on
a la résolution:

i
0—R @2 R® 2 — B g p*(E(— 1)) ® 2% — 0

donc une séquence:

i
0—R'® 2L R®2 — R g, p*(E)

de composée nulle. En appliquant le foncteur Hom(RY ® 2, —), on trouve la
sequence d’application C-linéaire:

I®lzgy
—_—

End(RY)— R®V®R® V RRVVY.

I’image par la premiére fléche de 1z est il en résulte que fe R ® ¥ ® N donc (par
antisymétrie) fe A*N. c.q.fd.

Proposition. Si f (vue comme élément de A2 N) est de rang 8 et R¢R,, alors R est
dans 'image de 11.
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Preuve. Considérons la séquence de morphismes:
RY® Op(~1)=» N¥Y® O0p—> N®Op— R® Op(1)
dont la fléche de droite est la composée:

1
N®OpS R® V@ 0p 220,

R ® Op(1)
la fléche de gauche est sa transposée et la fiéche du milieu est donnée par fe A2 N.
Si B est rang 8, on peut concentrer cette séquence en identifiant les termes
meédians:

RY® O0p(—1)> N® Op— R® 0p(1) .

La composée de cette séquence est nulle; c’est la section image de f par le
morphisme A2 N ® Or - AN ® Or(2) ie. I'image de B par la projection
A2V ® R)-> A2R ® sym, (V) dont on a vu qu’elle était nulle (Be A2V ® sym,(R)).

Lemme. Sila suite N ® Op— R ® Op(1) — O rest pas exacte, R contient un pinceau
linéaire de quadriques ayant un point singulier commun.

Prevve. Soit p un point du support du conoyau et ve V¥ — {0} un relévement de p.
On construit un diagramme commutatif a lignes exactes:

0—s N —R®V —Iovv —0

1 ron k I

0— N,—R®C — €C —0.
Donc, pour tout vecteur décomposable g ® u de R@ V, on a:

(g u@w) = (k,q><v,u .

En particulier si g€ N,, on a: {gq,u ® w) = 0 pour tout u appartenant a ¥, ce qui
montre que le point de PV, classe de w est singulier pour le pinceau linéaire des
quadriques N,.

Revenons a la proposition: si § est de rang 8, on a par le lemme la surjectivité de
I’'Op-morphisme N ® Op — R ® Op(1) si R n’appartient pas a R, et la suite:

0> R"®0p(—1)>» N®Op—> R®O0p(1)-0

admet les propriétés d'une monade de Beilinson symétrique. c.q.fd.

5 Le cas rang(f) < 6

Soit R un réseau de quadriques de P ne contenant pas de quadrique de rang
inférieur ou égal a 2. On associe a R un élément S appartenant
A AN (A2V ®sym,(R)) ot N est le noyau de lapplication naturelle
R® V- VY. Soit N: I'image de § vue comme application linéaire alternée de N
dans N, Ie rang de N est pair. On a vu que si N = N, R appartient a I'image de .
On étudie dans ce paragraphe le cas ou N = N.
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Considérons la sous variété IT de P x IP(R") d’ideal J tel que Jy(1, 1) soit le
conoyau dc la composée: I1

N ® Op«prv)— R ®(0p(1) B Oprv)) = Oppiv (1, 1)

(ou & designe le produit relatif aux projections sur P respectivement P(RY)). IT est
une correspondance entre points de IP et pinceaux de quadriques contenus dans R,
quon va interpréter géomeétriquement. On sait que f induit un isomorphisme
A2V — sym,(R). Soit (encore) G la grassmannienne des droites de P, S 1a surface de
Véronése (i.e. (IP(R) plongé par O(2) dans P(sym,(R)) que f identifie a P(A12V)) et
2 I'hypersurface cubique de IP(sym,(R)) formée des quadriques dégénérées. On sait
quun modéle lisse de X est le fibré en plan Projpiv,(sym,{€(2)) (une conique
ayant un point singulier fixé est réunion de deux droites passant par ce point), les
plans de X correspondant aux fibres sont appelés a-plans et les plans tangents
a § des b-plans. De méme, il est bien connu que G admet deux familles de plans; les
a-plans paramétrisés par P et les f-plans paramétrisés par PV.

Lemme. Un point (x, m)e P xP(RY) appartient a Il si et seulement si le a-plan
correspondant a x est égal au a-plan de X correspondant d .

Preuve. Par définition dire que (x, n) est un point de I revient a dire que (si
ve VY — 10} est un relévement de x et pe RY — {0} un relévement de =) 'élément
v@pde RY ® VY est dans 'orthogonal de N (i.e. le noyau de f vue comme forme
alternée sur RY ® V'), ou encore que:

G@pa' @p’, =0

quels que soient (v',r')e V¥ x RY. En identifiant sym,(R) et A>V par Iisomor-
phisme déduit de §, on voit que cela exprime I'égalité:

oAV, pp’> =0

(le crochet étant la dualité ordinaire, le produit étant celui de sym,(R"Y)). Quand v’

varie, sa classe dans P(A 2 V) décrit le a-plan de G défini par x, tandis que quand p’

varie, pp’ décrit les équations du a-plan défini par n. Ceci démontre le lemme.
On en déduit que rang(N) = 6, en effet la séquence de composée nulle:

RY® Op(—1)— NY ® Op —=> N ® Op — R ® Op(1) (1)

montre que si dim(N) < 6, a projection de IT sur P est surjective (car le noyau de la
ficche de droite n’est pas de torsion) ceci est exclu. Identifions les deux termes
medians de la séquence (1). On trouve un complexe:

0 RY®0p(—1)> N® Op—» R® Op(1) (1)

qui est de longueur 2, et, est exact hors de la projection de I7, il est donc exact
d’aprés le lemme d’acyclicité puisque dim(J/7) < 1.

Le conoyau de ce complexe est donc un Op-module arithmétiquement de
Cohen Macaulay de dimension 1. En particulier dim(II) = 1.

Il en résulte que la surface de Véronése S est contenue dans G. En effet
IT parameétrise une famille non constante de droites de IP(R) qui recouvre IP(R) i.e.
les a-plans paramétrisés par IT coupent S en une famille de coniques qui recouvre S,
or ces plans sont contenus dans G.
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Exprimons que S est contenue dans G. Considérant o comme un élément de
degre 2 de Tlalgébre extérieure du sym(RY)-module sym(RY)®¢V; pour
R n’appartenant pas a ‘R, il est clair que la condition “S est contenue dans G” §’
écrit:

at=0

(équation de G dans PP(A2V)), ce qui sexprime par la nullit¢ d’un élément
aleA*V ® sym,(RY) (car les coefficients de « appartiennent & sym, (V). Cect se
globalise sur R, on dispose d’une section « du faisceau sym,(#Y)® A%V ® Ox(5)
dont le carré o est une section du faisceau symy(2Y)® A*V ® 0x(10) de plus
cette section est multiple de la section “discriminant” de sym4(#) ® Og(4) (le
déterminant de R® V- 1Y), Le quotient cst une scction non nulle de Ow(6)
définissant une hypersurface R, de R.

Définition. Les points de R, sont appelés les réseaux de Liiroth.
On a donc prouvé le théoréme suivant:

Theoreme. L’image de ’immersion de YN dans R est le complémentaire de 'hyper-

surface Ry U R,.

6 Reéseaux de Liiroth et bord de 15

Soit M(O0, 3, 0) le schéma de Maruyama paramétrisant les faisceaux sans torsion
semi-stables de rang 2 et de classes de Chern (cy; ¢;; ¢3) = (0; 3; 0), les composantes
du complémentairc de I3 dans son adhérence dans IM(0, 3, 0) constituent le bord
de I;. Nous montrons ici qu'une de ces composantes est birationnelle a 'hyper-
surface R, de R. Le fait que R, soit irréductible, est un cas particulier de [B2,
Proposition 4].

6.1. Décrivons les réscaux de Liiroth généraux.

Propesition. Il existe un ouvert non vide de ‘R, tel que tout élément R de cet ouvert ait
la propriété suivante:

“Il existe une base (Ty, Ty, T, de RY et une base (Xo, X, X5, X3))de Vet un
élément non nul (ay, . . . , ag) de C? tel que I’élément général de R admetie:
(Z’;;é Aivjer )i j=o0,1,2,3 comme matrice dans le dual de V™.

De plus ’élément (aq, . . . , ag) de €° (= symg(C?)) est déterminé a action prés de
GL,C sur C°.

Remarque. Cet énonce est essentiellement dans [ Tr], on en esquisse ici une autre
démonstration.

Preuve. Montrons d’abord que le réseau (Z:Z; Qi+ jrx To)i,j=o0,1.2.3 est de Liiroth.

On note S, = sym,(C?) la représentation irréductible de SL,C de dimension
(n + 1). On identifie S5 a V, S, a R et chaque S, a son dual, les réseaux considérés
appartiennent au facteur (unique) Sy de:

RY@symy(VV)=8, ®(5:DS6)=S0 DS DS, D S6 D Sx .
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Dans ce qui suit, on utilise librement la formule de Clebsch-Gordan; tous les signes
@ sont relatifs aux décompositions SL, -linéaires.

Soit v la cubique gauche de P image de P!, par le plongement de Véronése.
Nous allons montrer que la premiére fleche:

R®QEQ)— VY @ 2p(1)

de la monade de Ein n’est pas localement scindée aux points de y. L'image
réciproque sur P! de I'application:

Q) - AV ® 0p
est le morphisme:
S, ® Opr(—2)—> A2S; ® Op:
deduit d’une application SL,-linéaire:
S, 128, ®8S, .
De méme I'image réciproque sur P! de Papplication:
Gl s VR 0p
est le morphisme de l'application:
S, ®0p(—1)5 S;.
Déduite de Papplication SL,-linéaire (unique):
5,68:®8,.

La restriction 4 P! de la fiéche de gauche de la monade de Fin s’identifie & une
application Op:-linéaire:

[S:®@0p(—2)]® 5~ [S: @ 0p(=1)]®S;

et sera donc décrite par un élément de Homg(S, ® S5, S, ® S5y ® S3). De plus,
celles qui se déduisent d’un élément de la suite de Sy doivent provenir d'un facteur
du SL,-module Homg(S, ® S5, S, ® S; ® S;) isomorphe a Sg, elles sannulent
donc toutes sur le facteur Sq de S, ® S, puisque S, ® S, ® §3 n'admet pas de
facteur isomorphe a Sg. Cecl prouve Yassertion.

Comme R, cst irréductible, 11 suffit pour prouver la proposition dc vérifier que
ta famille des réseaux qui satisfont cette hypothése est de dimension 20. Cela résulte
du fait que PGL(V) est de dimension 15 et que le quotient de P(Sg) par 'action de
SL, () est de dimension 5 (20 = 15 + 5). c.q.fd.

6.2. Soit maintenant un réseau de Liiroth général décrit comme dans I'’énoncé de la
proposition précédente, on va lui associer un Op-module E, sans torsion de rang 2.
On applique le lemme du serpent au diagramme commutatif suivant:

0— N®Op — N®Op — (N/N)® Op——0

R

0 —— R ® Op(1) — R ® Op(1) —> 0.
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D’ou une suite exacte:
0-R®O0p(—1)»E—>(N/N)ROp—F -0

ou & est le module (localement libre de rang 5) noyau de la fléche médiane et F est
le conoyau de la fléche de gauche. Posons E = &/R® Op(—1) c'est un Op-
module sans torsion, de rang 2, de bidual (N/N)® Op. E est la cohomologie
médiane du complexe:

05 RY®@O0p(—1})> N@Op— R® 0p(l)

dont la flieche de gauche n’est pas localement scindée. Le module de cohomologie
@icz H'(E(i)) est le conoyau de Iapplication linéaire du sym(V)-module gradué:

N & sym(V)— (R®sym(V})[1]

déduite de la fléche de droite de cette monade (ie. comme d’habitude le sous
module de (sym(V¥))}{ 1] engendré par R). E est donc aussi la cohomologie de la
monade de Ein (a décalage prés):

R®QEQ) - VY QQp(l)— Op .

On a vu (preuve de la proposition précédente) que Ia fleche de gauche de cette
monade est non localement scindée aux points de la cubique gauche y, il’en résulte
que 7 est contenue dans le support de %#. Compte-tenu de la suite exacte (voir
par. 5): -
0o RY®0p(—1)» N®Op—> RR®R0p(l)> F -0
(1

on en déduit que # s’identifie au O, -module inversible w) (1) de degré 5 sur P!
(paramétrisant) y (cela se voit en calculant le polyndme de Hilbert de & (n), la suite
exacte ci-dessus est le complexe d’E.N. résolvant w) (1)).

Le module E apparait maintenant comme le noyau d’une application Op-
linéaire surjective: R

O (N/N)®Op— F

qui nous reste a décrire en terme de la suite (ay, a, . . ., ag) définissant R. Si on
paramétre y par P!, comme dans la proposition précédante, on voit que la donnée
de 8 équivaut a la donnée d’une droite de P(S5). On a une correspondance entre la
grassmannienne des droites de P(Ss), qu’on note Gr et Pespace projectif P(Sg) qui
associe a un couple général d’éléments de S;, le noyau de 'application linéaire:

(tes ta)
Sg—— ;D83

L I t L. . .

ou lapplication Sg —— §; désigne (imprudemment) {a transposee, par rapport aux
formes bilinéaires SL, -invariantes sur les espaces en présence, de la multiplication
par a de S5 dans Sg.

Lemme. La correspondance en 6 et (ag, ay,. . ., ag) est la correspondance biration-
nelle décrite ci-dessus.

Preuve. Rappelons que la réciproque de la correspondance Gr — P(Sg) associe
a un élément général a de Sy le noyau de l'application linéaire:

S5 —— 83
b————-»ib(a)

ou i, est le “produit intérieur” (application SL,-invariante: S,, ® S, > S,,_,m = n).
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Soit I' < PY lensemble des plans H non stables pour E, ie. tels que
H(E|y) = 0,1l se décrit au moyen de R (supposé général) et plus précisément c'est
le lieu de dégénérescence de la matrice

i=3
Z aHchXi .
i=0 k=0,1,2, j=0,1,2,3

Autrement dit I est le lieu des diviseurs de degré 3 de P!, dont au moins un
multiple de degré 5 annule par produit intérieur le diviseur de degré 8 donné.
D’autre part la suite exacte:

0—sE— 02— F—0

donne, pour tout plan H d’équation h, la suite exacte:
0—— HYE|y)— C*— HY(F/hF (— 1)) .

On a donc H®(E|;) #+ Osi et seulement si il existe un diviseur de degré 5 du pinceau
defini par 6 qui est multiple du diviseur H. c.q.fd.
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