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Introduction 

Soit P l'espace projectif de dimension 3 sur C, t17!, l'espace des modules des fibrds 
vcctoriels stables de rang 2 sur P de classes de Chern cl - 0 et c2 = n e t  II, l 'ouvert 
de IM, form6 des fibres instantons (dits alors n-instantons). II 1 (=  ]M 1) est identifi6e 
dans [BI]  au compl6mentaire de la grassmannienne des droites de P dans p s. 
]I2 (=  IM2) est d6crite [H]  en termes de paires de Poncelet (couple de coniques avec 
un triangle circonscrit fi l 'une et inscrit fi l'autre). II3 est l 'une des deux composantes 
irr6ductibles rationnclles de ~VI3 [E-S]. On donne ici une description birationnetle 
de 1[3 en terme de r6seaux de quadriques de p v .  Plus precis6ment, notant 91 la 
vari6t~ des r6seaux de quadriques de pv  (qui s'identifie fi une grassmannienne 
G(2, 9)) et 9t 1 (resp. 912) F hypersurface des r~seaux contenant une quadrique de pv  
d6g6n6r~e en 2 plans (resp. celle des r+seaux de Ltiroth (voir d6finition par. 5), le but 
de ce travail est de d6crire un isomorphisme de l 'ouvert 1t des fibr6s de 113 sans 
droite trisauteuse sur l 'ouvert de ~,  compl~mcntairc de (9tl w 9t2). Donnons un 
Nan succinct de la d6monstration. Au premier paragraphe, on ddcrit une stratifica- 
tion de ]I~ selon la nature de la vari~t~ des droites trisauteuses. Au deuxi+me 
paragraphe, on associe fi tout fibr6 (de 11) un r~seau R de quadriques de p v  et on 
montre que la connaissance de R permet de retrouver E (suivant une suggestion de 
Ein). Dans le troisi6me paragraphe, on traduit  en termes de r6seaux de quadriques 
les "objets de saut" associ~s fi E. Le quatri+me paragraphe, point critique dc la 
d~monstration, d~crit explicitement en termes du r+seau R la forme symplectique 
fl sur H I(f~ | E) (terme central de la monade de Beilinson) induite par celle de E. 
Lorsque R n'est pas darts 9t~ cette forme est non nulle et provient de l 'inverse d'un 
isomorphisme s y m z ( R ) ~  A 2 V ( V  = H~ dont on donne une interpr6tation 
g~ornbtrique simple; la construction est inspir6e d'un travail de Tyurin IT] ;  la 
forme Best alors de rang 6 ou 8. La fin de la d6monstation (par. 5) consiste fi verifier 
que fl est de rang 6 si et seulement si R appartient fi 9~ 2. Au par. 6, on caract+rise le 
r~seau g~n~ral de l 'hypersurface ~ z  et on ~tudie la composante du bord de 
II3 d6duite de cette derni~re. 
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1 U n e  s trat i f i cat ion  de ll 3 

Rappelons que si E est un fibr6 instanton, sa restriction ~ une droite L e s t  
isomorphe fi OL(-- k) ~ OL(k) pour un unique entier naturcl k, et que les droites 
L telles que k = 0 forment un ouvert de Zariski non vide de la grassmannienne 
G des droites de P. Si k > 1, on dit que Les t  k-sauteuse. L'ensemble des droites 
b-sauteuses pour b > k est le support de y?lq,p*(E(k - 2)) off, scion l'usagc, on 
note F c G x P la vari&6 d'incidence, p (resp. q) la projection naturelle sur P (res p. 
G). Si E un 3-Instanton, la vari6t6 des droites trisauteuses est d6finie par le 0 ~eme 
ideal de Fitting du O(;-module 9r 1 q,  p,(E(1)); la longueur de ce dcrnicr d6tcrminc 
une stratification de 1I 3. Remarquons que lorsque h~ = 0, E a la cohomologie 
naturelle, en particulier h~(E) = 4, hi(E(1)) = 1 et h ~(E(t)) = 0 pour t > 2. 

1.1 Lemme. On suppose que h~ = 0. On a l'alternative: 
(i) La multiplication: 

~:H 1 (E) | H~ ~ H 1 (E(1)) 

est une forme bilin~aire non ddgdn~rde, ou: 
(ii) ~lq,p*(E(1))  est de Iongueur 1. 

Preuve. La r6solution de Ov dans G x P e s t  

0--~ OG• , --2)---) q*(~")|  OG•  O~ ---, 0 .  

L'hyper-image directe par q de cette resolution tordue par p*(E(1)) donne la suite 
exacte: 

Ha(E) | :,~ --) H~(E(1)) | OG --* ~q ,p* (E(1 ) )  ---) O. 

La fl~che de gauche s'ins6re dans le diagramme commutatif: 

H I ( E ) |  ) H~(E(1))| 

1 
V | 1 7 4  , HI(E(1)) |  

En identifiant H 1 (E(1)) fi 112, on a Nl  q,p*(E(1)) = Ox off X est un sous-sch6ma de 
G. Supposons que ~ d6g6n6re et soit he  V - { 0 }  annulant  ~ et H l e  plan 
de P d'6quation h. On a HJ(E[n(1))=q? et hl (EIn)=2,  sinon (la suite 
{h 1 (E l u(i)) }~ > - 1 6rant strictement d6croissante) on aurait h i (E IH(- 1)) ~ 4 donc 
E serait non stable, contrairement fi l'hypoth6se que E est instanton. I1 en r6sulte 
que l'application lin6aire: 

V/q2.h | t I~(EIn)~ ~3 

d6duite de ~ admet un noyau dans V/r (qui est de dimension 3), c'est l '6quation 
d'une droite trisauteuse pour E. Celle ci est unique dans H sinon h~ >= 2 et 
H serait non stable pour E. Ainsi le noyau de ~ darts Vest de dimension 2 et dbfinit 
une droite L trisauteuse pour E. 

Montrons que X se r6duit au point l de G correspondant fi L. Le choix d'un 
suppl6mentaire W' de W permet d'identifier un voisinage de l dans G A l'espace 
vectoriel Home(W, W') (coordonn6es locales). Si X n'est pas r6duit au point l, il 
contient le sous schdma Yde G de longueur 2 associ6/t un vecteur tangent non nul 
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u de Home(W,  W'). S i t  est une uniformisante pour  Y, le d iagramme commuta t i f  
suivant: 

0 
u~(E) | , o~ 

1 
V | 1 7 4  , Or 

induit le d iagramme commutat i f :  
0 

H ~(E) | t:,f lr , tOy 

l 
V | 1 7 4  ~ , t O t .  

En identifiant tOt fi 112, on identifie t ~  Ir au graphe de u qui  est distinct de W. 
C o m m e  ~ s 'annulc sur ce graphc, on a une contradic t ion avec le fair que le noyau  de 

est W. 

1.1.1 Proposition. Lorsque ~ est non dOgknOr~e (cas (i) du lemme prdcddent) E(2) est 
engendrb par ses sections. 

Preuve. Tout  d 'abord  E est 3-rdgulier (hi(E(3 - i) = 0 pour  i = 1, 2 et 3) et il suttit 
de voir que  h t (O | E(3)) est nul. On  a la suite exacte: 

o 4  3 4 V  | E ( - 1 ) 4  A 3 V N  E ~ 3 2 V |  E O ) ~  ~?| 

Comme hZ(E( - 1)) = h3(E( - 1)) = 0, on en d6duit une suitc exacte: 

A 3 V |  Hi(E)  --, A 2 V |  Hi(e(1))  ~ HI(O N E(3)) 

et la fleche de gauche est surjectivc car, ~ 6tant non d~g~n~r~e, elle s ' identifie fi la 
mult ipl icat ion ext~rieure: 

V v |  ~---*A2V v . 

c.q.f.d. 

1.1.2 Proposition. Lorsque ~ t  q,p*(E(1)) es~ de longueur 1 (cas (ii) du temme 
prdcOdent) E (2) admet une section lisse. 

Preuve. Soit L la droite trisauteuse pour  E (i.e. E [ L =  OL(-- 3) q) OL(3)) et ~1 le 
noyau de la compos6e: 

E--* E |  O L ~  OL(--3) �9 

Lemme. $t(2) est engendrk par ses sections. 

Preuve. On a l e s  deux suites exactes: 

0---~ E |  ~---~ OL(3) ~ 0 

0--, E( -2 ) - - ,  E 2 ( -  1) - ,  E | I~--, 0 

O) 

(2) 
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Montrons  que Ht(YI(1))= 0: on a H 2 ( ~ ( 1 ) ) =  H2(E@II~(1)) d'apr6s la suite 
exacte (1), et par la suite exacte (2) on a H2(R(1) )=  0; la suite exacte de 
cohomologie: 

H~ 2)-* HI(Yl(1)) --, HatE(1))-* HI(OL( 2)-* 0 

montre alors l'assertion. Les suites (1) et (2) montrent que H 2 ( . ~ )  = H 3 ( . ~ (  - 1)) = 0. 
Done R e s t  2-r6gulier d 'ou le lemme. 

Consid6rons l '6clatement 
p L : P ~  P 

de P l e  long de L et le transform6 strict ~ de R dans P, c'est un O~-module 
localement libre et le lemme montre que ~t ~p*(Op(2) )  est engendr~ par ses 
sections, s i s  est une section assez g6n6rale de ~1 | p~*(Op(2)) elle est lisse et son 
intersection avec le diviseur exceptionnel de P (isomorphe ~i la quadrique L x L v 
off L v e s t  la droite or thogonale  fi L dans PV) est form6e de 5 points deux fi deux 
distincts dans L. Le lieu des z6ros de s vu comme section de E(2) est donc unc 
courbe lisse de P. c.q.f.d. 

1.2. Supposons H~ 4= 0, c'est la situation bien connue des fibr6s de 't Hooft, 
deux autrcs cas sont possibles: 

cas (iii) H~ = 1, dans ce cas E admet deux droites trisauteuses (6ventuelle- 
ment confondues) L '  et L" et .~a q.p*(E(1) )  = I17 L, G I~c,,. De tels fibr6s forment 
une famille irr6ductible de dimension 19, la section de E(l)  est form& de 4 droites 
(non trac6es sur une quadrique). 

cas (iv) H ~  2, dans ce cas les droites trisauteuses pour E forment un 
syst6me de g6n6rateurs d'une quadrique i.e. une conique C de G, 
et ~ l q . p * ( E ( 1 ) ) =  Oct1). De tels fibr6s forment une famille irr6ductible de 
dimension 15. 

1.3. Les proposi t ions pr6c6dcntcs permettcnt de rctrouver simplement l ' irrdduc- 
tibilit6 de II3. En effet soit l 'ouvert .~ ( ~  Jg~. ~) du sch6ma de Hilbert,  form6 des 
courbes elliptiques de P de degr6 7 lisses non trac&s sur une quadrique; ~ est lisse, 
connexe et on peut d6finir un morphisme de 5 dans 113 qui / t  une courbe C de cet 
ouvert associe le fibre E de 113 telle que C soit une section de E(2). 

D6finissons ce morphisme. Soit ff ~ .~ x P la eourbe universelle, c~xg~ 
(J~, O p t - 4 ) )  est un O~g-module inversible d o n / l a  fibre (au-dessus des points de .~) 
est l ' image rdciproque de son image directe ~a sur ~. On a ~gx~'t(Je, O p t - 4 ) )  = 
O6 • p c e  qui d6finit une suite exacte: 

0 "--~ ~,4' @ Opt--  4) "-* ~ --* J~ ---* 0 

oil ~ x IP est un fibr6 de rang 2 sur ~ Le morphisme annonc6 est alors d6fini par  g. 
Les proposit ions pr6cedentes montrent  que l ' image de ce morphisme est form& 

des fibr+s E de I3 v+rifiant H~ = 0 lesquels forment un ouvert irr6ductible, 
par tout  dense (car son compl6mentaire est constitu6 de fibr6s de 't Hooft). 

1.4. Les cas (i), (it), (iii) et (iv) donnent  les strates d'une stratification de lI3 dont  les 
adh6rences forment une suite strictement d6croissante de familles irr6ductibles de 
dimensions respectives 21, 20, 19 et 15. Pour  v6rifier que la strate du cas (it) est 
irr6ductible de dimension 20, on peut par  exemple remarquer que si C est une 
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courbe elliptique normalement plongee dans p6, l'ensemble des plans de p6  
contenus dans la vari&6 linhaire de dimension 4 engendr4e par 5 points de C est 
irrhductible de dimension 11, d'ofi r8sulte imm6diatement que la sous vari&6 de 
Yt~ form4e de courbes lisses ayant une 5-s6cante est irr6ductible de dimension 
2 7 ( =  1 1 +  1 5 +  1). 

2 Description birationnelle de ]I3 

Soil E un 3-Instanton tel que h~ soit nul. La variante suivante de la suite 
spectrale de Beilinson nous a 6th signal6e par Ein. La diagonale A de P x P e s t  une 
section du fibr~ Q ~ , ( - I ) N O p ( 1 )  (~Nlcd  dhsigne p '~ .~ |  off Pt et 
P2 repr6sentent tes projections naturelles) et admet donc la r&olution de Koszul: 

O~(3) [] Op(-- 3) ~ ~2~(2) [] Op(-- 2) ---* f2~ (1) [] O e ( -  1) --* Oe xv ~ Oa ~ 0 .  

En tensorisant par  Op NIE(1) et en prenant l 'hyper-image directe relative fi la 
premihre projection, on obtient un complexe (monade de Ein): 

0 --+ f2~,(2) | H t ( E ( -  1)) --, f2~(1) | H ' (E) -- Or, | H ~(E(1)) -* 0 

exact sauf au terme m4dian off l 'homologie est E(1). De plus les flhches de ce 
morphisme se d6duisent de la structure du sym(V)-module gradu6 
M = 0 i ~  H 1 (E(i)). Plus pr6cis6ment, le complexe de Koszul de ce module gradu4 
s'ecrit: 

0--+ A 4 V | 1 6 2  A s V | 1 6 2  

A 2 V | 1 6 2  V | 1 6 2  M ~  0 

d'ofl en particulier une suite exacte: 

,4 3 V|  n t ( E ( - - 1 ) ) ~  A a V |  Ht(E)--+ V |  Ht(E(1)) 

qui, tensoris6e par Or,, induit le complexe indiqu6. 
On remarque plus g4n6ralement que pour tout sym(V)-module gradu6, on 

a ainsi un complcxe: 

0 - - , M  s |  - ~ M  2 | 1 7 4 1 7 4  

D'apr6s ce qui pr&6de si E est un fibr6 de II3 avec h~ 0, E(1) est la 
cohomologie de la monade: 

0 -~ H ~ ( E ( -  1)) | f2~(2) ~ Ha(E) | s -o H ~ (E(1)) | Op ~ 0 .  

En particuiier, il est compl&ement d&ermin6 par la connaissance du (sym(V))- 
module gradu~ M = @i~zHt(E( i ) )  concentre en degrcs ( - 1 ,  0, 1). 

2.1. Si E n'a pas de droitc trisauteuse on a vu que la multiplication: 

r 1 7 4  V ~  H*(E(t))  

cst non d6g6n~r4e e t l a  multiplication: 

~:HX(E(--1))  | V ~  HX(E) 

peut &re vue commc une inclusion: 

HI(E(  - 1)) G symz(V v ) 
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moyennant  l ' identification par  ~ de H t (E) 5, V *. L ' image R de cette inclusion est 
un r6seau de quadriques de pv .  M v [1] est le quotient de sym(V) par l 'id6al 
engendr6 par  l 'or thogonal  de R dans sym(V) (7 quadriques de P). I1 est maintenant 
clair que E est compl&ement d&ermin6 par  la donn6e de R. 

Proposition. La correspondance "fibrd E - r~seau R ' ,  est birationnelle entre II 3 et la 
vari~t~ ~R (yrassmannienne G(2, 9)) des r~seaux de quadriques de pv .  

Preuve. Soit ~ ~ sym2(V v ) | O~), le sous fibrb tautologique de rang 3 sur 91. Au 
dessus de 91 • P, on consid6re le eomplexe: 

0 -* ~t [] O~12) ~ V v [] QP(U ~ O~ [] Op ~ 0 

induit par le complexe de Koszul (du sym(V)-module sym(V v) d~fini par la 
d&ivation): 

0 ~  sym2(V v ) | O~,(2) ~ sym~(VV) | ~t,(1) ~ Ov-~ 0 .  

Les termes de ce complexe sont des fibr& et l 'ensemble des points de 9t off la fl6che 
de droite et la transpos6e de celle de gauche sont inversibles & droite, est un ouvert 

de 91 dont  on vient de voir qu'il  est non vide. Au-dessus de cet ouvert, la 
cohomologie de la pr6c6dente monade est un fibr6 E qui d6finit un morphisme de 
~9 dans II 3. Ensemblistement, ce morphisme est 6videmment l 'application r&ip-  
roque de celle que nous venons de construire. On conclut alors h l 'aide des 
dimensions, c.q.f.d. 

2.2. Int&essons-nous maintenant au ferm6 II~ de ~3 form6 des fibr6s E admettant  
une droite trisauteuse. Soient E un tel fibr6, tel que h~  0, W ~  V l e  
sous-espace vectoriel de dimension 2 definissant la droite trisauteuse L de E et 
Q l 'or thogonal  de Wdans  V v. Le module M = ~ i e z  H 1 (E(i)) est engendr6 par son 
terme de degr6 - 1, R = H 1 ( E ( -  1)) = sym2(Q), car E est un fibr6 instanton (donc 
la pr6sentation minimale du sym(V)-module gradu6 M c s t  la partic dc droite de la 
monade sym&rique de Beilinson). II admet pour quotient le sous module M '  de 
sym(V ~) [1] engendr6 par R: M '  1 = R, M~) = QV = V / W e t  M~ = IE. Le noyau 
K de la surjection: 

H I ( ( E ) ) ~  Q V 

est done un quotient de rang 2 du noyau de l 'application naturelle V |  R --* QV, on 
vhrifie ais4ment que le noyau est le dual de H ~  (3))( c~ sym3(V v )) (ensemble 
des cubiques de pv  singuli4res le long de la droite L ~ ). La donnee de L est donc 
4quivalente ~i la donn6e d 'un sous-espace vectoriel K v de H ~  (3)) de dimension 
2. Remarquons qu'un pinceau de cubiques singuli6res le long de L v admet en 
g6nhral pour intersection r&iduelle (de L v) une quintique rationnelle F de P~ 
quadris6cante/ t  L v. 

Proposition. La correspondance "fibrd E - quintique F"  est birationnelle entre lI~ et 
le schema de Hilbert des quintiques rationnelles de pv .  

Preuve. Soit .~ l 'ouvert du sch6ma de Hilbert  de P~ form6 de courbcs rationnelles 
de degr6 5 non trac6es sur une quadrique. On va globaliser la description du 
pinceau de surfaces cubiques gauehes contenant  une courbe de ~. D6crivant 
d ' abord  un sous fibr6 de rang 2 de V v | O 6 dont  la fibre en un point  C de S5 est 
l 'espace d'6quations (de degr6 1) de la quadrishcante ~t C. 
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Soit ~ c . ~ x P  v 
|174 x*Op~(1), off: 

la courbe universelle et soit Lr le O~,-module inversible 

n : ~ - - ,  p ~ 

est la seconde projection. La restriction dc ~ / t  la fibre d'un point C de S5 est le 
g~n~rateur positif de Pic(C). Considbrons le diagramme suivant (off #:cg _~ 11 cst la 
premibre projection): 

( , ,~ )v  | ~f| | ) = O~,~)v  |174 | o~) 

T Y 
( # . ~ |  ,~tt; Or.SO)v) | ( t ~ . ~ |  5 ) 

, ( ~ , s 1 7 6  | V ~ 

T T 
0 O. 

On v6rifie (fibre par fibre) que ~ est un 05-module  invcrsible et que la fl6che: 

W |163 v| 

est localement scind~e i.e. ~ @ ( # , ~ )  est le module des sections d 'un sous fibr6 de 
rang 2 du fibr6 trivial de fibre V v. On volt (fi nouveau fibre par fibre) que ce fibr6 
repr6sente los 6quations de degr6 1 de la quadris~cante. Soit IL ~ .~ x P~ le sous 
schema dbfinit par  ces 6quations, la fibre de IL en un point C de .~ est la 
quadris6cante fi Ce t  IL est SS-plat, le 05-module  ~ =/~,(J~(3)  ~ J,,(3)) est un sous 
fibr~ dc rang 2 du fibr6 de rang 10 sur ~. On pout alors construire un 
(sym(V) | 05)-module ~ t ,  en posant: 

" / ~ - 1  = syme(ff,(dL(l)) 
J/0 = le module quotient de V |  de'_ l par  l 'orthogonal de 
~gl = 0 ~ .  

Cette donnee permet de d+tintr une monadc (dc Ein) comme pr6c6demment et on 
conclut par  un argument de dimengion (20) comme lors de la proposit ion 
pr6c6dente. 

2.3.1 Proposition. Soit R u n  rJseau, pour que l'application Op-lin~aire: 

R | ~Q~(2)~ V v | Op(1) 

ne soit pas injective au point x de P il faut  et il suffit qu'il existe une surface cubique 
S de pv telle que les quadriques polaires de S par rapport aux points du plan de pv 
d@ni par x appartiennent routes d R. 
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Preuve. On a une suite exacte: 

0 --~ Op(--4) ~ sym3(V v ) | f2~(3) --, sym2(V v ) | f21~ (2) ~ V v | f2p(1) --, Op ~ 0 

(1) 

de transpos6e, la suite spectrale de Beilinson (relative fi la r6solution de la diagonale 
de P x P, vue comme section du fibr6 (0~, ( -  1) [] Op(l)), tordue par Ov [] Op(3). 

Soit x un point  de P, pour  quc l 'application Op-lin6aire: 

R | o~,(2)~ v" | Op(l) 

ne soit pas injective en x il faut et il suffit qu'il  existe un 616ment s appartcnant  
ii sym3(V v ) dont  l ' image . . . . .  2 . �9 par  la dlff6rentMle de (1) appamenne  a R | f2~ 1.e. smt 
une applicat ion de f2x dans R. Or  l 'application de f2~ dans sym2(V v ) image de s par  
la diff6rentielle de (1), transforme un 616ment de t2 x i.e. un vecteur h de V v 
orthogonal f i x  en la quadrique polaire de s par  rappor t  fi h. c.q.f.d. 

Remarque. Selon Barth [B2, p. 84; remarque 2] citant Bateman [B], l'existence 
d 'un point x de P et d'une surface cubique s de pv  tels que R soit I'ensemble des 
polaires de S par  rappor t  aux points de pv  or thogonaux/ l  x, caractdrise (au moins 
sous les hypotheses g6n6rales entamant  cette remarque) "les r6seaux de L/iroth" 
(par. 5). 

2.3.2. On note 9t0 (resp. 9~;) le ferm6 de codimension 3 (rcsp. 4) de 9t des reseaux 
contenant un pinceau de quadriques ayant un point singulier fixe (resp. contenant 
un plan double). 

Proposition. Au-dessus de l'ouvert de 91, complkmentaire de 91o ~ 91~, la monade 
de Ein: 

R ~QI~(2)-+ V v @ 0,~ []Op(1)-* Oglxp 

a une cohomologie plate et sans torsion au-dessus de 9t. On obtient donc un mor- 
phisme de cet ouvert dans le schdma de Maruyama M(0, 3, 0) des Op-modules sans 
torsion de rang 2 et de classes de Chern (cl, c2, % ) =  (0, 3, 0). Ce morphisme est 
bijectif, et est donc un isomorphisme au dessus de l'ouvert ~I de 113 des fibres sans 
droite trisauteuse. 

Preuve. Soit R u n  r6seau appar tenant  ~i l 'ouvert  de l'6nonc6; J~ le conoyau 
l 'Op-morphisme 

v |  ~ ( 3 ) - - ,  R ~ | C~p(2) ; 

X 1 une composante irr6ductible du support  de ~ et X2 un module non singulier de 
Proj(sym(~-)) .  Pour montrer  la proposi t ion il suffit de voir que la dimension de 
Xt n'exc~de pas 1. Au-dessus de X2, on a une s~quencc: 

~ R | f2~c~(2)~ V ~ | f2x,(1) 

de conoyau nul. La premi&e fldche donne un morphisme: 

de Oxvmodules  de rang 3. Montrons  que c'est un isomorphisme. S i x  est un point 
de X2 off ce morphisme n'est pas un isomorphisme l ' in terpr&at ion g6om6trique de 
ce morphisme montre qu'il existe une surface cubique s de P~ telle que les polaires 
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de s par rapport aux points de P~ orthogonaux fi l'image ~ de x dans P, forment un 
sous espace de R distinct de R, sice sous espace est de dimension 2 s est un c6ne de 
sommet dans ~• et R contient un pinceau de c6nes quadriques de m~me sommet, ce 
qui ~tait exclu. Si ce sous espace est de dimension 1 alors s est r6union de 3 plans 
non tous confondus passant par une droite de (• d'une part et d'autre part si la 
dimension de X1 est sup6rieure ou 6gale 8 2, ( d6crit une vari6t6 de dimension 
sup6rieure ou 6gale fi 1. On a donc un isomorphisme: 

Ox~(2) --, R | ~ v 

i.e. (2x~(1) = R |  ~ v  06 ~r = 3((1). On en d6duit que Ox~(1) = s -e| donc si 
dimension X2 est sup6rieure ou 6gale fi 2, H I ( ~  TM) = O d'apr~s le th6or6me de 
Ramanujam IS-S, Th6or6me 7.1]. Donc Hl(Y2x:(1))=O ce qui prouve que 
V - H~ il en r6sulte imm6diatement que W = H~ ~) est de dimension 2 et 
que V = sym3(W), donc X2 est une cubique gauche, d'ofl la contradiction. 

2.3.3 Application. Considdrant la composante C du bord de M(O, 3, O) dont le 
terme g6n6ral est un faisceau sans torsion E dont le bidual E est un Op-modute 
localement libre de Ilz et tel que E/E -~ OL(I). 

Proposition. C est irrbductible de dimension 20. 

Preuve. Le morphisme de la proposition pr6chdente 6tablit une correspondance 
birationnelle entre 9/1 et C en effet, on v6rifie facilement que la cohomologie d'un 
tel module est le sous module de sym(V"), engendr6 par un r6seau de 9t 1. 

3 Description g/~om&rique des/~lements de saut 

Soit E un fibr~ g~n6ral de ~3, il lui correspond un r6scau de quadriques 
(-~ H I ( E ( - 1 ) )  g~n~ral de pv. Dans ce paragraphc, on interpr~tc los variet6s 
de droites sauteuses et des plans non stables pour E en termes du r~seau de 
quadriques R. 

Au r6seau R, on associe une quartique A c 1P(R) (= proj (sym(R v )), d'6quation 
le discriminant de R (forme quartique sur sym2(V v )), muni d'une 0-caract6ristique 
paire ~9 et et d 'un isomorphisme V v - H ~  avec ~ = 3(1). A a d6finit un 
plongement de A dans pv  d'imagc F l e  lieu des sommets des c6nes du r~seau. 

3.1 Proposition. F est le lieu des plans non stables pour E. 

Preuve. Soit F c P~ x P la vari&6 d'incidence point-plan, p (resp. q) la projection 
sur P (resp. P~). On a la suite exacte: 

0 ~  Oev •  Op~ • O v ~  0 

qui donne la suite exacte: 

0 ~  O p v ( - 1 ) N E ( -  1) ' , O p ~ N E ~ p * E - ~ O  

puis la suite exacte de cohomologie: 

O~ Hl (E( -1 ) )  | O p v ( - 1 ) ~  HI(E) | Opv ~ ~ I q , p * ( E ) ~  0 .  
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La matrice de/~ 6tant d6finie par  l'inclusion: 

H i ( E ( - -  1)) = R ~ V v | V ~ = H t ( E ) |  g ~  

I1 est naturel de d~finir le lieu des plans non stables pour E comme le lieu de 
dSg6narescence de #, puisque les plans H non stables sont earactdrisds par 
h ~ (E lu) > - )~(E lu). D'un autre c6t~, le lieu de d6g6n6rescence de g est le lieu des 
sommets des c6nes de R (points de P~, dont les polaires par rapport  aux quad- 
riques du r~seau forment un pinceau lin6aire), c.q.f.d. 

Si on regarde R comme un sous espace de 1/~ | V v, on peut considdrer la sous 
vari~t~ H ~ p v x p ~  d~finie par  les 6quations de 11 c H~ • ( - 1 ,  -1 ) ) .  
H est une vari~t~ lisse de dimension 3. Si Res t  assez g~n&al, dest  le graphe d'une 
correspondance classique (dite cubo-cubique) sur p v  H est l '6clatement de F dans 
P~; la projection sur l 'autre facteur du diviseur exceptionnel de H est la surface 
r6glde des tris~cantes/t F. La courbe T de G (grassmannienne des droites de P~) 
base de cette surface r~gl6e est isomorphe fi F d'aprSs ce qu'on vient de voir, plus 
pr~cisSment le diviseur exceptionnel de H s'identifie fi P ro j ( J r / J~ )  et ta suite 
exacte: 

0 ~ R |  V v |  

montre que Jr/J~-(3) est un fibr6 quotient de V ~ | Or de rang 2 d6finissant un 
morphisme de F dans G, dont l ' image est T. 

3.2 Proposition. T e s t  le lieu des droites bisauteuses pour E. 

Preuve. On a le diagramme commutat if  fi lignes exactes: 

B 
H i ( E ( -  1))|  3f "- , H I ( E ) |  , . ~ l q . p * ( E )  

Hi(E(- 1))| v| ,H1(E)| 

Par d6finition, le lieu des droites bisauteuses pour E est d6fini par les mineurs 
maximaux de B. D'autre part,  T e s t  d6finie comme le plongement de F dans 
G d6duit du quotient (Jr /J~  (3)) de V v | Oi'. Montrons  que Test contenue dans le 
lieu de d~g~n~rescence de B. On a la suite exacte: 

0-*  o)V( - 1)-* R | O r ( -  1)-* V v | Or-+ Jr/'J~-(3)-* 0 ,  

elle d6finit un morphisme de R |  dans ~17.(1), off ~ est le sous fibr+ 
tautologique de V v | donc un morphisme de R |  dans Or(l) .  En 
appliquant le foncteur H ~ on trouve la multiplication R | V-* V v et le dia- 
gramme commutatif  et exact: 

0 , R |  >R@ V@O r , R @ ~ V l T  , 0  

l l 
V v |  , OT(1) ~0 
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montre que la compos6e: 

R|  V v @OT---*OT(1 ) 

est nulle, ce qui montre que Test contenue dans le lieu de d~g6n6rescence de B. La 
restriction de ~1 q , p * ( E )  ~ T coi'ncide avec O r ( l ) .  

Inversement, comme E n'a pas de droite trisauteuse N 1 q,  p ,  (E), qu'on note par 
la suite ~2, est un Or-module inversible quotient de V v | 0 r et d6finit done un 
morphisme de Tdans  pv.  Montrons que son image est contenue dans F. II suffit 
pour cela de v6rifier que la composde: 

R |  v ~ V |  ~ |  ~ 

est nulle. On sait que la composee: 

p v __, V |  |  v 

est nulle, en tensorisant par R on trouve un diagramme: 

R |  ~ * R |  T , ~ f ' V  |  |  , 0  

1 1 Tr | 

V ~ |  ' X v 

On v6rifie qu'il est commutatif en passant aux sections (commutativit~ de: 

11 R 
C~ 

R |  ~ R | 1 7 4  v 

V v V v ) 

d'ofi l'assertion, c.q.f.d. 

3.3. Avant d'6tudier la vari6t~ des droites sauteuses, d6finissons certains covariants 
du r~seau R. En supposant R g6n6ral, on a un isomorphisme mrs3=  Or(2) 
exprimant que ~o~ (1) est une 0-caractbristique. De m6me, on a un isomorphisme 
A 2 N [  (3) -- mr ~2 (off Nr est le fibr6 conormal 5. F dans pv)  d6duit du complexe 
cotangent fi l'inclusion F ~ pv et de l 'isomorphisme pr6c6dent. Par passage aux 
sections, on obtient un isomorphisme: 

a:symz(R) ~ A 2 V. 

Cherchons une expression plus pr6cise de a. Si on choisit des coordoonn6es 
(To, T~, T2) de R; (Xo, X1, X2, X3) de V, on peut repr6senter la donn6e du rbseau 
par une expression: 
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Off les a~j, sont des scalaires avec aok = as~k, l '6quation de A est alors det(A) = 0 off 

A = (Vk=Z~k = o auk Tk)i'J =0,1 ,2"3 '  tandis que la r6solution de Jr(3) est: 

o , o ~ ( -  1) B ,  o~  , s,~(3) , o .  

0 6  tB i= 3 = ( E i = O  ai jkXi) j  =0,1,2,3 k=0,1.2" 

Consid6rons l 'anneau gradu6 @ , c z H ~  | et notons tk la classe de Tk et 
x~ celle de Xi dans cet anneau. L ' isomorphisme cot @3 = Or(2) se traduit  par les 
identit6s: 

x ~ = ~ A~t ~ 

off r (resp. s) est un multi- indite d 'ordre 3 (resp. 2) ((xixj) = ( -  1) ~+j • (le rnineur 
d ' indice (i,j) de A)), ceci exprime que (Xo, xx, x2, x3) est une solution du syst~me 
lin6aire de matrice A (suppos6e sym6trique). Les Asr apparaissent comme des 
polyn6mes homog6nes de degr6 3 en aOk. 

Consid6rons maintenant  la suite exacte: 

tl 

t2 B 
0 , coY(-- 1) , R |  , V V |  , N [  (3) ~0;  

la puissance ext+rieure deuxi+me de la fl~che de droite est une application de 
A a V v | Or dans A 2 ( N [  (3)) -~ ~or Oe qui, par passage aux sections, est la trans- 
posse de l ' isomorphisme ~ annonc~, sa matrice (g.r) (n e N31n[ = 2; I c [0, 3] et 
III = 2) est d6finie comme suit: 

Soit Bkl le cofacteur de la matrice B correspondant  ~i la colonne d'indice k et 
aux lignes index6es par  I, c'est un po lynfme de degr6 2 en X. Par I 'application 
lin6aire symE(V v) ~ sym3(R v) pr~c+demment 6tudi6e, il lui correspond un poly- 
n6me de degr~ 3 sur les coordonn6s de R (et de degre 5 en les aijk) 6gal 
/t t k ' ~  g,1" t", ce qui ddcrit la matrice (9,1). 

Lorsque Res t  g~n6ral, ~ est un isomorphisme et Test  l ' intersection compl6te de 
G e t  de l ' image par c~ de la surface de V6ron6se IP(R) ~ IP(symz(R). Le cas off 
l ' image de la surface de V6ron6se est contenue dans G, a 6t6 identifi6 par Barth 
[B2] au cas des "r6seaux de Liiroth" que nous &udions plus loin, d'ailleurs ce cas 
peut ~tre exclu sans faire le lien avec cette propridt6 en supposant  R assez g6ndral. 

3.4.1 Proposition. On a une suite exacte: 

0 ' R  v |  3 R v .~1 ' | OG ~ q , p * ( E ( - -  1) , 0 .  

Off fl = tfl et off la section de sym2(R) | OG(1) est la matrice des cofacteurs de ct. 

Corollaire. La vari~t~ des droites sauteuses est l'intersection de G e t  du lieu des 
cordes de la surface de V~ron~se. 

Preuve, La suite spectrale d 'hypercohomologie  (relative ~i la projection sur G) de 
la r6solution de Ov sur OG x P tensoris6 par  OG [] E ( -  1) se r6duit a la suite exacte: 

0 , g "  | OG(-- 1)) f l ' , R |  , y l l q . p * ( E ( - - 1 ) )  , 0 .  
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Off [3' provient d'un 61~ment (a priori peu accessible) de sym2(R)@A2(V). 
II faut voir que [3' est proportionnelle ",i [3 lorsque R e s t  g6n6ral. Or d'une part, 
les id6aux J e t  J' de Op, engendr6s par les 2-mineurs de [3 respectivement /3' 
ont la m6me image darts OG, l'id6al de T. D'autre  part, J '  est l 'id6al d'une surface 
(sinon Tne  serait pas une courbe) n6cessairement de degr6 4, non contenue dans un 
hyperplan et irrbductible (car T l'est). On conclut facilement (par exemple en 
prenant une section hyperplane) que les deux surfaces coincident. L'hypersurface 
d'6quation det(fl) respectivement d e t ( f l ' ) =  0 est le lieu des cordes de cette 
surface, c.q.f.d. 

3.4.2. Ddcrivons (rapidement) la construction analogue dans le cas d'un fibr6 de 
II~ suppos6 g6n6ral de droite trisauteuse L. Tout d 'abord la courbe des plans non 
stables pour E est F w L  off F est la quintique rationnelle de P~ associ6 
~i E (par. 3.2). Pour le voir, on remarque que la matrice de la multiplication 
H ~ ( E ( -  1)) ~ H'(E) | V v dans une base convenable s'6crit: 

x~ x ;  o 

o xg x; I 
Go v2, G2] 
Go G1 G2 1 

(on choisit une base (X0, X 1 , X2, X3)  de V telle que (X2, X3)engendre l'id6al de L; 
fl I (E( -  1)) - symz (Q v ) est muni de la base (X g, X o. X l,  X 22), on choisit la base de 
Hi(E) de sorte que les derniers vecteurs soient darts le noyau de la surjection 
I t I ( E ) ~  Qv, tandis que les deux premiers 6tant la base (Xo, X1) de Q"). 

La courbe des plans non stables est d6finie par  les mineurs maximaux de cette 

matrice, i.e. la courbe r6siduelle de la droite L ~ "6paissie" d'id6al j~2 i.e. les 
mineurs maximaux de: 

~0 Xo x~' ' 

dans l ' intersection compl4te des deux surfaces cubiques: 

x ;  x~ 0 x ;  x ;  

s2= o x~' x ;  s~= o x ;  

Go G~ V~ Go G~ 

0 

x~ 

G2 

Celles-ci sont pr6cis6ment celles qui nous ont servi fi d6finir la quintique rationnelle 
attach~e ~i E, d'ofi l 'assertion. 

Comme pr6c6demment, la courbe T des droites bisauteuses pour E est la courbe 
des tris6eantes b, F de degr6 8 et de genre g6om6trique 0 dont le point l de 
G correspondant fi L est un point quadruple. 

Tes t  intersection compl6te de G est du c6ne quartique b ~ de sommet l et de 
base T(dont  le lieu/t l 'infini est une quartique 5Q rationnelle normale). Enfin le lieu 
des droites sauteuses pour E est l ' interseetion de G et du c6ne de sommet I dont le 
lieu ~ l 'infini est le lieu des cordes de 5Q. 
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4 Forme altern6e attach~e a un r~seau de quadriques 

On veut inverser le passage d'un fibr~ E de 113 sans droite trisauteuse dun  r6seau de 
quadriques de P~, d6crit au par. 2. Pour cela, partant d'un r&eau de quadriques de 
PV, on va essayer de construire direetement une monade sym6trique de Beilinson: 

0 4  R v | Or(--  1)---, N |  Ov--, R |  Op(1)--, 0 

off N (jouant le rSle de Hi(f2 | E)) dolt &re le noyau de l'application naturelle: 
R | V ~  V". L'application: N | O v ~  R | Ov(1) doit r6sulter de l'inclusion 
N ~ R | V, et il manque [a d6finition d'une forme altern6e non deg6n6r6e sur 
N telle queen tout point de P, la restriction de cette forme au noyau de la fibre de 
N | Oe ~ R | Oe(1) en ce point soit de rang 2. Nous allons d6duire cette forme de 
l'616ment fie symz(R) | A 2 V, attach6 ~ Ra u  par. 3, suivant un sch6ma indiqu6 par 
Tyurin I-T]. 

4.1. Eliminons d'abord le ferm6 ~ de 9~. 

Lemme. Si E est un fibr~ de 1I 3 sans droite trisauteuse, le r~seau associk est sans 
quadrique d~gbn~r~e en deux plans. 

Supposons que le r6seau R contienne une quadrique q de sornmet une droite L e t  
montrons que l'application de gauche dans le complexe: 

0 ~ R | O!](2)~ V ~ | f2e(1)~ Oe--* 0 

n'est pas localement scindee le long de L. Rappelons que le diagramme: 

R | 0~,(2) , V v | ~ , ( 1 )  

l 1 
A 2 V  , V |  V~ |  

est commutatif. En restreignant la fl6che fi L, on trouve un OL-morphisme: 

(A 2 WL | OL ~ O f ( -  1)) | R -~ (W~ | OL (~ OL(-- 1)) | V v 

(Off VdL est l'espace des ~quations de degr~ l de L), puis en passant aux sections une 
application C-lin6aire: 

A z W L |  R ~ I, VL | V v 

qui, compte-tenu de l 'isomorphisme W~ -~ WL | (A 2 WL) ~, s'identifie h l'applica- 
tion ~-lin~aire compos~e: 

R q V v |  v - , W Z Q V  ~.  

Celle ci s'annule sur q d 'o5 la contradiction cherch&, c.q.f.d. 

4.2. On a d6fini au par. 3 /~ partir d'un r&eau quelconque ane application 
qLlin~aire :r sym2(R) -~ A 2 V. Remarquons en passant que celle ci a 6t5 d6crite par 
Barth [B2, p. 66], plus prScis6ment un calcul simple montre que si (qo, ql, q:) sont 
3 616ments de R on a: 

qo(A 3 ql )q2 - qz(A a ql )qo --- (qoAql Aq2)~(ql  | ql ) �9 
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On  choisit ici les g6n6rateurs de A ~ Vet A SR de sorte que le premier membre  soit 
d6fini comme une application lin6aire alternee de V darts V v (i.e. un 6lament de 
A 2 V v ~- A 2 V) et (qoAq~Aq2) ( ~ A 3 R )  comme un  scalaire. 

Proposition. ~ est un isomorphisme si et seulement si R r 91 1 . 

Preuve. La description selon Barth de ~ montre  imm6diatement  que ~(q2) = 0 si 
q est de rang 2 done ~ n'est pas un isomorphisme si R e ~ .  On  sait d 'autre 
part que 91~ est une hypersurface irr6ductible de 9{ de degre 10. Soit 
~ ~ sym2(V ~ ) |  O,~ le sous fibr6 universel, en inspectant  la construct ion de ~ on 
voit qu'elle se globalise en une section (encore not6e ~) de: A 2 V|162 
(off O ~ ( 1 ) - - A 3 ~ V ) .  On conclut, comme d 'habi tude,  en remarquant  que la 
premi6re classe de Chern de ce fibr6 est 10 et que ~ est un isomorphisme au point  
g6n6rique de 91 (par exemple aux points correspondants  fi des fibr6s sans droite 
trisauteusc), c.q.f.d. 

4.3. Soit f l :A 2 V ~  sym2(R) la matrice adjointe de ~, on peut la regarder comme 
un 6lament de A 2 V |  sym2(R)e t  on a la d6composit ion canonique:  

A z ( v |  R) - /12 V |  sym2(R) (t) A 2R | sym2(V) 

qui permet de l ' identifier "fi un 616ment de A 2 ( V |  Soit N le noyau  de la 
surjection: V |  R-~  V ~ (on suppose ici que Rr  on a: 

Proposition. fi est un OlOment de A 2 N. 

Preuve. I1 s'agit d 'une  identit6 alg6brique qu'il  suffit de v6rifier aux points g6n6raux 
de 91, on peul done supposer que R provient  d 'un  fibr6 de l 'ouvert ).I = Rs - ~3 ~. 
Comme O)~zJl~q,p*(E(i))  esl un symoc( ,~ ) -modu le  gradu6, on a une 
multiplication: 

. ~  q ,p*(E(--  1)) | ~v  ~ .~,  q,p*(E) 

qui par passage aux sections est la mult ipl icat ion f :  V | R -~ V". D 'aut re  part, on 
a la r6solution: 

0 , R v | ~ fi 3~ v , R |  , ~ q , p * ( E ( - - 1 ) ) | 1 7 6  v , 0  

donc unr sdquence: 

0 ~ RV | , R |  v .~l q ,p*(E) 

de composbe nulle. En appl iquant  le foncteur Hom(R v |  on trouve la 
s6quence d 'appl icat ion ~-Iin6aire: 

End(R v) , R | 1 7 4 1 7 4  f | 1 7 4 1 7 4 1 7 4  

L'image par  la premi6re fl6che de 1l~ est [3 il en rbsulte que f le  R | V | N donc (par 
antisym6trie) f l eA2N,  c.q.f.d. 

Proposition. Sifl  (vue comme ~lbment de A Z N ) est de rang 8 et R ~ ~R~ , alors Res t  
dans l'image de II. 
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Preuve. Consid6rons la sequence de morphismes: 

RV | Op(-1) -4  N v | Op-4 N | Op-4 R | Op(1) 

dont  la fl6che de droite est la compos6e: 

~R | (taut) 
N | q R | V |  ~R|  

la fl6che de gauche est sa transpos6e et la fl6che du milieu est donn6e par  fle A 2 N. 
Si fl est rang 8, on peut concentrer cette sbquence en identifiant les termes 
m6dians: 

R v | 1 7 4 1 7 4  

La compos6e de cette sgquence est nulle; c'est la section image de fl par  le 
morphisme A z N | 1 7 4  i.e. l ' image de fl par  la projection 
A 2(V | R) ~ A 2R | sym2(V) dont  on a vu qu'elle &ait nulle (fl ~ A 2 V | sym 2(R)). 

Lemme. Si la suite N | Oe --, R | Oe(1) -4 0 n'est pas exacte, R contient un pineeau 
linkaire de quadriques ayant un point singulier commun. 

Preuve. Soit p u n  point du support  du conoyau et vE V ~ - {0} un relbvement de p. 
On construit un diagramme commutat i f  fi lignes exactes: 

f 
0 ~N , R |  , V  v ,0 

k 
0 ~N1 , R |  , ~E , 0 .  

Donc, pour tout  vecteur d&omposab le  q | u de R | V, on a: 

( q , u |  = (k, q)  (v, u) . 

En particulier si q e N l ,  on a: (q, u | w) = 0 pour  tout  u appar tenant  ~. V, ce qui 
montre  que le point  de pv ,  classe de wes t  singulier pour  le pinceau lin6aire des 
quadriques N1. 

Revenons ft. la proposition: si fl est de rang 8, on a par  le lemme la surjectivit6 de 
l 'Op-morphisme N | Op--~ R | OF(l) si R n 'appar t ient  pas / t  ~1 ,  et la suite: 

0 --* R v | Op( -- 1) ~ N | Ov --4 R | Op(1) ---* 0 

admet  les propri6t6s d 'une monade  de Beilinson sym6trique, c.q.f.d. 

5 Le cas rang(fl) ~ 6 

Soit R u n  r6seau de quadriques de p v  ne contenant  pas de quadrique de rang 
inf6rieur ou egal fi 2. On associe ~i R un +16ment fi appar tenant  

A Z N n ( A 2 V |  off N est le noyau de rappl ica t ion  naturelle 
R | V ~  V v. Soit N" l ' image de fl rue commeapp l i ca t ion  lin6aire altern6e de N ~ 
dans N, le rang de N e s t  pair. On  a vu ques i  N = N, R appart ient  ~ l ' image de 11. 
On &udie dans ce paragraphe le cas off N 4: N. 



3-Instanlons el r6seaux de quadriques 269 

Consid&ons la sous vari4t6/7 de P x IP(R v) d' ideal dn tel que Jt~(l, 1) soit le 
conoyau dc la composhc : / /  

/V | Or, • ~(R v ~ --~ R | fOp(1 ) [] O~,lg v ~) ~ Ov • FiR ~ j(1, 1) 

(off [] d6signe le produit  relatif aux projections sur P respectivement ~(R v ))./7 est 
une correspondance entre points de IP et pinceaux de quadriques contenus dans R, 
qu'on va intcrpr6tcr g6om&riquement. On sait que fl induit un isomorphisme 
A 2 V ~  sym2(R ). Soit (encore) G la grassrnannienne des droites de P, S la surface de 
V&on6se (i.e. (IP(R) plong6 par 0(2) dans IP(sym2(R)) que fl identifie ~i IP(A 2 V)) et 
27 l 'hypersurface cubique de IP(sym2(R)) form& des quadriques d6g6n~r6es. On sait 
qu'un mod61e lisse de 27 est le fibr6 en plan Projtp(Rv~(sym2(Q(2)) (une conique 
ayant un point singulier fix6 cst r6union de deux droites passant par ce point), les 
plans de Z correspondant aux fibres sont appel6s a-plans et les plans tangents 
~i S des b-plans. De m~me, il est bien connu que G admet deux familles de plans; les 
a-plans parambtris+s par P e t  les fl-plans parambtris6s par  p v  

Lemme. Un point (x, n ) c P  • IP(R v) appartient d /7 si et seulement si le ~t-plan 
correspondant d x est ~gal au a-plan de Z correspondant fi ~z. 

Preuve. Par d6finition dire que (x, n) est un point de /7 revient fi dire que (si 
v c V v - {0} est un rel6vement de x et p ~ R ~ - {0} un rel+vement de 7t) l'616ment 
v | p de R v | V ~ est dans l 'orthogonal de N (i.e. le noyau de fl vue comme forme 
altern6e sur R ~ | V~), ou encore que: 

(t, | pAv' | p', f l )  = 0  

quels que soient (v', r ' )~  V ~ •  ~. En identifiant symz(R) et A 2 V  par l ' isomor- 
phisme d6duit de fl, on voit que cela exprime l'6galit& 

(rAy' ,  pp ' )  = 0 

(le crochet &ant la dualit6 ordinaire, le produit  &ant celui de sym2 (R ~ )). Quand v' 
varie, sa classe dans 1P(A 2 V) d&ri t  le ~-plan de G d6fini par  x, tandis que quand p '  
varie, pp' d6crit les 6quations du a-plan d6fini par  7t. Ceci d6montre le lemme. 

On en d6duit que rang(N) = 6, en effet la s6quence de compos6e nulle: 

R v | O p ( -  1) , IV v | Op ~- , N | Ov , R | Op(1) (1) 

montre que si dim(N) < 6, la projection de /7  sur Pes t  surjective (car le noyau de la 
fl6che de droite n'est pas de torsion) ceci est exclu. Identifions les deux termes 
m6dians de la s6quence (1). On trouve un complexe: 

0 --, R v | O p ( -  l) --, ~7 | Or, --, R | Or,0) (1') 

qui est de longueur 2, et, est exact hors de la projection de /7, il est donc exact 
d'apr~s le lemme d'acyclicit~ puisque dim(/ / )  < I. 

Le conoyau de ce complexe est donc un Op-module ari thm&iquement de 
Cohen Macaulay de dimension 1. En particulier dim(/ / )  = 1. 

I1 en r&ulte que la surface de V6ron~se S est contenue dans G. En effet 
/7 param&rise une famille non constante de droites de IP(R v ) qui recouvre IP(R) i.e. 
les a-plans pararn6tris6s par 17 coupent Sen  une famille de coniques qui recouvre S, 
or ces plans sont contenus dans G. 
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Exprimons que S est contenue dans G. Consid6rant ~ comme un 616ment de 
degrb 2 de l'alg6bre ext6rieure du sym(RV)-module s y m ( R ~ ) |  pour 
R n'appartenant pas fi 9/1 il est clair que la condition "S est contenue dans G" s' 
6crit: 

0( 2 = 0  

(6quation de G dans IP(A2V)), ce qui s'exprime par la nullitb d'un bl6ment 
C(zE A 4 V |  sym4(R ~) (car tes coefficients de ~ appartiennent it sym2(V). Ceci se 
globalise sur ~,  on dispose d'une section a du faisceau sym2(C~ v ) | A 2 V | O:~d5) 
dont le carr~ ~2 est une section du faisceau sym4(~ ~) | A 4 V |  0~(10) de plus 
cette section est multiple de la section "discriminant" de sym4(,a~)| O,jt(4) (le 
d6terminant de R | V-+ V~). Le quotient cst une section non nulle dc O,,d6) 
d6finissant une hypersurface 912 de 9~. 

D6finition. Les points de 9~z sont appel6s les rbseaux de Lfiroth. 

On a donc prouv6 le th6or6me suivant: 

Th~or6me. L'image de I'immersion de It dans ~ est le complbmentaire de l'hyper- 
surface 9tl w 912. 

6 Reseaux de Liiroth et bord de I13 

Soit 14i(0, 3, 0) le sch6ma de Maruyama param4trisant les faisceaux sans torsion 
semi-stables de rang 2 et de classes de Chern (cl; c2; c3) = (0; 3; 0), les composantes 
du compl6mentairc de M3 dans son adhhrcncc dans IM(0, 3, 0) constituent le bord 
de 113. Nous montrons ici qu'une de ces composantes est birationnelle 'a l'hyper- 
surface 91z de 91. Le fait que 912 soit irr6ductible, est un cas particulier de [B2, 
Proposition 4]. 

6.1. D4crivons les rhseaux de Lfiroth ghn6raux. 

Proposition. I1 existe un ouvert non vide de 9~2 tel que tout klkment R de cet ouvert ait 
la propri#tk suivante: 

"II existe une base (To, T~, T2) de R v e t  une base (Xo, X 1, Xz,  X3) ) de Vet  un 
~lkment non nul ( a o , . . . ,  as) de 117 9 tel que l'klbment gkn(ral de R admette: 

k = 2  (2k=O ai+j+k Tk)i,J =0, 1,2,3  comme matrice dans le dual de V". 

De plus l'kl~ment (ao . . . . .  as) de ~9 (=  sym8(iE2)) est dktermink d l'action prks de 
GL/~E sur if29. 

Remarque. Cet 6nonc~ est essentiellement dans [Tr],  on en esquisse ici une autre 
dbmonstration. 

Preuve. Montrons d 'abord que le r6seau (V  k= 2 ~-~k=O ai+j+kTk)i,j=O, 1,2.3 est de Lfiroth. 
On note S, = sym,(tt7 2) la repr6sentation irr6ductible de SL2~ de dimension 
(n + 1). On identifie $3 it V, $2 it R et chaque S, 'a son dual, les r6seaux consid6rds 
appartiennent au facteur (unique) $8 de: 

R v | sym2(V v) = $2 |  0) $6) --- So @ $2 (~) S,~ 0) $6 (~ $ 8  �9 
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Darts ce qui suit, on utilise librement la formule de Clebsch-Gordan; tous les signes 
| sont relatifs aux decompositions SL2-1in6aires. 

Soit y la cubique gauche de P image de P~, par le plongement de V&on6se. 
Nous allons montrer que la premi6re fl6che: 

R | ~ # ( 2 )  ~ v v | ~ ( 1 )  

de la monade de Ein n'est pas loealement scind& aux points de 7. L'image 
r&iproque sur p l de l'application: 

~ ( 2 ) - ,  A 2 ~,| op 
est le morphisme: 

S 2 |  A2S3| Op, 

d~duit d'une application SL2-1in~aire: 

$2 --* A 2Ss @ 82 . 

De m~me l'image r6ciproque sur P X de l'application: 

f2~(1) ~ V |  Op 

est le morphisme de l'application: 

$2 | Op , ( -1 )  ~ $3 �9 

D~duite de l'application SL2-1in6aire (unique): 

$2 ~ $3 | S~ . 

La restriction fi P~ de la fl~che de gauche de la monade de Ein s'identifie a une 
application Op,-lin6aire: 

[$2 | Op,(--2)] ~) $2 --+ [$2 (~ Opt(-- 1))] (~) S 3 

et sera donc decrite par un element de Home(S2 | 82, $2 @ 81 | 8s). De plus, 
celles qui se d6duisent d'un 616ment de la suite de 88 doivent provenir d'un facteur 
du SL2-module Homr | $4, $2 | $1 | $3) isomorphe fi $8, elles s'annulent 
donc toutes sur le facteur So de $2 | $2 puisque $2 | $2 | $3 n'admet pas de 
facteur isomorphe fi $8. Ceci prouve l'assertion. 

Comme ~2 est irr6ductible, il suffit pour prouver la proposition de v~rifier que 
la famille des r6seaux qui satisfont cette hypoth6se est de dimension 20. Cela r&ulte 
du fait que PGL(V) est de dimension 15 et que le quotient de PiSs) par l'action de 
SL2(C) est de dimension 5 (20 = 15 + 5). c.q.f,d. 

6.2. Soit maintenant un r6seau de Lfiroth g~n&al d~crit comme dans l'6nonc6 de la 
proposition prSc6dente, on va lui associer un | E, sans torsion de rang 2. 

On applique le lemme du serpent au diagramme commutatif suivant: 

0 , /~ | Op ~, N | Op , (N/A~) | Op , 0  

0 , R | Opal)  , R | Op(1) , 0 
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D'ofi une suite exacte: 

0 ~  R | Op(- 1)-~ g ~  (N/2V)| O v ~  ~ ~ 0 

off ~ est le module (localement libre de rang 5) noyau de la fl6che m6diane et ~- est 
le conoyau de la fl6che de gauche. Posons E = S / R |  c'est un Oe- 
module sans torsion, de rang 2, de bidual ( N / N ) |  Op. E est la cohomologie 
m6diane du complexe: 

0 ~  R v | O p ( -  1 )~  N |  Oi,-~ R | Op(1) 

dont la flbche de gauche n'est pas localement scindbe. Le module de cohomologie 
Oi~z H l(E(i)) est le conoyau de l'application linbaire du sym(V)-module gradu& 

N | sym(V)--* (R | sym(V)) [1] 

d6duite de la fl&he de droite de cette monade (i.e. comme d'habitude le sous 
module de (sym(VV))[l]  engendr6 par R). E est done aussi la cohomotogie de la 
monade de Ein (~t d6calage pr6s): 

R | 0~,(2)~ V v | ~p(1)- ,  op 

On a vu (preuve de la proposition pr~c6dente) que la fl~che de gauche de cette 
monade est non localement scind6e aux points de la cubique gauche 7, il'en resulte 
que 7 est contenue dans le support de @. Compte-tenu de la suite exacte (voir 
par. 5): 

0 ~ R  v | 1 7 4 1 7 4  

on en d6duit que ~" s'identifie au O~-module inversible ~o~ (1) de degr6 5 sur P~ 
(param&risant) y (cela se voit en calculant le polyn6me de Hilbert de ,~(n), la suite 
exacte ci-dessus est le complexe d'E.N, r6solvant r 

Le module E apparait maintenant comme le noyau d'une application Oe- 
lin6aire suriective: 

6: (N/N) | O p ~  ~- 

qui nous reste ~i d~crire en terme de la suite (a0, at . . . .  , aa) d~finissant R. Si on 
param&re ), par p a  comme dans la proposition pr&6dante, on voil que la donn~e 
de 8 6quivaut ~i la donn6e d'une droite de P(Ss). On a une correspondance entre la 
grassmannienne des droites de P(Ss), qu'on note (fir et l'espace projectif P(S 8) qui 
associe ~ un couple g6nbral d'616ments de $5, le noyau de l'application lin6aire: 

(t., ~.) 
S 8 ' S 3 I~ S 3 

off I'application $8 t, ~ Sa d~signe (imprudemment) la transpos6e, par rapport aux 
formes bilin6aires SL 2-invariantes sur les espaces en pr&ence, de la multiplication 
par a de $3 dans $8. 

Lemme. La correspondance en 6 et (ao, al . . . . .  as) est la correspondance biration- 
nelle ddcrite ci-dessus. 

Preuve. Rappelons que la r6ciproque de la correspondance ff~r--* P(Ss) associe 
/t un 616ment g6n6ral a de Ss le noyau de l'application lin6aire: 

Ss ~ $3 

b , i~(a) 

off i~ est le "produit int6rieur" (application SLz-invariante: S,. | S. ~ S.~_.m > n). 
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Soit F ~ pv  l 'ensemble des plans H non stables pour  E, i.e. tels que  
H~ = 0, il se d6crit  au  m o y e n  de R (suppos~ g+n6ral) et plus pr~cis6ment  c'est 
le lieu de  d6g6n6rescence de la mat r ice  

i=O / k = O ,  1,2, j = 0 , 1 , 2 , 3  

A u t r e m e n t  di t  F est le lieu des diviseurs  de degr6 3 de P I ,  d o n t  au m o i n s  u n  
mul t ip le  de degr6 5 a n n u l e  pa r  p r odu i t  in t~r ieur  le d iv iseur  de degr6 8 donn& 
D ' a u t r e  pa r t  la suite exacte: 

o ,E ,o(, ~ , y  ,o 

donne ,  p o u r  tou t  p lan  H d ' 6 q u a t i o n  h, la suite exacte: 

0 , H ~  ,1122 , H ~  - I)) . 

O n  a d o n c  H ~  lu) 4:0  si et  seu lement  si il existe un  d iv iseur  de degr6 5 d u  p inceau  
d+fini p a r  8 qui  est mul t ip le  du  diviseur  H. c.q.f.d. 
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