
Cber die Erhaltungssiitze der Elektrodynamik. 
Von 

Erich Bessel-Hagen in Giittingen. 

Bei Gelegenheit eines Kolloquiums, das Herr Geheimrat F. Kiein im 
Wintersemester 1920 fiber mathematische Fragen zu den Relativit~ts- 
theorien der Physiker abhielt, ~ul~erte er den Wunsch, es mSchten doch 
die vor etwa zwei Jahren yon Fraulein Emmy Noether aufgestellten S~tze 
fiber invariante - Variationsprobleme 1) auf die Maxwellschen Gleichungen 
angewandt werden. Der Inhalt dieser S~tze ist kurz gesagt der, dal~ aus 
der Invarianz eines Variationsproblems gegenfiber einer kontinuierlichen 
Transformationsgruppe eine Anzaht von Relationen folgt, die vermSge 
der Differentialgleichungen des Problems identisch erfifl],t sind und im Falle 
einer unabhgngigen Ver~nderlichen erste Integrale desselben darstellen. 
Im Falle einer endlichen Gruppe haben diese Beziehungen die Form der 
von den Physikern so genannten ,Erhaltungss~tze". 

Die Maxwellschen Gleichungen sind nun, wie allgemein bekannt, in- 
variant gegenfiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenamnten ~ 
Lorentzgruppe, die aus den reellen ,,Bewegungen" des vierdimensionalen 
x, y, z,  t-Raumes besteht, wobei der Mal~bestimmung der im Unendlichen 
gelegene Teil des Gebildes 

x ~ ~ y~ + z ~ -  c ~'t ~ = 0 

zugrunde gelegt ist. Im Jahre 1609 entdeckte abet H. Bateman~), dal~ 
die Maxwellschen Gleichungen gegenfiber einer viel umfassenderen Gruppe 

1) GSttinger Nachrichten 1918, S. 235 ft., im folgenaen kurz zitier~ mit E. Noother. 
Siehe auch Felix Klein, Ges. math. Abhandl. 1, S. 585. Berlin 1921. 

e) Proc. London Math. Soc. (2), 8, S. 2'28 ft. Im gleichen und hn vorhergehen- 
den Bande dieser Zeitschr. finden sich weitore Untersuchungen yon Bateman und 
Cunningham fiber die Bedeutung unserer @15 fiir die Physik. Siehe auch F. Klein, 
Ges. math. Abhandl. I, S. 552. 
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von Transformationen invariant sind, n~mlich der Gruppe aller derjenigen, 
welche die Gleichung 

d x  ~ ~- dy"- + d z  ~ - -  c ~ d t  ~" = 0 

unge~indert lassen und den Richtungssinn der vierdimensionalen Figuren 
nicht umkehrenZ). Schreibt man xl, x~, x a, x~ start x ,  y ,  z ,  i c t ,  so stimmt 
diese Gruppe, abgesehen von der Realit~t der Parameter, mit der grSl~ten 
in der 15 gliedrigen Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien, 
der sogenannten konformen Gruppe 4) im R~, enthaltenen Untergruppe 
iiberein. Da nun, wie schon J. L. Larmor 5) bemerkt hat, die Maxwell- 
schen Gleichungen aus einem Variationsproblem gewonnen werden kSnnen, 
und da auch dieses, wie weiter unten gezeigt wird, gegeniiber der ge- 
nannten (~15 invariant ist, miissen die E. Noetherschen S~tze uns fiinfzehn 
linear unabh/~ngige elektrodynamische Erhaltungss/itze liefern. Diese wirk- 
lieh aufzustellen, ist Zweck der vorliegenden Note. 

Die ersten sieben von ihnen (vgl. Formeln 27 a r, a s und br) sind 
nichts anderes, als die wohlbekannten Siitze vonder Erhaltung der Energie, 
des Impulses und des Drehimpulses 6); ich brauche daher auf ihre Deutung 
nicht n/iher einzagehen. Die drei folgenden (27 b~) bilden eine genaue 
Analogie zu den zweiten Schwerpunktss~tzen der klassischen Mechanik und 
warden fiir die e l e k t r o d y n a m i s c h e n  Erscheinungen meines Wissens zum 
ersten Male yon A. Einstein 7) darch iormale Integration aus den'Maxwell- 
sehen Gleichungen gewonnen. Einstein behauptete a. a. O. ihre Giiltigkeit 
nur in erster Ann~iherung, weil ihm damals anscheinend die Anpassung 
tier Dynamik an die Relativit/itstheorie der Lorentzgruppe noch unbekannt 
war. Fiir die M e c h a n i k  der  K o n t i n u a  im Sirme der Relativit/itstheorie 
hat G. Herglotz ~) die entsprechenden Formeln aufgestellt (iibrigens genau 
auf dem gleichen Wege, wie es bier geschieht) und aueh ausdriicklich als 
Sehwerpunktss/itze gedeutet. Die fiinf iibrigen Formeln (27 e, d r und d~) 

a) ]~ateman nennt dies6 ,spherical wave transformations". 
4) Niiheres fiber die konforme Gruppe zu finden in S. Lie und G. Seheffers, 

Geometrie der "Berfihrtmgstransformationen, Leipzig 1896, 1, Kap. 10, w167 1 und 2, 
S. 44I ft. 

3) Aether and matter, Cambridge 1900, w 50, S. 83ff. Siehe aueh F. Klein, 
Seminarvortr:~ge fiber die Entwicklung der Mathematik ira neunzehnten Jahrhundert, 
Kap. X, B. II, w 4 (19t7) .  (Eine Ausarbeitung dieser Vor~r/ige ist in Abschriften 
bei zahIreichen mathematisehen Universit~tsinstituten vorhanden.) 

6) Siehe etwa M. v. Laue, Die Relativit4tstheor~e 1, 4. Aufl., Braunschweig 1921, 
w 15 b-e .  

~) Ann. d. Phys. (4), 2{} (1906), S. 627 ft. 
5) Ann. d. Phys. (4), 36 (1911), S. 493ff. 

S. 513. 
Vgt. insbes, die Formeln 96 '  auf 

t7" 
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sind meines Wissens neu. Inwieweit sie den Zwecken 
dienlich sein k5nnen, mul~ die Zukunft entscheiden. 

der Physiker 

w 

Die E. Noethersehen S~itze. 

Zuerst gebe ich die beiden E. Nbetherschen S~itze an, und zwar in 
einer etwas altgemeineren Fassung als sie in der zitierten Note stehen. 
Ich verdanke diese einer miindlichen Mitteilung yon Fraulein Emmy Noether 
selbst. Vorgelegt sei ein Integral 

(1 )  I .  . . . .  x , u ,  ~ ,  ~ . , . , . . .  d x ,  

erstreckt fiber ein beliebiges reelles Gebiet der Ver~nderlichen xx, x~, . . . ,  x,~. 
, 2  

u, ~u~z ' ~z ~ ' c  u . . .  shad hierin Abkiirzungen ffir # reelle Funktionen der 

x~, ... x~ und deren partielte Ableitungen9), dx steht k~trrz ffir.dx~ dx.z.., dx~. 
Durch eine eindeutige und eindeutig umkehrbare Variablentransformation 

I ( ) y~-~ A~ x, u,  5-~' "'" 
(2) 

( ~ ) (~'~(v)--- B, ~, ~, ~ ,  . . .  

[ i  =-  I ,  2 ,  . . . ,  n] ,  

[ ~ =  I, 2 , . . . , , - t  
2 

by v v  
~ y ,  ~y"-~' '"  und ihre, Erweitungen fiir die Transformation der Ableitungen 

geh~ (1) fiber in 
~ 2  

I v--~ . . .  y , v ,  Oy '  Vy ~ ' ' "  

wo das Integral fiber das dem x-Gebiet in (1) entsprechende y-Gebiet 
zu erstreeken ist. Ist insbesondere die lhmktion f mit der Funktion f 
identiseh, so heiBt I invariant gegeniiber der Transformation (2). 

Wir betrachten jetz~ eine kontinuierliche Gruppe yon Transformationen 
(2) und nehmen an, dab die Parameter el, az, . - . ,  ee im Falle einer endlichen 
Gruppe (~e, bzw. die willkiirlichen Funktionen p(1)(x), p(~)(x),..., pie)(x) 
im Falle einer unendlichen Gruppe (~| so gewiihlt siad, da[~ der iden- 
tischen Transformation die Werte e ~ O  bzw. die Funkgionen p(x)-~O,  

~p (z) _ 0, 

die Gestalt 

. . .  entsprechen. Dann erhalten die Transformationsformeln (2) 

{~ yi = xi § Ax~ § . .  . 

( v e ( y )=u~+  due + 

dat~ die A x~, A u e 

[ i :  1 ,2 ,  . . . ,  h i ,  

[e = I, 2 , . . . , , ] ,  
in den e bzw. den p und es ist ertaubt anzunehmen, 

)" 9) Uber die Zuliis~igkeit komplexer Gr51~en vgt. E. Noether, S. 237, FuSnote 3, 
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und ihren Ableitungen linear sindl~ Brechen wit die rechten Seitea 
in (3) mit diesen linearen Oliedern ab, so heit~en die entstehenden Trans- 
formationen nach Lie bekanntlich infinitesimale. Die Iavarianz des Inte- 
grals I gegeniiber einer infinitesimalen Transformation bedeutet dement- 
sprechemd, dal~ sich f yon f nut um Glieder unterscheidet, die in den e 

bzw. den p,  9 x '  "'" mindestens vonde r  zweiten Ordnung sind. 

Unter einer Divergenz sei ein Ausdruck der Form verstanden 

D i v A =  aa~ ~&._,_. + ~A~ ~x I } ~x~ ~ "" ~x~' 

~ u  
wobei die A~ Funktionen der x, u, ax '  "'" sind. Die Differentiationen 

~u 
nach den x sind total zu nehmen, d.h.  indem die u, a x ' ' " "  als Funk- 

tionen der x betrachtet werden. 

Ich nenne jetzt I gegeniiber einer infinitesimalen Transformation 
,,invariant bis auf eine Divergenz", wenn 

t 4 ) f = f + Div C + hShere Gtieder, 

~p 
wo der Ausdruck C in den ~ bzw. p, ~ x ' " "  linear ist . .  Der Fall, da~ 

C identisch Null ist, sei getegentlich in dieser Redeweise mit einbegriffen 1~). 
In der Einfiihrung dieses Begriffes liegt die am Eingang des Paragraphen 
erwiihnte Vera!lgemeinerung gegeniiber der urspriinglichen VerSffentlichung 
yon Frgulein Emmy Noether. 

Nunmehr kSnnen wir die E. Noetherschen S~tze aussprechen: Ist d:ts 
Integral I gegeniiber den in/initesimalen Trans/ormati/yner~ einer end- 
licheu ff~e his au/ eine Divergenz invariant, so werden genau e linear 
unabhdngige VerSindungen der Lagrange~,chen A usdriiJce zu Divergenzen. 
Mala setze ngmlich 

u--A 
). 

und definiere A x , . . .  A~ (lurch die Identitgt 

. . ~  Y~ 3ui = 5 f +  Div A ,  

to) Vgl. E. Noether, S. 244 unten und S. 246, Anfang yon w 4. 
11) Wiihrend die vollsK4ndige Invarianz gogenfiber ainer infinitesimalen-Traas- 

formation T die vollstgndige Invarianz gegeniiber dot eingh'edrigen Grappe, die daroh 
T erzeugt wird, ohne weiteres nach sich zieht, ist das ontsprezhende boi der In- 
varianz bis auf ein.e Divergenz im aBgemeinen nicht der Fall. Desh~lb mu~te die 
De6nition dieses Begriffes, notwendigerweise an die infin:tes'maIen Transformationen 
gekniipft werden." 
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in weleher die Y~'i die Lagrangeschen Ausdriicke der Funktion f bedeuten, 
und weiter B 1 , . . .  B~ durch die Gleichungen 

( 6 )  B i ------- C i @ A i - -  f A x  i . 

Dann zerspMte man (~ u und B nach den einzelnen e: 
A(1} ~(,,)~ bu i = q ~  u i + - - . + Z o o ' ~ i ,  

= ~ . B !e) 1) + ". + 4 * , 

und die gesuehten Divergenzrelationen werden: 

(7) ~ v A b ( 1 ) u , =  DivB(1), . . .  ~V~pitS(O)u, = OivBt~) 1~). 

Ist  umgekehrt von den Lagrangeschen Ausdriicken bekannt, dab fiir 
geeignete Funktionen 5 u  und geeignete B genau ~o linear unabhiingige 
Relationen (7) bestehen, so 'kann man riiekwiixts v~) e linear unabhiingige 
infinitesimale Transformationen herstellen, gegeniiber denen I b i s  auf eine 
Divergenz invariant ist. Da die Zerspaltung yon B in C und A -  f A x  

auf mannigdaehe Weise mSglich ist, lassen sich aueh mannigfache Systeme 
von solchen infinitesimalen Transformationen angeben. Man iiberzeugt sich 
nun leicht yon der Richtigkeit der Bemerkung, dab es dann und nur dann 
m6glieh ist, die. genannte Zerfiillung so vorzunehmen, dab die resultieren- 

~2 

den Transformationen von den ~u o u ~ z '  ~x ~ " '"  frei sind, wenn die Funk- 

o u ~8 u frei sind und von den -: - entweder gleieh- tionen 6 u  von den-~xo.; Ox~, . . .  v x  

falls frei sind oder in sehr spezieller Weise linear abhiingen~). Wenn 
diese Bedingung erfiillt ist, l~Bt sich beweisen, daft die ~ infirritesimalen 
Transformationen, zu denen man gelangt, genau eine L)-gliedrige Gruppe 
erzeugen. 

Zum Zwecke der spiiteren Anwendung notiere ich noch den Ausdruck 

fiir die B~ im Falle, dab f nut  yon den ersten Ableitungen ~u~ abhiingt: 
O2/ 

[ 0 ,  wenn ), =~= i, 

1 1, wenn 2 = i .  

~) Vgl. E. Noether, w 2, S. 242. 
lz) Wie bei E. Noether, w 3, uusgefiihrt. 
14) N~mlieh 

~x 2 " ). 
Dann liigt sieh erreiehen: 

A x ~ = - f i t ( x , u ) ,  A u i =  a ~ ( x , u ) ,  C~= A * - B i  
f + , S i ( x , u ) .  
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Der zweite Satz bezieht sich auf eine unendliche kontinuieihche 
Gruppe ( ~ e  und besagt, daft die Invarianz yon I bis au] eine Divergemz 
gegeni~ber den in]initesimalen Tra~s/ormationen der (~| ~ linear un- 
abhdngige Abhdngigkeiten zwischen den YJi und ihren totalen Ableitungen 
nach den x zur Folge hat, und daft umgekehrt das Bestehen 9 solcher 
linear unabhSngiger AbMingigkeiten die Invarianz yon I his au] eine 
Divergenz gegeni~ber gewissen O in/initesimalen Trans/ormationen mit 9 
willki~rlichen Funktionen nach sich zieht. Um die genannten Abh~ngig- 
keiten aufzustellen, schreibe man Gleichung (5) in entwickelter Form auf: 

Q p o.) 
~,. . .)  ~(~~ (x) + b~ ~' (~, ~,...)-~-;- + . . .  

+ ~,-~") ( ~, ~ , . . . )  ~_~_~ ~x ~ L ~) ~. 

Dann lauten die Abhiingigkeiten einfach: 

( 1 O) ~ ~'" (;')g'i) -- ~ (bff) ' (c~ ~') Wi) 0 I~a, ~ v,,) = . . .  + ( -  1)" = 

[2--- ~, 2 , . . . ,  e] ~). 

w 

Anwendung auf das n-Kiirperproblem. 

Ein erstes Beispiel fiir die bequeme Anwendbarkeit der E. Noether- 
schen S~tze bietet die Herleitung der bekannten zehn Integrale des 
n-KSrperproblems. Obwohl der zugrunde hegende Geclanke wie auch die 
Ausfiihrung im einzelnen nicht neu sein diirften 1~), fiihre ich die kurze 
Rechnung vollst~ndig durch um der formalen Analogie mit  den nachher 
aufzustellenden elektrodynamischen Erhaltungss~itzen willen. Die Differential- 
gleichungen des n-KSrperproblems ergeben sich aus dem Variationsproblem 

~fLdt = O, 

15) E. Noether. w 2, S. 243. 
16) Auch mit Lieschen Methoden, jedoch ohne Ausnutzung des vorteilhaften Um- 

standes, dab die Differentialgleiehungen aus einem Variationsproblem entspringen, 
behandelt diese Frage F. Engel, G5tt. Nachr. 1916, S. 270ff, -- Der Vergleich dfirfte 
den Vorzug des Varlationsansatzes deutlieh zum Ausdruck bringen. -- Fiir die ge- 
sehiehtliehe Entwieklung der Einsieht in die Bedeu~tung und denZusammenhang der 
zehn Integrale der Bewegungsgleichungen vergleiche man die betreitenden St~lten in 
Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik; ferner die interessante Note yon J. R. Schiitz in 
den GStt. Naehr. I897, S. 110 ft., sowie die zusammenfassende Darstellung yon F. Klein 
in ,Die Enta~icklung der Mathematik im neunzehnteaa Jahrhundert", Kap. I0, A w 2 
undC w 1917. 
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wo die Querstriche andeuten m6gen, da$ bei festen Grenzen zu variieren 
ist. ttierin hat die Lagrangesche Funktion L die folgende Bedeumng: 

L = T - - U ,  

T = 

5$ 
1 ~ .~ .~ .~ 

i=l  

U : ~ Z  ;g r / t t~k 
rJk 

r~7,= 

t < i < k < = _ n ,  

Gravitationskonstante, 

und die x~k sind aus dem Variationsprobtem als Funktionen von t zu be- 
stimmen. Es handelt sich hier also um ein einJaches Integral, t tritt an 
die Stelle der vorhin mit x und die xik treten an die Stelle der vorhin 
mit u bezeichneten Gr6gen. 

Bekaantlich sind die Bewegungsgleichungen des n-KSrperproblems 
gegeniiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenannten ,,Galilei- 
Newtongruppe" invariant. An dem Variationsproblem zeigt sich diese In- 
varianz in der Weise, dal~ L gegeniiber den infinitesimal en Transforma~ionen 
der Gruppe zum TeiI vollstiindig, zum Teil bis auf eine Divergenz in- 
variant ist. Diese Iauten ngmlich: 

(11) a) A t : r ,  4 x i ~ =  0, 

b) zl t = 0, Axi~ , = % ,  
3 

c) A t : O ,  Axi~ = ~ ,  fl~exio 
~o=1 

d) J t  = 0, A x ~  = ),~t 

= 0 ) 

[ k = 1 , 2 ,  3],  

und man sieht ohne Mfihe, da] bei a), b), c) AL = 0 ist, dagegen ist bei d) 

n 3 

A L  = -d~ mi~,~x~ = -di C = DivG. 
i= l  k=l  

Nunmehr ergeben die~Formetn (5) und (8) 

dx~k = Axik -- ~ , A  t, 

n $ 

i=l k=l 

und die E. Noethersehen Divergen~relationen nehmen die Form an" 
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(12) a) 

b) 

n 3 

(T+U), _ ~ - ~ _ . ~ ~  -- _ _  

~ --- d t  
i = 1  /r 

d 

i=l i = 1  

; ;=1 

i = l  

[ k - -  1, 2, 3], 

d 

i=1 
[(/~,,) = (2, 3), (3, 1), (1,2)] ,  

d t  �9 ~ } 51 1, 2, 3]. 

Soweit handelte es sich um rein ]ormale Identit~iten, die sich iibrigens 
naehtr~iglieh leicht direkt veriiizieren lassen, indem man 

n 

Y)i~ - -  ~x ,k  d t  - ~  ~--- I m i r n .  d . 

einsetzt. Von der Forderung ~ f L dt ~ 0 ist bisher keinerlei Gebrauch 

gemaeht. Betrachten wir nun jedoch die Di//erentialgleichungen des n- KSrper- 
problems, so haben wit die La~angeschen Ausdrticke Y~i gleich hTull Su setzen, 
mad die Gleiehungen (12), deren linke Seiten damn verschwinden, lidern 
uns die zehn bekannten ersten Integrale des Problems, n~mlich (12a) den 
Energiesatz, b) die drei ersten Schwerpunktss~tze (auch Impulss~tze ge- 
nannt), c) die drei Fl~hens~tze, und d) die drei zweiten Schwerpunkts- 
s~tze. Die Form, in der die letzteren erseheinen, weicht von tier sonst 
iiblichen etwas ab; um zu dieser zu gelangen, hat man nur zu beachten, 

dab nach (12b) l m i ~ i k - - c k  ist, woraus dann folgt: 

(13) ~m,x,,-----c,  tq-c'~ [ k :  1 ,2 ,3 ] .  
i = 1  

(c,, cl : Konstanten.) 

Fiir uns ist abet gerade die Form (12d) yon Bedeutung, erstens, weit sie 
zeigt, dal~ die zweiten Schwerpunktss~itze sieh vSllig in die Reihe der 
fibrigen Erhaltungss~tze einordnen, zweitens, well sie uns so "den Scl~liissel 
zur Deutung tier analogen elektrodynamisehen Relationen (28)geben. 

w 

~rbersicht iiber die im folgenden gebrauehten Bezeiehnungen. 
Vor der Behandlung tier elektrodynamischen Gle'mhungen schicke ich 

eine Ubersieht fiber die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen voraus. 
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Im allgemeinen halte ich reich an die yon M. v. Laue in seinem Buche 
,,Die Relativit~itstheorie" Bd. I gebrauchten, a'ueh folge ich weiterhin 
v. Laue in der Symbolik fiir den drei- und vierdimensionalen Vektor- 
und Tensorkalldil, so hKl~lich diese auch ist, so daI~ der Leser alle ibm 
etwa unbekannten Symbole dort nachschlagen kann. Das Mai~system ist 
das Lorentzsche 17) in CGS-Einheiten. c bedeutet fortan, wie immer, die 
Lichtgesehwindigkeit. 

in vierdimensionaler Schreibweise 

T a b e l l e  der  B e z e i c h n u n g e n  is) 

in dreidimensionaler Schreibweise 

x~,  x~,  x s, x 4 x ,  y ,  z ,  i c t  

r = Vektor vom Koordinatenanfangs- 
punkt naeh einem festen Raum- 
punkt, aicht nach beweglichem 
Teilchen. 

Elektromagnetischer Sechse~- 
tensor: 

f: s 51, 5o.; 54, s 
f , ~ = - h ,  

Der dazu duale Sechsertensor: 

f*=f,4, f~=f~l, f*=f,~ 
Viere~ote~tial: �9 

Analogon z ~  Lagrangeschen Funk- 
t i o n "  

4 4 

~(~- _ ~ )  

~) Siehe Encycl. d. math. Wissenschaften 5, Art+ !3, 7d. 
~s) Bei der Gegenfibersfellung sind nicht alle GrSBen in beide Spalten auf- 

genommen, um~nicht  dutch weitere Vermehrung an Buchs~aben, die doch nieht 
benutz~ werden, zu  verwh~en. 
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in vierdimensiona!er Sehreibweise 

Elektromagaetischer Energie-Imputs- 
tensor: 

4 

) .=1 

t 0, wenn i=b k 
~ik t l ,  wenn i = k  

Dichte des Viererstromes: 

P , ,  P..,, P~, P~ 

Dichte der etektrischen Viererkxaft: 

F~, F . ,  F a, ~v 

Meehaniseher Energie-Impulstensor: 

in dreidimensionater Schreibweise 

, I 
I 

Pe~  P ~y  P ~ .  c | ! 
! i i i 

p~-~ Dichte der ~axwellschen 
Sparmungen 

~ ~ c [~, 92] ~ PoyntingscherVektor 
der elektromagnetischen Energie- 
strSmung 

1 f ~-. ~ 92 ") -- Dichte der elek- W~---- 2~.~ , 
tromagnetischen Feldenergie. 

| --  Dichte des eleIctromagne- 
~e - -  C2 

tischen Impulses des Feldes 

C r c 

o-~riiumliche Dichte der elektri- 
sehen Ladung 

q = Geschwindigkeitsvektor der elek- 
trischen Ladungen bzw. ihrer 
materiellen Triiger. 

Diehte der vom Felde auf die La- 
dungen ausgeiibten Kraft: 

1 

Diehte der Leisturlg clieser Kraft: 
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in -derdimensionaler Sehreibweise 
. . . . . . . .  i . . . .  

Gesamter Energie-Impulstensor �9 

T~k = Tki : R~k ~- Sik 

in dreidimensionaler Schreibweise 

~,,~ : Diehte 
pulses 

koq 

= ~t,/1 q~ 
C ~ 

des mechanisehen Im- 

k o = Massendichte 

W~ = Dichte der kinetischen Energie 
der bewegten Materie 

ko c'z 

= ~ I  q~ 

~ : q W~ ~ Dichte der durch die 
Bewegung der Materie ver- 
mittelten EnergiestrSmung 

P = Pc -~- [ [ g,,, q ] ] = gesamter 
Spannungstensor 

fl = g~ ~ g~ = gesam~e Impuls- 
dichte 

: ~e ~ ~, .  = gesamte Energie- 
strSmung 

W = W e + W,,~ = gesamte Energie- 
dichte. 

w  

Die Invarianz der MaxweIlsehen Gleiehungen gegen die konforme Gruppe. 

Von den beiden Systemen der Maxwellschen Gleichungen fiir den 
freien Xther 

I. A i r  f* =-- 0 II.  zl iv  f=: 0 

wird das erste identisch befriedigt dutch den Ansatz 

(t5)  . f =  ~Dt q~. 
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Fiihrt man diesen in II. ein, so werden die linken Seiten von II. genau 
die Lagrangeschen Ausdriieke Y+i des Variationsproblems 

: O,  

bei dem xl, xo., x~, x~ als unabh/ingige Variable und q%, q%, ~8, ~% als 
gesuchte Funktionen dieser zu betraehten shad und die Variation bei 
festem Rande und festen Randwerten der ~0 vorzunehmen ist, wcran die 
Horizontalstriche erinnern sollen. Das bier auftretende Integral bleibt 
nun unge~indert, werm man die x l , . . ,  x~ einer beliebigen Transformation 
der 15 gliedrigen konformen Gruppe des R 4 unterwirft and gleichzeitig die 
Komponenten-des Viererpotentials c#~, q%, ~3, ~4 k~ zu den 
Diiterentialen dx~, dx~, dx~, dx  4 umfo~mt. Da wit es nut mit rein 
formalen Operationen zu tun haben, brauchen wi~ u n s u m  die (vom 
Standpunkt des Physikers notwendigen) Realit~tseinschr~inkungeu der Para- 
meter der Gruppe nicht zu kiimmern. Die genannte Invarianz erkennt 
man leieht, wenn man unter Beaehtung des Umstandes, da/] sieh die GrSl]en 

a ~  ~~ kontragredient zu den GrSBen d x  i dz.~ umsetzen, den Aus- 

druek ausrechnet, der dutch beliebige lineare Transformation der dx  aus 
dem Ausdruck 

i ,  1r 

entsteht. Man findet so, dal] er dann und .nut dann in den neuen Va- 
riablen die gleiehe Form 

i , k  

erh~lt wie in den alten, wenn die Transformation die Gteichung 

dx:  = 0 in die en tsprechende~ d~:  = 0 tiberfiihrt. Die Gesamtheit 

dieser Transformationen bildet abet genau die konforme Gruppe. 

Neben dieser endlichen kontinuierlichen Gruppe l~il]t das Varia~ons- 
problem offensichtlich noch eine unendliche Gruppe zu, welehe die eraten 
Ableitungen einer willkiirliehen Funktion enth/ilt: 

[ i = 1  2, a, 4], 

da (vgl. 15) die Rotation eiaes Gradienten identiseh versehwindet. 
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w 

Aufstellung der formalen Identitiiten. 

Auf Grund der E. _Noetherschen Siitze miissen jetzt 15 linear unab- 
h~ngige lineare Verbindungen der Lagrangeschen Ausdrtieke 

identisch zu Divergenzen werden, und auBerdem muB zwischen den Wi 
und ihren ersten partiellen Ableitungen eine Abh~ingigkeit identisch 
erfiillt sein. 

Ein System von 15 linear unabh~ngigen infinitesimalen Trans- 
formationen unserer (~ls ist das folgende19): 

(17)  a) ~x~  = ~ ,  

b) ~ ~ = Z ~ x,. ~ , ~ .  --- - ~o~ ' 
0 

p p 

Von diesen Transformationen entspricht die auf k = 4 beziigliehe yon a) 
der Transformation (11 a) der Galile.i-Newrongruppe, die drei andern (17 a) 
den r/iumlichen Translationen ( l l b ) ;  die zu den Parametern fl:3, fl,~, fi~ 
gehfrigen ,,riiumlichen Rotationen" yon (17b) entsprechen den Rotationen 
(11 c) der Galilei-Newtongruppe, die drei iibrigen zu fi~4, fl~, fis~ gehSrigen 
,,zeiflichen Rotationen" entsprechen tier Einftihrung einer anders geriehteten 
t-~kchse bei festgehaltenem x, y, z-Raum in der Galilei-Newtongruppe 
(1 ld).  Die Formeln (17c) und d) entspringen der Zusammensetzung je 
zweier Transformationen dureh reziproke Radien. Die zu den dx kontra- 
grediente Transformation der ef ist einfaeh gegeben dttreh die Formel 

Z [k= 1 2, s 4] 

und die infinitesimale Transformation der unendlichen kontinuierlichen 
Gruppe durch 

ap 
~lx k ~- 0 A 9~k ~ ax k . 

)9) Siehe z. B. S. Lie und F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen 3, 
Leipzig 1893, S. 281. 
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Betrachten wit zuniichst die der Ietzten entsprechende Abhgngigkeit. 
Naeh (5) wird 

ap 
5(pi = ax.'  

t 

somit ergibt der Vergleich mit (9) und (10) 

(19) . ~ ,  -~. W, = O. 

Um die Divergenzrelationen aufzustellen, bilden wir nach (8) 

was auf Grund der Definition des elektromagnetischen Energie-Impuls- 
tensors Si, iibergeht in 

k 2 k 

Wiirden wir jetzt fiir 3 x ,  ~ cf die Ausdriicke aus den Formeln (17)und 
(18) einsetzen, so wiirden wit zu Divergenzrelationen gelangen, die sehr 
lang und uniibersichtlich gebaut sind "~~ und vor allem an dem wesent- 
lichen Mangel leiden, dab in ihnen die Viererpoten~ialkomponenten of, die 
doch bier nut mathematische HilfsgrSl~en sind und keine selbst~ndige reale 
physikalische Bedeutung haben, explizite und nieht nut in den physikalisch 
allein sinuvollen Verbindungen f/k auftreten. Diesem Mangel l~$t sich 
jedoch dutch einen Kunstgriff abhelfen. Aus der unendlichen kontinuierlichen 
Gruppe lassen sich doch auf mannigfache Weisen endliche Gruppen aussondern, 
indem die Funktion p nicht vSllig willkiirlich, sondern nur von endlich 
viel Parametern abh~ngig genommen wird. Indem wit nun zu der Trans- 
formation (18) fiir ein in geeigneter Weise spezialisiertes p den Ausdruck 

a p hinzufiigen, gewinnen wir gerade solche infinitesimale Transformationen, 

die zu Divergenzrelationen fiihren, in denen die ~ nur noch in den Kom- 
binationen fik auftreten. Wie wit das p zu spezialisieren haben, wird 
sich im Verlauf der Reehnung zeigen. 

~.0) Nur als Beisp:,el gebe ich die aus (17d) fliellenden Formeln 

I o %. 

~x~ 7 s i s 

{k= 1, 2, S, 47. 
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SeSzen wit demgem/~ in (20) fiir d q% den Ausdruck 

(21) 

ein, so gewinnen wit 

Z $Axi ~P 

k t. o X  k ( f z  O x  k ,,. " C X k )  ~2  " " 

k ). i 

und nun erkennt man, da$ die richtige Spezialisierung yon p 

(23) a) 

ist. Nach (5) und (21) wira jetzt 

zz,, 
2. 

so da6 die Divergenzrelationen die Gestalt annehmen 

i 2 i ~ ). 

Setzen wir jetzt die Ausdrficke (17) ein, 

i 

b) 

c) 

a) 

so erhalten wir 

[ ~ = i ,  2, 3, 4], 

i ~ xl i 

[(#, v ) =  (1, 2), (1, 3), (1,4), (2,3), (2, 4), (3, 4)], 

i Q i e 

2, 4]. 

w 

]] in~hrung der physikalischen Ans~it~. 

Bis zu diesem Punkte handelte es sich wiederum nur um rein formale 
Identit~iten, die sich dutch Einsetzen von (16) und dex aus der Tabelle 
auf Sei~e 266--268 folgenden Werte der S i ~ als Funktionen der 99 verifizieren 
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lassen. Erst jetzt setzt der physikalisdhe hnsatz ein, indem fiir den freien 
Xther die Lagrangeschen Ausdriicke Y'i gem~ (14 II) gleich Null gesetzt 
weMen und fiir mit ponderabler Materie erf~dtlte Gebiete gleich den be- 
ziiglichen Komponenten des Viererstromes Pi e~). Solcherweise folgen aus 
den Identit~ten (19) und (23) nunmehr physikalische S~tze, die mit dem 
Namen ,,Erhattungss~tze" benannt zu werden pflegen. Um abet den 
physikalischen Inhalt in aller Vollstiindigkeit herauszubringen, diirfen wir 
uns bei Anwesenheit ponderabler Materie nicht auf die dutch den Ansatz 
Y~i ~ P~ gelieferten Erscheinungen im elektromagnetischen Feld allein be- 
schr~inken, sondern miissen die Wechselwirkung von Feld und ponderablen 
Massen beriicksiehtigen, die durch den Ausdruek fiir die Viererkraft 

i 

geliefert wird. Diese Kraft- bzw. Leistungsdichte steht ihrerseits au~ 
Grund der relativistischen Dynamik mit der Impuls- und der Energie- 
dichte der dureh sie bewegten Massen in der Beziehung 

-- ~t ~- bi, [[fi;,, q]], 

( ~ ) _  ~w~ 
~t ~- divq W~, 

oder vieMimensional geschrieben 

i * 

Hiernaeh nehmen die Erhalttmgssiitze die Form an 

~x. T~i = 0 
i * 

b) 

c) 

d) 

[ 2 = 1 , 2 , 3 , 4 ] ,  

(x , ,  ~',,~ - x,, T . i )  = O 
i 

[(#,  ,,) = ( 1 , 2 ) , . .  (3, 4)],  

" " e e i 

[ 2 = 1 , 2 , 3 , 4 ] ,  

wobei S~.i-t--R~.~= T~.~ geschrieben und von der Symmetrie R~---~R~ 
Gebrauch gemacht women ]st. 

~.I) I ch  beschr~nke reich de r  Einfaehhei t  h a l b e r  auf  die Grundg le ichungen  d e r  

Elekt ronentheor ie ,  d. 11. auf  den  Grenzfall  e =  1, # = 1, o = 0  de r  Gle iehungen 

ponde rab l e  Materie.  

Mathematische Annalen, 84. 18 
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w 

Die physikalisehe Deutung der Ergebnisse. 
Um die physikalische Bedeutung der S~itze (24) zu ermitteln; spalten 

wir sie notgedr-ungen in i/are r~umlichen und zeitlichen Bestandteite, ob. 
wohl die sehSne Symmetrie der Formeln dadureh auf das G rausamst~e 
zerstSrt wi~d. Die Umschreibung in die dreidimensionate Vektoranalysis 
liefert, wenn noch K zur Abkiirzung fiir die Summe ~" R ,  geschrieben wird, 

(25) H ~) ~t ~ + biDp = 0, 

%) ~ T W + - d i v |  

[~, g] + bi~ [r x p ]  = o ~), b~) ~ 

b:) ~ ~ -- t --  

e) ~t{(rfl)-- Wt}-~div{[r,,p]--~t}=K, 

{r(~:g) + [~:, [r, fill -- 2 r t W - ~ - c + t ~ g }  d~) 

i)iv {[[r, i t , P i l l  ,4- [r>< [ r x p ] j  -- 2t [[1:, ~ ] ]  -{--c~ = 21:K, 

~2 t ( r f l ) - -  W~ ~ c~ d:) . b ~-[l: -~- t~)j 
{ 

§ div { 2 t [ 4  p ]  - s (+~-+  +~ t~)} = 2t  K.  

Zu diesen Gleichungen tritt noch die aus (19) folgende sogenannte Kon- 
tinuit~tsgleiehung der Ele~rizit~t hinzu 

(26) div(ecl) + ~-t = 0 .  

Die Gleichungen (25) formt man h~iufig aus der Differential- in eine 
Integraliorm urn, indem man sie tiber ein dreidimensionales Raumsttiek 

+:~) Der Index r entsprieht den r~umliehen, der Index z den zeitliehen Kompo- 
nenten. 

~a) D a v .  Laue das Zeiehen [r, P i  sehon fiir den Vektor mit der x-Komponente 
x P x x  "q- Y P x  y �9 Z p x  z verbraueht hat, habe ieh mir erlaubt, hier das Zeichen [ ~ x p ] 
fiir den Tensor 

l Y P z x  --  Z p y x  

Z P x x  -- X p z x  

x P y x  -- Y P x . :  

y p ~ y -  z p y y  

Z P x y  - - X p : y  

x p ,+y--  y p x y  

yp::-, --  z p y z  \ 

) z Px~  --  X p ~  z 

X p y z  -- y Px: 

zu benutzen. ?3brigens gilt [r, b i ~ p ] = b i v [ r ,  x p ] .  
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integriert, wobei die Integrale fiber die Divergenzglieder zu Oberil~chen- 
integralen werden. Wir wollen annehmen, dab wit ein abgeschlossenes im 
Endliehen gelegenes System yon NIassen und Ladungen vor un~ haben, 
und da] die Komponenten des Energie-Impulstensors nach auBen so msch 
abnehmen, da] wir fiir ein hinreichend groBes, Massen und La~lungen in 
seinem Innern enthaltendes Integrationsgebiet B die Oberfl~chenintegrale 
gegenfiber den Raumintegralen vernachl~ssigen diirfen. D~nn ergeben die 
Formeln (25at) , az) und b ) d i e  Erhaltung des Impulses, der Energie 
and des Drehimpulses ur~seres gesamten Systems" 

(27) %) f f f fl d z = q6 = konstanter Vektor, 
B 

a~) f f f W d z ~-- E == Konstante, 
B 

b~) f f f [1:, fi ] d z = ~ = konstanter Vektor. 

Formel (25 b~) dagegen nimmt zun/ichst die Gestalt 

 {ff; fff (28) ~-/ r ~ dr -- t ~dz = 0 
B 

an, deren ganz deutliche Analogie zum zweiten Schwerpunktssatz (12 d) 
bei dem n-K5rperproblem wir sogleich erkennen werden. Vom Standpunkte 
der Relativit~tstheorie aus hat man ja Masse und Energie als identisch 
zu betrachten, und zwar ist eine Masse m als Energie vonder Gr5Be m c ~ 
anzusehen. Umgekehrt wird es gestattet sein, jede Energie mit der Dichte 

w 
W einer Massendichte yon der GrSl~e c~ - / r  i~quivaleht zu setzen. Hier- 

durch erh~lt auch das elektromagnetische Feld im ffeien Ather einen 
,,Schwerpankt", und 

B .B 

E ist der mit der Gesamtmasse ~- muttiplizierte RaAiusvektor vom Koordi- 

natenanfangspunkt zu dem gemeinsamen Schwerpunkt yon elektromagne- 
tischem Feld und ponderabler Materie, entsprieht also vSllig der in (12d) 

stehenden GrSBe . ~ m ~ x ~ ,  w~hrend die m i t t  multiplizierten Glieder in 
i 

(28) und (12d) beidemal den Gesamtimpuls des Systems bedeuten. Arts 
Formel (28) in Verbindung mit (27%) folgt dann 

(27 b~) r . ~ d z = ~ q - - ( ~ t  (~x = konstanter Vektor) 
B 

wieder in vSlliger Analogie zu (13), d.h. 
18" 
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Der 9emeinsame Schwerpunkt des elektromagnetischen Feldes und 
der ponderablen Materie bewegt sich geradlinig gleich]6rmig. 

Die fiinf iibrigen S~tze haben wegen des Auftrete_~s der Gr5Be K 

nicht mehr die Form reiner Erhaltungss~tze ( ~  yon Raumintegral --= Ober- 

fl~chenintegral), wenn bewegte KSrper im "O~Integra~ionsgebiet vorhanden 

sind; daher l~Bt sich die Inte~ation nach der Zeit nicht explizite durch- 
fiihren. Trotzdem kommt den S~itzen natiirlieh ein wohlbestimmter physi- 
kalischer Sinn zu. Um aber die Auffassung zu erleichtern, wollea wit 
uns auf den Fall beschr~nken, dab wir es nur ;nit den Erscheinungen im 
freien Xther zu tun haben, und dab keine ponderablen Massen durch das 
Feld bewegt werden. Dana wird K = 0 und wir h~ben wieder reine 
Erhaltungss~itze, die wir in der Form sehreiben kSnnen" 

(27) ~c) j ' J ' J ' ( r ~ ) d ~ =  r + E~t, 

at) 

f f �9 -~ C~ -~ 2 C 1 t q- E e t d~) r c~ d 
2 

2~ 

O~, O., -~ Konstanten, ~., = konstanter Vektor. 

Am leichtesten verst~indlich yon diesen Gleichungen ist d). Nach der 

Beziehung w~ _ ,,Massendichte" des elektromagnetischen Feldes bedeutet 
C ~ 

die linke Seite von d~) die halbe Summe de~ Haupttr~gheitsmomente der 
,,elektromagnetischen Masse" des Feldes in bezug auf den Koordinaten- 
anfangspunkt, so dat] wir sagen k5nnen: 

Die Summe der elektromagnetischen HaupttrSgheitsmome~te des Feldes 
in bezug au/ einen beliebigen /esten Punkt i.st eine quadratische Fu~ktion 
der Zeit, und der Koe]/izient des Zeitquadrates ist die doppelte Gesamt- 
energie des Feldes. 

Die Gleichungen (27 c) und d~) scheinen mir dagegen kein unmittel- 
bares Analogon in der ,.~Iechanik zu haben. So wird man wohl die links 
stehenden Integ'randen als neue GrSBen in die Physik einfiihren miissen. 
Die Dimension yon (r ge) ist die der Dichte einer WirkungsgrSl]e und die 
von {~(r~)-+- [r[~ge]]} die des Momentes einer Wirkungsdichte. 

Ich mSchte nicht schtiel]en, ohne meine Dankbarkeit gegen Fraulein 
Emmy Noether und Herrn Prof. Paul Hertz fiir ihr wohlwollendes Inter- 
esse, mit dem sie reich bei der Durchfiihrung unterstiitzten, zum Ausdruck 
zu bringen. 

(Eingegangen am 3. 3, 1921.) 


