
~ber die Realitfit von Nullstellen ganzer traaszendenter 
Funktionen. 

Von 

Nikolaj Tschebotareff in Odessa. 

I ,  

Wie b e k a n n t ,  besteht die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Realit~t (bzw. Positivit~it) yon Nullstellen eines reellen Polynoms 
f ( z ) .~-  a o -~- a l  z -~-  . . . "Jr- a ,, z '~ (a~ ~ 0) darin, da~ die quadratische Form 

O, . . . ,  ~ - - 1  

~ 8~n+i+jX~Xj 

positiv definit sein muff, wobei --s~ die Koeffizienten der Entwicklung 
der logarithmischen Ableitung yon f(z) sind: 

f ' ( z )  
f ( z )  : - -  s~  - -  s ~ z  - -  . . .  , 

w~hrend m eine beliebige gerade (bzw. ungerade) Zahl ist. (Man nimmt ge- 

l'@) nach wShnlich ~n ~ 0 und als #~ die KoeffLzienten der Entwieklung yon 7(z)- 

]allenden Potenzen yon z; doch liegt dies keiueswegs in der Natur der 
~ge). 

Herr Grommet hat in seiner grundlegenden Arbeit 1) diese Bedingung 
auf NullsteI|en yon ganzen transzendenten Funk~ionen erweitert. Er hat 
n~mlie~ folgendes gezeigt: 

A. Fiir jode reelle ganze ~ranszendente Funktion vom Typus 

- -  - - ~ )  e g ,  (z), 

t) j, Orommer, Uber gauze transzendente Funktionen usw., J. f. M~ 144 (1914), 
I14. 
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wo g(z )=ro+. . .+~ , ,~z ,~  (~,==>_o), g~(z)-=ro,~+.. .+y=_~,,z=-~, 
a, reell (bzw. positiv), A, ganz positiv, m gerade (trrw. ungerade) ist, 
sind die quadratisehen Formen 

O, . . . .  / ) - 1  

(2) ~_~ s,~+s+,x~x~ (p--~ 1, 2 . . . .  , ad inC) 

positiv-definit, wobei - - s ,  die Koeffizienten der Entwieklung 

f'(z) ( a )  v ( z )  = ~ = - s~ - ~ . . . .  

sind. 
B. Sind umgekehrt alle Formen (2) positiv-defmit, so kaun man be- 

haup~en, clal~ die reelle ganze transzendente Funktion f(z) den Typus (1) 
hat und dabei a reell bei geradem m u n d  reell positiv bei ungeradem m sin& 

Herr Grommet l~st in dieser Arbeit auch eine allgemeinere Aufgabe. 
Er betrachtet reelle meromorphe Funk~ionen T(z) mit tier Bedingung, 
da~ die entspreehenden quadratischen Formen (2) positiv-definit sin& 
Dann kommt er zum folgenden Ergebnis: 

C. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal~ die Formen 
(2)positiv-definit sind, besf~ht darin, da~ die entsprechsnde reetle mero- 
morphe FunkVion /olgende Mit-~ag-Lefflersehe Entwicklung zul~iSt: 

= - + A ,  f l ; z  T . .  + A ,  f l ,  

-f- a 1 -~ az z -~- . . .  ~T a,~ z m - l ,  

I 
wo % reell, fir = ~-~, a,, ~ 0, sign A, = sign ~;~. Ist dabei yon vornherein 

bekannt, da$ A, positiv sind (wie dies z. B. bei B. der Fall ist), so kann 
�9 man bei ungeradem m behaupten, dall die % auch alle positiv sind. 

Herr Grommet gelangt zu diesen Ergebnissen mit HiKe der Ketten- 
bruehentwieklung der FunkCion (3). Dabei benutzr er weitgehende mengen- 
theoretische Hilfsmitteh 

Herr Kritikos s) kommt zu den Ezgebnissen A. und B. auf viel ele- 
raentarerem Wege, indem er nut Ket~enbriiehe und den Hadamardschen 
Satz fiber gauze trauszendente FunkCionen anwendet. 

tm ersten Absehnitt der vorliegenden Abhandlung ~') zeige ieh den Zu- 
sammenhang tier Signatur der quadratischen Form (2) mit tier AnzahI tier 

s) N. Kldtikos, Uber ganze n'snszendente Funktionen usw., Math. Annalen 81, 
S. 97. 

~) Vg]. aueh meine friihere Arbeit: Uber die Rea]it~ yon W ~  ganzer trans- 
zendenter Gleichungen (russisch), Journ. des Forsch.-Inst. Odessa I, Nr. 1 (1923). 
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komplexen (bzw. negativen) Nultstellen yon f(z),  die unter den ~ absolut 
ldeinsten Nullstellen vorkommen. Nimmt man dann fiir jeden gew~hlten 
Index p einen geniigend grol]en Index m, so gibt der genannte Zusammen- 
hang das Kriterium flit die Realit~t (bzw. Posit ivit~t)von Nullstellen, 
welches flit alle reellen ganzen transzendenten Funktionen (d. h. aueh un- 
endlieher Ordnung) g/iltig ist. An der Spitze dieser Untersuchung steht 
die asymptotische Formel 

8. + 

we a~, ~ . . . .  , ~ Nullstellen yon f(z) derart sind, dab die Ungleichungen 

gelten und %~,~ flit geniigend grol~es m beliebig klein wird. Diese ganz 
elementare Methode schlieI~ sieh eng an die Bernoulli-Graeffesche Methode 
zur Berechnung der Wu~zeln an, die yon Herrn PSlya 8) auf transzendente 
Funktionen erweitert wurde. Diese Methode erlaubt, die Hu~witzsche Auf- 
gabe auch flit den Fall ganzer tmnszendenter Funktionen zu 15sen, wie 
ich dies mit einigen Besehr~inkungen durchfiikre (Herr Grommet hat dies 
ffir den Fall ganzer ~ranszendenter Funktionen yon der HShe Null getan). 

Im zweiten Abschnitt beweise ich den verallgemeinerten Satz C., indem 
ieh start meromorpher alle reellen eindeutigen analytisehen Funktionen 
~(z) betraehte, die durch die M_i~tag-Leffiersche verallgemeiner~e Pa~ial- 
bruehentwieklung da~stellbar sind. Hier benutze ich ein neues Kxiterium 
fiir die RealiSt  yon Nulls~ellen, welches auch an und ffir sieh bemerkens- 
weft ist: 

Damit die Nullstellen yon f(z) alle reell seien, ist notwendig und 
hinreichend, daft der Ausdruek 

we das Symbol J ( . . . )  den imagin~ren Teil bezeictmet, sein Vorzeiehen 
auf der ganzen Ebene beh~il~. 

Dieses Kd~erium gilt ~ reelle Polynome trod ganze transzendente 
Funktionen vonder  HShe Null und Eins. Es ist mit der Positivit~t yon 
Formen (2) f l i t  m =  2 ~i~tuivalen~. Um dies zu bew~isen, bediene ieh 
reich eines modifizier~en Borel-Lindelefschen Summa~ionsverfahrens~'~). 

3) G. Pelya, Uber das Graeffesehe Verfahren, Zeitschr. f. M. u. PIL 63, S. 275. 
*) ]~. Borel, Lemons sur les s6ries divergent~s. Paris 1901, p. !64-t68. 
6) E. Lindelef, Sur t'applioation de la th6orie des r6sidus etc., J. d. M. (5) 9 

(i9o3), p. 218. 
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Diese Zusammenstellung beider Kriterien ist mit dem Carath6odory-Toeplitz- 
schen Ideenkreis") verwandt. 

Ieh spreehe meinen Dank den Herren Krein, Ostrowski, Krawtchouk 
und Grandjot aus, die mir auf verschiedene Wei~ behilflieh waxen. 

w 

Es sei f ( z )  eine beliebige reelle ganze transzendent~ FunkCion 

(1) f ( z )  = ao + a l z  @ a~z ~ - { - . . .  ( a o t O )  

(d. h. mit reellen Koeffizienten ihrer Maclaurinsehen Ent~icklung). (Ist f ( z )  

nicht reell, so brauchen wir nut an Stclle yon f ( z )  die Funk$ion f(z).f(z) 
zu betraeht~n, wob~i f(z) die mit [ ( z )  konjugierg imagin~e Panktion 
ist.) Bezeichnen wir mit --s~ die Koeffizienten der Maelaurinsehen Ent- 
wicklang ihrer logarithmischen Ableitnng: 

(2) f ' ( z )  f(z) = --  s~ - -  s ~ z - -  s3z ~ -  . . . ,  

so kann man die s k mit Hilfe der Newtonschen rekurrenten Forme]n erhalten: 

a~s l+a~  = 0 ,  

(3) aoa ~ + a l s  ~ + 2ao = O, 
. �9 o . �9 . . . . . 

Es seien ferner al, a.~, . . .  alle verschiedenen Nullstellen der Funktion 
f ( z )  yon der Multiplizit~t bzw. A t ,  A . z , . . .  nach tier GrSile ihrer abso- 
luten Betriige geordnet: 

(4) < < . . . .  

Ist k eine gummer, fiir welehe I % t <  la~+~l gilt (solehe Nummern 
wollen wir H a u p t n u m m e r n  nennen), so gilt folgende asympt~otisehe Formel: 

(5) = 

wobei e,~.7 , flit geniigend grol~e Werte yon m beliebig klein wird. Denn 

f'(~) hat a, ( i = 1 , 2 ,  ) als einfaehe Pole mit Residuen bzw. 
f ( z )  "'" 
A, (i =-1, 2 , . . . )  trod bleibt in anderen Stellen regul~. Daher ist der 
Konvergenzraclius der Funktion 

f" ( z ) A1 A~ A~ 
f ( z )  z - a ~  z - a ~  "'" z -  ~ 

~"d,= 1 

6) G. HerglcCz, Uber Po~enzreihen mit pc~itivem reellen Tell im Einhe~skreis. 
Bet. Lpz. 68 (1911), S. 501. Deft ist auch die vo1!stAindige Literatur angefiitn~ 
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gleich ]ak+ ~ ], d .h .  grSfiex als ]e~ [. Bezeiclmen wix ikren Entwickelungs- 

kodfizienten bei z ~-~ mit ~"~r, so konvergiert die Reihe .~x-7~*'~-~ ak,m woraus 

folgt lira e~,~ = 0, w. z. b. w. 

1 Wir se~zen in der Formel (5) a, : ~ :  

und betrachten die quadratisehe Form 

(6) F ( x  o , x l , . . . , x ~ _ x ) - ~  • s , , + ~ + , x ~ x ,  

k m I /~--I 2 m0, . . . .  ~--1 
---- A ~  ( x o ~ x ~ + . . . + / ~  x~_~) ~ ;  27 ~,~+,+, .~ , ,  

k=X F, ~ 

wo T eine Hauptnummer ist. 
Kommen in der Reihe ill, f l~,- . - ,  tip Paare konjugiert imaginiirer 

GrSgen vor, so verfahren wit folgendermaBen. Es sei fl -~- ~ (cos ~o n u i sin ~o), 
f l ~ - 0 ( c o s ~ o -  isin~o) ein solehes Paar. Dann nimmt das entsprechende 
Paar Glieder in der ersten Summe yon (6) folgende Gestalt an: 

~ (~o + ~ + . . .  + ~'-~ ~,_~)" + a?~ (~o + F~  + . . .  + ?'-~ ~_~)~ 
--~ A e ~  (cos m ~. + i s i n m q ~ ) ( u  ~ -  i v ) ~ +  A ~  ~ (cos m q )  - -  i s i n m f ) ( u  - -  i v )  ~ 

2A~mcos m~o ( u  ~ - -  v ~) - -  4 A ~ s i n m ~ u v  , 

wobei die neuen Bezeichnungen folgende Bedeutung haben: 

y + ~  y - Y  
2 ' 2i " 

Nun wollen wir zwei F/ille un~erseheiden: 

>_L I. e~  ~5' ltgmq~l ~ 1, Iseemq~I ~ ] ~ ;  

II. sin m ~o > }~, ] co~g m ~o } < 1, [ cosec m ~o I < 1/2. 

Man sieht leicht, dab immer einer dieser Fiille eintreten mug. 
Im e~t~n Falle fiih~en wit folgende Transformation aus:  

2 A ~ * . c o s  m q ~ . (  u ~ - -  v ~ ) - -  4 A ~ . s i n  m~o u v 

~ -  2 A ~ . c o s m q ~ . ( u  - -  t g m ~ . v )  ~ --  2 A ~ . s e c m q ~ . v %  

Im zweiten Falle setzen wit:  u -~  w ~r- t ,  v -~- w - -  t ;  u v  ~-- w ~ ~ t ~, 

u s --  v ~ ~-~ 4w~:  
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2 A ~ c o s m c p ( u  ~ - -  v ~) - -  4 A Q ~ s i n  m c p . u . v  

- -  4 A ~ m s i n m e p ( w  ~ - -  t ~) J r - 8 A ~ e o s m ~ . w . t  

- -  4 A e , ~ m m q ~ ( w  - -  cotgm~.t)~ + 4 A e ' ~ s e c m q ~ . t  ~. 

Wit erhalten also in beiclen F~llen zwei tmabhgngige Quadrate mit 
eatgegengeset~,~ Vorzeichen. Division ihrer Koeffi~ienten dutch ~ ergibt 
GrSflen, deren absoluter Bet~ag zwischen zwei yon ~ull vers~hiedenen 
und yon m unabh~ingigen G~eazen liegt. 

Nun fiihren wit in der Formel (6) die Substitution 

y ~ . = x o - ] - f l k x l ~ . . . . - ~ f l ~ - l z ~ _ ~  ( k - ~ l ,  2, . . . .  p) 

aus, deren Koeifizient~n yon m unabhiingig sind and deren Dete~minaaat~ 
yon Null verschieden ist. Ferner gehen wir im FaUe imagin~e~ GrSi~en fl 
entweder zu u, v oder zu w, t iiber. Die Koe/tizienten dieser Substitution 
sind beschr~nl~ und haben von m unabh~ngige Determinante. Dann 
nimmt die Form folgende Gestalt an: 

(7) $ ' - - - - M ~ l f l ~ ! ' ~ . z ' ~ : i : M ~ i f l ~ ! ~ z ~  • . . .  
m 2 ~ m O ' ' " ~  - 1  (m) 

Hier liegen M~ (k = 1, 2 . . . .  , p) zwisehen zwei positiven yon m un- 
abh~ingigen Grenzen; ~ ) ~  werden ffir geniigend groSes m beliebig klein. 
Wenn wit daher auf die Form die Gaul~sehe Methode der Zerlegung in 
Quadrate anwenden, so miissen die sieh dadurch ergebenden Koeffizienten 
bei Quadra~en keine Vorzeieheni~nderung erleiden, wenn nut m geniigend 
groI~ gew~ihlt ist. Die Anzahl negativer Vorzeiehen in der ersten Summe 
yon (7) ist abet gleich d bei geradem mund  gteioh d -i- d' bei ungeradem m ,  

we d die AnzaJal Paare konjugier$ iraagin~rer und d-~-d'  die &n~ahl ne- 
ga~iver GrSl~en in der Reihe /71, f ig, . . . ,  fly bedeu~en. Demnach hat die 
ganze Form (7) dieselbe Zahl negativer Glieder. 

Fiihren wit die Bezeiehnung 

8m~ . . .~ 8re+p_ 1 

(8) . . . . . . . . . . .  

8 m + ~ _ l ~  �9 �9 .~ ' ~ m + ~ 2 a _  ~ 

ein, so wird die Kette yon Hauptdiagonalminoren der Form (6) ~olgender- 
maBen dargestellt: 

1, D~, D e D~ 

Die Zusammenstetlung mit dem bekannten Satz der Forment&eorie 
ergibt den 
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S atz.  Sind unler den emten p Nullstellen einer reetten gamen trans- 
zendenten Funklion f(z)  d Paare konjugiert imagimir und d' negativ, 
und iat dabei I%1-< I%+~ }, so bildet die Kette 

( 9 )  D L  . . . ,  

bei gen~zgend groflem m d Vorzeichenwechsel, wenn m gerade ist, und 
d + d', wenn m ungerade ist 7). 

w 

Bisher setzten wir voraus, dad m ,,geniigend graft" ist. Is t  abet die 
H6he der ganzen transzendenten Funlrtion f (z )  endlieh, so kann man be- 
weisen, dab die Positivit~t (bzw. Realit~t) yon allen lqullstollen der 1Mnk- 
tion f ( z )  die Positivit~t yon allen Varianten D~ fiir jeden festgew~ihlten 
(bzw. festgew~iJalten geradon) Weft  yon m nach sieh zieht, der nieht kleiner 
als die HShe yon f ( z )  ist. Dies folgt aus der Tatsacho, dag in diesem Falle 

die Reihen Z A ~ / ~  konvergieren mad flare Summen genau gleieh s~ sind: 
k = l  

(10) % ~ = ~ A k f l ~  fiir m : > m  o. 
k = l  

Worm wir demnach den Variablen x0, x 1 . . . . .  x ,_  1 ganz beliebige Zahlen- 
werte zusehreiben, so kann die Form (6) in folgender Gestalt dargestellt 
werden: 

. . . ,  = + zr-  m>= me. 
k = l  

Diese Reihe mul~ enbweder bei lauter positiven fl~ odor bei Iauter reellen fl~ 
und geradem m konvergioren und hat dann immor einen positiven Weft. 
Also ist die Form (6) positiv-definit, w. z. b. w. 

Man kann umgekehrt beweisen, da{~ die Positivit~it aller Varianten D~ 
bei ei~em festgewiihlten (bzw. festgew~hlten geraden) Weft yon m o die 
Positivit~t (bzw. RealiSt)  allot lqullstellen yon f(z) nach sioh zieht. Um 
dies zu beweisen, nehmen wit das Gegentoil an, d. h. da~ bei dieser Voraus- 
setzung nicht alle NutlstelIen positiv (bzw. reell) sind. Dann gibt es solehe 
Werto m 1 und p,  fiir welehe alle (bzw. atle geraden) Werte m :> m 1 die 
Ungleiehung D,~ < 0 ergoben. (W~ren etwa ~,r~ _-2' ~'~n~+l ----... ---- 0, so 
muBte das erste nieh~ versehwindende Glied dieser Ke~te negativ sein; 

~) Herr Krawtchouk hat reich aufmerksam gemacht, dab in manchen F~tlen in 
der Kette (9) einige Vorzeichenwechsel vexborgen sein kiinnen. Dies ta-itt n;iml~oh 
ein, wenn im Innern dieser Kette mehrere Glieder verschwinden. Dann lmnn n~n 
in der Matrix II s/~+, ~t ein ancteres System yon Hauptdiagonalminoren hervorheben, 
was stets zu dem gewfinschten Resultat ffihrt (siehe Frobenius, J. f. M. 114). 
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wiiren dagegen diese Varianten siiantlich gleieh l~ull, so w~ixe f{z) Polynom 
mit lauter reellen blullstellen.) Wit kgnnen dabei ste~ einen solchen Weft 
yon m w~llen, dal~ die Differenz m - - m  o gerade wird: m ~ m o ~ 2k. 
Nun betraehten wit die Matrix 

(11)  s ,~+ , ,  ,,,~+~ . . . .  , s,,,o+~+,, ( m o + 2 / ~ + 2 p _ 2 = m + 2 ~ o _ 2 )  
�9 . . . , �9 . . . . . . . .  , 

8 m o + i : + ~ - l ~  8mo+/C+p, �9 - �9 ~ 8r~+21o--2 

und die ihr entsprechende quadratische Form 
0 . . . . .  ~--I 

(12) I 8~o+~+,x~ x,. 

Diese letzteze lmnn nicht positiv-clefinit sein, da die Kette ihrer Haupt- 
diagonalminoren (yon reehts unSen naeh links oben): 

( l a )  l ,  D,~+.~,_.~, ,~+,~_~, . . . ,  D L . . . ,  ~.,~o 

wenigstens einen Vorzeichenwechsel hat. Daraus folgt, datl aueh die Kette 
yon Haup~diagonalminoren (yon links oben naeh rechts tm~en): 

(14) 19 D ~ ,  D 2 n~+~ 

Vorzeichenwechsel haben mui~, d. h. wenigstens eine der Varianten (14) 
nega~iv sein mul~. Dies widerspricht abet unserer Voraussetzung, w. z, b. w. 

w 

Die dargelegte Methode erlaubt uns, die Hurwitzsehe Aufgabe fiir 
den Fall einer reellen ganzen transzendenten Funktion zu 15sen, d. h. die 
Bedingungen a~uste l len  dafiir, dal~ ihre Nul|stetlen positive (oder nega- 
tive) Realteile haben. 

Wit betrachten hier nur den Fall, wenn versehiedene und nieht kon- 
jugiert imagin~e NuIlsteIIen yon fez) auch verschiedene absotute Betrgge 
haben. Au~erdem soU fez) keine rein imagin~ren NullsteIIen haben. 

Wir ziehen fotgende Varianten in Be~raeht: 

8m~ 4~,n4 1 ~ �9 . .~ 8 r e + p _  1 ] 

(15) a.. _- } , * = * 7  . : '  ! - 

Wenn wit h/er fiix ,,,,§ ihre asymptotisehen Ausdriieke (5') einsetzen, 
sehea~ w i~ leich~, da$ die Varianten zl~: D~ im Falle einer Hauptn,~mmer ~o 
folgende Gestalt annehmen: 
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�9 . �9 . . . �9 , . . . . . . . . . , . . , . . , . . . . . o o �9 �9 , ~ . . . , . 

�9 = / ~ = 1  

k = l  

�9 . �9 o . �9 �9 . . o �9 . . , o �9 . . �9 , ~ o . �9 ~ . �9 . . . . . . �9 �9 . . , �9 . 

~tA R ~+19-I + ~$Y+~-x . ...*~+~-~ ~ ~ ~ ~m+~-~ 2_ ~m+*~-~ 
= k = l  

~ . ~ . ~  . . . .  . a v . ~ . ~ $ ' . . . . . Z ~  �9 . . . . .  ~ . . ~ 

1 ~o~ ~_~ 
' ~ o ,  " "  " ,  v'~, I 

1, p,. . . . . .  ,~-~ 

1, fll . . . . .  f l~ - I  i'~ 
I 

. . . . .  1 
11 

h___ )-<,u<~ o 
"§ '~,~.~,= H (Z~ .4. P,,) "4" ,7,~.~, 

1 I  

wobei ~/~o~ mi~ waehsendem m beliebig klein wird. 
Wir beachten, dal3 das Vorzeichen des Realteiles yon fl~ (2 = i ,  2 . . . .  ) 

1 mit dem Vorzeichen des Realteites yon e~ x = ~  zusammenf/illt. Das Vor- 

zeichen aber yon & -4- fix, wo /~ mit s konjugiert imagin~ ist, stimmt 
mit dem Vorzeichen des Realteiles yon /~ iiberein. 

Nun seien fl~ und ~_~  = ~ konjugier~ imagin~re GrSBen der Reihe 

p~, f l ~ , . . . .  Dann ist das Hauptglied der Variants zl-~ : z~-~ gleich 

11 (Px+Ps) ~<=v-~ ~<=v-~ 

Der Fak~r  <][ (fl, -4- fly)" H (fl, +/~v-x) fist, als Produkt konjugiert 

imagin~rer GrS~en, positiv, woraus folgt 

(16) sign 2-~ ~= sign ~ (fl~). sign bei geniigen4 grol~em m, 

wo das Symbol ~ ( . . . )  den ReMteil der eingeklammerten GrStle bedeutet. 
Dieses Ergebnfis kann auch so aufgefa~ werden: 
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8atz. K o m m ~  in der Reihe fi~, fl~, . . . .  fl~ unter den oben gemachten 
Voraussetzangen d Paare mit  negativen Realteilen var, ~o e r ~ ' ~  die Kette 
der den Hauptnummern aus der Reihe 1, 2, . . . ,  ~ eutsprevhenden Variantea 

1,N, N . . . .  

bei gen~gend groflem m d VorzeichenwechseL 

Ganz ebenso kann man beweisen, da~ der Haaptceil der Varianten 

zl~ . a~ dasselbe Vorzeiehen hat wie der husdruek 

wo wir die Bezeichnung 

(17) A ~ =  s~+~, s~+~+, . . . . .  s~+,+~_ 1 
�9 . . �9 �9 . . o . ) o . o o �9 �9 . o . 

8~-l-k(l~--l)) 8m-4-k(9--1)4-1) �9 . �9 :, ~ 'm 4.1(/o - -  l ) 410 - -1  

eingefiihr~ habe~ 
FRhren wit noch die Bozeichnung fl ~ e ( c o s ~ - ~ i s i n ~ )  ein, so 

nimmt dieser Ausdruck folgende Gestalt an: 

~ - ~  sin k~p : sin ~0. 

Ist diese GrS~e positiv, so folgt der Winkel ~ in einem der folgenden 

Interval]e: -{-(~, %-) • (-~-, (-~-, .. " 

II .  

In dem folgenden Abschnit$ besch~iftige ieh reich mit  folgenclem 
:Problem: 

Welche Typen .mfassen reelte analyt~sche l~ml~ionen 

(1)  (z)=sl + + . . . .  

welohe die Eigenschaft besitzen, clal~ aUe quad~atischen Formen 

0 . . . . .  ~,--1 

/#,Ir 

fiir einen lestgewihlten Wex~ yon m and jeden Weft yon s positiv- 
defini~ sind ~. 

Dieses Problem hat Herr Grommet s) allgemein gel~is~. Insbesondere 

~) J. Grommzr, loc. cir. 
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hat er gezeig~, da~, wenn ~ (z) eindeu~ig und meromorph ist, sie nut ein- 
fache reetle Pole ~ besitzt, deren Vorzeiehen mit den Vorzeiehen der ent- 
sprechenden Residuen (--A~) dutch die Relation 

sign ~ = sign A~ 

verbunden sind; auSerdem mu~ ~(z) folgende Mi~tag-Lefflersehe Dar- 
stellung zulassen: 

(3) ~v(z) = - -  + A , fi, + A , fi ; z + A- - - ,  r " -  l z'~ - ~ '~/ 

§  l + a ~ z § 2 4 7  '~-1, 
wobei a~, > 0 ist. 

Hier erweitere ich dieses Resulfat dadureh, alas ieh alle eindeutigen 
und die Mittag-Leffiersche Darstellung zulassenden analytisehen Funl~ionen 
betrachte. Es ergibt sieh, da$ man auf diese Weise keine weiteren Funk- 
tionen mit lauter positiv-definiten Formen (2) erh~lt. 

Betrachtet man aber alle im Mittag-Leffiersehen S~erne definier~en 
Funktionen, so komm~ man zu neuen Funktionen vom erw~hnten Typus. 
Herr Grommet (loe. cir.) h~t gezeigt, dal~ die allgemeins~ Funktion yon 
diesem Typus dureh das Integral 

darstellbar ist, wo u reel1, ~ ( u )  eine reelle monoton wachsende Funktion 
~< 1 und das Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen ist. Hier ist 
m = 2 genommen. Da$ in clieser Klasse nieht nur eindeutige Funktionen 
vorl~ommen, zeigt das einfaehe Beispiel 

+1 

f dx  ~ l + z  

--3. Z 

Um zu meinem Ergebnis zu kommen, verfahre lch folgendermal~en. 
Ich betrachte alte mSgliehen Typen yon reellen eindeu~igen ~Funktionen, 
die nieht yore Typus (3) sind, und w~ihle jedesmal solche Wer~ yon p 
und x ( v =  0, 1, . . . , p - - 1 ) ,  da~ die enf~prechende Form (2) einen 
negativea Weft annimmt. 

Dabei benutze ich in den meisten F~llen ein Hilfskriterium, das in 
folgendem bes~eht. 

$ind alle Formen (2) positiv-definit, so nimmt der Ausdruek 

J()'~ ~z~) (4) j(~) 
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im ganzen Stem, in weteJa~m die Fant~ion F~(z )=s ,~_ l -~ - s~ , z -~ . . .  
definiert ist, nut nieht-negative Werte an. Hier bedeute~ das Symbol J ( . . . )  
den komplexen Tefl der eingeklammerten Funktion. 

Dieser Satz ist auch umkehrbar, wenn wit nut diejenigen Funktionen 
F,~(z) betrachten, deren imagin~rer Teil, falls er positiv wird, grS~r als 

Y auf der oberen Halbebenr werden kann. 

Dieser Satz is$ dem Carath6odory-Toeplitzschen 9) Satz analog, der 
das Positivsein des Realteiles einer analytischen Ftmktion im Einheitskreise 
mit dem Positivsein einer gewissen Hermifcschen Form in Zusammenhang 
bringt. Ein wesentlicher Unterschied lieg~ darin, dal~ dor~ nur yon den 
Werten im Innern des Konvergenzkreises die Retie ist. 

w 

Wit beweisen den schon in der Einleimng besprochenen 

S atz 1. Es sei ein~ unendliche Folge ree//er Zahlen 

gegeben. 2ind alle quadratischen Formeu 
~...,~--I 

(5) F(Xo,~. . . . .  % _ ~ ) =  2: s~§ x ~  

positiv-de/init, 8o nimmt der Ausdruc]r 

(6) J(~'<~)) 
J(z) ' 

wo q~,~ (z) die ira Mittag-Le//lerschen Stern dutch das Element 

(7) ~(z)=8~z +s~+lz~ +. . .  
bestimmte analytische Funktion ist, nut nicht negative Werte an. 

Beweis .  Wit nehmea einen beliebigen Punk~ z -  Q e ~ im Irmera 
des Sternes trod bilden den Bereich A, welcher folgende Eige1~schafter~ 
besitzt: 

1. A liegt ganz innerhalb des Sternes; 

2. A umlaut den Nullpunkt und den Punkt z; 

3. A ist yon einer geschlossenen Jordanschen Kurvr K begreazt; 

4. jeder aus dem Nullp,lnk:$ hervorgehencle $trahl schueidet K nut 
einmal; 

5. A is$ symmetrisch in bezug auf die reelle Achse. 

s) G. Herglotz, loc. cir. 
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Wit nekmen fiir x~ folgende zwei Wert~ystome: 

e" oos~, ,r (,u = 0, 1 , 2  . . . .  ), (8) I) z , ,=  ~,"~ 

g '  sin ~ ~, (,u = O, 1, 2 . . . .  ), 
(9) I I )  z~,~ t t'"~ 

w o o  eine he/iebigr reelle positive GrSl~e ist, lind stellen die Koefllzienten 
s , + ,  in Iotgencler Form dar: 

(lO) _ , A~. (~ ) ."  (~ o, 1,2, .), 8m+ . -- 2 ~:=---~ ~O x.~+----~ Ct~ ~ .. 

wobei das Integral l~ngs ~ genom_men ist. Sind a lb  Formen(5)  positiv- 
definit, so gilt insbesondere: 

(11) F 1, 1o , 2~,, , . . . .  (~_l)~V_x~ ~ 

Or . . . ,  ~--I 
1 ~ ( x )  I ~oos/z 9 . ~ ' e o s v ~ . d x  

~ - ~  x~ ~btbtl.ta W*'vva 

(12) ~ ( 0 ,  esin~ e~sia29 0v-ls in(~-- l)~o) 
1 ~ , 20_~ , . - . ,  ( p _ l ) ( ~ - l ) #  

1' _ 1 ) 7  ~  d x  d z ~ > 0 ;  

Met I~hrea wit folgende Bezeiehmmgen ein: 

p-~O X ' u ' u # ' ~  p . = O  ~ r" 

Mit den BezeiolmuJagelx z ~ ~ (cos 9 + i sin 9),  ~ =  ~ (c~ ~ -- i sin ~o) iolgt 
aus (13): 

~m-1 ~--I 

= o ) p ~ . ~ , t O  X , ~ t ( = 0  o 

Wit wL~en abert~ dab man entweder im Falle lz! < [x{ oder im Falle 
a r g z ~ a r g x  ( m o d 2 n )  solche Werte yon 1o nnd a iinden kann, da$ die 
Werte Z and ,~ sieh beliebig wenig yon den GrSllen 

to) IAnddSf, Caleul des r&sidus, p. 122. Paris 1905. 
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1 x 1 x . . . . .  undbzw.  , . . =  
Z x ~ z  Z ~ 

X 

unterscheiden, und da~ die Wahl yon T and o fiix alle Punkte x des Randes 
K giiltig ist, sobald der ldeinste Abstand yon z (und ~) bis K nicht ldeiner 
als eine iestgew~ihlte Gr5fle e ist. Da aber 

z+5 z--~ 
X =  2 ' Y = ~ 7 '  

so sehlieflen wix dutch Grenziibe~gang, clal] 

( 1 5 )  1 ~ X )  ( x *" x ' 2  s~C ~+7: - i -~ )  dx~O, 

(16) --8,~--Y" y x~ \ ~ - ~  x -~ d x ~ O .  

Die Addition dieser Formeln gibt uns: 

1 ~ e , ( x ) 4 x ' . d x  l ~ ( 1 1 ) d  x (17) ~ 7  : (~-~)(~-~) = ~ i ( ~ - ~ )  ~ ( z )  ~ :~  ~_~ 

W. Z. b.  w. 

B e m e z k u n g  1. Ist  die Yunktion ~ ( z )  me~deutig, so kann man die 
Ungleichung (17) flit gr6~re Bexeiche nachweisen. Wit miissen dann, 

als ,Summationsfaktor" die Ftm~ion 1 mit komplexem a nehmen ~b ~a 

: 

~ion ~o., (z) in einem krummlinigen Stern definiert, der mit Hilfe yon ge- 
wissen logaxithmischen Spiralen gebildet ist (LindelSf, J. de Math., (4) 9 (1903), 
S. 220). Uberhaupt kSnnen wit die Giiltigkeit der UngMehung (17) 
den ganzen Bereich nachweisen, flit den dio Da~stellung 

~o (~)-~ lira 2s,~+~,~o(z,l~,a) 

m6glich ist. 

B emerkung 2. Ist f(z) ein zeelles Polynom, so ist die Ungleichung 

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft die Wurzeln yon 
f(z) alle reell sin& Dies iolgt aus folgender Formel: 

(18) \ f(z) ; ~. ~, y ] 

Mathematisehe Ann~en. 99. ~'~ 
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wo a~=p~ + i y i ( i =  1,2, . . . .  n) Wurzeln yon f (z)sind.  Sind y ~ = 0 ,  so 
ist de~ Ausdruck (18) positiv. [st dagegen etwa Yl ~ 0, so setzen wit 
x = f l l ,  y - ~ 7 1 + ~ .  Dann wird das erste Glied der Summe (18) gleich 

1 
~(r,+*)" 

Nehmen wit f el hinreiohend klein und sign~----- --sign ~'1, so wird dieses 
Glied negativ und absolut beliebig gro$, w~hrend die Werte yon anderen 
Gliedern der Summe (18) mater einer Grenze bleiben. Dieses Kriberium 
gilt aueh flit mehrfaehe Wurzeln und fiir transzendente FmakCionen end- 
lieher ttShe. Man kann aus film dureh Transformation Kriterien daf/ir 
hexleiten, dab sieh alle Woxzeln auf irgendeiner Kurve beiinden. (Dies 
gilt nieht allgemein.) 

Dieses Kriterium kann man auoh so darstellen: 

):v=> o, 

was besagt, da~ if(z) i als Funk~on yon y nut ein Ext;remum, n~,mlich 
das Minimum atff der reellen Achse besitzen muB. 

Um den Satz 1 umzukehren, wollen wit iiber q,,(z) eine beschr~n- 
kende Voraussetzung maehen. 

Vorausse tzung .  Wit betrachton den K6rper ~(q~,(z)), & h. die 
Gesamtheit aller Ftmktionen, die aus ~0,(z) mad allen reellen Polynomen 
mittels dex vier elementaren Operationen gebildet sind. Wir nehmen an, 
daft es in ~ ( ~ ( z ) )  keine in z = 0  regul~re Funktion W(z) gibt, deren 
imagin/irer Teil negative Werte annimmt, die abet in ihrem ganzen Defini- 
tionsbereich die Ungleichung 

Y 
x~+y~ 

befriedigt. 
Die Voraussetzung ist fiir den KSrper aller reellen Fmaktionen erfiillt, 

die die Mittag-Lefflersche Darstellung zulassen, wie ieh dies sp~ter zeigen 
will. Ida glaube sogar nicht, da$ iiberhaupt Funk~ionen yore Typus yJ(z) 
existieren. 

Satz 2. Gilt ]iir eine reelle Funktion q~,(z) die Ungleichung 

J(z) > o 

im ganzen De/initionsbereich yon 9re(z) und ist T~(z) in z ~ 0  reguldr, 
so sind alle Formen 

0 . . . .  , 1 ) - - 1  

positiv-de]init. 
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Beweis .  Wir be~rach~en folgende Darstellung von 9~ (z): 
s~ 

- + ~ - ~ ( z )  
Z 

Es ist s ~ > 0 .  Denn J(9,~(z)):J(z)=s~+Z(x,y), wobei g(x,y) boi 
geniigend kleinen x, y beliebig klein wird. Wiixe a m = 0, so wiirde 

~ +z~(x,v) ( k > l )  

bei sign sin k 9 = -- sign s~+ ~_~, sin 9 > 0 und geniigend kleinem 0 negativ 
sein. Also ist flit y > 0: 

"~ (z)) = J ( ~  (z)) + Y > 0. 
z --  al  ~ YJ1 z~ + y~ = 

Unsere Voraussetzung erlaubt uns, zu behaup~en, datl: 

J(yq(z))>O Iiir y>=O. 
l~hren  wir diesen ProzeB fiir ~1 (z) aus und fahren wit so fort, so kommen 
wit schliel31ieh zu folgendex (wenn auch formeller)Kettenbrachdarstellung 
yon q~m (z): 

V*(z) 
- + a , - -  
Z 

l ~ + a ~ - -  ~ 
1 
~ + a  3 . . . .  , 

wobei alte /r ( p ~ - 1 , 2  . . . .  ) positiv sin& Es ist abet bekannt (vgl. 
Grommet, loc. ci t ,  S. 123), da~ man ]cp so ausdriieken kann: 

kp (D~o (p -~ 1 ,2 ,3 ,  . . . ) ,  

we wit dis Bezeiclmungen 

~'m~ 8m+l~ - . . ,  8 r e + p _  1 

D~ ~- s~+x' s~+~ . . . . .  s~+p , D~ = t (p = 1 , 2 , 3 , . . . )  
�9 . . . . . . . . . . .  

8m+~--1, 8m+p~ �9 . . ,  8m+,2p_ 2 

einfiihren. Daraus folgt, dal~ alle D~ positiv sein miissen, d .h .  daI~ atle 
Formen (2) positiv-definit sind, w . z . b . w .  

w  

Ich will nun zwei Hiliss~tze beweisen. 

H i l f s s a t z  1. Fiir jede reelle ganr~ transzendente Funktion f (z) ,  
die nicht eine lineare Fnnl~on is*, nimm~ der Ausdruok J(f(z)):J(z) 
beliebig grolle Werte beider Vorzeiehen an. 

43* 



676 N. Tsehebotareff. 

Beweis .  Wir nehmen an, daI~ etwa: 

J(f(z)): J(z)  <_ A. 

Fftr J (z )=-y  ~ 0 haben wir also: 

J(r(z)) s Ay (y >= o). 
/)ann wird die reeIle gauze transzendente :Funktion g ( z ) ~ f ( z ) -  A z 
folgender Ungleichung unterworfen: 

J(g(z))=<0 f ~  y > 0 .  

g(z) kaun nirgends auBerhalb der reellen Achse verschwinden, da aus 
J (g (a+f l i ) )=O ( f l >  0) folgen wiirde: J ( g ( a + f l i + e ) ) >  0. Auf der 
reellen Achse karm g(z) nicht mehr als einmal verschwinden, da sonst 
auch die Ableitung g'(z) auf der reellen ichse  verschw~nde: g ' ( 7 ) = 0 ,  
woraus fotgen wiirde: 

g ( z )  - -  g ( r )  + ( z  , '~ g ' ~ ' ( ~ ) -  . (r - r ~ - - ~ ,  - r . .  ( r ) + o ,  k >  t). 

Nehmen wir z - -  7~oe ~ ,  s ign(s ink~)  ~ sign(g~)(r)), s in~>  o, e ge- 
niigend klein, so wird: 

J ( g ( z ) )  o ~ " " g'~, ('~) ~---~ s l n ~ c f ~ - - - { - ( e e + x ) > O  f l i t  y > O .  

8omit lgflt if(z) eine der folgenden Darstellungen zu: 

g ( z ) - ~ ( z - ~ ) e ~ ( " )  oder g ( z ) = e  h'~) 

(a reell, h (z) ~ u ,~- i v --  ganze Funktion, v (0, 0) = 0).  

Nehmen wit z -  a : ~ e  i~, so folgt: 

J(g(z)) --  e e~sin (~ § v) 

Unsere Forderung lautet 

~in(~+v) ~ 0 
s i n  cf - -  

bzw. J(g(z ) )= e~sinv.  

bzw. sin. v ~ 0 .  
s in  r - -  

Da abet ~o ~-v  (bzw. v) eine stetige Funktion yon ~o ist, so mu~ sie auf 
jedem Strahle (~ = konst.) nicht die Grenzen -- ~ und 0 ( ~ r  0 < ~ < ~) 
oder 0 und ~ ~ (flit -- ~ < cp < 0) iiberschreiten. Somi~ gilt auf der 
ganzen Ebene: 

d. h. v = 0, u = konst.,  g(z) = (z -- a) e", oder bzw. g (z) ~- e uo, w. z. b. w. 

Diesen Satz has zum erstenmal Herr Krein bewiesen; Herr Graadjot 
ha~ einen anderen Beweis gegeben. Der vorliegende Beweis ist elementarer 
ats die beiden vorigen Beweise. 
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Hi l f s sa t z  2. Fiir jede reelle ganze transzendente Funktion f(z), erie 
nieht eine lineare Funktion ist, nimmt der Ausdruck J(f(z)) auf der 
oberen Halbebene betiebig gro~e Werte beider Vorzeichen an. 

Beweis .  Der Hilfssatz 1. besag~, da~ J ( f (z ) )  auf der oberen Halb- 
ebene irgendwelche positive (und auch negative) Werte annimm~. Wit 
bezeictmen J(f(z)  mit H ( ~ , 9 ) ,  wobei z = ~ e ~  ist, H(~,9  ) is* eine hax- 
monische Funk%ion, die auf der reeIlen kehse verschwindet. Es sei U der 
Halbkreis veto Radius r, auf dessen Rande H ( 0 , 9 )  den Wer~ m :> 0 an- 
nehme. Wir nehmen einen mit C konzentrischen Halbkreis K veto Radius 
R > r u n d  betrachten eine harmonische Hilfsflmk~ion U(0 ,9 ) ,  die auf K 
den Weft Eins hat und auf der reellen Aehse versehwinclet. Es ist: 

1 f (R~-9~)dv2 
(19) U(~, 9)  ---- ~ ~_2Rcose(q~_v,)+e ~ 

0 

2 g  

1 f (R2--O~)dV, . 11) 
2z R~_2Rocos(~_v2)+e ~ 

;re 

Es gilt auf C folgende Ungleichung: 

7g 

. . ,  , /  1 f(R~--r~)dV 1 ((R~--r~)dw 2It, 

Ist nun M das Maximum yon H(~ ,9 )  auf K, so nimmt die l~mktion 
M U ( ~ , ~ ) -  H(~, 9) auf K and a ~  der reellen Ar  nieht-negative 
Werte ein. Deshalb mug sie auf O nieht-negativ sein, woraus folgt: 

2Rr 
M. R~_r  ~ m ~ O. 

oder: 

Rr 

Somit sehen wir, dal~ M bei geniigend grol]em R bdiebig groI~ wird, w. z. b. w. 

w  

Nun sind wir imstande, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz  3. Es sei 9 ( z) eine reelle analytische in z -~ 0 reguMre ~unktion, 
die dutch ihre Maclaurinsche Entwickelunq de]iniert ist: 

(20) ~(z)  = 81 + , ~  z + ~3 z~ + . . . .  

n) Osgood~ Lehrbueh der Funktionentheorie 1, S. 640, 3. Satz. Leipzig 1912. 
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(23) 
WO 

und seien atle quadratischen Formen 
O, . . . .  p - 1  

(21) 2 s, ,+s+,x~x, (mfixier~, p = 1 , 2 , 3 , . . . )  
/z~* 

positlv.de/init. Hat q~ (z) ira dutch ihren (auch krummlinigen) Stern 
de/inierten Bereich isolierte singuhire Stellen, so miissen Me ein/ache reelle 
Pole sein. Is$ a, einer ch'eser Pole und -- A ,  das entspre~hende Residuum, 
so muff sein: 

(22)  sign A,  = sign 

Ls ~(z )  die ]Ylittag-Lefflersche Entwieklung zu, so mu~ dieselbe 
die Form haben: 

= + 

+ ax-+- a.zz --~... -~- amZm-I 

1 sign A~ = sign a~, a m < O, w~ihrend is% wobei fl~ = ~ ,  = 

. = ~ - A s , ~ f i x , -  - -as ,  l--as,"-~ (t t = 1 , 2 , 3 , ' ' ' )  

sind, wobei fls,, = 1 A~, > 0, a~ o H 0. 

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptungen des Satzes seien nicht 
erfiilit. Darm sind folgende F~i31e mSglieh: 

A. Wenn die Vorauesetzungen des ersten Teiles eriiillt sind: 

1. Fall .  ~v(z) hat eine imagin/ixe isolierte singul~ixe Stelle. 
2. Fall .  q~(z) hat eine roelle isoliene singulKre Stelte. 
3. Fall .  ~(z)  hat einen reellen mehrfaehen Pol. 

B. Wenn die Voraussetz~ungen des zweiten Tefles erfiillt shad: 

4. Fall. Der Konvevgenzexponent tier einen Funktion y~s(~) 
(# ~--0, 1, 2, 3 , . . . )  ist unendlieh oder grSBer als m. 

5. Fall .  Die Entwieklung yon ~s(~) enth~It eine ganze transzen- 
denr Fnnl~ion. 

6. Fail .  Die Entwicklung yon Vs(~) ( t s = l ,  2, 3, . . . )  and bzw. 
yon v2o(z ) entl~lt ein Polynom veto Grade > 1 oder bzw. > m -  1. 

7. Fail .  Die Enr yon Vs($) ( i t -  1, 2, 3 , . . . )  and bzw. 
yon y~o(Z) en~i l t  eha Polynom mit positivem Koeflizienten bei z oder 
bzw. mit negativem Koefiizienten bei z ~-~. 
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Unser Satz wird bewiesen, wenn wit zeig~n, dal~ in jedem dieser 
Fs eine der Formen (21) nicht positiv-defmit ist. Stat~ dessen be- 
weisen wit in den mefisten F/~llen, dal~ dex Ausdrack J(q~,~(z)):J(z), we 
~0(z) = s,~z q- s~+ 1 z~ -~- . . . .  negative Werte annimm~. Dies geniigt, wegen 
der S~tze 1. und 2., tun zu behaupten, dab nicht alle Formen (21) positiv- 
definit sind. 

A. Es gelten die Voraussetzungen des ersten Teiles des Satzes. 

1. Fall.  Es sei a eine komplexe isolierbe singul~e Stelle yon q~(z), 
und daher auch yon ~%(z). Wir kSnnen ep~(z) so darstellen: 

(24)  = + 

we g (2) eine ganze transzendente Funktion (oder Polynom) yon ~ = 

ist, w~hrend yJ (z) sieh im Innern eines Kreises K um r  dem Radius 0 
reguliix verh~ilt. Es sei ~ = fl ~. i7, we r 4 = 0 ist. Dann ist: 

1 [J(z(~))  q- J(y,(z))]. 

1 Man kann wegen des Weierstrallschen Nehmen < Q, 

, 1 so w~iblen, dab J(z(~)) einen beliebig Satzes ~ im Bereiche i ~ ! > 

grol]en absoluten Weft annimmt, und dab s i g n J ( g ( ~ ) ) = - - s i g n  7. Da 
man dabei I z -  a I so klein w/ihlen kann, dab sign y = s i g n r  gilt, nnd 
J(~(z))  flit t z - - a  I < e endlich bleibt, so mull der Ausdruck (25) nega- 
tive Werte annehmen, w. z. b. w. 

2. F a l l  a fist reell. Dann fist Z(~) eine reelle ganze t~anszendente 
Funk~on. Man kann wegen des Hilfssatzes 2. z so w~hlen, dal] y > 0, 
Z ( ~ ) < 0  mad IZ(~)t beliebig grol~ wird. Der Ausdruek muB demnaeh 
einen negativen Wert annehmen, w. z. b. w. 

3. Fall. a fist reeller n-fa~er Pol (n> 1) yon ~0(z) (und auch yon 
~%(z)). Z(~) fist ein reelles Polynom n-ten Grades: 

Wit nehmen ~ = ~e~ .  Dann ist: 

J ( ~ ( ~ ) ) - = ~ ( ~ s i n , ~ o +  ~-'o sin(,~-- 1 ) ~ o + . . .  + ~.~--g-~sin~). 

Man nehme ~ so groin, daft die GrSi~en a,_~ a,,,_~ r beliebig klein 
9 ' 9*' ' ' ' "  ~'*-~ 

werden, und w~tle q~ so, daft sin~o > O, a ,  s i n ~  < 0 wird. Dann wird 
der Weft yon Z($) negativ und absolut beliebig groin. Da ~(z)  end!ieh 
bleibt, so folgt, daft J(q~=(z)):J(z)<O ist, w. z .b .w.  
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Ist ~z-~ 1, d.h. ist r einf~her Pol, so gilt: 

~-~J(w(z)). J(~,~(z)): J(z) = (~- ~)~+y~ 

Damit J(q~(z)) :  J(z) :> 0 sei, mu~ a 1 < 0 sein. 

B. Wit nehmen an, die Voraussetzungen des zweiten Teiles des Satzes 
seien erfiill$, & h. q~(z) l~d~ die Mi~t~g-Lefflersehe Entwieklung zu. Dann 
zeigen uns die h'iLheren Uberlegungen, da/] die Unst~tigkeitastellen yon 
~(z)  lauter reclle einfache Pole sein miissen. Die Mittag-Leffiersche Ent- 
wieklung is~ anderersei~s nur d~nn mSglieh, wean die Menge dieser Po]e 
abz'd~h/bar ist. Es seien ~0 ~ - ~ ,  a~, a~, . . .  i/are H~iufungspank~e. Dann 
kann q~(z) so dargestellt werden: 

wobei 

(27a) 

V,,(e)-~ t~---~, + ~".'(~)) ( i f=  1, 2, a, ...), 

�9 oo  

,,,o(o) 27 + + , ( , / ,  

w~hrend gs.,(~) Poiynome sind. 

Nun bind wit imstande, unsere Vorauasetzung fiber da~ Vorzeiehen 
yon J(~(z)) ff~ den Fall der die Mittag-Lefflersehe Entwicklung zutas- 
senden Funktionen zu heweisen. Wit kSnnen offenbar die Punk~ ~, so 
w~alen, dab unt~r ihnen k~in Element der zweiten derivierten Menge 
der Menge (%) vorkommt. Dann kann man ~(z) stets foIgendermaBen 
d~te]len: 

(z) = ~ ( $ )  + z (z), 

wo ~ ( ~ )  eine der Funlrgonen (27) ist, w~hrend Z(z) in z = a z  regul~ 
bleibt. Man mu6 dabei nieht vergessen, dal~ q~(z) nut einfaehe reelle Pole 
haben daft, da sonst J(rp(z)) beliebig groSe Werte beider Vorzeichen 
annimmt, wie wit dies bei Untersuehung der F~lle 1, 2, 3 gesehen haben. 

Wit se~zen remus, J(cp(z)) nehme auf der oberen Halbebene positive 
Werte an. ])ann mul~ dies ~ den eiaen ihrer Bestandteile, etwa fiir 
~s($) ( / z ~ 0 ,  1, 2, 3 . . . .  ), der Fall sein. Wit nehmen an, es sei 
J ( ~  (~o)) > o, J(zo) > 0, J(~o) < 0. Wit ~e~hren  so, wie beim ~ e i s  
tles Hilissat~es 2., doeh umkreisen wit die Pole yon y~(~), die sieh nut 
im Unendtiehen h~afen, mit hinreichend Ideinen Halbkreisen. ~limmt 
J(v2~,(~) ) suf einem dieser Halbkreise positive Werte an, so ist alles 
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bewiesen. Denn dann w~iehst J ~ ( u _ ~ ) ~ + v  ~ ($ = U q - ~ i )  bei 

abnehmendem it- #~I ins Unendliche, wiihrend die iibzigbleibenclen Gliedez 
endlich bleiben. Dahez nehmen wit an, seine Werte auf die.sen Halbkreisen 

seien negativ (At, * ~ 0) und J (~,):v hinreichend groG. Da abet die 

Hilfshmktion U(u, v) au/diesen Halbkreisen nut positive Werte annimmt 1o), 
so bleibt die Funktion M.U--J(yJ~($)) auf dem ganzen Rande nicht 
negativ. Danach kSnnen wit alle Uberlegungen des Beweises des IIilfs- 
satzes 2. anwenden. 

4. Fall .  Wir bemerken, dab der Ubergang yon ~ ( z )  ~ ~:~ -{- ,s~z - b . . .  
1 

zu q ~ , ~ ( z ) = s , ~ _ l q - s m z ~ . . ,  jedes Residuum bei a. um ~ v~rrSBe~. 

Hiiufen sich die Pole am einen endliehen Punkt ~, so sind die Summen 

---~ und ~ ~ gleiel~eitig konvergent oder divergent; hii~ffen sieh d~  

gegen die Pole ira Unend]ie]aen, so nimmt dabei der Konvergenzexponent 
exlooneng um (m -- 2) ab. Dies erlaubt uns, den Fall  zu betraehten, d /~ 
in der Entwieklung 

(28) = 2 + 

der Konvergenzexponent einer der Funktionen ~v~($~) (/~--~0, 1, 2 . . . .  ) 
grSl~er als 2 ist. Es sei ~v~($x) eine solehe Funktion. Wir fiihren in (28) 

1 die Transformation $~ ~----=-_ aus: 
z - -  c e ~  

we Z(~)  im Unendliclaen regular bleibt, gs geniigt, zu beweisen, dab 

positive Werte annimmt. Dazu w~hlen wit eine positive GrSfle M lest 
und nehmen einen soIohen Radius R, dab bei l~ii > R die Ungleichung 
gilt: 

I J(1($~)) ' 
- - j ( ~ )  1t.< M.  

Es sei ferner A der ma~imale Weft yon Ig(~v~(~)):J(~z)t in t ~ l s  
(wit setzen noch voraus, dab V'~($~) in t~zl <= R keinen Pol hat). Wean 
wit beweisen, dab J (y~ ($x ) - -S .~ ) : J (~x )  , we S ~ - M - b A  is't, positive 
Werte a~nimmt, so ist mithin alles bewiesen. Denn aus 

~s) Wit nehmen an, dab der IIa]bkreis k nidxt Pole auf seiaem l~nd~ enth~N~ 
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J(Y~(~i) --  S ' ~ l ) : J ( ~ l )  > 0 folgt J(~p~(~)):J(~) > M + A ,  

woraus man schlief~t, dab 

l ~ [ : > R ,  J ( Z ( 8 ) ) : J ( 8 ) < M ,  J ( y J ; ( $ ) + Z ( 8 ) ) : J ( 8 ) > A > 0  

ist, w. z. b. w. 
Es sei v/a ( ) = - - $ 1  t ~ 8 - - . . . .  Es ist nun zu beweisen, dal~ 

J ( - -  ~vx( ) @ 88)  : J ( 8 )  negative Werte annimmt. Dazu geniigt, wegen 
des Satzes 2., zu beweisen, dab nicht alle Formen 

O, .,.,~--i 

(30) F ( ~ o , ~ , . . . , x ~ _ 1 ) = s ~ g +  2 t~+,+~x~ ( p = 2 , 3  . . . .  ) 

positiv-definit sind. 
Ordnen wit die Pole a~ yon y~'(~)nach wachsenden absoluten Be- 

t r ~ e n :  

1 
und setzen f l =  ~ ,  so gilt folgende asymptotische Formel (vgl. I, w 1, (5)): 

(31) t~ = aafl~ @ a~t3~ -+-.., q- a k fl; q- fl'~ .e,,~, 

wobei lira e,,~ = 0 und t flu+x ] < [flu t ist. 
0,~--1 

Alle a~ sind positiv, da sonst die Formen ~ t~+,+,x~x be~. ge- 

niigend groBem n nicht positiv-definit w~iren. Wit nehmen eine gerade 
Zahl h so grofi, dab in (31) f i i r n  ~ 2 + h die Ungleiehung ]e,,~l < ~ 
zutrifft, w o e  n eine geniigend kleine GrSBe ist; ferner setzen wit p = qh und 
x~ = 0, wenn /~ -r- ~ 0 (rood h), x ~  ~ y~. Dann kann man die Form (30) 
so darstellen: 

k k 

(82) (s+ o ~ " - l a ~  ~ (yo + y ~ ,  + . . .  Y0 + + Y q - ~ ,  , 

O, -- ,, q--1 

+ ~ e~+(~,+,,)a,~YuY,,. 

(Der St~ich bedeutet, dab die Kombination # = 0, v = 0 ausgeschlossen is~.) 

Nun nehmen wit fiir y, die den Gleichungen 

(33) Yo + Y~fi~ --[-... + Yq_~fl#(~-')= O, 
�9 . . o . . �9 . . ~ ~ o �9 . ~ , . 

yo + y~/~.!, + . . .  v~_2~,,-, = 

geniigenden Werte und dabei yo = 1. Dann hat das Polynom 

(34) r ( t )  = 1 + yl t + y, t' + . . .  + y~_~ t ~-~ 



NullsteUen ganzer Funktionen. 683 

flq_~ zu Wurzeln und ist daher so darstellba~: 

(35) Y(t) = (1 -- ~ )  (1-- ~ ) . . .  (1 -- ~ ) .  

Da aber lfl,,i<tfl~,l ( /~=1 ,2  . . . .  , p - l ;  r = p , p + l , . . . , k )  und h 
gerade ist, so gilt: 

Y(Z, ~ ) < 1  ( ~ = p ,  p + l , . . . ,  k). 

Der Ausdruck (32) nimmt daher folgenden Wert an: 
0 , . . . , q - - I  

( ~1 2) ] r  (36) S-+-t,-- a,,fl,,-+-a~a,,8~ (fl, .)_ z.~ ~., ~+~+~)h,~YuY,, = ~=q /a,v 
q--1 O,...,q--1 

< S + t~--  Z :" ~?, o.+~,+~)h 

Die Werte y/, geniigen folgenden Ungleichungen: 
q - - I  

1 1) 1 
I,v,[ =Z <(ql , 

~=l fl~., eq--I 

1,...,q--1 
Z 1 1 

. . . . . . . . .  . . . . . . . ~ 

1 1 
]Yq-1 ~ h h < R(q-i)to' 

fll fl'-, "'"/~q-1 ~q-1 
und datum kann die letzte Summe yon (36) Iolgendermaflen abgeseh~tzt 
werden: 

0 . . . .  , q - - 1  

"em+(j,+~)~,,7, YuY~ <*hfi~ ~ q--1 ( fla )ha ( flk ~h~" 
, u , ~ ,  , u , * ,  

i ( t~k ) h-'2(q-a) 22(q--t) 

Der Fakto~ *k kmm fiir grof~e Wert~ yon h beliebig klein werden, wgkrend 
die iibrigen Fakf~ren nicht von h abhgngen, Die Summe (38) kmm also 
beliebig klein werden. 

q - - 1  

Die iibrigbleibenden Glieder S .4- t~ -- ~a~fi~ kSnnen flit grofle Werte 

yon q negativ und absotut beliebig gro/~ werden, da ~_~a~fl~, unserer 

Voraussotzung gem~i~, divergiert. Daraus fotgt, daft die Form (30) nieht 
positiv-definit ist, w. z. b. w. xs) 

O, . . . ,q--1 

( 3 8 )  I x ~  o~+<.+ ,>h 

18) Im F~iIe ~=0 beweist man ebenso, da~ der Ausdruck J(v,~(z)):J(z) ne- 
gative Werte ~nnehmen kanm 



684 N. Tschebotareff. 

5. Fal l .  Die obigen Uberlegungen zeigen, daft man in y~(z) bei den 

A bzw. A Konvergenzpolynome g~ ~ (~) yon nieht hSherem als Gliedern ~_  ~ z - 

yore 0-ten bzw. ( m -  2)-ten Grade nehmen kann. Wit betraehten nun 
den Fall, dal~ in der Formel (27a) g(z) eine ganze transzendente Funktion 
ist. Dasselbe gilt flit die FunkCion q~,+~(z)=s=+l~s=+~z- ~ . . . .  die 
somit in folgender Gestalt darstellbar ist: 

_ 

- 

wobei ~(z) eine reelle ganze transzendente Funktion ist, w~ihrend g(z) 
im Unendlichen reguls bleibt. 

Wit fiihren folgende Bezeichnungen ein: 

2 
Dann gilt fiir J(z) ---- ~ sin ~ > 0: 

2 
I [ J(w(ee~)) 

( 3 9 )  "R J J(~e ~ )  
0 

R R 

-- ~ = 1  0 

_~--a~ cos  

~1, s in  q~ 

= R - - g ~  ~ ~ + 1  -~ R~--~" -~.R s m ~  
-- c t g  ~ ~ = 1  

l [Y'g2 ] J(~MRe"~ef§ < ] A , l ' I f l ,  = 
+=I J(Rei~) 

M A ~+~ wobei h(z)= ~-~-.z ", "~.~1 ,,fl,, list. Dieser Ausdruck kann 

wegen des Hilfssatzes 1. negative absolut beliebig groge Werte annehmen. 
Da abet 

R 

l j "J(v'(eei~)) d~ > f J(y'(~ei---~))] 
0 J(#e~cP J(~eir J m i n '  

so gilt dasselbe iiir den Ausdruek 

J(y~(~eiq')) _ J(y~(z)) 
J(eei+) J(z) 
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Dies kann nut flit hinreiehend gro~e Werte yon l z[ eintret~n, ~ welehe 

J ( z ( z ) )  beschr~nkt bleibt. Also gibt es Werte yon z, g (z ) ,  sowie aueh 

fiir welche gilt: 

J(~(z) + z(z)) : J (~ )  = J ( ~ . + ~  ( z ) ) :  J ( z )  < 0 .  

0 . . .  , / ~ - I  

Daraus folgt, da~ nieht alle Formen • 8~+~+~§ positiv-definit 

sin& Wit  haben aber gesehen, dab dann aueh nieht alle Formen 
O, . . . ,  l a - - I  

Z s=+~+,x~x,  positiv-defiait sind, w. z. b. w. (vgl. I,  w 2).  

6. Fal l .  g (z) ist ein Polynom veto Grade > m --  1. Das entspreehende 
Polynom if(z) yon q~,(z) ist dama veto Grade p > l .  Dann gilt: 

2 ' J (ap~ (z}) = A~, ,8~ -~ +~--S"r e~, ~)~,_x sin ~,(pmncp -~- J(~,(z))j(z) " 

1 s i g a s i n p ~  = - s ign%. Man kann stets q0 so w~alen, dad~ gilt: s inT ~ 7~-, 
Dann gill;: 

r ~  

J(~(~)) < 2 ~ V  A,~, + e  ~'-~ % ~ + . . -  +~-~ci-~ + j (,) 
J(z) ,=1 

Es ist klar (vgl. den 3. Fall), ~ clas zweite Olied bei geniigend groflem e 
negativ und absolut beliebig grog wird, w~ihrend die iibrigen Olieder be- 
sehr~nkt bleiben, w. z. b. w. 

7. F a l l  p = l ,  a t < 0 .  Dann ist: 

g(q~,~(z)) : J(z) = a~ + . ~  a.~: + J(zl~)) 
,=a (eft " -  r176 s i n ~  J(z) 

Das erste Glied ist negativ, das dritte Glied wird beliebig klein, wenn 
wir J(z )  geniigend grol} nehmen. Um das zweite Glied abm~seh~itzen, 

1 verfahren wir folgendermal~en. Wir nehmen ~o ---~ 4 '  sin qo ~- cos qo = -~ .  

Ferner w~Jalen wit  eine beliebig grol]e Zahl M mad nehmen den Index n 
so gTol], daft die Summe 

2 .,~ A,,fl~.< ~_ ,A , , f l y :M ~ 

M +  e o s ~  
wird. Setzen wit ~ ~--- I / ~ . ~ '  so is~ t ~/~, --  cos q~ t ~ M flit ~ = 1, 2 . . . .  , ~. 

Das zweite Glied zeff~lt  in zwei Teile: 
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Der erste Tefl ist kleiner als 

M ~ M ~ 

Des zweite TeLl ist kleiner als 

sin ~ 
~ = ~ - t - 1  r = n d - 1  

Somit ist das zweite Glied kleiner als 

~z m z 2~A,#, 

2~A, fl, 

M ~ 

woraus folgt, dal~ es mit wachsendem M nach Null strebt, w. z. b. w. 
Man beaehte, dal3 a 1 der Koeffizient bei z ~-a in g(z) is~. Somit ist 

der Satz 3. in allen seinen Teilen bewiesen. 
Ist  yon vornherein bekannt, dal~ alle .4, > 0 sind (wie dies z .B .  fiir 

logarithmisehe Derivierte von ganzen transzendenten Funktionen der Fall 
ist), so sehlie~en wit, dal] bei ungeradem m alle Pole a, positiv sind. 

Ist  m ~ 1 oder m = 2, so ist leieht zu sehen, dal~ die Nullstellen 
yon f (z )  s~mtlieh reell sind und da/~ sie and die Pole sieh gegenseitig 
tremaen. In der Tat, in diesem Falle gilt: J( f (z )  : J(z) ~" O, woraus folg~: 

J(--[~)):J(z)>O,, = 
1 was tins erlaubt, alte friiheren Uberlegungen auf - - 7 ~  anzuwenden. Die 

Positivit~t des Residuen in beiden Funktionen zeigt, da~ sieh ihre Null- 
stellen und Pole gegenseitig trennen. 

(Eingegangen am 17. 12. 1926.) 

Z u s a t z  be i  de r  K o r r e k t u r .  Wiihrend des Druekez dieser Azbeit 
ersehienen in C.R. drei i rbe i t en  yon Herrn Krawtehouk, der unabhingig 
yon mir den g~511ereli Tell meiner Ergebnisse erhalten hat. 


