Uber die Realitiit von Nullstellen ganzer transzendenter
Funktionen.

Von
Nikolaj Tschebotarefl in Odessa.

L

Wie bekannt, besteht die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Realitdt (bzw. Positivitdt) von Nullstellen eines reellen Polynoms
fz)=a,+az+...+a,z2" (a,+0) darin, daB die quadratische Form

0 aup 221

Z Sm+iv; Ti%;
oy

positiv definit sein muB, wobei — s, die Koeffizienten der Entwicklung
der logarithmischen Ableitung von f(z) sind:

';((:)) = — 8 8 ueu,
wihrend m eine beliebige gerade ( bzaw. ungerade) Zahl ist. (Man nimmt ge-
wohnlich m = 0 und als s, die Koeffizienten der Entwicklung von %5)1 nach

fallenden Potenzen von z; doch liegt dies keineswegs in der Natur der
Frage).

Herr Grommer hat in seiner grundlegenden Arbeit!) diese Bedingung
auf Nullstellen von ganzen transzendenten Funktionen erweitert. Er hat
namlich folgendes gezeigt:

A. Fiir jede reelle ganze transzendente Funktion vom Typus

(1) f(z)=es®@ ﬁ(l - —3;)4'301(2)’

=1

%) 4. Grommer, Uber ganze transzendente Funktionen usw., J. £ M, 144 (1914),
8. 114,
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wo g(z)=yoF- - F 7?2 (7m=0)s 9,(2)=70,F - F Vu_1,2™%
o, reell (bzw. positiv), 4, ganz positiv, m gerade (bzw. ungerade) ist,
sind die quadratischen Formen

0, v p—1

(2) 2 Smipin ¥, (p=1,2,...,ad inf)

u, v

positiv-definit, wobei — s, die Koeffizienten der Entwicklung

(3) @(Z):f((;))=——81—822—'...

i

sind.

B. Sind nmgekebhrt alle Formen (2) positiv-definit, so kann man be-
haupten, daf8 die reelle ganze transzendente Funktion f(z) den Typus (1)
hat und dabei «, reell bei geradem m und reell positiv bei ungeradem m sind.

Herr Grommer 16st in dieser Arbeit auch eine allgemeinere Aufgabe.
Er betrachtet reelle meromorphe Funktionen ¢(z) mit der Bedingung,
daB die entsprechenden quadratischen Formen (2) positiv-definit sind.
Dann kommt er zum folgenden Ergebnis:

C. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Formen
(2) positiv-definit sind, besteht darin, daB die entsprechende reelle mero-
morphe Funktion folgende Mittag-Lefflersche Entwicklung zuldBt:

@) o=~ (2 AT AR .+ AT
y=1

+a taz+ ... +a,z™?,
wo «, reell, §, = &I:, a, = 0, sign 4, =sign «,'. Ist dabei von vornherein
bekannt, daB A, positiv sind (wie dies z. B. bei B, der Fall ist), so kann
. man bei ungeradem m behaupten, daB die «, auch alle positiv sind.

Herr Grommer gelangt zu diesen Ergebnissen mit Hilfe der Ketten-
bruehentwicklung der Funktion (3). Dabei benutzt er weitgehende mengen-
theoretische Hilfsmittel.

Herr Kritikos?) kommt zu den Ergebnissen A. und B. auf viel ele-
mentarerem Wege, indem er nur Kettenbriiche und den Hadamardschen
Satz iiber ganze transzendente Funktionen anwendet.

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung?3) zeige ich den Zu-
sammenhang der Signatur der quadratischen Form (2) mit der Anzahl der

% N. Kritikos, Uber ganze transzendente Funktionen usw., Math. Annalen 81,
8, 97.

#8) Vgl auch meine frithere Arbeit: Uber die Realitit von Wurzeln ganzer trans-
zendenter Gleichungen (russisch), Journ. des Forsch.-Inst, Odessa 1, Nr. 1 (1923).
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komplexen (bzw. negativen) Nullstellen von f(z), die unter den p absolut
kleinsten Nullstellen vorkommen. Nimmt man dann fiir jeden gewéhlten
Index p einen geniigend groBen Index m, so gibt der genannte Zusammen-
hang das Kriterium fiir die Realitit (bzw. Positivitit) von Nullstellen,
welches fiir alle reellen ganzen transzendenten Funktionen (d.h. auch un-
endlicher Ordnung) giiltig ist. An der Spitze dieser Untersuchung steht
die asymptotische Formel

4, Ay, om,
(5) R AN AR
WO &, &y, ..., o, Nullstellen von 7(z) derart sind, daf die Ungleichungen
CAESENESRE4 EARS T (1> k)

gelten und ¢, , fiir geniigend grofles m beliebig klein wird. Diese ganz
elementare Methode schlieBt sich eng an die Bernoulli-Graeffesche Methode
zur Berechnung der Wurzeln an, die von Herrn Pélya®) auf transzendente
Funktionen erweitert wurde. Diese Methode erlanbt, die Hurwitzsche Auf-
gabe auch fir den Fall ganzer transzendenter Funktionen zu lésen, wie
ich dies mit einigen Beschrinkungen durchfithre (Herr Grommer hat dies
fiir den Fall ganzer franszendenter Funktionen von der Héhe Null getan).

Im zweiten Abschnitt beweise ich den verallgemeinerten Satz C., indem
ich statt meromorpher alle reellen eindeutigen analytischen Funktionen
@ (2) betrachte, die durch die Mittag-Lefflersche verallgemeinerte Partial-
bruchentwicklung darstellbar sind. Hier benutze ich ein neues Kriterinm
fiir die Realitit von Nullstellen, welches auch an und fiir sich bemerkens-
wert ist:

Damit die Nullstellen von f(z) alle reell seien, ist notwendig und
hinreichend, daf der Ausdruck

‘(z
I(F) 7@,
wo das Symbol J(...) den imaginiren Teil bezeichnet, sein Vorzeichen
auf der ganzen Ebene behilt.

Dieses Kriterium gilt fiir reelle Polynome und ganze transzendente
Funktionen von der Hohe Null und Eins. Es ist mit der Positivitdt von
Formen (2) fiir m = 2 &quivalent. Um dies zu beweisen, bediene ich
mich eines modifizierten Borel-Lindelofschen Summationsverfahrens*:5).

%) G. Polya, Uber das Graeffesche Verfahren, Zeitschr. f. M. u. Ph. 63, 8. 275.

4 K. Borel, Lecons sur les séries divergentes, Paris 1901, p. 164—-168.

®) E. Lindel6f, Sur Papplication de la théorie des résidus etc, J. d. M. (5) 9
(1908), p. 218,
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Diese Zusammenstellung beider Kriterien ist mit dem Carathéodory-Toeplitz-
schen Ideenkreis®) verwandt.

Ich spreche meinen Dank den Herren Krein, Ostrowski, Krawtchouk
und Grandjot aus, die mir auf verschiedene Weise behilflich waren.

§1.
Es sei f(z) eine beliebige reelle ganze transzendente Funktion
(1) f(z2)=a,+a,z+a2>+... (@, +0)

(d.h. mit reellen Koeffizienten ihrer Maclaurinschen Entwicklung). (Ist 7(z)
nicht reell, so brauchen wir nur an Stelle von f(z) die Funkfion f(z)-7(z)
zu betrachten, wobei f(z) die mit f(z) konjugiert imaginire Funktion
ist.) Bezeichnen wir mit — s, die Koeffizienten der Maclaurinschen Ent-
wicklung ihrer logarithmischen Ableitung:
) _
(2) T =
so kann man die s, mit Hilfe der Newtonschen rekurrenten Formeln erhalten:
a,s +a =0,
(3) @y, + a8, +2a, =0,

..........

2
— 8, — 82— 82— ...,

Es seien ferner «,, «,, ... alle verschiedenen Nullstellen der Funktion
f(z) von der Multiplizitit bzw. 4,, 4,,... nach der GroBe ihrer abso-
luten Betrige geordnet:
(4) LRS- Guy
Ist & eine Nummer, fiir welche |e,|<|ey,,| gilt (solche Nummern
wollen wir Hauptnummern nennen), so gilt folgende asymptotische Formel :

(5) 5, = A1+Ae+ + _[_‘%uk

ap’
wobei ¢, , fiir geniigend grofie Werte von m beliebig klein wird. Denn

’;,(f)) hat «, (¢=1,2,...) als einfache Pole mit Residuen baw.
4, (:=1,2,...) und bleibt in anderen Stellen regular Daher ist der

Konvergenzra.dms der Funktion
filz) 4 4 4

f(z) z—« z—a Y z— ¢
£} t] k

—Z(—s+ R R

% (. Herglotz, Uber Potenzreihen mit positivem reellen Teil im Einheitskreis.
Ber. Lipz. 638 (1911), 8. 501. Dort ist auch die vollstindige Literatur ang&fuhm N
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gleich |e, .|, d. h. g.rtiBer als |e,|. Bezeichnen wir ihren Entwickelungs-

koeffizienten bei z~1 mit "%, so konvergiert die Reihe 2—"4‘—5 e, WOIaus
m=1

folgt lim e, , =0, W.z. b. w,

m->n

Wir setzen in der Formel (5) «, = %:
(5% Su=A B0+ A B+ - AT Be e i
und betrachten die quadratische Form '

0 caesp—1

(6) F(z()’xl’ te xp—1)= %Z 8‘m+,u+vx,uxv

.....

p —
:kéz. Akﬂl:"(x0+ﬁkx1+"'+ﬂk 1xp—1)2+ﬁ:z 2 8m+u+v,pzyxv’

wo p eine Hauptnummer ist.

Kommen in der Reike 8, f,,..., 5, Paare konjugiert imaginirer
GréBen vor, so verfahren wir folgendermaBen. Es sei § = g (cosp +2sing),
B = o(cosp — ising) ein solches Paar. Dann nimmt das entsprechende
Paar Glieder in der ersten Summe von (6) folgende Gestalt an:

AB™(zy+ By ...+ 7w, )+ AP (% + By + ...+,
= Ag™(cosmqp + ssinme)(u + iv)* + Aom(cosm ¢ — i sinm @) (u — iv)
=24p"mcosme (u?— %) — 4 Aomsinmepuv,

wobei die neuen Bezeichnungen folgende Bedeutung haben:

~$0 ‘5$1+ +ﬂp 19: —1> g:x ﬁx1+ +ﬂp 1
yry ¥ y

‘ﬁl

U =

T2 24

Nun wollen wir zwei Fille unterscheiden:
L ieosmmgyié, [tgmp|< 1, |seemp| < VE;
II. |sinme] >%, leotgme| <1, |cosecmo|< V2.
Man gieht leicht, daf immer einer dieser Fille eintreten mus.
Im ersten Falle filhren wir folgende Transformation aus:
2A0% . cosme-(u? —v®)— 4 dp™-sinmpuv
=24om cosme-(u— tgme-v)’ — 24 9™ secme-v?,

Im zweiten Falle setzen wir: u=w-¢, v=w—1; uv=1w"—15,
u? —pi=4wi:
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2Apomcosme(u®—v?)—4Ao™sinme-u-v
= —4Aonsinmo(w’ — 1) -8 Apmcosme-w-1
= —4Aomsinme (w — cotgme-t)* 4- 4 4 o™ cosecm-1°.

Wir erhalten also in beiden Fillen zwei unabhingige Quadrate mit
entgegengesetzten Vorzeichen, Division ihrer Koeffizienten durch o™ ergibt
Grofen, deren absoluter Betrag zwischen zwei wvon Nunll verschiedenen
und von m unabhingigen Grenzen liegt.

Nun fiihren wir in der Formel (6) die Substitution
Ye=%+ B, +- B T,y (k=1,2,...,p)

aus, deren Koeffizienten von m unabhingig sind und deren Determinante
von Null verschieden ist. Ferner gehen wir im Falle imagindrer GroSen §
entweder zu %, v oder zu w, ¢ iiber. Die Koeffizienten dieser Substitution
sind beschrinkt und haben von m unabhingige Determinante. Dann
nimmt die Form folgende Gestalt an:

(7) F=M\8|" 20 £ M5, "2 £ ...
Mg, 2R 418, '2 ez,

Hier liegen M, (k=1,2, ..., p) zwischen zwei positiven von m un-
abhingigen Grenzen; mﬁ”ﬁ, werden fiir geniigend grofes m beliebig klein.
Wenn wir daher auf die Form die GauBische Methode der Zerlegung in
Quadrate anwenden, so miissen die sich dadurch ergebenden Koeffizienten
bei Quadraten keine Vorzeicheninderung erleiden, wenn nur m geniigend
grof gewihlt ist. Die Anzahl negativer Vorzeichen in der ersten Summe
von (7) ist aber gleich d bei geradem s und gleich d + d’ bei ungeradem m,,
wo d die Anzahl Paare konjugiert imaginirer und d - d’ die Anzahl ne-
gativer GroBen in der Reihe B, f,, ..., §, bedeuten. Demnach hat die
ganze Form (7) dieselbe Zahl negativer Glieder.

Fiihren wir die Bezeichnung

f

(8) /- P |
g map—12 * 2 Spaep_s |

ein, so wird die Kette von Hauptdiagonalminoren der Form (6) folgender-

maBen dargestellt:
1, Dy, Dy, ..., Dh.

Die Zusammenstellung mit dem bekannten Satz der Formentheorie
ergibt den
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Satz. Sind unler den ersten p Nullstellen einer recllen ganzen trans-
zendenten Funktion f(z) d Paare konjugiert imaginir und d' negativ,
und ist dabes |e,| <l|e,, |, so bildet die Kette

(9) 1,Dp, Dm, ..., DZ

bei gendigend groflem m d Vorzeichenwechsel, wenn m gerade ist, und
d—+d', wenn m ungerade ist”).

§ 2.

Bisher setzten wir voraus, dall m ,geniigend grof ist. Ist aber die
Hohe der ganzen transzendenten Funktion f(z) endlich, so kann man be-
weisen, dafl die Positivitds (bzw. Realitét) von allen Nullstellen der Funk-
tion f(z) die Positivitit von allen Varianten Dj, fiir jeden festgewihlten
(bzw. festgewdhlten geraden) Wert von # nach sich zieht, der nicht kleiner
als die Hohe von f(z) ist. Dies folgt aus der Tatsache, daB in diesem Falle

die Reihen S’ A, B¢" konvergieren und ihre Summen genau gleich s,, sind:
=1

(10) 8m=j'Akﬁ]? fir m = m,.
Wenn wir demnach den Variablen z,, z,, ..., z,_, ganz beliebige Zahlen-
werte zuschreiben, so kann die Form (6) in folgender Gestalt dargestellt

werden:
Fz,, ml,...,xp_l)=§Akﬁin(xo-}—ﬁkx1+...+ 2=ty ) fir m2>m,.

Diese Reihe muf entweder bei lauter positiven 8, oder bei lauter reellen 3,
und geradem m konvergieren und hat dann immer einen positiven Wert.
Also ist die Form (8) positiv-definit, w. z. b. w.

Man kann umgekebrt beweisen, daB die Positivitit aller Varianten Dy,
bei einem festgewdhlten (bzw. festgewdhlten geraden) Wert von m, die
Positivitat (bzw. Realitét) aller Nullstellen von f(z) nach gich zieht. Um
dies zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil an, d. h. dafl bei dieser Voraus-
setzung nicht alle Nullstellen positiv (bzw. reell) sind. Dann gibt es solche
Werte m, und p, fiir welche alle (bzw. alle geraden) Werte m > m, die
Ungleichung Dj, < 0 ergeben. (Wiren etwa D2 = DLT'=... =0, so
mufite das erste nicht verschwindende Glied dieser Kette negativ sein;

*) Herr Krawtchouk hat mich aufmerksam gemacht, da8 in manchen Fillen in
der Kette (9) einige Vorzeichenwechsel verborgen sein konnen, Dies tritt nimlich
ein, wenn im Innern dieser Kette mehrere Glieder verschwinden. Dann kapnn man
in der Matrix |/ 8,,,}| ein anderes System von Hauptdiagonalminoren hervorheben,
was stets zu dem gewiinschten Resultat fithrt (siehe Frobenius, J. f. M. 114).



Nullstellen gaunzer Funktionen. 667

wiren dagegen diese Varianten simtlich gleich Null, so wire f(z) Polynom
mit lauter reellen Nullstellen.) Wir konnen dabei stets einen solchen Wert
von m wihlen, da die Differenz m — m, gerade wird: m — m, = 2&.
Nun betrachten wir die Matrix

Smos Simyt1s veos Smgtkep-1

(11) Smris  mrds e Smotlip g Lop L on 9 mt2p—2)

St +k+p~1s Smy+k4ps <23 Smt2p—2
und die ihr entsprechende quadratische Form

0.....,p~1
(12} 2 smo+y+rm/4 Ly o

Diese letztere kann nicht positiv-definit sein, da die Kette ihrer Haupt-
diagonalminoren (von rechts unten nach links oben):

< 1 2 P p+k
(13) 1: Dm+:’p—2> Mm+Ip—ds v+ <> Dm; “rd «Dmo

wenigstens einen Vorzeichenwechsel hat. Daraus folgt, daB auch die Kette
von Hauptdiagonalminoren (von links oben nach rechts unten):

(14) 1, Dn,, D, ..., DETF

Vorzeichenwechsel haben muf, d. h. wenigstens eine der Varianten (14)
negativ sein mub. Dies widerspricht aber unserer Voraussetzung, w.z. b. w.

§ 3.

Die dargelegte Methode erlaubt uns, die Hurwitzsche Anfgabe fiir
den Fall einer reellen ganzen transzendenten Funktion zu ldsen, d. h. die
Bedingungen aufznstellen dafiir, daB thre Nullstellen positive (oder nega-
tive) Realteile haben.

Wir betrachten hier nur den Fall, wenn verschiedene und nicht kon-
jugiert imaginire Nullstellen von f(z) auch verschiedene absolute Betriige
haben. AuBlerdem soll f(z) keine rein imaginiren Nullstellen haben.

Wir ziehen folgende Varianten in Betracht:

sm’ sm—H’ e 8m+p——1

(15) A2 = | Sm2> Smrss e Spipya
ce e e e e L

i 8m+3p—2’ 8m+2p~1’ tres 8m+3p—~3

Wenn wir hier fir s, ., ihre asymptotischen Ausdriicke (5°) einsetzen,
sehen wir leicht, dafl die Varianten 45 : D% im Falle einer Hauptnummer p

folgende Gestalt annehmen:
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» »
- 1
kfv" 4.8 8y *m, o ! b§ A BT g *mtp~1.p
3 +2p—2 +3p—2 +3p—3 m+3p—3
m+-2p— m+3Ip—-2, m+3p— -3,
k% Abﬂk +'Bp *myap—g,p® vt ké’: Akﬂk +ﬁp ‘m+3p—3,p
m m 3 m+p—1 m+p—1
gAkﬁk +’gp *m ? MR k§1A 8 +ﬁ 8m+p—1 ?
5 +p—1 +p—1 < +2p—2 m+3p—2 )
m+p— m+p— n - -2
ké;Akﬂk oy mip-1p ké; by +hy ‘mtap—2, p

4,-4 4. po o R N IR
Lgg o B2 (L Byenes BB
= ﬁ ? 12 +77mp
1,8, ... B2
Afdye oo A BB
ll:ﬁ B 2 ﬁ:ﬂl
1L (6:~#)
b‘(———; + N, p -).<'g_s_p(ﬂ]'+ﬂ”> + N, p>
i<uZp

wobel 1, , mit wachsendem m beliebig klein wird.
Wir beachten, daB das Vorzeichen des Realteiles von 8, (1=1,2,...)

mit dem Vorzeichen des Realteiles von «, = L jusammentsllt. Das Vor-

8,
zeichen aber von g, 8,, wo f, mit 8, konjugiert imagindr ist, stimmt
mit dem Vorzeichen des Realteiles von g, iiberein.
Nun seien g, und g, _, _ﬂ konjugiert imagindre GréBen der Reihe

Z' Ap—‘z
B> By --- - Dann ist das Hauptglied der Variante b—f’ e gleich
<-£Ip(ﬂl+ ﬂy
:W =B+ B, 1) (ﬂ1+ﬁ ) ll_g(lg;.*'ﬁp_l).

Der Faktor [ (8,+8,) II (fi+B,_.) ist, als Produkt konjugiert
isp-2 ifp-2
imagindrer Grofen, positiv, woraus folgt

1’ p—?

(16) sngn — =sign R(B,)- s1gn

; bel geniigend groflem m,

wo das Symbol R (...) den Realteil der eingeklammerten Gréfe bedeutet.
Dieses Ergebnis kann anch so aufgefalt werden:
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Satz. Kommen tnder Reihe B, By, ..., B, unier den oben gemachien
Voraussetzungen d Paare mit negativen Realteilen vor, so erleidet die Kette
der den Haupinummern aus der Rethe 1, 2, ..., p enisprechenden Varianten

4, A2 ¥.kd4
’D;’D;,""D”p‘
bei gemiigend grofiem m d Vorzeichenwechsel.
Ganz ebenso kann man beweisen, daBl der Hauptteil der Varianten

A

)
p 4P
2. 2 Jasselbe Vorzeichen hat wie der Ausdruck
DP? pp—2
m m % —
ﬂp'ﬂp
b ?
ﬂp*ﬁp
wo wir die Bezeichnung
Sm’ m+12? ? Sm+;p—1
)
(17) 42 = Sk Sy k1o ceos Sprpako

..................

Smait@p—12 Smikp-0+17 '3 Smipkp-1sp-1

eingefithrt haben.

Fithren wir noch die Bezeichnung §, =~ ¢ (cosgp -7 sing) ein, so
nimmt dieser Ausdruck folgende Gestalt an:

¥ lsinke :sing.
Ist diese GroBe positiv, so folgt der Winkel ¢ in einem der folgenden
. = 2= 8z 4ax 5% 6x
Intervalle. :t ("]‘c‘, 7’), i (7, -‘]‘c—), :t (—];-, T)’ ves o
II.

In dem folgenden Abschnitt beschaftige ich mich mit folgendem
Problem:
Welche Typen umfassen reelle analytische Funktionen

(1) p(z)=3s,+82+s2°+...,
welche die Eigenschaft besitzen, dafi alle quadratischen Formen
0,...,p~1
{(2) Flzg, 2y, ..., xp-1> = 2 St pir Ty Ty
My ¥

fir einen festgewihlten Wert von m und jeden Wert von p positive
definit sind?
Dieses Problem hat Herr Grommer®) allgemein gel6st. Insbesondere

%} J. Grommer, loc. cit.
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hat er gezeigt, daB, wenn ¢ (z) eindeutig und meromorph ist, sie nur ein-
fache reelle Pole «, besitzt, deren Vorzeichen mit den Vorzeichen der ent-
sprechenden Residuen (— 4,) durch die Relation

signe," = sign 4,

verbunden sind; auBerdem mufBl ¢(z) folgende Mittag-Lefflersche Dar-
stellung zulassen:

<&

®) o)== R Af A B 4,

\Z— Oy
da a2+ ...+ @, 2™,

r=1

wobei a,, > 0 ist.

Hier erweitere ich dieses Resultat dadurch, daB ich alle eindeutigen
und die Mittag-Lefflersche Darstellung zulassenden analytischen Funktionen
betrachte. Hs ergibt sich, da man auf diese Weise keine weiteren Fank-
tionen mit lauter positiv-definiten Formen (2) erhilt.

Betrachtet man aber alle im Mittag-Lefilerschen Sterne definierten
Funktionen, so kommt man zn neuen Funktionen vem erwihnten Typus.
Herr Grommer (loc. cit.) hat gezeigt, daB die allgemeinste Funktion von
diesem Typus durch das Integral

+o
a9
A-fz—%’ (4> 0)
—0 2

darstellbar ist, wo % reell, @ (u) eine reelle monoton wachsende Funktion
<1 und das Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen ist. Hier ist
m =2 genommen, DaB in dieser Klasse nicht nur eindeuntige Funktionen
vorkommen, zeigt das einfache Beispiel

+1

dz 1 142
fl =lgy—-

——

—~1

Um zu meinem Ergebnis zu kommen, verfahre ich folgendermaBen.
Ich betrachte alle moglichen Typen von reellen eindeutigen Funktionen,
die nicht vom Typus (3) sind, und wihle jedesmal solche Werte von p
und 2, (»=0,1,...,p—1), da die entsprechende Form (2) einen
negativen Wert annimmt.

Dabet benutze ich in den meisten Fillen ein Hilfskriterium, das in
folgendem besteht,

Sind alle Formen (2) positiv-definit, so nimmt der Ausdruck

\ I (T (2))
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im ganzen Stern, in welchem die Funktion F, (2)=s, ,+3,2+...
definiert ist, nur nicht-negative Werte an. Hier bedeutet das Symbol J(...)
den komplexen Teil der eingeklammerten Funktion.

Dieser Satz ist auch umkehrbar, wenn wir nur diejenigen Funktionen
F_ (z) betrachten, deren imagindrer Teil, falls er positiv wird, groBer als

Er{? auf der oberen Halbebene werden kann.

Dieser Satz ist dem Carathéodory-Toeplitzschen®) Satz analog, der
das Positivsein des Realteiles einer analytischen Funktion im Einheitskreise
mit dem Positivsein einer gewissen Hermiteschen Form in Zusammenhang

bringt. Ein wesentlicher Unterschied liegt darin, daB dort nur von den
Werten im Innern des Konvergenzkreises die Rede ist.

§ 1.

Wir beweisen den schon in der Einleitung besprochenen
Satz 1. Bs set eine unendliche Folge reeller Zahlen

Spr Sms1s Smygs v oo (E@O’VBJ nicht = OO)
gegeben. Sind alle quadratischen Formen
. &, p—1
(5) F(@g 21500y 1) = 2 8,0,,,%,%,
MY

posiiiv-definit, so nimmt der Ausdruck

I (gn(2))
wo @, (z) die tm Mitlag- Lefflerschen Stern durch das Element
(7) Pul2)=6,2+86,, ,2°+...

bestimmie anolytische Funkiion ist, nur nicht negative Werte an.

Beweis. Wir nehmen einen beliebigen Punkt z = ge?*? im Innern
des Sternes und bilden den Bereich 4, welcher folgende Eigenschaften
besitzt:

1. A liegt ganz innerhalb des Sternes;

2. A umfaBt den Nullpuokt und den Punkt z;

3. 4 ist von einer geschlossenen Jordanschen Kurve K begrenzt;

4. jeder aus dem Nullpunkt hervorgehende Strahl schueidet K nur
elnmal; .

5. A ist symmetrisch in bezug anf die reelle Achse.

%) G. Herglotz, loc. cit.
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Wir nehmen fiir xz, folgende zwei Wertsysteme:

M
(8) I z,=7000 (h=0,1,2,...),
(9) ) =, mi—?-’f-g‘;?i (=190,1,2,...),

wo ¢ eine beliebige reelle positive GroBe ist, und stellen die Koeffizienten
8, in folgender Form dar:

wm+n
\ 1 m
(10) sm+n=m9€‘iz£ﬁ)d (n=0,1,2,...),

wobei das Integral lings K genommen ist. Sind alle Formen (5) positiv-
definit, so gilt insbesondere:

w e @?:w;°:fw,...,@";;f°:;ﬁ;:zw)
RS S
:2i5§¢2ix>(yg%%f%?)gdx= 2i5§%”_). X*.de>0;

—-_1~: M(S’eﬁ‘uﬁm”g)gdx__ 1 é?’m(f’) Y2 d$>0

Bmi x?® = x# pte Tzi

hier fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

p~1

ehcosup 9"81n;u99
(13) X Z GL‘#[J"“’ 4 Y Z v

aeo
Mit den Bezeichnungenz = p(cosp 4 ¢sin qo), Z==p(cos ¢ — ising) folgt
aug (13):

Pp—1 p—1
. 2M - . z#
(14) Z“‘X“Yﬂgww’ zwx—ay_éo’wm.

Wir wissen aber'®), daB man entweder im Falle |z] < |2| oder im Falle
argz == argx (mod2z) solche Werte von » und o finden kann, daB die
Werte Z und Z sich beliebig wenig von den GréSlen

1) Lindelsf, Calcul des résidus, p. 122, Paris 1905.
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1 z

x

1
und bzw. = = —
-4 X —2 Z x~Z
1-= 1<
X x

unterscheiden, und daB die Wahl von p und o fiir alle Punkte = des Randes
K giiltig ist, sobald der kleinste Abstand von z (und Z) bis K nicht kleiner
als eine festgewdhlte GrbBe e ist. Da aber

2+Z z2—Z
X= S Y= 55 °
so schliefen wir durch Grenziibergang, daB
1 P (%) z - z \?
(15) 8zt z® (m—-z +m-—-2) dz 20,

(16) ~ l—.gﬁﬁ—“—)(«i“—fﬁ) dz>0.

8mi %2 rT—2 z—Z

Die Addition dieser Formeln gibt uns:

1 P () d4at-de 1 1 1
(17) 8ui§ z* ‘(x«z)(x-—-z)*2ni{z—§)§‘pm(‘t)<m x—~i>d$

_oa()=guB) _ Jiga @),

2—z T J(z)
w. z. b. w.
Bemerkung 1. Ist die Funktion ¢, (2) mehrdentig, so kann man die
Ungleichung (17) fiir groBere Bereiche nachweisen. Wir miissen dann,

als ,Summationsfaktor die Funktion —i; it komplexem ¢ nehmen
n

<xy=R(9:e::¢) und  z,=J (9#::‘7)) So wird der Zweig der Funk-
tion ¢, (z) in einem krummlinigen Stern definiert, der mit Hilfe von ge-
wissen logarithmischen Spiralen gebildet ist (Lindelof, J. de Math., (4) 9(1908),
8. 220). Uberhaupt konnen wir die Giiltigkeit der Ungleichung (17) fiir
den ganzen Bereich nachweisen, fiir den die Darstellung

(pm(z)= hm 28m+,u(p(z!lu’6)

o0

méglich ist.
Bemerkung 2. Ist f(z) ein reelles Polynom, so ist die Ungleichung
'
I(~75) 20

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Wurzeln von
f(z) alle reell sind. Dies folgt aus folgender Formel:

£z} 9 1-n
(18) MF@) b=3)
e = é:(wp;)%?y«-ys)“ ’

Mathematische Annalen, 99, 43
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wo ;= f; + iy, (i =1,2,...,n) Wurzeln von f(z) sind. Sind y;=0, so
ist der Ausdruck (18) positiv. Ist dagegen etwa y, = 0, so setzen wir
xt=p,, y=y,+& Dann wird das erste Glied der Summe (18) gleich

1
e(nte)
Nehmen wir |&| hinreichend klein und signe= — signy,, so wird dieses
Glied negativ und absolut beliebig gro, wihrend die Werte von anderen
Gliedern der Summe (18) unter einer Grenze bleiben. Dieses Kriterium
gilt auch fir mehrfache Wurzeln und fiir transzendente Funktionen end-
licher Hohe. Man kann aus ihm durch Transformation Kriterien dafiir
herleiten, daB sich alle Wurzeln auf irgendeiner Kurve befinden. (Dies

gilt nicht allgemein.)
Dieges Kriterium kann man auch so darstellen:

=(fE)):920,

was besagt, daB |f(z)| als Funktion von y nur ein Extremum, nimlich
das Minimum auf der reellen Achse besitzen muS.

Um den Satz 1 umzukehren, wollen wir iiber ¢, (2) eine beschrin-
kende Voraussetzung machen.

Voraussetzung., Wir betrachten den Korper ®(g,(2)), d. b die
Gesamtheit aller Funktionen, die aus @, (z) und allen reellen Polynomen
mittels der vier elementaren Operationen gebildet sind. Wir nehmen an,
daB es in §(¢, (2)) keine in z=0 regulire Funktion y(z) gibt, deren
imaginarer Teil negative Werte annimmt, die aber in ihrem ganzen Defini-
tionsbereich die Ungleichung

J(y(z)) = — 72 _H/a
befriedigt.

Die Voraussetzung ist fiir den Korper aller reellen Funktionen erfiillt,
die die Mittag-Lefflersche Darstellung zulassen, wie ich dies spéter zeigen
will. Ich glaube sogar nicht, daB iiberhaupt Funktionen vom Typus v (z)
existieren.

Satz 2. Qi fir eine reelle Funkiion ¢, (z) die Ungleichung

J{@,(2)):d(z) =0

im ganzen Definitionsbereich von (pm(z) und ist @, (z) in 2= 0 reguldr,
so sind alle Formen

positiv-definit,
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Beweis. Wir betrachten folgende Darstellung von ‘Pm (z):

(}?m(2)=8m_1+8m2+8m+122+. m—-»l_!_
—+a«. %(2)

Es ist s, > 0. Demn J(g,(2):J(2)=s, + z(x,y), wobel z(z,y) bei
geniigend kleinen z,y beliebig klein wird. Wire s, =0, so wiirde
., sink
T (@ (2):9(2) = 8pr_s @ P 1 (2:9) (R>1)
bei signsink @ = — signs,, , ,_,, sin@ > 0 und geniigend kleinem g negativ
gein. Also ist fiir y > 0:

W o) = I~ Fa @) = T @) + g 0.

Unsere Voraussetzung erlaubt uns, zu behaupten, dafi:

Iy, () 20 fir y=>0.
Fithren wir diesen ProzeB fiir v, (2) aus und fahren wir so fort, so kommen
wir schlieBlich zu folgender (wenn auch formeller) Kettenbruchdarstellung

von ¢, (z):

QJm(Z) - 1
;"“h"‘ &

’}T’f‘%_H k,
- 1
PRA
wobei alle &, (p=1,2,...) positiv sind. Es ist aber bekannt (vgl.
Grommer, loc. cit., S.123), daf man &, so ausdriicken kann:

D,’;"H-Df;_l
kP:W (p———132,3,...>,

wo wir die Bezeichnungen

8m’ 8m+1= ’ 8m+p—1 :
i
8 8 veey 8
DE = m+1f .mi’ﬁ’. :. m+;? , Dm;—_-}_ (p==l,2,3,...)
Sm.-i-p—-l’ 8m+p’ ttre 'sm+2p——‘2

einfiithren. Daraus folgt, daf alle DJ positiv sein miissen, d. h. daB alle
Formen (2) positiv-definit sind, w.z. b. w.

§ 2.

Ich will nun zwel Hilfssitze beweisen.
Hilfssatz 1. Fiir jede reelle ganze transzendente Fumktion f(z),
die nicht eine lineare Funktion ist, nimmt der Ausdruck J(f(z)}:J(z)

beliebig grofie Werte beider Vorzeichen an.
43%



676 N. Tschebotareff,

Beweis. Wir nehmen an, da etwa:
J(f(2)):J(z) £ 4.
Fiir J(z) =y = 0 haben wir also:
I(fz) <Ay (y=20).
Dann wird die reelle ganze transzendente Funktion g(z)=f(z) — Az
folgender Ungleichung unterworfen:
J(gNL0 fir y=0.

g (z) kann nirgends auflerhalb der reellen Achse verschwinden, da aus
J(g(e+ B2))=0 (B > 0) folgen wiirde: J(g(e+ 7 +¢))> 0. Auf der
reellen Achse kann g(z) nicht mehr als einmal verschwinden, da sonst
auch die Ableitung ¢’(2) auf der reellen Achse verschwinde: g'(y) =0,
woraus folgen wiirde:

gD =g+ - DL (P40, k> 1)

Nehmen wir z— ygei?, sign(sinkq)=sign(g®(y)), sing>0, o ge
niigend klein, so wird:

J(gie) = o"sinkg TP + (0*+1) >0 fir y> 0.
Somit 148t g(z) eine der folgenden Darstellungen zu:

g(2)=(2 —e)er® oder g(z)=et®
(e reell, h(z) = u -+ ¢ v — ganze Funktion, #({0,0)=0).

Nehmen wir z — a = ge?®, so folgt:
J(g(z))=pe“sin(p+v) bazw. J(g(z))=e"sinv.
Unsere Forderung lautet

S{PETY) 0 paw. 2P <y

sing == Y osing = "¢
Da aber ¢ -+ v {bzw. v) eine stetige Funktion von g ist, so mufl sie auf
jedem Strahle (¢ = konst.) nicht die Grenzen — & und 0 (fiir 0 < ¢ < x)
oder 0 und + xz (fiir — 7z < @ < 0) iiberschreiten. Somif gilt auf der

ganzen Ebene:
—2a<v+2m,
d. h. v =0, u =konst., g(z) = (z — &) e" oder bzw. g(2) = e*, w. z. b. w.
Diesen Satz hat zum erstenmal Herr Krein bewiesen; Herr Grandjot
hat einen anderen Beweis gegeben. Der vorliegende Beweis ist elementarer
als die beiden vorigen Beweise.
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Hilfssatz 2. Fir jede reelle ganze transzendente Funktion f(z), die
nicht eine lineare Funktion ist, nimmt der Ausdruck J(f(z)) auf der
oberen Halbebene beheblg groBe Werte beider Vorzeichen an.

Beweis. Der Hilfssatz 1. besagt, daB J(f(2)) auf der oberen Halb-
ebene irgendwelche positive (und auch negative) Werte annimms. Wir
bezeichnen J(f(z) mit H(p, ), wobei z = g et ist, H(g,q) ist eine har-
monische Punktion, die auf der reellen Achse verschwindet, Es sei C der
Halbkreis vom Radius r, auf dessen Rande H{g,¢) den Wert m > 0 an-
nehme. Wir nehmen einen mit ¢ konzentrischen Halbkreis KX vom Radius
R > r und betrachten eine harmonische Hilfsfunktion U(p, ¢), die auf K
den Wert Eins hat und auf der reellen Achse verschwindet. Es ist:

123

1 (R*—g%)dy
(19) U(Q)QJ) 2“!39—-21’38089(?”"/’)4-92
__1_~ (R*—g%)dy |

2z J R*—2Rocos(¢ —w)+o®

Es gilt auf C folgende Ungleichung:

Ry )dz,u 1 — ) dy 2Er
Ulr, @ ( “f - .
( ’ )—-210 (R— 2 p R—rr) RE—¢?

Ist nun M das Maximum von H(o,¢) auf K, so nimmt die Funktion
MU(o,p)— H(o,p) auf K und auf der reellen Achse nicht-negative
Werte ein. Deshalb mufl sie auf ¢ nicht-negativ sein, woraus folgt:

2Ry

M- R _,®

—mz=0.
oder:
m{R*—r?)

M‘—Z— By

Somit sehen wir, daBl M bei geniigend groSem R beliebig gro wird, w. z. b. w.

§ 3.
Nun sind wir imstande, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3. Hsset ¢ (2) etne reelle analytische in z = 0 reguldre Funktion,
die durch thre Maclaurinsche Entwickelung definiert ist:

(20) e(2)=s8,+82+822+..,

1) Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, 8. 640, 3. Satz. Leipzig 1912,
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und seten alle quadratischen Formen
0,...,p—~1
(21) 2 Spiuin BT, (m fixiert, p=1,2,3,...)
ur

posttiv-definit. Hat @(z) im durch ihren (auch krummlinigen) Stern
definierten Bereich isolierte singuldre Stellen, so miissen ste einfache reelle
Pole sesn. Ist o, esner dieser Pole und — A, das entsprechende Residuum,
so muf sein:

(22) sign 4, = sign e,".

LaBt @(z) die Mittag-Lefilersche Entwicklung zu, so muf dieselbe
die Form haben:

(23) q)(Z)—Zw,‘(z_a )+ %o (2),

ll._

WO

%<z>=—2m(zft,

¥»=1

+a, a2+ ... Fa,zm !

ez+ —'—A,,ﬂmlmg)

ist, wobei 8, = é, sign 4, = signe,", @, < 0, wihrend

Ay s
%(5)=2< MF. 7+A‘u,vﬁ,u,v)—a.u,1_aﬂ»2§ (p=1,2,8,...)

Cy,
=1 :

sind, wobel 8, , ,4,,>0,a,,20.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptungen des Satzes seien nicht
erfiillt. Dann sind folgende Fille méglich:

A. Wenn die Voraussetzungen des ersten Teiles erfiillt sind:

1. Fall. ¢(z) hat eine imaginére isolierte singulire Stelle.
2. Fall. @(z) hat eine reelle isolierte singuldre Stelle.

3. Fall. ¢(z) hat einen reellen mehrfachen Pol.

B. Wenn die Voraussetzungen des zweiten Teiles erfiillt sind:
4

. Fall. Der Konvergenzexponent der einen Funktion (&)
(0=0,1,2,8,...) ist unendlich oder gréfler als m.

5. Fall. Die Entwicklung von 1, (&) enthilt eine ganze transzen-
dente Funktion.

6. Fall. Die Entwicklung von v, (&) (#=1,2,8,...) und bzw.
von y,(z) enthilt ein Polynom vom Grade >1 oder bzw. >m — 1.

7. Fall. Die Entwicklung von v, (§) (#=1,2,8,...) und bzw.
von w,(z) enthdlt ein Polynom mit posztwem Koefﬁzxenten bei z oder
bzw. mit negaiivem Koeffizienten bei zm-1,
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Unser Satz wird bewiesen, wenn wir zeigen, daB in jedem dieser
Fille eine der Formen (21) nicht positiv-definit ist. Statt dessen be-
weisen wir in den meisten Fillen, daB der Ausdruck J{g,(2)):J(z), wo
Pu(2)=s,2+8,,.,2"+ ..., negative Werte annimmt. Dies geniigt, wegen
der Sitze 1. und 2., um zu behaupten daB nicht alle Formen (21) posﬂ:w—
definit sind.

A. Es gelten die Voraussetzungen des ersten Teiles des Satzes.

1. Fall. Es sei « eine komplexe isolierte singulire Stelle von ¢ (z),
und daher auch von ¢, (2). Wir kénnen ¢, (2z) so darstellen:

(24) Pn(2) = 1(&) + v (2),
wo x (&) eine ganze transzendente Funktion (oder Polynom) von &= zi

o
ist, wahrend vy (2) sich im Innern eines Kreises K um ¢ mit dem Radius o
reguldr verhilt. Es sel = § -4y, wo y +0 ist. Dann ist:

(25) I(pu(2):7(2) = 5 [T () + I (pi2))],

Nehmen wir |z —«| < o, |&§] > l. Man kann wegen des WeierstraBschen

Satzes & im Bereiche |[Z|> —9— so wihlen, da J(y(Z)) einen beliebig

grofen absoluten Wert annimmt, und daB signJ(y(§))= —signy. Da
man dabei |z — ¢| so klein wihlen kann, daB signy —signy gilt, und
J(y(2)) fiir |2 — &| < ¢ endlich bleibf, so muB der Ausdruck (25) nega-
tive Werte annehmen, w. z, b, w.

2. Fall. « ist reell. Dann ist x(&) eine reelle ganze transzendente
Funktion. Man kann wegen des Hilfssatzes 2. z so wihlen, daB y >0,
2(&)< 0 und |g(%)] beliebig groB wird. Der Ausdruck muB demnach
einen negativen Wert annehmen, w. z. b. w.

3. Fall. « ist reeller n-facher Pol (n > 1) von ¢ (z) (und auch von
©.,(2)). z(&) ist ein reelles Polynom n-ten Grades:

Z(§)=ao+a15+“'+an5"~

Wir nehmen & = ge??. Dann ist:
J(x(f))=9n(aﬂsinnqo+3"§?isin (n—1)p4... —l—-%sin 99).

Man nehme o so groB, da8 die GrofSlen a’:)“, a’;;“y’, vy ,__1 beliebig klein

werden, und wihle ¢ so0, daB sing >0, g, sinne < 0 wird. Dann wird
der Wert von x(%) negativ und absolut behebxg groB. Da v (z) endlich
bleibt, so folgt, daB J(g,(2)):J(2) <0 ist, w. z. b. w.
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Ist n=1, d. h. ist & einfacher Pol, so gilt:

T (pn @) () =~ s + LI (v (2)).
Damit J(g,,(2)):J(2) = 0 sei, muB a, < 0 sein.

B. Wir nehmen an, die Voraussetzungen des zweiten Teiles des Satzes
seien erfiillt, d. h. ¢ (z) 1aBt die Mittag-Lefilersche Entwicklung zu. Dann
zeigen uns die fritheren Uberlegungen, daf die Unstetigkeitsstellen von
¢ (z) lauter reelle einfache Pole sein miissen. Die Mittag-Lefflersche Ent-
wicklung ist andererseits nur dann méoglich, wenn die Menge dieser Pole
abzdhlbar ist. Hs selen &,=oo, &,, &,, ... ihre Hiufungspunkte. Dann
kann ¢ (2) so dargestellt werden:

(26) p(2) =23 v.(s7z) + w2,

wobei .

(27) n(@=Y(Fr 0.6 =128,
(27a) vo(z)=— Y (2 + 0.@) +9(2),

w21

wihrend g, (&) Polynome sind.

Nun sind wir imstande, unsere Voraussetzung iiber das Vorzeichen
von J(g(z)) fiir den Fall der die Mittag-Lefflersche Entwicklung zulas-
senden Funktionen zu beweisen. Wir kinnen offenbar die Punkte &, so
wihlen, daf unter ihnen kein Element der zweiten derivierten Menge
der Menge (o,) vorkommt. Dann kann man ¢(z) stets folgendermaBen
darstellen:

@(2) =, (&) + 2(2),

wo v, (&) eine der Funktionen (27) ist, whhrend x(2) in 2= &, regulir
bleibt. Man muf dabei nicht vergessen, daf ¢(z) nur einfache reelle Pole
haben darf, da sonst J(g(z)) beliebig groBe Werte beider Vorzeichen
annimmt, wie wir dies bei Untersuchung der Fille 1, 2, 3 gesehen haben.

Wir setzen voraus, J(@(z)) nehme auf der oberen Halbebene positive
Werte an. Dann muBl dies fiir den einen ihrer Bestandteile, etwa fiir
v.(8) (#=0,1,2,8,...), der Fall sein. Wir nehmen an, es sei
J(w, (%)) = 0, J(2) > 0, J(&) < 0. Wir verfahren so, wie beim Beweis
des Hilfssatzes 2., doch umkreisen wir die Pole von p, (&), die sich nnr
im Unendlichen hiinfen, mit hinreichend kleinen Halbkreisen. Nimmt
J(9,(¢)) auf einem dieser Halbkreise positive Werte an, so ist alles
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] o A.‘l," Aﬂ,v" . :
bewiesen. Denn dann wichst J(?—:‘;> = T Gl i (§ =u+vi) bel

abnehmendem | & — ¢, | ins Unendliche, withrend die fibrigbleibenden Glieder
endlich bleiben, Daher nehmen wir an, seine Werte auf diesen Halbkreizen
‘Aﬂ v

seien negativ (4, < 0) und J{—):v hinreichend groB. Da aber die
g b, e,

Hilfstunktion U (%, v) auf diesen Halbkreisen nur positive Werte annimmt *%),
so bleibt die Funktion M-U — J(y,(£)) auf dem ganzen Rande nicht

negativ. Danach kénnen wir alle Uberlegungen des Beweises des Hilfs-
satzes 2. anwenden.

4. Fall. Wir bemerken, dafl der Ubergang von ¢ (2)=s,+ 8,2 +...
1

ap—

m @, (2)=s, ,+8,2-+... jedes Residuum bei ¢, um vergrifert.

Hiufen sich die Pole wm einen endlichen Punkt &, so sind die Summen
Z % und Zﬁf; gleichzeitig konvergent oder divergent; hiufen sich da-
»=1 v r=1

gegen die Pole im Unendlichen, so nimmt dabei der Konvergenzexponent
exponent um (m — 2) ab. Dies erlaubt uns, den Fall zu betrachten, da8
in der Entwicklung

(28) MOEPTACERHO

der Konvergenzexponent einer der Funktionen v, (£.) (#=0,1,2,...)
groBer als 2 ist. Es sei y](§,) eine solche Funktion. Wir fiihren in (28)

die Transformation £, = _1&1 aus:

z

(29) P (8 5) = Wi (E) T 2(8),

wo %(&,) im Unendlichen regulir bleibt. Es geniigt, zu beweisen, da8
der Ausdruck J(qom (%, + §)>:J(£z)= (@ — &) + 4] I (po(2)): I(2)
positive Werte annimmt, Dazu wihlen wir eine positive Grofe M fest

und nehmen einen solchen Radius B, daB bei |£,| > R die Ungleichung
gilt:

Jxl&ay,
l J(E) 1T M.

Es sei ferner 4 der maximale Wert von |J(yi(&)):J(&)] in |§|Z R
(wir setzen noch voraus, daB {(£,) in |£,| < R keinen Pol hat). Wenn
wir beweisen, daB J(y} (&) — 8-£,):J(&;), wo 8= M-+ A ist, positive
Werte annimmt, so ist mithin alles bewiesen. Denn aus

%) Wir nehmen an, da8 der Halbkreis % nicht Pole auf seinem Rande enthalt.
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J(yi(8) — 8-§):d(§) >0 folgt J(yi(8):J(§)> M+ 4,
woraus man schliet, daB
[&|> R, J(E):J(&) <M, J(pi(&)+x(8):J(§)>A>0

ist, w. z. b. w.

Es sei wj(8)=—1% —t,&6—.... Es ist nun zu beweisen, daB
J(— (&) + 8&): J(£) negative Werte annimmt, Dazu geniigt, wegen
des Satzes 2., zu beweisen, da nicht alle Formen

0y, p~1
(80)  Flzo, 2y, .07, ) =823+ X &2 (p=238,..)

224
positiv-definit sind.
Ordnen wir die Pole ¢, von %’(&) nach wachsenden absoluten Be-

trigen:
Ro‘zlél%lgl%lg...

und setzen §, = ;1-, so gilt folgende asymptotische Formel (vgl. I, § 1, (5)):

(31) tn:a1ﬂf+asﬁ:+“-+ak ﬂ;:—‘—ﬁ:.eﬂ,k’
wobei lime, , =0 und (g, ,,|<|B] ist.

n—>o
0,p—1

Alle @, sind positiv, da sonst die Formen “2 bnipsn T, %, bel ge

niigend groflem » nicht positiv-definit wiren. Wir nehmen eine gerade
Zahl b so groB, daB in (31) fiilr »n > 2+ h die Unglelchung l&, 2] < &
zutrifft, wo &, eine geniigend kleine GroBe ist; ferner setzen wir p = gk und
z,=0, wemn u==0 (mod ), 2,,=y,. Dann kann man die Form (30)
so darstellen:

(82) (S+1,~ Sa,p) v+ S0,8 ot Bt ot gy B

O 87t ot (utn
+ FZ/ ﬂk 8‘2+(y+'y)h,kyﬂy‘v'
%

(Der Strich bedeutet, daB die Kombination u = 0, » = 0 ansgeschlossen ist.)
Nun nehmen wir fiir y, die den Gleichungen
Yot v+ Fy, T,
(33) y0+y1ﬂ1 +.. +:’!q 1ﬂk@‘1) 0,

...........

Yot Y Bpt oo+ Yy_i B, "“’ g
geniigenden Werte und dabei y,=1. Dann hat das Polynom

(34) Y(&) =14yi+g ... +y, 8"



(38) |
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die GroBen Bf, L, ... ﬂ;‘_l zu Wurzeln und ist daher so darstellbar:

(35) t)-—-(l—gl»)(l——é)...(l—é:)

Da aber |g,|<|8,| (t1=1,2,...,p—~1; v=p,p+1,..., k) und %
gerade ist, so gilt:

Y(ﬁf)<1 (r=p,p+L ..., k)
Der Ausdruck (32) niramt daher folgenden Wert an:
E [N 0...rq by
(3) (S+t= Jap)+ SamT+ 3T 0 st

......

q—1 o =1
2 / 2+t ke
< S+t2.._— Zvlavﬁv—%— 2 LT ) e‘.’—i—(p%—v)h,k yyyy'

Die Werte y, geniigen folgenden Ungleichungen:

g—1
S < B WA U
‘yxl ;..__..I'ﬂ:; ( 1 ) ﬂqh—l
1,...,q—11 1 1 1
q— \
= —.—-———-< Rt
(87) |9, | g ﬂ;’ g ( 2 ) s2R
1 1
lyq—-l <

(g—=1)% ?
plaz v

TR
und darum kann die letzte Summe von (36) folgendermaBen abgeschitzt
werden :

2+(U+V)h
Z ﬁ m (u+»h, ky,‘yv
)hv 2{g— :l)

_8’”8"“"{—( J

Der Faktor ¢, kann fiir grole Werte von % beliebig klein werden, wihrend
die iibrigen Faktoren nicht von % abhingen. Die Summe (38) kann also
beliebig klein werden.

Die iibrigbleibenden Glieder § -+ #, — qz_’la, B2 konnen fiir groBe Werte
»=1

,,,,,

<8h/3,. Z (g >\q-—-1>(£i>h#.< B )ky

71

. A2952(@—1)
< Chﬂk 2 *

von ¢ negativ und absolut beliebig groB werden, da j’ay B, unserer

»=1
Voraussetzung gemiB, divergiert. Daraus folgt, dafi die Form (30) nicht
positiv-definit ist, w. z. b. w.1%)
1%) Jm Falle i=0 beweist man ebenso, daB der Ausdruck J(y{(z)):J(z) ne-
gative Werte annehmen kann.
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5. Fall. Die obigen Uberlegungen zeigen, da man in 1 (2) bei den

Gliedern géz bzw. ;{1—5 Konvergenzpolynome g, , (&) von nicht hoherem als

vom 0O-ten bzw. (m — 2)-ten Grade nehmen kann, Wir betrachten nun
den Fall, daB in der Formel (27a) g(z) eine ganze transzendente Funktion
ist. Dasselbe gilt fiir die Funktion ¢, . (2) =5, , 4+ 8,,.2+ ..., die
somit in folgender Gestalt darstellbar ist:

‘Pm+2(z) Zﬁyﬂ, +9 z)+x(z),

=1

wobei F(z) eine reelle ganze transzendente Funktion ist, wihrend y(z)
im Unendlichen regulir bleibt.
Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

w(z)——ZA”urgz), 7z = ez, z=giv.
»=0

Dann gilt fiir J(z)=pgsing > 0:
B

1 [ J(wieet?)
(39) Rof T

g f 4,8, de _}_chfe,,_ smwd

(ecosp—ew,) +o"sine

R—ay €08 @
© ay 8in @
_ 1 4,8, v
.—Rsintpg ' : uz-{—l +Rsmq: Z B smmp
= —ctg g

2

] J(n MR ¥+ h(Ret?))

< g | 314 18,7 4900 (et | = T B

r=1

wobei h(z):Z%"-z”, M=2)A,ﬁ:"+1| ist. Dieser Ausdruck kann
y=1 »=1
wegen des Hilfssatzes 1. negative absolut beliebig groBe Werte annehmen.
Da aber
R - -

1§ J(y(ee*®)) J(y (0e**))

g Teetv 127 { J(eet?) L
so gilt dasselbe fiir den Ausdruck

I(v(ee'?) _ J(y@)
J(0e*?) J(z)
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Dies kann nur fiir hinreichend groBe Werte von |z| eintreten, fiir welche
2(2), sowie auch Jflx(g) ) , beschrinkt bleibt. Also gibt es Werte von z,
fiir welche gilt:

I (@) + 2(2): J(2) = I (Pp1a(2)): I(2) < 0.

0.,
Daraus folgt, dafl nicht alle Formen j Smistusry®, PDositiv-definit

¥
sind. Wir haben aber gesehen, da dann auch nicht alle Formen

0,...,Pp—1

sm+,u+:u M x‘»

positiv-definit sind, w. z. b. w. (vgl. I, § 2).
Hs?

6. Fall. g(z) ist ein Polynom vom Grade > m — 1. Das entsprechende
Polynom §(z) von ¢, (z) ist dann vom Grade p >1. Dann gilt:

J(ya(®) %
J(z) g"’

Man kann stets ¢ so wahlen, da gilt: sing > >L T signsinpgp = — signe,,
Dann gils:

J(y(2)) ST 4 om . p_yf. SDPY Tz ()
S5 <2§Ayﬁ, 4 o? x( +.. p_l)-i_ Fr-

%y sin @

m'—2

+
gcow—ay)“—}-e sing = smng

Es ist klar (vgl. den 3. Fall), daB das zweite Glied bei geniigend groBem o
negativ und absolut beliebig grof wird, wihrend die @brigen Glieder be-
schrankt bleiben, w, z. b. w.

7. Fall. p=1, 2, < 0. Dann ist:

4,8, J{(x(2)
I (Pn(2)): J(z)—a,+2' T e M [ N

Das erste Glied ist negativ, das dritte Glied wird beliebig klein, wenn
wir J(z) geniigend gro nehmen. Um das zweite Glied abzuschitzen,

verfahren wir folgendermafen. Wir nehmen ¢ = i’-, sing = cos<p=$é—.
Ferner wihlen wir eine beliebig groBe Zahl M und nehmen den Index #

go gro8, daB die Summe
22 4,8 <2A/3 M

r=x+1

wird. SetzenW@:W,Sﬁktigﬁ,—«cosqﬂgﬂﬁxv:l, 2,

Das zweite Glied zerfillt in zwel Teile:

o

4,67 _x 4,67 + 487
i (eby—cosp) +sin’p ] (ef—cosg) +sinte 5 (ef—cosg)’tsinty
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Der erste Teil ist kleiner als

n m x m
Z 45, Z 4,8,

M2 < 1’=1M2
Der zweite Teil ist kleiner als
Z‘ 4,8
sm2 2‘4'8'"22‘45<'w

v=7l+1 y=n+1
Somit ist das zweite Glied kleiner als
2 34,6
—Me ’
woraus folgt, daB es mit wachsendem M nach Null strebt, w. z. b. w.

Man beachte, daB a, der Koeffizient bei 2%-1 in g(z) ist. Somit ist
der Satz 3. in allen geinen Teilen bewiesen.

Ist von vornherein bekannt, daB alle 4, > 0 sind (wie dies z. B. fiir
logarithmische Derivierte von ganzen transzendenten Funktionen der Fall
ist), so schlieBen wir, daB bei ungeradem m alle Pole «, positiv sind.

Ist m=1 oder m =2, so ist leicht zu sehen, daB die Nullstellen

von f(z) simtlich reell sind und daB sie und die Pole sich gegenseitig
trennen. In der Tat, in diesem Falle gilt: J(f(2): J(z) = 0, woraus folgt:

(= lg) 020

was uns erlaubt, alle fritheren Uberlegungen suf — % anzuwenden. Die

Positivitat der Residuen in beiden Funktionen zeigt, dafl sich ihre Null-
stellen und Pole gegenseitig trennen.

(Eingegangen am 17. 12. 1926.)

Zusatz bei der Korrektur. Wahrend des Druckes dieser Arbeit
erschienen in C. R. drei Arbeiten von Herrn Krawtchouk, der unabhiingig
von mir den groferen Teil meiner Ergebnisse erhalten hat.



