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Einleitende ~bersieht: Fragestellungen und bisherige Ergebnisse. 

Das zentrale Problem der mathematischen Logik, welches auch mit 
den ]~ragen der Axiomatik im engsten Zusammenhang steht, ist das Ent- 
scheidungsproblem. Es[~aandelt sieh dabei um fotgendes. 

Betrachtet werden~'logische Formeln, welehe variable logische Funk- 
tionen, d.h.  variable Pr~dikate u~d Relationen enthatten. Die &rgumente 
dieser logisehen Funktionen sind wiedemm Variable, deren mSgliehe Werte 
yon den Dingen eines gewissen ,,Individuenbereiches" gebildet werden. Die 
Variablen fiix Individuen schreiben wir als kleine, die f'tir logische Funk- 
~ionen aIs grol~e lateinisehe Buchstaben. Aus den Funktionsvariablen und 
ihren Argumenten setzen sieh die zu betrachtenden Formeln mit Hilfe 
der logisehen Zeichen zusammen; es sind dies folgende Symbole: 

& ,,und", Zeiehen der Konjunktion; 
v ,,oder", . . Disjunktion; 
--~ ,,wenn -- so". . ,, Implikation; 
- -  ,nicht", ,, ,, Negation; 
(x) ,fiir alle x", Allzeiehen; 
(Ex) ,es gibt ein x", Seinszeichen. 

Jede in einer Formel vorkommende Individueavariable x, y, . . .  ist 
auf ein gleictmamiges All- oder Seinszeichen bezogen. 

Die Iogischen Zeichen werden naeh der in der symbolisehen Logik 
fiblichen Weise inhaltlieh gedeutet, und zwar solt auch, wie iiblieh, die Dis- 
junktion nicht im Sinne des aussehlie~enden ,,Oder" (au~--aut), sondern im 
Sinne von ,vel--vel" verstanden werden; Iexner sell eine ImpIikation wie 

P(x)--~Q(x) 
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gleichbedeutend sein mit 

P(z)  v q (,,P(x) - ri b , oder Q (x)% 

Beziiglich tier 8chreibweise der Negation wollen wit festsetzen, de6 start 
F(x) ,  G(x, y, z) kiirzer _~(x), G(x,y,z) geschrieben we~den kana. 

Verm6ge der inhaltliehen Deutung stellen die ~ormeln ~hemata  yon 
Aussagen dar, die noch zweiertei variablo Etement~ enthalten, n~mtieh 
erstens den Individuenbereieh, auf den sich die'kleinen Variablen beziehen, 
und zweitens die Pr~dikats and Relationen, welehe fiir die gro6en Varia- 
blen eingesetzt werden kSnnen. 

Es sell nun ein Verfahren gefanden werden, dutch welches man von 
einer vorgelegten Formel stets entscheiden kann, ob sie fiir jeden Indivi- 
duenbereieh und fiir jede Wahl der ]ogisehen Funktionen vine riehtige 
Aussage lieferk 

Die logischen Funktionen werden hierbei lediglich in Hinsicht auf 
ihren Wertverlauf betrachtet, d .h .  es kommt bei einer lqgischen Funk#ion 
fiir unsere Frage nut darauf an, de6 jedem Wertsys~em ihrer A_rgumente 
eindeutig einer der Werte ,,wahr" oder ,falseh" zugeordnet ist, gleieh- 
gfiltig, wie man zu dieser Zuordnung gelangt. 

Wit wollen vine Formel, die bei jeder Einsetzung logischer Funk~ionen 
vine riehtige Aussage ergibt, vine ,allgemeingiil~ige" Formel nennen. 

Die geforderte Entseheidung betrifft die Allgemeingiiltigkeit einer 
Formel iiir ]eden Individuenbereich. 

Ein Beispiel einer flit jeden Individuenbereich atlgemeingiil~igen 
Formel ist 

(x) v -P(, ) ) .  

Auf Grand der bekannten, die mathema~isehe Logik beherrschenden 
Dualit~t, gemg6 weleher wahr und/atsch,  Konjunktion and Dis]unktion, 
Allgemeinheit and Existenz einander dual entsprechen, gibt es zu dem ge- 
stellten Problem der Entscheidung tiber Allfemeingiiltiekeit aueh via duales, 
n~nlieh die Frage tier ,,Er/iillt~rkeit": es soil nach einem festen Verfah- 
ren yon "einer, vorgetegten Formel entschieden werden, ob sie fiir gewisse 
Individuenbereiehe bei passender Wahl der !ogisehen Fanktionen vine rich- 
tige Aussage liefert. 

Die beiden Probleme sind s~Mieh gtoiehbedeatend. N/i~llieh die 
Frage der Allgemeingiittigkeit ist fiir vine Formel ~ (gr~e deutsche Bueh- 
staben sollen hier, ~ wie in Hilbzrts neue~en_Abhandtnngen, zur Mii2~eilung 
yon Formetn and yon Formol-Bestandteilen dier~n) dean and nut  dann 
zu bejahen, wenn die Fr~age der ErfiiUbarkeit flit ~ zu verneinen ist. Es 
geniigt daher, die Me~hoden do t  Behaudlung ~wei!si i i r  vines tier ~ e n  
,Prob!eme zu entwiekeln, Die Ergebnisse l~ssen'sieh dann auf des sridere 
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Problem dualistisch iibertragen, ganz so wie es in der projektiven Gee- 
merle  auf Grund der do~ bestehenden DuMit~t geschieht. 

Eine naturgems Erweiterung unsexer Fragestellang ergib~ sich aus 
der Relic des Individuenbereiehes. 1V~mlieh start bei einer vorgelegten 
Formel zu untersuehen, ob sie Iilr ~ jeden Individuenbereieh allgemeingiiltig 
ist, kann man fragen: Wie mug der Individuenbereich beschaffen sein, 
damit die Formel altgemeingiiltig ist? 

Entsprechend l ~ t  sieh des Problem der Effiillbarkeit in der Weise 
erweitera, de8 man mit Bezug auf eine vorgelegte Formel frag~: Wie 
mu]  der Individuenbereieh beschaffen sein, damit die Formal effiillbar 
(d. h. bei einer pa~send gew~hlten Einse~ung von 16gischen Fanktionen 
riehtig) ist? 

Die fragliehe Besehai~enheit des Individuenbereiehes kann nut in einer 
Anzahlbeslimmung bestehen. Denn wenn zwei Individuenbereiche gleieh 
viele Dinge enthalten, wenn also jedem Ding a des einen Bereiehes um- 
kehrbdr eindeutig ein Ding a' des andern entsp~ht ,  so geh6r~ aueh zu 
jeder besfimmten log~sehen Funktion (yon irgendeiner Anzahl k van A~- 
gumenten), welehe sieh auf den etsten Iudividuenbeteieh-bezieht, eine 
solehe aui den zweiten Bereich beziigliche Funktion (yon ebenfalls k Ar- 
gumenten), die flit ein Wertsystem 

t t 
el, �9 �9 �9 ak 

yon Dingen des zweiten Bereiehes dann und nut dann wahr ist, wean 
die erste Funlction ffir das en~spreehende Wertsys~em 

el ,  . . . , a~  

yon Dingen des ersten Beteiches wal~ is~; und ebenso umgekehrt. Es 
kemn demnaeh zwisehen den beiden Individuenbereichen in Hinsicht auf 
Allgemeingiiltigkeit und Effiillbarkeit logischer Formeln kein Unterschied 
stattfindem 

Ubetdies l~l~t sich van vornherein einsehen, dat~ die Bedingung fiir 
die Allgemeingiiltigkeit einer Formel nut eine H6chstzah/, diejenige fiir 
~lie Effiilll~rkeit nut eine Mindestzahl sein kanm 

Es gil~ n~mlicJh der Satz: Ist eine Formel flit irgendeinen Individuen- 
beteich allgemeingiiltig, so ist sie es aueh flit jeden Bereich van kleinerer 
Individuenzatfl, uncl is~ eine Formel ffir einen Be~dch exfiiUbar, so ist 
es auch flit jeden Bexeieh yon gr6flerer I~adivicluenzatfl. 

Gem~d~ unserem Dualit~tzprinzip genfig~ es, die eine de~ beiden Be- 
tmuptungen zu beweisen; wit w~iklen die zweite. Es sei also eine Formel 
gegeben, die flit einen gewissen tndividuenbereieh r erfiillbar isr Wit 
~vollen zeigen, dal~ die Fomel  flit jeden Bereich fl effii!lbar ist, weleher 
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r als Teilbereich eutNil~. Damit is~ dana auch gezeig~, da~ sie ~iberhaupt 
fiir jeden Bereich erfiillbar is~, der mel~ tadividuen als a enthMt, -- da 
]a Bereiche yon gleicher IndividueazaM sick hinsichflich tier Erfiillba~keit 
yon Formeln gleich verhaltem 

Es seien 
F,G, . . . ,S  

die in dez Formel vorkommenden Fanktionszeichen. Naah Voraussetzung 
gibt es ein System bestimr, ter logischer Funktionen 

Go,...,So, 

welche sich au~ den Bereich a beziehen und welche, ~ F, G . . . .  , S ein- 
gesegzt, die be~rachtete Formel zu einer richtigen ma~hen, c sei ein Ding 
aus a ,  und 7 sei die Gesamtheit, welche von c and ferner den nieht zu 
r gehSrigen Dingea des Bereiches fi gebildet wit& Wit ordaen nun jedem 
Ding yon fl ein Ding yon a zu, indem wit jeclem Ding der Gesamtheit 7 
das Ding e, mad jedes nick~ zu y gehSrige Ding yon fl sick selbst ent- 
sprechen lassen. F~ner  ersetzen wit die logischen Fnnktionen ~ ,  . . . ,  S o 
dutch neue Funktionen 

welche sick auf den Bereich fi beziehen und deren Wahrheitswerte ( .wahl" 
oder ,falsch") so bestimmt werden, dab sie ~ jedes (aus fi entnommene) 
Wert~ystem ibxer s beziiglich mit den Wahrheitswerten der atten 
Fmak~ionen flit das System der zugeord~eten Werte aus a iibereinstimmen. 
/kuf diese Weise erhalten wix eine auf den Bereich fi beziigtiehe Aussage, 
wetche auch dutch FAnset~mg aus der bet~achteten Formel entsteht, trod 
aus der Bildtmgsweise der Fuaktionen F1 . . . . .  S~ geht hervor, daft diese 
Aussage wiederum richtig istl). 

Somit ist in der Tat die betrachtete Formel auch in dem Bereich fl 
erfiillbar. 

Bei dieser ~beflegang haben wit yon einer MSglichkeit abgesehen, 
n~mlich dex, da~ der Individuenbereich i~berhaupt l~zin Ding enth~l~. 
Dieseu trivialen Ausnahmefall, der eine Sondemtellung einnimmt, wollen 
wit bei unseren Eetraehtungen durchweg aus~hliefien. Seine Beha~dlung 
erledigt sick dutch die Beme~ung, (tag fiir einen leeren Individuenbereieh 
eine Formel mit vora~stetmudem ~llzeichen stets altgeme'mgfflti~ eine 
solche mi~ voranstehendem Seinszeichen stets une~fiillbar ist. 

I) In betreff dieses letzten Punkt~s dex Al-gument~on sei auf w 2, S. ,~Sg---g54 
hingewiesen, wo ffir einen ganz entsl~veehenden Fall die ~berlegung au~iil~cher a~  
gegeben wird. 
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Urn ein paar Beispiele ~dr die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit 
bzw. ErfiiUbarkeit anzufiihren, so ist die Formel 

fiir diejenigen Bereiche allgemeingiiltig, welche nur ein Ding enthalten; 
die Formel 

{(E~) (F(x) ~ G (x)) ~ ( ~ )  (F(x) ~ ~ (x))} - ~  (~ )  ~(x) 

ist allgemeingiil~ig, sofern tier Individuenbereich aus hSchstens zwei Dingen 
besteht. Die Formel 

(Ex) F(x)  & ( Z x ) P ( x )  

ist erfiillba~ fiir die Individuenbereiohe, welche aus mindestens zwei Dingen 
bes~ehen, die Formel 

(Ex) F(z) & (E~) (:~(x) & G (~)) & (Ex) (~'<x) & ~ (z)) 

ist erfiillba~ fiiz die Individuenbereiche, die aus mindestens drei Dingen 
bestehen. 

Wie man leichr sieht, l~l]t sich jede endliche HSc~zahl dutch die 
Allgemeingi~ltigkeit, jede endliche Mindestzahl durch die Er]i~llbarkeit einer 
Formel charakterisieren, und zwar -braucht man dab~i nu~ Funktionszeichen 
mit einem Argument. 

Auch der Unterschied zwischen er~dlichen und unendlichen Individuen- 
bexeichen l~Itt sich dutch die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit ge- 
wisser Formeln zum s bringen, wobei nun abe~ (nach einem noch 
zu erw~hnenden Satz) alas Auftreten yon Funk~ionszeichen mi~. mindestens 
zwei Argumenten wesentlich ist: 

So besteht z. B. die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Allgemeingiil~igkeit der Formel 

in der Endhchkeit des Individaenbereiches, und demgem~i~ die Bedingung 
fiir die Erfii/Ibarkeit clef Formel 

(x) IV(z, x) & (x)(y) (z) (( F(x, y) & le(y, z)) --,. F(x, z)) & (x)(Ey)l~(x, y) 

in der Unendtichkeit des Individuenbereiches. 

De~ Untexschied zwisehea abz~fiba~en und iibe~abz~hlbaren Individueno 
bereichen kanu dagegen, nach einem zuerst yon LSwenheim~'), sparer auf 

~) I~opo'~ L~wenheim, ,~be~ M~gliohkeiten im Rela~ivkalkul% Math. Annaien 76. 
Leipzig 1915. 
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andere Weise yon Skolem a) bewiesenen Satz4), nixht dutch die Allgemein- 
giiltigkeit oder Ediillbarkeit einer Formal ausgedriickt warden. 

Um diesen Untersehied zur Darstellung zu bringen, muB man zu dam 
erweiterlen •ormalismus der ,zweiten ~tu/e" aufsteigen. Dieser bes~eht 
darin, dal~ das Allzeiehen und das Seinszeiehen nicht nut in Verbindung 
mit dan kleinen Variablen, sondern each mit dan gro$en Variablen an- 
gewandt werden, so daft man &llgemeinheit mad Existenz nieht nur in 
bezug a~f Individuen, sondern aueh in bezug auf logische Funktionen 
formal ausdriicken kann. 

Z. B. die Formal 
(p) (EQ)(~) (~ (~) v q(x)) 

besagr ,Zu jedem Pr~klikat gibt as ein mit ibm unvertr~gliehes Pr~likat"; 
die Formal 

(k )  (ES)(x)  (y) ((R(x,  y) --~ S(y,  x)) & ( S(x,  y) --~ R(y ,  x))) 

besagt: ,Zu jeder zweigliedrigen Relation gib~ es eine sotche, die aus ihr 
dutch Vertauschung der beiden Glieder entsteht." 

In dieser Symbolik kann die Allgemeingiiltigkeit und ebenso die Er- 
fiillbarkeit einer Formal der ,ersten Stale", d. h. einer Formal unseres 
bisherigen FormaIismus, selbst dutch eine Formal dargestellt warden. 
Z. B. die Allgemeingiiltigkeit der Formal 

(z) (F(~) v ~(x)) 

sieUr sich dar dutch die Formal 

(~) (x)(F(~) v ~(x)) ,  
die Erfiillbaxkei~ der Formal 

�9 (x) (y) (R(x ,y) - - -~R(y ,x) )  
dutch die Formal 

(ER) ~x)(y) (R(,~, y) ~ _~(y, x)). 

Bei dieser Darstellung dutch eine Formel der zweiten Strife ist die 
Abh~ing4gkeit yon den vaxiablen logischen Funktionen beseitigr Es bleib$ 
in der Formal nut noah der Individuenbereich unbes~mm~. 

Die beiden Fragen dex Allgemeingiiltigkeit mad tier ErfiiIlbarkeit er- 
scheinen mmmehr als S p e z ~ e  des vial aUgemeineren Problems, yon 
einer beliebigen Fome l  tier zweiten Stufe zu en~saheiden, ob sic riehtig 

a) Th. Skolem, .Logisoh-kombinatorische Untersuchungen fiber die Effffllbarkeit 
oder Beweisbaxkei~ mathem~i~her S~ze nebst einem Theorem iiber dichte ~engen". 
Videnskapsselskapets Skrifter. I. Mat. Natarv. KL, 1920, Nr. 4. Kristiania. 

") Dieser" Sa#z wi~d im folgenden genauer fonnuliert. 
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ist oder nicht, bzw. unter welchen Bedingungen f ~  den Individuen- 
bereich sic rich~ig ist. (Diese Bedingungen l~Snnen wiede~ nut Anzahl- 
Bedingungen sein.) 

Eine andere Erweitenmg der Problemstellung besteht darin, dab in 
den zu untersuchenden Formeln neben den variablen togisehen Funktionen 
die Idengt~itsrelagon als bestimmte logische Funktion zugelassen wird. 

Die ersten Untersuchungen auf dem Gebiete des Entscheidungs- 
problems sind von SehrSder angestellt women. 

Zu systematischen Ergebnissen ist zuerst LSwenheim in seinex (vorhin 
zitierten) Abhandlung ,,Uber MSglichkeiten im Relativkalkiil" gelangt. 

Hierin behandelt er erstens das Entscheidtmgsproblem flit den Fall 
von Pr~dikatenformeln, d.h. yon solchen Formeln, in denen ausschlieBlich 
Funktionen eines Arguments auftre~en; und zwar lSst er es vol]st~ndig, 
ffir Formeln der ersten Stufe, unter Einbeziehung der Identit~tsrelation 
und andeutungsweise such f'fir Formeln der zweiten Stufe. 

Ferner zeigt er, dal~ jedes Problem der Ent~daeidung iiber Allgemein- 
g'filtigkeit oder Erfiillbarkeit sich suf ein solehes zur~iokfiihren l~fit, in welchem 
die zu betrachtende Formel nu~ Fmuktionen yon zwei Argumenten enth~lt. 

Drittens beweist er den Sate, dal~ eine Formel der ersten Stufe, die 
iiberhaupt ~ irgendeinen Individuenbereieh erfii!lbar ist, such flit einen 
abz~baren Individuenbereieh erfiillbar ist oder, in der hierzu dualen Aus- 
drueksweise: dat~ eine Formel der ersten Stuie allgemeingiiltig ffir jeden 
Individuenbereieh ist, falls sie flit jeden abz~hlbaren Individuenbereich 
altgemeingiiltig ist. 

Fiir diesen Sate hat hernach Skolem (in tier oben zitierten Abhand- 
lung) einen etwas einfaeheren Beweis gegeben. 

Das Entscheidungsproblem flit die Pr~dikatenformeln hat, unabhgngig 
yon LSwenheim, sp~iter Behmann behandelt und zur volts~indigen Er- 
ledigung gebracht 5). 

Diese Untersuchung liefert insbesondere das Ergebnis, da~ die Be- 
dingung ffir die Individuenzahl nut in (unteren oder oberen) Abgrenzungen 
dutch endliche Zahlen bestehen kann6), und zwar gilt dies such flit die 
Formeln der zweiten 8tufe und unter Einbeziehung der Identit~tsrelation, 
so dab also tier Untersehied zwischen endlichen und unendlichen Gesamt- 
heiten nicht dutch die Richtigkeit einer Pr~likatenformel tier zweiten Stufe,. 
und erst recht rdeht dutch die AllgemeingfilCigkeit oder E_rffitlbarkeit einer 

b) Heinrich Behmann, .Beitr~e car Algebra der Logik. insbesondere zum Ent- 
seheidungsproblem". Math. Annalen 86, Heft 3/4 (1922); S. 163--229. 

~) Der Fall eines nnendliehen, dureh eine endtiche Zahl nach unten abgegrenzten 
Anzablintexvatles kommt hiernaeh such in Betracht. 
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Prii~[ikatenformel der ersten Smfe - -  selbst bei Hinznnahme der Iden~it~hs- 
relation - -  zum Ausdruek gebracht werden kann. ~, 

Im folgenden soll nun flit den allereinfaeks~en bisher noeh nicht er- 
ledig~en Fall das Entseheidungsproblem gelSst werden. Es handelt sich 
dabei lecliglich um Formeln der ersten Stufe untenAussehluB der Identitiits- 
relation. 

Man gewinnt eine Klassifikation dieser Formeln au/ Grund der Tat- 
sache, dab - -  gen~B einem Satze des Logikkatkuls - -  jede logische Formel 
in eine solche ,Normalform" umgeformt wercien kann, bei der die All- 
zeiehen und Seinszeicben alle dee ganzen Formel voranstehen und die mit 
ihr in bezug auf Wahrheit und Falschheit vollkommen gleichwertig ist. 
Beispielsweise kann die vorhin erw~hnte Formel 

{(x) F ( ~ ,  x) a (x) (y) (z) ((F(x,  y) a F (y ,  z)) -~ F(x ,  z))} 

(Ex) y) 
auf folgende Normalform gebraeht werden: 

(Ex) (Ey)(Ez)(u){E(x ,  x) V ( F(x, y) & F(y, z) & F(x,  z)) v ~(x,  u)}. 

Denken wir uns nun die zu betrachtenden Formeln auf ehle solehe 
l~ormalform gebraeht, so sind die einfachsten F~lle yon Formeln, die nicht 
Pr~idikatenformeln sind, diejenigen, in denen nur zwei Zeichen voranstehen. 
Auf diese Formeln beziehen sieh die folgenden Betrachtungen. Von den 
vier mSgliehen Typen 

(x)(y)Oi(x, y), (Ex ) (Ey)2 (x , y ) ,  (x)(Ey)~l(x, y), (Ex)(y)91(x,y) 

erweisen sieh die drei ersten fiir das Problem der Allgemeingiiltigkeit als 
trivial. Uberhaupt liigt sieh, wie gezeigt wird, die Entseheidung iibe~ die 
Allgemeingiittigkeit fiir alle die Formeln in trivialer Weise erledigen, in 
deren Normalform kein 8einszeiehen vor einem Allzeiehen steht~ 

Die Behandlung des vierten Typus wird auf diejenige einer Priklikaten- 
formel znriiekgefiihrt und ergibt eine explizite Ubersicht fiber die. mSg- 
lichen F~ille yon Allgemeingiiltigkeit. 

Zur Vorbereitung wird die Entscheidmag fiber Allgemeingiiltigkeig 
(bzw. Erfiitlbarkeit) bei Pr~dika~enformeln (d. h. soteben der ersten Sr 
in denen auch die Identit~tsrelation nieht auftritg) nach der direkten 
Methode, wie sie in der Abhandlung yon L5weuheim kurz angegeben ist, 
ausfiihrtieh dargelegt, insbesondere~im Hinbliek auf die dabei resuttierende 
Form tier Anzablbedingung fiir den Individuenbereieh. 

Die im Iolgenden mitge~ilten Uberlegungen sind d,xreh VorIesungen 
yon Hilbert fiber mathematisehr Logik angeregt worden and hegen schon 
um mehrere Jahre zarfiek. Die I)urehfiihrung des Enf~-daeidungsvaffahrens 
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im Falle einer einzigen auftretenden Yun~ion E(x, y) r'tihrt von M. SehSn- 
finkel her, der zuerst clas Problem in Angriff nahm r), von P. Bernays die 
Ausdehnung der Methode auf mehrere logische Funktionen, sowie die Ab- 
fassung tier vorliegenden Arbeik 

w  

Das Entseheidungsproblem bei Besehriinkung au~ Funktionen 
eines Arguments. 

Der methodisehe Leitgedanke der folgenden Betraehtungen besteht in 
der Zuriicldiihrung des Entscheidungsproblems auf das Entscheidungsver- 
fahren im Aussagenkalkul. Im Aussagenkalkul haben wit es zu tun mit 
Formeln, welehe aus den Aussagenvariablen X, ]v, Z . . . .  (als solche nehmen 
wir grol~e lateinisehe Buehstaben, die, zum Untersehied von den Ftm~ions- 
variablen, kein Argument bei sieh fiihren) mittels der Konjunlrtion, Dis- 
junktion, Imptikation, Negation gebildet werden. 

Die Entscheidung, ob eine solehe Formet allgemeing'dltig ist, d. h. bei 
ieder Einsetzung yon bestimmten Aussagen fiir die Variablen X, Y . . . .  
immer eine richtige Aussage liefert, kann direkt dutch ein endliehes Aus- 
probieren herbeigefiihrt werden; denn bei den einzusetzenden bestimmten 
Aussagen komm~ es nur auf ihren Wahrheitswert an, und man braneht 
daher flit die Aussagenvariablen nut die zwei Werte ,,wahr" und ,,falseh" 
in Betraeht zu ziehen. 

Ein besonders einfaehes Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit einer 
Aussagenformel erh~i/t man an Hancl der ,,kon~unktiven Normalform". 
Unter einer konjunktiven Normalform versteht man eine Formel, welehe 
in einer konjunktiven Zusammensetzung yon solehen Dis~unktionen besteht, 
die ihrerseits als Disjunlrtionsgtieder nur Variable oder negJerte Variable 
enthalten s~ 

Naeh einem bekannten Satze des Aussagenkalkals l~il~t sieh jede Aus- 
sagenformel in eine ihr wahrheitsgleiehe konjunktive Normalform iiber- 
ffthren. Als ,wahrheiisgleich" sollen zwei Aussagenformeln bezeiehnet 
werden, wenn bei jeder bestimmten Einsetzung beide Formeln riehtige 
oder beide falsche Aussagen ergeben. 

~) Uber sein Ergebnis hat Herr Sch6nfinkel in der GSttinge~ mathemati~sehen Ge- 
se]Lachaf~ im Winter~emester 1922/23 referiert. 

8) Hierin so]len die F~i/le mit inbegriffen sein, we die Formel nat aus einer ein- 
zigen I)isjunk~on besteh~, abet auch, we ein Kon~unk~onsglied nur aus einer Varia- 
blon bzw. einer negierten Variablen besteht. D. t~ es sind ,ea'ngliedrig~ ~ Kon~unk- 
tionen und Disjauktionen zugelassen. 
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Bei einer sotehen Normalform bes~eht nun das notwendige and hin- 
reichende Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkei~ darin, dal~ jede der Dis- 
junktionen zwei en~gegengeset~te Glieder enth~lt, d.h. zwei solehe Glieder, 
deren eines die Negation des anderen ist. So ist z.B. die Formel 

( x v  Yv iT)& ( x v  x v  z) 
allgemeingiiltig, nieht aber 

X & ( s  g) .  

Das duale Gegenstiiek zu tier konjtml~iven Normalform ist die disjunktive 
Normalform, die sich yon jener dadureh untexscheidet, dab Konjunktion 
und DisjunkCion ihre Rollen vertausehen. 

Wie die konjtmktive Normalform das Kriteriu'm der Allgemeingiiltig- 
keit, so liefert die disjtmktive bTormalform das Kriterium der Erfiillbarkeit. 
Dieses Kriterium besteht fiir eine disjunk~ive Normalform darin, daI~ in 
mindestens einer der (disjunktiv verbundenen)Konjunktionen keine zwei 
entgegengesetzten Glieder enthalten sin& -- 

Die Herstellung einer konjunlaiven lqormalform 9) flit eine gegebene 
Aussagenformel ist auf versehiedene Weisen mSglich. Man kann daher 
diese Normalform noeh weiteren Bedingtmgen un~rwerfen. Insbesondere 
besagt ein Satz des Aussagenkalkuls, da~ jede &ussagenformel, welahe mit 
den Aussagenvariablen X, Y . . . .  , U gebildet werden karm (es wird nicht 
verlangt, dat~ diese Variablen alle in der Formel vorkommen), wahrheits- 
gleieh ist mit einer solehen speziellen konjunktiven Normalform, bei der 
jede der (konjunktiv verbundenen) Disjunktionen entweder mit der Dis- 
junktion 

X v Y v . . . v U  

iibereins~immt oder aas ihr dutch Uberstreichtmg einer oder mehrerer 
Variablen hervorgeht. Indem wir iiberdies noeh verlangen, da~ jede 
solche Disjunl~ion hSchstens einmal als Glied auftrit~, wird die Normal- 
form eindeutig (abgesehen yon der Reihenfolge der Konjunl~ionsglieder) 
festgelegt. 

Diese besondere Ar~ yon konjnnktiver Normalform, yon der wit an 
einer spiiteren $telle Gebraueh maehen werden, wollen wir ,ausgezeichnete" 
konjunktive Narmal]orm nermen. Dabei ist za bemerken, dal~ wit als aus-" 
gezeielmete konjunktive Normalform einer a l l g e m e i ~ g e n  Formet die 
0-gliedrige Konjunktion anzusehen haben, wel~he iiberhaupt kein Glied 
entsh/ilf~ 

Die dem Problem der hl_lgemeingiiltigkeit angemessene Bevorzugung 
der konjunktiven ~ormalform bringt es mit slob_, da~ wit bei den An- 

~) C~anz entspreehend~s gilt F~r die disjtmktive Normal~orm. 
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wendungen des Aussagenkalkals im folgenden stets die I~on]unktion formal 
als Summe, die Dis]unktion als ProduIct zu behandeln haben, -- um- 
gekehrt wie es gewShnlich im Logikkalkul geschieht. -- 

Betraehten wir nun den einfachsten Fall des anfangs formuIierten 
Entscheidungsproblems, n~imlich den, we als logische Funl~ionen nur 
solche mi~ einem Argument, also Pr~dikate, vorkommen. Hier gelingt in 
der Tat ganz allgemein die Zuriickfiihrung aui des Entscheidungsveffahren 
des Aussagenkalkuls. 

Zun~chst e~kennen wit die M6glichkeit dieser Zuriieldiihrung flit den 
Fall eines Individuenbereiches mit einer gegebeneu endlichen Anzahl n 
yon Individuen. 

Seien n~hnlich 
a 1, ...~ a~ 

diese Individuen, so ist die Operation des vorgesetzten Mlzeiehens (x) 
gleichbedeutend mit einer Kon~unktion, bei der na~heinander flit x die 
Werte e l , . . . ,  a~ zu setzen sind, und ebenso ist die Operation des vor- 
gesetzten Seinszeichens (Ex )  gleichbedeutend mit einer Disjtml~ion, we 
wiederum flit x die Werte a 1 . . . .  , a s zu setzen sind. 

Ist nun P eine der vorkommenden Funktionsvariablen mit einem 
Argument, so erh~lt man bei ieder Einsetzung eines bestimmten Pr~di- 
kates an Stelle yon P flit 

P(al) . . . . .  P(a,,) 

bestimmte Aussagen mit bestimmten Wahrheitswerten. Umgekehrt wird 
aueh durch jede Verteihmg der Wexte ,,wakr" und ,falseh" au~ die 
Symbole 

P(al) . . . .  , P(a,)  

der Wertverlaui eines Pr:hdikates definiert. Demgem~iit erhalten wir an 
Stelle jeder Funktionsvariablen n voneinander unabhiingig variable Wahr- 
heitswerte. Die hllgemeingiil~igkeit der vorgelegten Formel fiir eine ge- 
gebene Anzahl n yon Individuen ist somit gleiehbedeutend mi~ der All. 
gemeingiiltigkeit einer Aussagenformel, und fiir diese kSnnen wir die Frage 
der Allgemeingiiltigkeit entseheiden. 

ttiermit ist ~reilich unsere Aufgabe nicht geISst. Dena erstens wolIen 
wit uns nicht auf endliche Individuenbereiche beschrgnken, und zweitens 
kSnnen wit ja auch nieht fiir ~'ede enclliehe Individuenzahl die entsp~echende 
Aussagenformel auI ihre Richtigkeit priifen. 

Nun l ~ t  s~h abet folgender Satz beweisen: ][st k die Anzahl der in 
einer Formel yon der betrachteten A~ vorkommenden Prk/iikatenvariablen, 
so ist die Formel allgemeingiiltig flit jeden Individuenbereiah, falls sie 
flit einen Bereich yon 2 ~ Individuen allgemeingiil~ig ist. 
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Ffir den Beweis ist es vorteilhafter, die hierzu duale Form des 
Satzes zu w~hten: Enth~lt eine Formel yon der betrachteten Art k P r~  
dikat~nvariablen und is$ sie tiberhaupt fiir irgendeinen Individuenboreieh 
erfiillbar, so is~ sie aueh flit einen Bereieh yon 2 ~ Individuen eriiillbar. 

Dies ist folgendermal~en einzusehen. 

Seien 
~ ' ,G . . . . .  P 

die in der Formet vorkommenden k Pr~tikatenvariablen, und seien 

Fo,Go . . . .  , P o  
gewisse auf einen Individaenbereieh beziigliche bestimmte Pr/ixlikate, fiir 
welche die Formel eine riehtige Aussage 9~ ergibt. Dann teilen wit die 
Dinge des Individuenbereiches in Klassen ein, indem wit zwei Dinge a, b 
zur selben Klasse rechnen, wenn die A ussagen Fo(a ) and $'o (b) wahr- 
heitsgleich (d. h. beide wahr oder beide falseh) shad, uud ebenso 

Go( ) Co(b), . . . .  Po( ) Po(b) 
wahrheitsgleieh ist. 

Auf diese Weise erhalten wit hSchstens 2 k Klassen, da es ja flit e'm 
Ding a h~iehstens 2 ~ MSglichkeiten der Vert~ilung von Wahrheit und 
]~alsehheit auf die Aussagen 

F o (a), G o (a) . . . .  �9 Po (a) 
gibt. 

Seien cz~ . . . . .  a,  die verschiedenen Klassen, die wir so erhalten. Diese 
bilden einen Individuenbexeieh yon n Dingen, wobei 

n ~ 2  ~ 

is$. Wi~ definieren nun P~dikate 

. . . . .  P,, 

welehe sieh auf diesen neuen Individuenbereieh beziehen, indem wit fest- 
setzen, dab /v 1 auf die Klasse r (p = 1 . . . . .  n) dann und nut dann za- 
trifft, wenn F o auf die zu a~ gehSrigen Dinge (des anfitngliehen Indivi- 
duenbereichs) zutriff~, dat~ ebenso G 1 auf a~ dann mad nut dann zutriff~, 
wenn G O atff die zu a~ geh~rigen Binge zutrifft nsw. 

Oom~$ dieser Definition geht jede mit den Prgdit~en ~ , . . ,  Po 
and den logisehen Zeiehen gebildete, auf den anfgnglichen Individuen~, 
bereich beziigliohe Aussage, wo als Argumente tier Pr/idikate entweder 
Variable oder bestimr-t~ Dinge des anfgnglie-hen Individuenbereiehes st~hen, 
in eine ihr wahrheitsgleiche Aussage iiber, wenn man &tin -~o durch-/~t, 
G O dutch G I . . . .  , P~ dutch Px er~'~zt, ferne~ start des an~nglicJaen den 

Mathemati~lxe Xnaalem 99. 2~ 
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neuen Individuenbereieh der ~ Klassen zugrunde legt uncl fiir jedes evtl. 
als Argument auftretende Ding (des aufgngliehen Bereiehes) diejenige Klasse 
setzt, zu weleher das Ding gehSrt. 

Diese Behaup~ung ist trivial flit den Fall, dal~ die betreffende Aussage 
kein Allzeiehen und kein Seinszeichen enth~lt. Um sie allgemein zu be~ 
weisen, maehen wit Gebraueh yon der bereits in der Einleitung erw~ihnten 
Tatsache, dab jede Formel, in der Variable auftreten, auf eine solehe 
Normalform gebracht werden kann, da$ die All- und Seinszeiehen s~mtlich 
voranstehen. Wir beschr/inken uns also auf Aussagen yon dieser Normalform. 

Der Satz gelte schon, wenn die Anzaht der All- und Seinszeichen in 
der Aussage kleiner als m i s t . ,  Nun betraeht~n wit eine Aussage m i t m  
voranstehenden Zeichen ( m > 0 ) .  Diese bat dann (bei passender Be- 
nennung der Variablen) entweder die l~orm 

oder die Form 

wobei in ~ ( x )  nur noch ( m - - l )  All- und Seinszeiehen voranstehen. 
Dutch die Ausfiihrung der verlangten Anderungen erh~lt man cl[e Aussage 

(x)'~(x) bzw. (Ex)~(x).  

W~hrend die vorherige Aussage sich auf den urspriinglichen Indi- 
viduenbereich bezieht, bezieht sich die ge~nderte Aussage auf den neuen 
Individuenbereich. Es ist zu zeigen, dal] cliese mit ]ener wahrheitsgleieh 
ist. Dies erkennt man so: Sei a ein Ding des urspriinglichen Individuen- 
bereiches und a die Klasse, zu der a gehSrt. Dann ist ~ (a) eine Aus- 
sage mit (m -- 1) voranstehenden All- und Seinszeiehen, welche dureh Aus- 
fiihrung tier verlangten ~nde~ungen in ~ (~ )  iibergeht; nach unserer An- 
nahme ist daher ~ ( a )  mit ~ (~)  wahrheitsgleich. Wenn daher ~ ( x ) f i i r  
alle Dinge des urspriinglichen Individuenbereiehes zutrif[t, so tritit ~ ( x )  
fiir alle Dinge des neuen Individuenbereiehes zu, und umgekehrt; ferner, 
wenn es ein Ding x im urspriinglichen Individuenbereieh gibt, fiir welches 
~ ( x )  zutrigt, so gibt es auch im neuen Individuenbereieh ein Ding x, 
tiir welches ~ (x) zutriit~, und umgekehrt. 

gomit ist die Beh~uptung dutch den Schlul~ yon n auI n-4-1 be- 
wiesen. Insbesondere ~olgt nun hieraus, da$ die riehtige Aussage ~ ,  die 
wir dutch eine spezielle Einsetzung aus uaserer Ausgangsformet erhalten, 
bei der Ersetzung yon Iv o, G o . . . .  , Po dutch .~,  G~ . . . . .  P1 ~-ieder in eine 
~iehtige Anssage fibergeht, bei clef die Variablen sieh auf den Indivicluen- 
bereieh der Klassen a x, . . . ,  ~ beziehen, deren Anzahl ~ 2 ~ ist. Das heist: 
die Ausgangsformel is~, wenn sie iiberhaup~ erfiillbar ]st, a~ch in einem 
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Bereieh von hSchsf~ns 2 ~ Individuen, und folgtieh ahch in-einem Bereiche 
yon genau 2 ~ Individuen, erfiitlbar. 

Somit ist im Gebiete der logisahen Funktionen eines Arguments das 
Problem der Allgemeingiiltigkei~ sowie das der Erfiillbaxkeit durah ein 
bestimmtes Entseheidungsverfahren gelSst. Zugteiah ergibt sieh beziigliah 
der Knzahl-Bedingungen fiir den Individuenb~reiah ein einfaz]aes Resultat: 
Eine besehr~nkende Anzahl-Bedinguug flit die A llgemeingiiltigkeit einer 
Formel mit k P~dikaten-Variablen kann nut lau~en: .der Individuen- 
bereiah besteht aus hSahstens r Dingen", wobei 1 ~ r < 2~; eine besahr~n- 
kende Anzaht-Bedingung fiir die Erfiillbarkeit kann nut lauten: ,der In: 
dividuenbereieh bes~eht aus mindestens r Dingen", wobei 1 < r'~< 2 k. 

w 

Das Problem der Allgemeingiiltigkeit bei Formeln mit zwei 
voranstehenden Zeichen. Vorfragen. Triviale F$11e. 

Wenden wit uns nun zu dem allgemoinen Fall, dab aueh Funktionen 
mi~ mehreren Ar#umenten auitreten. Wit kf~nen yon vornherein an- 
nehmen, dal] die zu b~traahtenden Formeln die Normaliorm haben, bei cter 
die All- mad Seinszeiehen voranstehen. 

Wenn nut ein einziges solehes Zeiahen voransteht, so haben wit noah 
kein neues Problem; denn dann kommt ia nut eine einzige Variable vor, und 
ein Funktionszeichen mit mehreren iibereinstimmenden Argumenten, wie 

F(x,  z, 

ist ja in Hinsicht auf die mSglichen Werte bei bestimmten Einsetzungen 
gar nicht versehieden yon einem Funktionszeiehen mit einem eirmigen 
Argument. Die einfaahste MSgtichkeit eines wesentlichen Auftretens yon 
Relationen (Funktionen mehrerer Argumente) ist also bei zwei voran- 
stehenden Zeichen gegeben. 

Dieser Fall zweier voranstehender Zeichen solt nunmehr behandelt 
werf~en. 

Es siad folgende Typen mSgliah: 

Wit wollen tins ran~iahst klarmaehen, dab es keine Besehr~inkung der 
hllgemeinheit bedeutet, wenrt wix smnehmen, dal~ die in 2 vorkommenden 
Ftmktionszeiehen tauter solahe mit zwe/ Arguraenten sin& 

Die Vermeidmag vo.n Funktionen mit nut einem Argument geschieht 
einfaeh dadnrda, dal~ wit z.B. start F (x) sehreibeh F (x, x), indem wit 
also den Wer~verlauf eines Pr~dikates Ms Tel/ des WerVverIa~es e iner 
Relation ~atffassen, was saehliah keinen Untexsahied maeht. 

23* 
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Etwas miihsamer ist es, das Auftreten yon Funk t ion~  mit  mehr als 
zwei Argumenten auszuschaltenl~ Die Methode, nach der man hierbei 
verf~hrt, t/~1~ sich an dem Fall der Funktionen mit drei Argumenten 
schon hinreiehend deutlieh darlegen. 

Sei G ein Funhtionszeichen mi~ drei Argumenten, welches in 2 ( x ,  y) 
vorkommt. Da in den Argumen~tellen nur die Variablen x und y stehen, 
so zerlegt sieh der in Betracht kommende Wertverlauf yon G in denjenigen 

yon G(x,x,y), yon G(x,y,x) und yon G(y,x,x). 

Dies sind drei Funktionen zweier Argumente, welche lediglich der Be- 
dingung unterliegen, daf~ sie beim Einset~.en yon x fiir y alte drei dieselbe 
Funktion yon x ]iefern. Somit k6nnen wir ffir G (x, x, y) eine ganz be- 
liebige Funktion zweier Argumente G(x, y) nehmen. Die beiden andern 
Funktionen yon x und y miissen bei der Ersetzung yon y dutch x in je 
eine mit  G (x, x) wahrheitsgleiche Funktion yon x iibergehen; sonst abet 
sind sie aueh ganz beliebig. 

Nun erhiilt man eine Funktion dieser Art auf folgende Weise: Is~ 
F(x, y) eine beliebige FunkCion, so ist 

(F(x, y) & F(y, x)) v (F(x, y) &Fiy, x)) 

fiir ein Individuenpaar x, y dann und nut  dann rich~ig, wenn $ ' (x ,  y) 
mit F(y, x) wahrheitsgleich ist. Sohreiben wir fiir die.sen Ausdruck zur 
Abkiirzung G ( x ,  y) ,  so ist ~ ( x ,  x) stets richtig, wie auch die Funktion 
F(x, y) gew~hlt wird. 

Ferner kSnnen wit eine spezielle Funktion F0(x  , y )  so ws dab 
flit zwei verschiedene Individuen x, y die Aussagen 

Fo(X, ~) und Fo(y, z) 

in der Beziehung des aussctdiel~enden ,oder"  ( , a u t -  aut ~') steherh so da~ 
~ ( x ,  y)  beim Einsetzen von -~0 fiir F falsch wird, auller wenn x dasselbe 
Individuum ist wie y. 

Bilden wit nun den Ausdrack 

(~(x,  y) v S(x,  y)) & (~(x,  y) v H(x, y)) 

~) Man k~unte denken, dab hierzu der in der Einleitung erw~hnt~ Satz yon 
LSwenheim anzuwenden w~re, wonach jedes Problem der Allgemeingiiltigkeit (bzw. der 
Efffillbarkeit) sioh auf ein solehes zuriickfiihren l~t,  bei dem nur RetaCionen mit 
~w~ Argumtmtc~ auf~reten. Diese Reduktion kSnnen wir jedoch bier nicht verwerten, 
well durch sie die ZaM der in der logischen Formel voranstehenden Zeichen vermehrt 
wird~ - wRhrend fiir unsern Zweck ein Peffahren erfo~lert wird, das den T~pus der 
Formel unge~nder~ t~SK 
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wo~in F und H als wiUkiirliche Funktionen auftreten, wiihrend G(x, 7t) 
die eben betraehtete Funk~ion ist -- ,  so geht dieser beim Einsetzen yon x 
fdr y iiber in 

(q(~, x )v  (7(x, x)) a; (~(x, z )v  H(~, x)), 
was mit G(x, x) wahrheitsgleich ist, da @(x, x) immer richtig ist. Im 
iibrigen abet ist sein Wertverlaaf ganz beliebig; dean setzen wit fie F die 
Funktion F o ein, so wird fiir jedes Paar yon verschiedenen Individuen z, y 
die Aussage ~(x ,  y) ~alseh, mithin wird 

(~ (z ,  y) V G(x, y)) & (~(x, y) v H(x, y)) 
wahrheitsgleich mi$ H(x, y); und H(x, y) ist ja ganz willldirlieh. 

Es k6nnen also in der Tat bei der Untersachung der Atlgemeingiiltig- 
keit einer Formel mit zwei voranstehenden Zeiehen die ]?unktionszeiehen 
mi$ drei A.rgumen$on ausgeschattet werden. Und naeh demselben Verfahren 
gelingt es auch fie die Funktionszeiehen mit noch mehr Argamenten. 

Wit brauchen somit bei der Untersuchung tier vier Formeltypen 

nur den Fall in Betraeht zu ziehen, dab in 9X(x, y) aussehlie61ieh .Funk- 
tionszeiehen mit zwei Argumenten vos 

Es seien F, G . . . . .  S diese Fanktionszeiehen; ihre Anzahl sei n. Der 
Ausdru'ek 2 (x ,  y) setzt sieh naeh Art einer Aussagen.Verkniipfung za- 
sammen aus den 4n ,,Koraponenten" 

F(~, ~), _~(y, y), F('x, y), ~(y, ~), 
G(x,x), G(y,y), G(x,y), G(y,x), 

s(~, ~), s(y: y), s(~, y), z(y, ~), 
die aUerdings nich~ siimtlich voraukommen brauchen. 

Wit shad nun zun~ehst einmal in tier Lage, die Frage der Allgemein- 
giiltigkeit fiir die drei e~sten Formeltypen direkt dutch Zuriiekfiihrung auf 
das Enf~eheidungsverfahren des Aussagenkallrals zu erledigen. 

Die Allgemeingiiltigkeit yon 

(x)(y)~(x,y) 
besagt, da6 bei beliebiger Wahl yon Fualaionen 

die Aussage 9~(x, y) fie jedes Individuenpaar x, y richtig wird. 
Sind abet x, y zwei versehiedene Individuen, so k6naen wegen der 

W~flllfdrliehkeit der l~anktionen F,  G . . . .  , ~q die Werte ,~vahr ~ und ~falseh" 
ganz beliebig auf die 4 ~ Komponen~en verteilt werden. Ersetzen wir 
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daher in ~ (x, y) die Komponenten dutch 4 n unabh~ngige Aussagenvari- 
ablen, so mul~, damit (x)(y)9.1(x,y) allgemeingfiltig ist, die entstehende 
Aussagenformel ebenfalls allgemeinffiiltig sein. Andererseits ist diese Be- 
dingung auch hinreichend; dean jeder spezielle Wert yon 92(x, y)  geht ja 
aus jener Aussagenformel dutch eine Einsetzung hervor. 

Somit ist die Allgemeingiiltigkei~ von (x)(y)~(x, y) gleichbedeutend 
mit derjenigen der Aussagenformel, die man aus 9.1(x,y) erh~lt, indem 
man die Komponenten dureh unabh/~ngige Aussagenvariablen ersetzt. 

Betraehten wit nun gemeinsam die beiden Formeltypen 

(Ex)(Ey)2(x,y) und (x)(Ey)S~(x,y). 
Die erste der beiden Formeln stellt (bei jeder Einsetzung spezieller 

l~unktionen fiir F, . . . .  S) eine schw/ichere Aussage dar Ms die zweite und 
diese wiederum eine schw~chere Aussage als (x)9~(x,x). Finden wit da- 
her eine ,Bedingung, welche fiir die Allgemeingiiltigkeit der ersten Formel 
notwendig, flit die der" dritten hinreichend ist, so ist diese flit atle drei 
Formeln notwendig und hinreichend. 

Eine solche Bedingung kSnnen wit aber leicht angeben. Damit niim- 
lieh die Formel 

(Ex)  (Ey)  ~ ( x ,  Y) 

allgemeingiiltig ist, muB sie insbesondere flit alle diejenigen Funktionen 

F , G  . . . . .  S 

richtige Aussagen liefern, deren Werte unabh~ingig sind yon der Wahl der 
Individuen x, y. (Z. B. stellt 

R(x,y) v l~(x,y) 
eine immer richtige, 

R (x, y) (2, v) 
eine immer falsche Relation dar, wenn fiir R(x,y) irgende~e Relation 
gesetzt wir&) 

Beim Einsetzen soleher Ftmktionen flit F, G . . . . .  S kann Iiir jede 
einzelne der (yon den Argumentworten unabh~ingige) Wahrheitswert be- 
liebig gew~ihlt werden. Somit miissen wir eine allgemeingiiltige Aussagen- 
formel erhalten, wenn wir in ~ ( x , y )  je yier Komponenten, die zu dem- 
selben Funktionszeiehen gehSren, dutch elne mad dieselbe Aussagenvariable 
ersetzen, so dab an Stelle der 4 n Komponenten nun n unabh~ngige Aus- 
sagenvariablen treten. 

Ist andrerseits diese Bedingung erfiillt, so wird fiir jedes Individuum 
x mad flit jede Wahl yon Fanktionen 

F,G . . . . . .  S 
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die Auasage 9~ (x, x) riehtig sein, d .h .  die Formel 

ist clann allgemeingiit~ig. 

Das gemeinsame Kriterium flit die Allgemeingiiltigkeit einer Formel 

(Ex) (my) 
und der entsprechenden Formel 

(x)( Ey)  9~(x,y) 

besteht also in der Mlgemeingiiltigkeit derjenigen Aussagenformel, die man 
aus ~A(x, y) erh~tl~, indem man die zu demselben Funktionszeichen ge- 
hSrigen Komponenten jeweils (lurch eine mad dieselbe Aussagenvariable 
ersetzt. 

Was die Anzahlbedingungen fiir den Individuenbereich be~riitt, so 
ergibt sich aus unserer Betrachtung sofort, dal~ eine Formel 

fiir jeden Individuenbereich allgemei~gfiltig ist, falls sie fi3_r einen solchen 
mit mindestens zwei Individuen allgemeingiiltig ist, mad dab bei den 
Formeln 

und 

die Anzahl der Individuen iiberhaup~ nichts fiir die AllgemeingaMtigkeit 
ausmacht. 

Das Entscheidmagsverfahren flit die Formeln 

liil~t sich in entsprechender Weise auf alle die Formeln mit mehrere~ 
voranstehenden Zeichen ausdetmen, bei welchen jedes vorkommende All- 
zeiehen jedem vorkommenden Seinszeiehen vorausgeht. 

Betrachten wit z.B. Formeln yore Typus 

(x) (y) (~) ( E u ) ( E v )  9~(x, y, z, u, v). 

Damit eine solche Formel allgemeingiiltig L~t fiir~einen Individuenbereich, 
der mindestens drei Dinge 

a, b, c 

enthiilt, mul~ sie insbesondere /fir alle solche FunkCionean ~ richtige Aus- 
sagen liefern, deren Werte unge~ndert bleihen, wenn jeder (evtl.) yon a ,  
b, c verschiedene Argumentwert dutch a ersetzt wird. Also mu~ die 
9-gliedrige Disjunlrtion 

2(a ,  b,c,a,a) v ~l(a, b,c,a,b)  v fR(a,b,c,a,c) v . . .  v 2(a,b,c,r 
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flit atle jene Funktionen eine riehtige Aussage darst~llen, d.h. sie mut~ 
als Aussagenverkniipfung, gebilde~ aus den versehiedenert Komponenten, 
welehe sich dutch die m6gliehen Verteihmgen der Werte a, b, e auf die 
Argumentstellen der vorkommenden ~unk~ionszeiehen ergeben, aUgemein- 
giiltig sein in dem Sinne, alas jene Komponenten dutch unabhiingige 
Aussagenvariablen zu ersetzen sin& 

Diese Bedingung ist abet offenbar aueh hinreichend flit die Allgemein- 
giil~igkeit der Ausgangsformel, und zwar bei einem beliebigen Individuen- 
bereieh. 

~lit diesem Kriterium erhalten wir zugleieh folgende Resultate: Eine 
Formel 

ist dann and nut dann allgemeingiiltig fiir jeden Individuenbereieh, wenn 
sie fiir einen Bereioh yon mindestens drei Individuen allgemeingiil~ig ist; 
ihre kllgemeingiiltigkeit fiillt zasammen mi~ derjenigen der Formel 

v v - 

Von den vier mSgliehen Formeltypen mit zwei voranstehenden Zeiehen 
haben sieh die drei ersten in Hinsieht auf unser Problem als trivial er- 
wiesen. Es bleibt je~zt der vierte Formeltypus zu behandeln. 

Hier sei noeh darauf hingewiesen, dal~ bei der Frage der Er]~lbarkeit 
der nieht triviale yon den vier Typen der zu dem vierten dua/e, also 

ist. (Ey)  y) 

w  

Die Behandlung der Formeln (/ i~x) ( y )  2 ( x ,  y ) .  

Wir haben nunmehr den ttauptfall unseres Problems zu betrachten: 
Vorgelegt is~ eine Formel veto Typus 

wobei !~I(x,y) aus den 4 n Komponent~n 

i~ tier Form einer Aussagenverkniipfang zusammengesetzt ist. Es handelt 
8ieh datum, zu~eatseheiden, ob diese Formel altgemeingiiltig ist, bzw. fiir 
welche Individuenber6iehe sie altgemeingiittig ist. 

Wit diskutieren ztm~ehst die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit far 
green Individuenbereieh mit einer festen endliehen Aazahl m yon Indi- 
viduen. Seien 

a~, az . . . . . .  a~ 
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diese I.ndividuen; dann muis die Disjunk~on 

~ ( a l ,  a~) v ~(a~, a~) v .. , v ~ ( a . _ l ,  a . )  v ~(a~,  a~) 

fiir jede Wahl der Funktionen 

_V,G . . . . .  

richtSg sein. Donn es soll ja 

( ~ )  (v) ~ ( ~ ,  v) 
immer richtig sein, d.h.  wie auch die Funktionen F, . . . .  S gew~hlt wer- 
den, so soil es ein Individuum geben, welches, in ~I (x, y)fiir x eingese~z~, 
bei beliebigem y die Formel 9i(x, y) zu einer riohtigen Aussage maoht. 
Daher mul~ in der obigen Disjunktion jedenfalls ein Glied and mithin 
such die Disjunk~ion selbst eine richtige Aussage sein..  

Nun gitt ferner, wie wit im w 1 zeigten, daiS eine Formel, die fiir 
einen Bereich yon m Individuen allgemeingiiltig is~, auch fiir jeden klei- 
neren l.ndividuenbereieh, insbesondere also such fiir jedea Teilbereich diese 
Bigenschaft besitzt. Demnaeh muiS jede Disjunk~ion von der Form 

~t (bl, b,) v ~(b~, b~) v . . .  v ~(br, b~), 
worin r ~ m i s t  lind b 1 . . . .  , br irgendwelche r verschiedenen mater den 
Individuen a~, . . . .  a~, beAeuten, bei beliebiger Wahl der Funktionen 
P, G . . . . .  8 eine richtige Aussage ergeben. 

o 

Wit wollon eine solche Disjunktion eine r-gliedrige ,,zyklische Dis- 
jun~ian" nenuen, und die Bedingmag, daiS diese Disjunk~ion fiir beliebige 
Funktionen F, G . . . . .  S eine richtige Aussage darstelt$, werde kurz als 
die ,Bedi~qu~q B~" bozeichnet11). 

Die Erfiilhng der Bediagungen 

B~, Be . . . . .  B~ 

erweis~ sich somit als notwendig fiir die AllgemeingSl~igkei~ tier Formel 
(Ex)  (y) 9~(z, y) bei einem m-zahhgea Individuonbereich. Sie ist abet 
zugleich such ldnreivhend fiir cliese Allgemeingiiltigkei~. Denn ersetz~ man 
in der Formal ( E x ) ( y ) ~ ( x ,  y) die Operation (Bx)  dumb eine Disjunk- 
rich, (y) dumh due Konjmaktion, ers~ockt fiber die Individuen a~ . . . . .  a n , 

und stellt dutch distributives Ausmultiplizieren eine konjunk~ve l~Iormal- 
form her, so shad die Glieder der ents~ehenden Konjunk~ion yon tier Form 

~ ( a .  ~ )  v ~(~, ~) v . . .  v ~(a~,  ~ . ) ,  
wobei mit e~ je eines der Individuen 

a i :  . . . ~  a m 

~t) Die Bedingung Br h ~ g t  offenb~r nich~ yon der Wa~l der Individuen bi . . . .  , b, ab. 
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bezeichnot ist, ohne dab jedoch 
CI~ �9 . . ~  G m 

alle voneinander verschieden zu sein brauchen. 
Jede solche Disjunktion en~hiilt abet, wie man leicht sieht1~ Ms 

Teil-Disjunktion eine zyklische Disjunktion yon hSchstens m Gliedern. Sind 
daher die Bedingungen B 1 , . . . ,  B= erfiillt, so mug jede der Disjunktionen 

9.i (al ,  c l) V . . .  V ~I (a,~, e,~) 

bei beliebiger Wahl der Funktionen 2' . . . .  , S eine richtige Aussage dar- 
stellen, und dasselbe mug daher yon der ganzen konjunktiven 1%rmatform 
gdten, wdehe wir als die Entwieklung yon 

fiir den Bereich der Individuen a l , . . . ,  a,~ erhalten haben. 
Es sind also in der Tat die Bedingungen B 1 . . . . .  B= notwendig und 

hinreichend fiir die Altgemeingiiltigkei~ unserer betrachteten l~ormel bei 
einem m-zaMigen Individuenbereich. 

Diese Bedingungen sind nun keineswegs voneinander unabtffmgig. Ins- 
besondere folgt aus der Erfiillung yon Bo.~ die Erfiillung yon B~. Denn 
B.. ~ verlangt, dab film beliebige Funktionen 

F , G  . . . .  , S  

~) Dies l iBt sich z. B. so zeigen: Wird die Funktion ep (k) ffir k = 1 . . . .  , m 

dutch die Gleichung 
at#  (k) = c k  

und ~p (n) fiir positive ganze n dutch die Rekursion 

V ( 1 ) =  1, , p ( n +  1) = ~ (v/(n)) 
definiert, so ist 

mithin ist fiir jedes positive ganze 10 

21 (au, (~), au, fro+a))V fiI (a,~(l~+l), %,~+e)) V . . .  V 2I (au, (~+r- l ) '  av, il~+r)) 

eine Teil-Disjun]~on yon 
9.I ( a~ , c~ ) V . . . V 91 (  a m  , c , ,  ) , 

und zwar eine zyk]ische, sofern 

u, (lo), v, (~, + 1) . . . . .  v ( p + r -  l) 
alle voneinander verschieden sind, dagegen 

~o ( v + r )  =,r 
ist. Dlese Voraussetzung l/iBt sich abet mit einem r ~<~ m erfhtlen, da jeder Weft  yon 
v 2 (n) gleioh einer der Zahlen 

1, 2, . . . ,  m 
is$, mad daher unter den Zahlwe~eJa 

v O ) , ~ ( 2 )  . . . . .  v ( , ~ + l )  
jodenfalls z~voi gleiche vorkommen mfissen. 



Zum Entseheidungsproblem. ~6~ 

die Formel 

eine riohfige Aussage darst~llt. Wikhlen wit insbesondere solehe Funktionen, 
deren Wertverlauf unge~indert bleibt, wenn der Argumentwer~ b~+ 1 stets 
dutch bl, ebenso bk+ ~ stets durda b~, . . . ,  b~ stets dutch b~ ersetzt wird, 
so ergibt sich, da6 ~ dies~ Fun~ioaeu die Fonnel 

 (bl, v . . .  v 9Z 

immer eine riehtige Aussage lidert. Da abet die zugelassenen Funktionen 
in ihrer Abh~ngigkei~ yon 

bl, . . . ,  b k 

noeh ganz beliebig sind, so mul~ die Bedingung B~ erfiillt seim 

Setzen wit speziell b = 1 und k-----2, so finden wit, dal~ die Be- 
dingungen B1 und B~. in B 4 entJaalten sind, da6 also im Falh m _~ 4 bereits 

Bs, B~, . . . ,  B,~ 

zusammen ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Allgemein- 
giiltigkeit der Formel 

(E0:) (y) y) 
bei m Individuen darstellen. 

Wit wollen nun die Form dez Bedingung B fiir r ~ 3 geaauer in 
Betracht ziehen. 

Oem~i/] dem im w 2 erw~ihn~en Satz fiber die ausgezeichnete konjunk- 
tire Normalform kSnnen wir zungehst die Formel ~I (x, y) dttrch diejenige 
aus den 4n  Komponenten 

gebilde~e ausgezeichne~e konjunktive Normalform 

ersetzen, welche in Hinsicht auf die Verkniipfung d ~  4n  Komponenten 
mit ~ (x ,  y) wahrheitsgleich ist~). Die Bedingung B~ lautet hiernaah: 
Es mu~ die Disjunktion 

~ (b , ,  b~) v ~(b~, b~) V . . .  v ~ (b , ,  b,) 

fiir jede Wahl der Funk~ionen ~v, G, . , ,~  S eine richtige Aussage ergeben. 

~8) Ira Falle, dab ~l(x~y) bereits als Aussagenver-kniipfung allgemeing~tig is~, 
wird die Norma]~orm ~ (x, y) O-g]i~d~g, u~d die ]Sedingang BT ist (lama in t~ivialer 
Weise efffillr 
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Die Glieder dieser Disjunktion 

~ (b , ,  b~), ~(bo, b~), . . . ,  ~(b,, b~) 

selden sieh wieclerum aus Kompoaenten zusammen; und zwar geh6ren bier 
zu jedom Funktionszeichen 3 r Komponeaten. Z .B.  gehSren zu $' die 
Komponenten 

~(b,, b,), F(~,, b.), ~(b~., b,), 

.r(b;, b,.), r(b,.,  ~,), .F(b,, b,). 

Die mSgliohen Werte dieser 3r  Komponenten bei Einsetzung einer be- 
stimmten Fuaktion flit F sind, da r ~ 3 ist, voneinander gsnz unsbh&ngig. 
Ferner sind die Werte yon Komponenten, die zu versehiedenen Funktions- 
zeichen gehSren, gewiI~ such voneinander unabbi~ngig. 

Die Bediagtmg B, isC somit gleir mit der AUgemeingiiltig- 
keit derjenigen iussagenformel, welche man erhglt, inclem man in der 
Disjunktion 

~ ( b .  b~)v ~(b. ,  ~ ) v . . .  v ,x (b,., b.) 
die 3r.n Komponenten dutch ebenso viele unabh~ngige Aussagenvaxiablen 
ersetzt. 

~ e n  wir dies nun sus, d.h.  ersetzen wir 

beziiglich dutch 

und 
F(b~, b,), a(b~, b,), . . . ,  S(b~, b,) 

durch 

so erhalten wit an Stelle yon 

~(b,, ~.~), ~(b~, ~), . . . ,  ~(b,, ~ )  

bez'tiglich die iussagenformeln 
o ~ , ~  . . . . .  ~ ,  

welehe sich voneinsnder mtr dutch die Indizes der vorkommenden Aus- 
sagenvariabien untorscheiden. 

321 ist eine sus den Ysriablen 

gebildete ausgezeichneto konjunk~ive Normalform, and ganz entspreehend sind 

gebildet. 
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Die Bedingung B~ stell$ sieh jetzt dar dutch die Allgemein~iittigkeit 
der Formel 

% v % v . . . v ~ . .  
Entwieke]n wit diese duzch distributives Ausmultiplizieren in eine kon- 
junktive Normalforml~), so hat jedes Konjunktionsglied (jeder ,Sttmmand ~) 
dieser Normalform die Gestalt 

@1 v @~ v . . .  v @,,, 

wobei (~t ein Summand yon ~I ,  (~ ein Summand yon ~2, . . . .  ~ ,  ein 
Summand yon ~ ist. Und das Kri~erium fiir die Allgemeingiiltigkeit 
einer Aussagenformel, wie es im w 2 angegeben wurde, besagt demn~h 
in der Anwendnng auf die Formel 

% v % v . . . v ~ , . ,  
da$ in jeder solehen Disjunktion 

%v%v...v@~ 
mindestens eine Aussagenvariable einmal olme Negation und einmal mit 
Negation vorkommen touR. 

Nun erkennen wit abet sofort, daft fiir eine der Aussagenvariablen 
mit zwei Indizes 

der Fall ausgescMoss6n ist, dag sie in einer Dis]unk~ion 

% v % v  . . .  v e~,. 

sowohl ohne Negation wie mit Negation auftritt. Denn eine solche Variable 
kommt iiberhaupt nur in einer yon den Normalformen ~a . . . .  , ~ vet, 
und in dieser, welche ja eine ausgezeichnete Normalform ist, tritt sie in 
jedem Summanden entweder nur ohne Negation oder nur mit Negation auf. 

Demnach dud diese ~Lussageuva~iablen 

X~, r~,..., U~ 
ohne Einflu6 auf die Allgemeingiiltigkeit der Formel 

% v % v . . . v % ,  
d.h.  es ~ndert sich in Hinsicht auf die Erffillung der Bedingung B, 
nichts, wenn wit in den Summanden der Normalformen ~ ,  . . . .  ~r fiber- 
all diese Variablen (bzw. time Negationen) wegstreiehen. 

Ve~gegenw~irtigen wir uns, da~ bei der Bildung der Formeln 
~ ,  % . . . . .  ~ aus ~ ( x ,  y) die Variablen 

x ~ ,  r~ ,  . . . ,  U~, 

�9 4) Diese ist keine ausgezeicImete N o ~ o x ~ .  
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den Komponenten 

~(x,y), ~'(y,x), G(x,y), G(y,x) . . . . .  S(x,y), S(y,~) 
zugeordnot sind, so gelangen wit zu folgendem Ergebnis: Fiir die Erfiillung 
der Bedingung B r macht es keinen Unterschied, wenn wit in den Kon- 
iunktionsglieclern yon ~ ( x ,  y) iiberall die Komponenten 

~(x, y), F(u, x) . . . . .  z(~, y), ~(y, x) 
(bzw. ihre Negationen) streichen, also nur dis Komponenten 

F(~, ~), F(y, y), G(x, ~), G(y, y) . . . . .  S(~, x), S(y, y) 
beibehalten. 

Dies gilt nun fiir jede der Bedingungen B3, B~ . . . .  , B~. Diese 
bilden aber, falls m :> 4 ist, in ihrer Gesamtheit die notwendige und 
hinreiehende Bedingung fiir dis Allgemeingiiltigkeit der Formel 

(Ex)(y) ~(~, y) 
b e i m  Individuen. Es folgt d~mnach, dab fiir einen m-zahligen Individuen- 
bereich, falls m _~_ 4 ist, unsere betrachtete l%rmel dann un& nut dann 
allgemeingiiltig ist, wenn aueh diejenige Formel 

es ist, bei der 92'(x, y) aus der zu 9~(x, y) gehSrigen ausgezeichneten 
konjunlrtiven ~Tormalform ~ ( x ,  y) dutch Wegstreichen der Komponenten 

F(x, u), P(u,  ~), G(x, u), G(u, ~) . . . .  , S(~, U), S(y,  ~) 

und Weglassen aller dadureh eventuell aufSretenden Wiederholungen yon 
Svmmanden gebildet isr 

In dieser Formel 
(Ex)  (y) ~ ' ( x ,  y) 

kommt der Relationscharakter der Fanktionen F, G , . . . ,  S gar nieht zur 
Oeltung, vielmehr ist sie eine reine Prddikaten/ormel, gebildet aus den 
n Pr~dikaten 

P(~, ~), e(~, ~), . . . ,  z(~,  ~). 

Auf diese Weise wird unser Problem der Allgemeingiiltigkeit auf sines 
yon denjenigen zuriiekgefiihr~, die wit im w 2 behandelt haben. Dada~ch 
warden wit zugleich frei vonder  Beschr~nkung auf eine bestimmte end- 
]iehe Individuenzahl. Denn indem wit das Endergebnis des w 2 verwerten, 
gewinnen wit folgendes Resul~a~: 

Die Formel 

ist o~emeing~ltig ]i~r ~eden Individuenbereieh, /alls sie allgem~ingi~tig 
ist [~r einen Bereich, dessen Individuenza]d ~ 4 und ~ 2 ~ ist. 
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Mit diesen Fes~stetlungen ist die Fmge der Allgemeingii]tigkeit fiir 
die Formeln 

(Ex)  (y) ~ (x ,  y) 

grtmds~tzlich erledigt. Wit woUen aber noch die erhaltene Bedingung fiir 
die Allgemeingfiltigkeit (bei einem Bereich yon mindestens 4 Individuen) 
auf eine expiizite Form bringen. Als notwenclig und hinreichend dafiir, 
dab (Ex)(y) 9.1(x, y) flit einen Bereich von m Individuen ( m ~  4) all- 
gemeingiil~g ist, haben wit erkannt, dab die Formel 

fiir diesen Bereich allgemeingiiltig ist, und dies wiederum ist gleich- 
bedeutend clamit, dab ~ ' ( x ,  y) die Bedingungen 

B 1, B: . . . . .  B,~ 
erfiiIlt. Die Bedingung B~ besa~ in Anwendung auf ?~'(x, y), dal] die- 
jenige hussagenformel 

v . . .  v 

allgemeingiiltig ist, welche aus 

~'(b~, be) v ~'(b.,., ba) v . . .  v ~'(b~, b~) 

entsteht, indem an Stelle yon 

Fib~, b,~), O(b~, b~), ..., S(b~, b~) 
beziiglich die Aussagen-Variablen 

x, , ,  r ,  . . . ,  

gesetz~ werden (k ~ 1 , . . . ,  r). Und zwar brauchen wir bier B~ und B~ 
nicht mehr auszunehmen. 

Um nun eine iibersichtliche Schreib'weise zu gewinnen, fiihren wir zu- 
n/ichst fiir die 2 ~ verschiedenen n-gliedrigen Disjunktionen, welche als 
erstes Glied F(x ,  x) bzw. F ( x ,  x), als zweites Glied G(x, x) bzw. 
G(x, x) . . . .  , als n-tes Olied S(x,  x) bzw. S ( x , x )  haben, eine Nume- 
rierung ein and bezeichnen sie in dieser Reihenfolge mit 

. . . ,  

Die ausgezeiohnete Normalform ~ '  (x, y) se~t  sich konjunk~v zusammen 
aus Gliedern yon der Form 

and wir stellen sie symbolisoh dar in der Form 

2 a 

2: oos(  (x) v 
a,fl--~ l 
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beziiglich dutch 

and 

dutch 

bzw. dureh 

ersetzt werden. 
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wobei das Summenzeichen flit die Konjunlrtion steht mad der Koeffizient C~, 
gleich 1 oder 0 zu setzen ist, je nachdem in ~'(x,y) das Glied 
~ (x) v ~p (y) vorkommt ode~ fehlK 

Diese Darstellungsweise ist so beschaffen, dal~ beim distributiven 
Entwickeln yon Disjunktionen die gewShnlichen Rechenregeln dor Algebra 
anwendbar sin& 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diejenigen Koeffizientensysteme C,~ 
zu bestimmen, fiir welche die Formel 

(E~) (v) ~' (~ ,  y) 

bei einem m-zahligen Individuenbereich allgemeingZiltig ist. Dazu miissen 
wit die Bedingungen 

B~ . . . . .  B~ 

als Gleichungen fiir die C~  ausdriicken. 

Die Bedingung B~ verlangt, dal~ die Aussagenfonnel 

~;v...v~" 
92~ wird aus ~ ' ( x ,  y) erhalten, indem 

F(v ,v ) ,  G(v ,v) ,  . . . ,  S(V,v)  

x~, Y~ . . . . .  G ~ar ~ = 

Bei diesen Ersetzungen geht -- so w~hlen wir die Bezeichnung -- 

~ ( x )  in ~ >  

and ~3o(y) i~ ~ 2  +') ~Ur ~ + 

bzw. in ~ i )  fiir k----- r 

fiber. Und die distributive Entwicklung yon 

~;  v . . .  v W 

liefert auf Grund unserer symbolischen Darstellung den Ausdruck 

)2 cop-G~.- -  G -  ~2 ) v ~ "  v ~(7' v ~?~ v . . .  v $ 2  v ~2'. 
a.8. r, ~, . . . ,  p , ~ = l  
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Damit diese Aussagenformel allgemeingiiltig ist, diirfen nut diejenigen 
Koeffizienten 

C,~- Cr~ -..  On, 

yon 0 verschieden sein, fiir welche die zugehSrige Dis~unktion 

v "v:, v v . . .  v ~ ?  v ~ 7  ~ 

die Eigenschafr hat, da6 in ihr mindestens eine Aussagen-Variab]e sowohl 
ohne Negation wie mit Negation als GIied atfftritt. Dies ist abet, wie 
man sich leicht iiberlegt, dann und nur dann der Fall, wean tinter den 
~-Faktoren zwei mit demselben oberen, abet verschiedenem untere~ Index 
vorkommen, d.h. wenn yon den unCeren Indizes 

a, fi,~,,6 . . . . .  f f ,~ '  

entweder der zweite verschieden yon dem dritten oder der vierte ver- 
schieden yon dem fiinften . . . .  oder der 21r-re verscbieden von dem ersten 
ist. Fiir alle anderen Indexsysteme muir also der zugehSrige Koeffizient 
gleich 0 sein. 

Diese Bedingtmg gilt nun fiir 

r~---1, 2 , . . . , m  

und liefen folgende fiir die Altgemeingiiltigkeit von ( E x ) ( y ) ~ ' ( x , y )  
notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen: 

(1) c'oo = o  ( ~ = 1 , . . . ,  2~), 

(2) vop. c ~  = 0 (~, ~ = 1  . . . .  ,2"), 

Cm) Vow- G ~ . . . .  -O~,. O , , =  0 (=,/L r . . . .  , f f , , = ]  . . . .  ,2~). 

Hierbei geniigt es, die Werte der Indizes 

a, ~, :,, . . .  

alle voneinander verscMeden zu nehmen, da sonst diebetreffende Gteichung 
sich bereits aus den vorhergehenden Gleichungen ergibt. 

Somit erhatten wit nun fotgendes Entscheidungsverfahren: Ist eine 
Formel 

vorgelegt, bei der ~l(x, y) in der Fo~m einer Aussagen-Verkniiphmg aus 
den 4n Komponenten 

~(x,  z), ~(y,  y), F(x,  y), F(y, x) 

Mathematische Annale~. 99, ~IL 
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zusammengesetzt ist, so ersetzen wit zuni~chst 9~(x, y) dutch die zuge- 
h6rige (aus den 4n  Kompoaeaten gebilde~e) ausgezeichaete konjuaktive 
Normalform 9 ~ ( x , y ) -  (welehe im Falle, we 9~(x, y) sehon als Aus- 
sagenformel allgemeingfiltig ist, fiberhaupt keia Gliecl enth~lt). Von !2 (x, y) 
gehea wit dutch Streiehen der Komponenten 

F(x ,  Y), F(Y, x ) , - - . ,  S (x ,  y), S (y, x) 

und Weglassen der dadurch evil. entstehenden Wiederholungen yon 
Konjunktionsgliedern zu der Normalform i~'(x, y) fiber und schreiben 
diese symboliseh in der Form 

2 ~ 

27 c~e(~.(x) v l~p(y)). 
a ,  e=l 

Dana stellen, ]alls 4 <_ m <_ 2 '~ i~t, die obigen Gleichungen 

(1), (2) . . . . .  (~) 

die notwendige und hinreichende Bedingung da/~r dar, daft die Formel 

(E.)(V) ~(~, V) 
l~r #den m-zahligen Individueubereich allgemdngi~ltig ist; und die 
Gleiehungen 

(1), (2) . . . .  , (2~) 

stellen die notwendige und hinreiehende Bedingung da]iir dar, daft die 
Formel /iir ]eden beliebigen Individuenbereich allgemeingi~Itig ist. 

Besonders einfaeh gestaltet sieh das Ergebnis im Falle n = l ,  we 
die Formel 9~(x, y) nu~ ein einziges Funktionsadehen ,~ enthglt. Wit 
haben dana nut die vier Koeffizienten 

and die Gleiehungen (1), (2) lauten: 

Hiernach kann die Normalform 12'(x, y) - -  wean sie tiberhaupt ein 
Glied enthiilt -- nut eine der beiden Formen 

F(~, ~) v ~(y,  y), ~(~, . )  v F(y, y) 

haben, and f~(x, y) mul~ sieh daher (nach den Regeln des hussagen- 
kalkuls) umformen lassen in eine Formel entweder yon der Gestalt 

~v(x, x) v -~(y, y) v 
odex yon der Gestalt 

~(~, ~)v ~'(,,, v) v ~, 
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wobei ~ aus den Komponenten 

F(x, y) und ~'(y, ~) 
zusamm engesetzt ist. 

Diese Beschaffenheit yon 9~ (x, y) ist also im Falle eines einzigen aaf= 
tre~enden Funktionszeiehens notwendig mad hinreichend dafiir, daft die Formet 

(Ex) ( y ) ~ ( x ,  y) 

fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig ist. (DaI~ die Bedingung hin- 
reiehend ist, kann mau leicht direkt verifizieren.) 

Wenn die Individuenzahl m ~ 4 ist, so besteht in Hinsicht auf die 
Allgemeingiiltigkeit keine Gteichwertigkeit zwisehen den Formeln 

~(z ,  y) und ~'(x, y); 
infolgedessen sind dam~ die Bedingungen 

( 1 ) . . .  (m) 

zwar hinreichend, abet nicht notwendig ffir die Allgemeingiiltigkeit. 
So ist z. B. die Formel 

(Ex)(y) (_~(~, y) v ~<y, z)) 
allgemeingfiltig fdr einen Bereich yon zwei Individuen, w~ihrend die zu- 
gehSrige Normalform ~'(x, y), deren symbolische Darstollung 

2 

Z (~o(~) v ~e(v)) 
a,  ,6-.~1 

laurel, keiner der Gleichangen (1), (2) geniigr Und die Formel 

(Ex) (y) ((.F(x, x) v _F(y, y) v F(x, y) v F-(y, x)) 
& (G(x, x) V (~(y, y) V F(x, y) V .F(y, x))) 

is~ allgemeingiittig flit einen Bereieh yon drei Individuen, w~hrend die 
Normaliorm Ytr(x, y), in deren symboliseher Daxsteltung (bei geeigneter 
Numerierung) die Koeifizienten 

gleich 1, die iibrigen gleich 0 zu setzen sind, nat die Gleichungen ( I ) ,  
nicht abet (2) erfiillt. 

Solehe besonderen F~lle yon Allgemeingiiltigkeit ffir weniger Ms v~er 
Individuen, bei denen die Bedingungen ( 1 ) . . .  (m) niek~ erfiill~ werden, 
sind gegenfiber dem HauptfalI dadurch ausgezeichne~, da~ bei ihnen tier 
Charakter der Relationen aIs.Funldaionen zweier hrgumente wesentlic-h ist. 

Die Entseheidung fiber die Allgemeingiiltigkeit einer Formel fiir 
weniger Ms vier Individuen ist natiirlich dutch endliche~ Ausprobieren zu 
gewinnen. 

24* 
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In den bier behandelten Fgllen des Entscheidungsproblems beraht 
der Erfolg des angewandten Verfahrens auf dem Umstand, dab yon einer 
gewissen Individuenzahl an, welche dutch den Typus der Formel und die 
Anzahl der in ~ vorkommenden Funktionszeichen bestimmt is~, keine 
neue Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit hinzutritt. 

Dieser Umstand ist nun durchaus auf spezidle Formeltypen be- 
schr~nkt. Wie schon i m w  1 erw~hnt wurde, gibt es ja Formeln -- und 
zwar bereits soIche mit nur vier voranstehenden Zeichen ~ ,  die fiir 
jeden endtiehen Individuenbereich allgemeingiiltig sind, dagegen nicht mehr 
fiir einen unendlichen. 

Bei der Bet~achtung solcher Fonneln, ffir deren &llgemeingfiltigkeit 
(bzw. Erfiillbarkeit) die unendlichen Individuenbereiche eine wesentliche 
RoUe spielen, macht sich die Problematik des Unendliahen geltend, und 
wit kommen damit an die Stelle, wo das Entscheidungsproblem mit den 
prinzipiellen Fragen der Grundlegung der Mathematik verfloehten ist. 

(Eingegangen am 24. 3. 1927.) 


