Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik.

Von
Paul Bernays in Gottingen und Moses Schénfinkel in Moskan.

§1.
Einleitende Ubersicht: Fragestellungen und bisherige Ergebnisse.

Das zentrale Problem der mathematischen Logik, welches auch mit
den Fragen der Axiomatik im engsten Zusammenhang steht, ist das Eni-
scheidungsproblem. Esghandelt sich dabei um folgendes.

Betrachtet werden logische Formeln, welche variable logische Funk-
tionen, d. h. variable Pridikate ugd Relationen enthalten. Die Argumente
dieser logischen Funktionen sind wiederum Variable, deren mégliche Werte
von den Dingen eines gewissen ,Individuenbereiches“ gebildet werden. Die
Variablen fiir Individuen schreiben wir als kleine, die fiir logische Funk-
tionen als grofe lateinische Buchstaben. Aus den Funktiensvariablen und
ihren Argumenten setzen sich die zu betrachtenden Formeln mit Hilfe
der logischen Zeichen zusammen; es sind dies folgende Symbole:

& aundé, Zeichen der Konjunktion;
vV oder¥, » » Disjunktion;
— ,Wenn — so“, ” » Implikation;
— »hicht%, ” » Negation;
{(z}y  fiir alle %, Allzeichen ;

(Ez) ,es gibt ein 2%, Seinszeichen.

Jede in einer Formel vorkommende Individuenvariable z, %, ... ist
auf ein gleichnamiges All- oder Seinszeichen bezogen.

Die logischen Zeichen werden nach der in der symbolischen Logik
fiblichen Weise inhaltlich gedeutet, und zwar soll auch, wie iiblich, die Dis-
junktion nicht im Sinne des ausschlieBenden ,Oder* (aut— aut), sondern im
Sinne von ,vel—vel“ verstanden werden; ferner soll eine Implikation wie

Plz)—@(x)
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gleichbedeutend sein mit
' Pz)v @(z) (s P(x) — nicht, oder @ (z)*).

Beziiglich der Schreibweise der Negation wollen wir festsetzen, daf statt
F(z), G(=,y, z) kirzer F(x), G(x,y,2) geschrieben werden kann.

Vermdge der inhaltlichen Dentung stellen die Formeln Schemata von
Aussagen dar, die noch zwelerlel variable Elemente enthalten, nimlich
erstens den Individuenbereich, auf den sich die kleinen Variablen beziehen,
und zweitens die Pridikate und Relationen, welche fiir die groBen Varia-
blen eingesetzt werden kénnen.

Es soll nun ein Verfahren gefunden werden, durch welches man von
einer vorgelegten Formel stets entscheiden kann, ob sie fiir jeden Indivi-
duenbereich und fiir jede Wahl der logischen Funktionen eine richtige
Aussage liefert.

Die logischen Funktionen werden hierbei lediglich in Hinsicht auf
ihren Wertverlauf betrachtet, d. h. es kommt bei einer logischen Funktion
fiir unsere Frage nur darauf an, daf jedem Wertsystem ihrer Argumente
eindeutig einer der Werte ,wahr“ oder ,falsch“ zugeordnet ist, gleich-
giiltlg, wie man zu dieser Zuordnung gelangt.

Wir wollen eine Formel, die bei jeder Einsetzung logischer Funktionen
eine richtige Aussage ergibt, eine ,allgemeingiiltige“ Formel nennen.

Die geforderte Entscheidung betrifit die Allgemeingiltigkeit einer
Formel fiir jeden Individuenbereich.

Ein Beispiel einer fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltigen
Formel ist

(2) (F(z)v F(a)).

Auf Grund der bekannten, die mathematische Logik beherrschenden
Dualitit, gemiB welcher wahr und falsch, Konjunktion und Disjunkiion,
Allgemeinheit und Existenz einander dual entsprechen, gibt es zn dem ge-
stellten Problem der Entscheidung iiber Allgemeingiiliigheit auch ein duales,
nimlich die Frage der , Erfillbarkeit“: es soll nach einem festen Verfah-
ren von einer. vorgelegten Formel entschieden werden, ob sie fiir gewisse
Individuenbereiche bei passender Wah! der logischen Funktionen eine rieh-
tige Aussage liefert.

Die beiden Probleme sind sachlich gleichbedeutend. Nimlich die
Frage der Allgemeingiiltigkeit ist fiir eine Formel % (grofie dentsche Buch-
staben sollen hier, wie in Hilberts neneren Abhandfnmgen, zur Mitteilung
von Formeln und vor Formel-Bestandteilen dienen) dson und nur dann
zu bejahen, wenn' die Frage der Erfiillbarkeit fiir % zu verneinen ist. Es
geniigh daher, die Methoden der Behandlung jeweils fiir ¢ines der beiden
‘Probleme zu entwickeln. Die Ergebnisse lassen 'sich daon auf das andere
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Problem dualistisch iibertragen, ganz so wie es in der projektiven Geo-
metrie anf Grund der dort bestehenden Dualitit geschieht.

Eine naturgemife Erweiterung unserer Fragestellung ergibt sich aus
der Rolle des Individuenbereiches. Niamlich statt bei einer vorgelegteh
Formél zu untersuchen, ob sie fiir jeden Individuenbereich aligemeingiiltig
ist, kann man fragen: Wie muB der Individuenbereich beschafien sein,
damit die Formel allgemeingiiltig ist?

Entsprechend 146t sich das Problem der Erfiillbarkeit in der Weise
erweitern, dal man mit Bezug auf eine vorgelegte Formel fragt: Wie
muB der Individuenbereich beschaffen sein, damit die Formel erfiillbar
(d. h. bei einer passend gewihlten Einsetzung von légischen Funktionen
richtig) ist?

Die fragliche Beschaffenheit des Individuenbereiches kann nur in einer
Anzahlbestimmung bestehen. Denn wenn zwei Individuenbereiche gleich
viele Dinge enthalten, wenn also jedem Ding a des einen Bereiches um-
kehrbar eindeutig ein Ding o’ des andern entspricht, so gehort auch zu
jeder bestimmten logischen Funktion (von irgendeiner Anzahl % von Ar-
gumenten), welche sich auf den ersten Individuenbereich- bezieht, eine
solche auf den zweiten Bereich beziigliche Funktion (von ebenfalls & Ar-
gumenten), die fiir ein Wertsystem

’ ’
gy o o0y Qg

von Dingen des zweiten Bereiches dann und nur dann wahr ist, wenn
die erste Funktion fiir das entsprechende Wertsystem

Ay -5 Gy

von Dingen des ersten Bereiches wahr ist; und ebenso umgekehrt. Es
kann demnach zwischen den beiden Individuenbereichen in Hinsicht anf
Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit logischer Formeln kein Unterschied
stattfinden.

Uberdies liBt sich von vornherein einsehen, dafl die Bedingung fiir
die Allgemeingiiltigkeit einer Formel nur eine Hochsizahl, diejenige fiir
die Erfiillbarkeit nur eine Mindestzahl sein kann. "

Es gilt nimlich der Satz: Ist eine Formel fiir irgendeinen Individuen-
bereich allgemeingiiltig, so ist sie es auch fiir jeden Bereich von kletnerer
Individuenzahl, und ist eine Formel fiir einen Bereich erfilllbar, so ist
es auch fiir jeden Bereich von gréferer Individuenzahl.

GemiB unserem Dualititsprinzip geniigt es, die eine der beiden Be-
haoptungen zu heweisen; wir wihlen die zweite. Es sei also eine Formel
gegeben, die fiir einen gewissen Individuenbereich « erfillbar ist. Wir
wollen zeigen, daB die Formel fiir jeden Bereich g erfiillbar ist, welcher
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¢ als Teilbereich enthilt. Damit ist dann auch gezeigt, da8 sie iiberhaupt
fiir jeden Bereich erfiillbar ist, der mehr Individuen als ¢ enthilt, — da
ja Bereiche von gleicher Individuenzahl sich hinsichtlich der Erfiillbarkeit
von Formeln gleich verhalten.

Es seien .
F.Q,....8

die in der Formel vorkommenden Funktionszeichen. Nach Voraussetzung
gibt es ein System bestimmter logischer Funktionen

F,, Gy, ...r Sy,

welche sich auf den Bereich ¢ beziehen und welche, fir F, &, ..., S ein-
gesetzt, die betrachtete Formel zu einer richtigen machen. ¢ sei ein Ding
aus «, und y sei die Gesamtheit, welche von ¢ und ferner den nicht zu
« gehbrigen Dingen des Bereiches § gebildet wird, Wir ordnen nun jedem
Ding von § ein Ding von « zu, indem wir jedem Ding der Gesamtheit y
das Ding ¢, und jedes nicht zu y gehorige Ding von § sich selbst ent-
sprechen lassen. Ferner ersetzen wir die logischen Funktionen F, ..., S,
durch neue Funktionen
F,...., 8,

welche sich auf den Bereich § bezichen und deren Wahrheitswerte (,,wahr“
oder ,falsch“) so bestimmt werden, daB sie fiir jedes (aus 8 entnommene)
Wertsystem ihrer Argumente beziiglich mit den Wahrheitswerten der alten
Funktionen fiir das System der zugeordneten Werte aus ¢ iibereinstimmen.
Auf diese Weise erhalten wir eine auf den Bereich g beziigliche Aussage,
welche auch durch Einsetzung aus der betrachteten Formel entsteht, und
aus der Bildungsweise der Funktionen F,, ..., S, geht hervor, daB diese
Aussage wiederum richtig ist?).

Somit ist in der Tat die betrachtete Formel auch in dem Bereich g
erfiillbar.

Bei dieser Uberlegung haben wir von einer Mbglichkeit abgesehen,
nimlich der, daB der Individuenbereich diberhaupt kein Ding enthils.
Diesen trivialen Ausnahmefall, der eine Sonderstellung einnimmt, wollen
wir bei unseren Betrachtungen durchweg ausschliefen. Seine Behandlung
erledigt sich durch die Bemerkung, da8 fiir einen leeren Individuenbereich
eine Formel mit voranstehendem Allzeichen stets allgemeingiiltig, eine
solche mit voranstehendem Seinszeichen stets unerfiillbar ist.

) In betreff dieses letzten Punktes der Argumentation sei auf § 2, 8. 353354
hingewiesen, wo fiir einen ganz entsprechenden Fall die Uberlegung susfithrlicher an
gegeben wird,
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Um ein paar Beispiele fiir die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit
bzw. Erfiilibarkeit anzufithren, so ist die Formel

(Bz) F(z) —(z) F(z)

fiir diejenigen Bereiche allgemeingiiltiz, welche nur ein Ding enthalten;
die Formel

{(Bz)(F(z) & G () & (Ez)(F(2) & G(z))} — (2) F(x)

ist allgemeingiiltig, sofern der Individuenbereich aus hochstens zwei Dingen
besteht. Die Formel
(Ex) F(z) & (Bx) F(z)

ist erfiillbar fiir die Individuenbereiche, welche aus mindestens zwei Dingen
bestehen, die Formel

(Ex) F(z) & (Bz)(F(z) & G(2)) & (Ez)(F(2) & G ()

ist erfiillbar fiir die Individuenbereiche, die aus mindestens drei Dingen
bestehen. 5

Wie man leicht sieht, 1aBt sich jede endliche Héc%zahl durch die
Allgemeingiiltigkest, jede endliche Mindestzahl durch die Erfullbarkeit einer
Formel charakterisieren, und zwar -braucht man dabei nur Funktionszeichen
mit einem Argument.

Auch der Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Individuen-
bereichen liBt sich durch die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit ge-
wisser Formeln zum Ausdruck bringen, wobei nun aber (nach einem noch
zu erwihnenden Satz) das Auftreten von Funktionszeichen mit. mindestens
zwei Argumenten wesentlich ist:

So besteht z. B. die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Allgemeingiiltigkeit der Formel

{@ F (2, 2)&@ @) () ((F(2,9) & Fly,2))— F(z,2))} — (Bz) @) F (2, 9)
in der Endlichkeit des Individuenberciches, und demgemidB die Bedingung
fiir die Erfiillbarkeit der Formel

(@) F(z,2) & (2)(9) () ((Flw, 9) & F(y,2))— F(2,2)) & (2)(By) F (2,9)

in der Unendlichkeit des Individuenbereiches.

Der Unterschied zwischen abzihlbaren und iiberabzahlbaren Individuen-
bereichen kann dagegen, nach einem zuerst von Lowenheim?), spiter auf

% Leopold Lowenheim, ,Uber Moglichkeiten im Relativkalkal®, Math. Annalen 78.
Leipzig 1915,
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andere Weise von Skolem?) bewiesenen Satz*), nicht durch die Aligemein-
giiltigkeit oder Erfiillbarkeit einer Formel ausgedriickt werden.

Um diesen Unterschied zur Darstellung zu bringen, muff man zu dem
erwesterten Formalismus der zweiten Stufe* aufsteigen. Dieser besteht
darin, daB das Allzeichen und das Seinszeichen nicht nur in Verbindung
mit den kleinen Variablen, sondern auch mit den grofien Variablen an-
gewandt werden, so daf man Allgemeinheit und Existenz nicht nur in
bezug auf Individuen, sondern auch in bezng auf logische Funktionen
formal ansdriicken kann.

Z. B. die Formel

(P)(EQ)(2)(P(z) v @ ()
besagt: ,Zu jedem Pridikat gibt es ein mit ihm unvertrigliches Pradikat;
die Formel

(R)(ES) (=) (3) ((B(2,9) — 8(y, 2)) & (8 (2, 9) — By, »)))

besagt: ,Zu jeder zweigliedrigen Relation gibt es eine solche, die aus ihr
durch Vertauschung der beiden Glieder entsteht.“

In dieser Symbolik kann die Allgemeingiiltigkeit und ebenso die Er-
fiillbarkeit einer Formel der ,ersten Stufe“, d. h. einer Formel unseres
bisherigen Formalismus, selbst durch eine Formel dargestellt werden.
Z. B. die Allgemeingiiltigkeit der Formel

(z)(F(z) v F (z))
stellt sich dar durch die Formel
(F) () (F(z)v F(2)),
die Erfiillbarkeit der Formel
(z) (y) (B (=, y) — BE(y,x))

(ER)(z)(9) (R (%, y) — B(y, z)).

Bei dieser Darstellung durch eine Formel der zweiten Stufe ist die
Abhingigkeit von den variablen logischen Funktionen beseitigh. Es bleibt
in der Formel nur noch der Individuenbereich unbestimmt.

Die beiden Fragen der Allgemeingiiltigkeit und der Erfiillbarkeit er-
scheinen nummehr als Spezialfille des viel aligemeineren Problems, von
einer beliebigen Formel der zweiten Stufe zu entscheiden, ob sie richtig

%) Th. Skolem, ,Logisch-kombinatorische Untersuchungen iber die Erfillbarkeit
oder Beweisbarkeit mathematischer Satze nebst einem Theorem iiber dichte Mengen®.
Videnskapsselskapets Skrifter. I. Mat, Natmry, KI, 1920, Nr. 4. Kristiania.

) Dieser Satz wird im folgenden genaner formuliert.

durch die Fonﬁel
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ist oder nicht, bzw. unter welchen Bedingungen fiir den Individuen-
bereich sie richtig ist. (Diese Bedingungen konnen wieder nur Anzahl-
Bedingungen sein.)

Eine andere Erweiterung der Problemstellung besteht darin, daB in
den zu untersuchenden Formeln neben den variablen logischen Funktionen
die Identitditsrelation als bestimmte logische Funktion zugelassen wird.

Die ersten Untersuchungen auf dem Gebiete des Entscheidungs-
problems sind von Schréder angestellt worden. .

Zu systematischen Ergebnissen ist zuerst Lowenheim in seiner (vorhin
zitierten) Abhandlung , Uber Moglichkeiten im Relativkalkil“ gelangt.

Hierin behandelt er erstens das Entscheidungsproblem fiir den Fall
von Priadikatenformeln, d. h. von solchen Formeln, in denen ausschlieBlich
Funktionen eimes Arguments auftreten; und zwar lost er es vollstindig,
fiir Formeln der ersten Stufe, unter Einbeziehung der Identititsrelation
und andeutungsweise anch fiir Formeln der zweiten Stufe.

Ferner zeigt er, daBl jedes Problem der Entscheidung iiber Allgemein-
gliltigkeit oder Erfilllbarkeit sich auf ein solches zuriickfithren 148t, in welehem
die zu betrachtende Formel nur Funktionen von zwe; Argumenten enthilt.

Drittens beweist er den Satz, daB eine Formel der ersten Stufe, die
iiberhaupt fiir irgendeinen Individuenbereich erfiillbar ist, auch fiir einen
abzihlbaren Individuenbereich erfiillbar ist oder, in der hierzu dualen Aus-
drucksweise: daB eine Formel der ersten Stufe allgemeingiiltig fiir jeden
Individuenbereich ist, falls sie fiir jeden abzihlbaren Individuenbereich
allgemeingiiltig ist.

Fiir diesen Satz hat hernach Skolem (in der oben zitierten Abhand-
lung) einen etwas einfacheren Beweis gegeben.

Das Entscheidungsproblem fiir die Pridikatenformeln hat, unabhingig
von Lowenheim, spiter Behmann behandelt und zur vollstandigen Er-
ledigung gebracht?).

Diese Untersuchung liefert insbesondere das Ergebnis, da8 die Be-
dingung fiir die Individuenzahl nur in (unteren oder oberen) Abgrenzungen
durch endliche Zahlen bestehen kann ), wnd zwar gilt dies auch fir die
Formeln der zweiten Stufe und unter Einbeziechung der Identitatsrelation,
so dafl also der Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Gesamt-
heiten nicht durch die Richtigkeit einer Pradikatenformel der zweiten Stufe,
und erst recht nicht durch die Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarkeit einer

°) Heinrich Behmann, ,Beitrige zur Algebra der Logik. insbesondere zum Ent-
scheidungsproblem®. Math Annalen 86, Heft 3/4 (1922); 8. 163—229.

%) Der Fall eines nnendlichen, durch eine endliche Zahl nach unten abgegrenzten
Anzahlintervalles kommt hiernach auch in Betracht.
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Pradikatenformel der ersten Stufe — selbst bei Hinzunahme der Identitéits-
relation — zum Ausdruck gebracht werden kann.

Im folgenden soll nun fiir den allereinfachsten bisher noch nicht er-
ledigter Fall das Entscheidungsproblem gelést werden. Es handelt sich
dabei lediglich um Formeln der ersten Stufe unger. Ausschluf§ der Identitéts-
relation.

Man gewinnt eine Klassifikation dieser Formeln auf Grund der Tat-
sache, dafl — gemiB einem Satze des Logikkalkuls — jede logische Formel
in eine solehe ,Normalform“ umgeformt werden kann, bei der die All-
zeichen und Seinszeichen alle der ganzen Formel voransiehen und die mit
ihr in bezng auf Wahrheit und Falschheit vollkommen gleichwertig ist.
Beispielsweise kann die vorhin erwihnte Formel

{() F(z,2) & (z)(9)(2) ((F (2, y) & P(y,2)) — F(z,2))}
— (B2) () F (,9)
auf folgende Normalform gebracht werden:

(Bz)(EBy)(Bz) (w){F(z,2) Vv (F(z,y) & F(y,2) & F(z,2))V F(z,u)}.

Denken wir uns nun die zu betrachtenden Formeln auf eine solche
Normalform gebracht, so sind die einfachsten Fille von Formeln, die nicht
Pradikatenformeln sind, diejenigen, in denen nur zwei Zeichen voranstehen.
Auf diese Formeln beziehen sich die folgenden Betrachtungen. Von den
vier mdéglichen Typen

(@) (NUA(z, y), (BEx)(Eyp)A(z,y), (x)(EBy)W(x,y), (Ez)(y)UA(z,y)

erweisen sich die drei ersten fiir das Problem der Allgemeingiiltigkeit als
trivial. Uberhaupt 1Bt sich, wie gezeigt wird, die Entscheidung iiber die
Allgemeingiiltigkeit fiir alle die Formeln in trivialer Weise erledigen, in
deren Normalform kein Seinszeichen vor einem Allzeichen steht.

Die Behandlung des vierten Typus wird auf diejenige einer Pridikaten-
formel zuriickgefithrt und ergibt eine explizite Ubersicht iiber die. mdg-
lichen Fille von Allgemeingiiltigkeit.

Zur Vorbereitung wird die Entscheidung iiber Allgememgultlgkeit
(bzw. Erfiillbarkeit) bei Pradikatenformeln (d. h. solehen der ersten Stufe,
in denen auch die Identititsrelation nicht auftritt) nach der direkten
Methode, wie sie in der Abhandlung von Lowenheim kurz angegeben ist,
ausfithrlich dargelegt, insbesondere im Hinblick auf die dabei resultierende
Form der Anzahlbedingung fiir den Individuenbereich.

Die im folgenden mitgeteilten Uberlegungen sind durch Vorlesungen
von Hilbert iiber mathematische Logik angeregt worden und liegen schon
um mehrere Jahre zuriick. Die Durehfiihrung des Entscheidungsverfahrens
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im Falle einer einzigen auftretenden Funktion F(z, y) riihrt von M. Schén-
finkel her, der zuerst das Problem in Angriff nahm?), von P. Bernays die
Ausdehnung der Methode auf mehrere logische Funktionen, sowie die Ab-
fassung der vorliegenden Arbeit.

§ 2.

Das Entscheidungsproblem bei Beschriinkung auf Funktionen
eines Argnments.

Der methodische Leitgedanke der folgenden Betrachtungen besteht in
der Zuriickfithrung des Entscheidungsproblems auf das Entscheidungsver-
fahren im Aussagenkalkul. Tm Aussagenkalkul haben wir es zu tun mit
Formeln, welche aus den Aussagenvariablen X, Y, Z, ... (als solche nehmen
wir grofie lateinigche Buchstaben, die, zum Unterschied von den Funktions-
variablen, kein Argument bei sich fithren) mittels der Kopjunktion, Dis-
junktion, Implikation, Negation gebildet werden.

Die Entscheidung, ob eipe solche Formel allgemeingiiltig ist, d. h. bei
jeder Einsetzung von bestimmten Aussagen fiir die Variablen X, Y, ...
immer eine richtige Aussage liefert, kann direkt durch ein endliches Aus-
probieren herbeigefiithrt werden; denn beil den einzusetzenden bestimmten
Aussagen kommt es nur auf ihren Wahrheitswert an, und man braucht
daher fiir die Aussagenvariablen nor die zwel Werte ,wahr“ und ,falsch®
in Betracht zu ziehen,

Ein besonders einfaches Kriterlum fiir die Allgemeingiiltigkeit einer
Anssagenformel erhilt man an Hand der ,konjunktiven Nermalform*.
Unter einer konjunktiven Normalform versteht man eine Formel, welche
in einer konjunktiven Zusammensetzung von solchen Disjunktionen besteht,
die ihrerseits als Disjunktionsglieder nur Variable oder negierte Variable
enthalten®).

Nach einem bekannten Satze des Aussagenkalkuls laBt sich jede Aus-
sagenformel in eine ihr wahrheitsgleiche konjunktive Normalform ber-
fiihren. Als ,wahrheitsgleich* sollen zwei Aussagenformeln bezeichnet
werden, wenn bei jeder bestimmten Einsetzung beide Formeln richtige
oder beide falsche Aussagen ergeben.

% Uber sein Ergebnis hat Herr Schonfinkel in der Gottinger mathematischen Ge-
sellschaft im Wintersemester 1922/23 referiert.

%) Hierin sollen die Fille mit inbegriffen sein, wo die Formel nur aus einer ein-
zigen Disjunktion besteht, aber auch, wo ein Konjunktionsglied nur aus einer Varia-
blen bzw. einer negierten Variablen besteht, D, h. es sind eingliedrige Konjunk-
tionen und Disjunktionen zugelassen.
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Bei einer solchen Normalform besteht nun das notwendige und hin-
reichende Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit darin, daBl jede der Dis-
junktionen zwei entgegengesetzte Glieder enthalt, d. h. zwei solche Glieder,
deren eines die Negation des anderen ist. So ist z. B. die Formel

(XvYvY)&(XvXvVE)

allgemeingiiltig, nicht aber

X&(Zv Z).
Das duale Gegenstiick zu der konjunktiven Normalform ist die disjunktive
Normalform, die sich von jener dadurch unterscheidet, daf Konjunktion
und Disjunktion ihre Rollen vertauschen.

Wie die konjunktive Normalform das Kriterium der Allgemeingiiltig-
keit, so liefert die disjunktive Normalform das Kriterium der Erfiillbarkeit.
Dieses Kriterinm besteht fiir eine disjunktive Normalform darin, daB§ in
mindestens einer der (disjunktiv verbundenen) Konjunktionen keine zwei
entgegengesetzten Glieder enthalten sind. —

Die Herstellung einer konjunktiven Normalform?) fiir eine gegebene
Aussagenformel ist auf verschiedene Weisen moglich. Man kann daher
diese Normalform noch weiteren Bedingungen unterwerfen. Insbesondere
besagt ein Satz des Aussagenkalkuls, daB jede Aussagenformel, welche mit
den Aussagenvariablen X, Y, ..., U gebildet werden kann (es wird nicht
verlangt, daB diese Variablen alle in der Forme! vorkommen), wahrheits-
gleich ist mit einer solchen speziellen konjunktiven Normalform, bei der
jede der (konjunktiv verbundenen) Disjunktionen entweder mit der Dis-
junktion

XvYv...vU
iibereinstimmt oder ans ihr durch Uberstreichung einer oder mehrerer
Variablen hervorgeht. Indem wir iiberdies noch verlangen, daB jede
solche Disjunktion hochstens einmal als Glied auftritt, wird die Normal-
form eindeutig (abgesehen von der Reihenfolge der Konjunktionsglieder)
festgelegt.

Diese besondere Art von konjunktiver Normalform, von der wir an
einer spiteren Stelle Gebrauch machen werden, wollen wir ,qusgezeichnete”
konjunktive Normalform nennen. Dabei ist zu bemerken, dal wir als aus-
gezeichnete konjunktive Normalform einer allgemeingilltigen Formel die
0-gliedrige Konjunktion anzusehen haben, welche iiberhaupt kein Glied
enthilt

Die dem Problem der Allgemeingiiltigkeit angemessene Bevorzugung
der konjunktiven Normalform bringt es mit sich, daB wir bei den An-

®) Ganz entsprechendes gilt fir die disjunktive Normalform.



852 P. Bernays und M. Schénfinkel.

wendungen des Aussagenkalkuls im folgenden stets die Konjunktion formal
als Summe, die Disjunkiion als Produkt zu behandeln haben, — um-
gekehrt wie es gewohnlich im Logikkalkul geschieht. —

Betrachten wir nun den einfachsten Fall des anfangs formulierten
Entscheidungsproblems, namlich den, wo als logische Funktionen nur
solche mit esmem Argument, also Pridikate, vorkommen. Hier gelingt in
der Tat ganz allgemein die Zuriickfiihrung auf das Entscheidungsverfahren
des Aussagenkalkuls.

Zunidchst erkennen wir die Moglichkeit dieser Zuriickfilhrung fir den
Fall eines Individuenbereiches mit einer gegebenen endlichen Anzahl n
von Individuen.

Seien namlich

Gy, ..0s 8

diese Individuen, so ist die Operation des vorgesetzten Allzeichens (z)
gleichbedeutend mit einer Konjunktion, bei der nacheinander fiiv o die
Werte a,, ..., q, zu setzen sind, und ebenso ist die Operation des vor-
gesetzten Seinszeichens (Fz) gleichbedeutend mit einer Disjunktion, wo
wiederum fiir « die Werte a,, ..., @, zu setzen sind.

Ist nun P eine der vorkommenden Funktionsvariablen mit einem
Argument, so erhdlt man bei jeder Einsetzung eines bestimmten Pradi-
kates an Stelle von P fiir

P(a,), ..., P(a,)

bestimmte Aussagen mit bestimmten Wahrheitswerten. Umgekehrt wird
auch durch jede Verteilung der Werte ,wabr“ und ,falsch auf die
Symbole
P(a,), ..., Pla,)

der Wertverlanf eines Pridikates definiert. Demgemif erhalten wir an
Stelle jeder Funktionsvariablen n voneinander unabhiingig variable Wahr-
heitswerte. Die Allgemeingiiltigkeit der vorgelegten Formel fiir eine ge-
gebene Anzahl # von Individuen ist somit gleichbedeutend mit der All-
gemeingiiltigkeit einer Aussagenformel, und fiir diese kdnnen wir die Frage
der Allgemeingiiltigkeit entscheiden.

Hiermit ist freilich unsere Aufgabe nicht geldst. Denn erstens wollen
wir uns nicht auf endliche Individuenbereiche beschrinken, und zweitens
konnen wir ja auch nicht fiir jede endliche Individuenzahl die entsprechende
Aussagenformel auf ihre Richtigkeit priifen.

Nun 138t sich aber folgender Satz beweisen: Ist k& die Anzahl der in
einer Formel von der betrachteten Art vorkommenden Pradikatenvariablen,
so igt die Formel allgemeingiiltiz fiir jeden Individuenbereich, falls sie
fiir einen Bereich von 2* Individuen allgemeingiiltig ist.
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Fiir den Beweis ist es vorteilhafter, die hierzu duale Form des
Satzes zu wihlen: Enthilt eine Formel von der betrachteten Art % Pra-
dikatenvariablen und is{ sie iiberhaupt fiir irgendeinen Individuenbereich
erfiillbar, so ist sie anch fiir einen Bereich von 2 Individuen erfiillbar.

Dies ist folgendermaBen einzusehen.

Seien
FaQ,...,P
die in der Formel vorkommenden % Pridikatenvariablen, und seien
F,, G,, ..., P,

gewisse auf einen Individuenbereich beziigliche bestimmte Priidikate, fiir
welche die Formel eine richtige Aussage ¥ ergibt. Dann teilen wir die
Dinge des Individuenbereiches in Klassen ein, indem wir zwei Dinge a,b
zur selben Klasse rechnen, wenn die Aussagen F,(a) und F,(b) wahr-
heitsgleich (d. h. beide wahr oder beide falsch) sind, und ebenso

Go(@) mit G,(b), ..., Py(a) mit Py(d)
wahrheitsgleich ist.

Auf diese Weise erhalten wir hochstens 2% Klassen, da es ja fiir ein
Ding @ hdchstens 2* Moglichkeiten der Verteilung von Wahrheit und
Falschheit auf die Aussagen

Fy(a), Gy(a), ..., Py(a)

ibt,
: Seien «,, ..., «, die verschiedenen Klassen, die wir so erhalten. Diese
bilden einen Individuenbereich von # Dingen, wobei
n <L 2"
ist. Wir definieren nun Prédikate
F,G,,....P,

welche sich auf diesen neuen Individuenbereich beziehen, indem wir fest-
setzen, daB F, auf die Klasse e, (p=1,...,n) dann und nur dann zu-
trifft, wenn F, auf die zn «, gehbrigen Dinge (des anfinglichen Indivi-
duenbereichs) zutrifit, dafl ebense @, suf ¢, dann und nur dann zutriff,
wenn G, auf die zu «, gehdrigen Dinge zutrzﬁt usw.

Gem3f dieser Deﬁnmon geht jede mit den Pradikaten l‘i%“ - By
und den logischen Zeichen gebildete, anf den anfianglichen Indxmduem,
bereich beziigliche Aussage, wo als Argumente der Priidikate entweder
Variable oder bestimmte Dinge des anfinglichen Individuenbereiches stehen,
in eine ihr wahrheitsgleiche Aussage iiber, wenn man darin ¥, durch ¥,,
G, durch G, ..., P, durch P, ersetzt, ferner statt des anfinglichen den

Mathematische Annalen. 99. 23
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neuen Individuenbereich der n Klassen zugrunde legt und fiir jedes evtl.
als Argument auftretende Ding (des anfinglichen Bereiches) diejenige Klasse
setzt, zu welcher das Ding gehort.

Diese Behauptung ist trivial fiir den Fall, daB die betrefiende Aussage
kein Allzeichen und kein Seinszeichen enthilt. Um sie allgemein zu be-
weisen, machen wir Gebrauch von der bereits in der Einleitung erwihnten
Tatsache, dal jede Formel, in der Variable auftreten, auf eine solche
Normalform gebracht werden kann, daf die All- und Seinszeichen simtlich
voranstehen. Wir beschrinken uns also auf Aussagen von dieser Normalform.

Der Satz gelte schon, wenn die Anzahl der All- und Seinszeichen in
der Aussage kleiner als m ist.: Nun betrachten wir eine Aussage mit m
voranstehenden Zeichen (m > 0). Diese bat dann (bei passender Be-
nennung der Variablen) entweder die Form

()% (@)
(E2)B (),

wobei in B (xz) nur noch (m —1) All- und Seinszeichen voranstehen.
Durch die Ausfithrung der verlangten Anderungen erhilt man die Aussage

(2)B(2) bzw. (BEz)B(z).

Wiahrend die vorherige Aussage sich auf den urspriinglichen Indi-
viduenbereich bezieht, bezieht sich die gednderte Aussage anf den neuen
Individuenbereich. Es ist zu zeigen, daB diese mit jener wahrheitsgleich
ist. Dies erkennt man so: Sei o ein Ding des urspriinglichen Individuen-
bereiches und « die Klasse, zu der @ gehért. Dann ist B(a) eine Aus-
sage mit (m — 1) voranstehenden All- und Seinszeichen, welche durch Aus-
filhrung der verlangten Anderungen in %(e) iibergeht; nach unserer An-
nahme ist daher B(a) mit % («) wahrheitsgleich. Wenn daher B (z) fiir
alle Dinge des urspriinglichen Individuenbereiches zutrifft, so trifit B(2)
fiir alle Dinge des neuen Individuenbereiches zu, und umgekehrt; ferner,
wenn es ein Ding « im urspriinglichen Individuenbereich gibt, fiir welches
9B (z) zutrifit, so gibt es auch im neuen Individuenbereich ein Ding z,
fiir welches B(z) zutrifit, und umgekehrt.

Somit ist die Bebauptung durch den Schluf von » auf n-4-1 be-
wiesen. Insbesondere folgt nun hieraus, daB die richtige Aussage 2, die
wir durch eine spezielle Einsetzung aus unserer Ausgangsformel erhalten,
bei der Ersetzung von Fy, Gy, ..., P, durch #,, G,, ..., P, wieder in eine
richtige Aussage tibergeht, bei der die Variablen sich auf den Individuen-
bereich der Klassen ¢, ..., ¢, beziehen, deren Anzahl < 2 ist. Das heilt:
die Ausgangsformel ist, wenn sie iiberhaupt erfiillbar ist, auch in einem

oder die Form
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Bereich von hochstens 2 Individuen, und folglich anch in.einem Bereiche
von genau 2° Individuen, erfiillbar.

Somit ist im Gebiete der logischen Fuunktionen eines Arguments das
Problem der Allgemeingiiltigkeit sowie das der Erfiillbarkeit durch ein
bestimmtes Entscheidungsverfahren gelst. Zugleich ergibt sich besiiglich
der Anzahl-Bedingungen fiir den Individuenbereich ein einfaches Resultat:
Eine beschrinkende Anzahl-Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit einer
Formel mit % Pridikaten-Variablen kann nur lauten: ,der Individuen-
bereich besteht aus hochstens r Dingen“, wobei 1 < r < 2%; eine beschriin-
kende Anzahl-Bedingung fiir die Erfiillbarkeit kann nur lauten: ,der In:
dividuenbereich besteht aus mindestens » Dingen%, wobei 1 < 7' < 2%

§ 3.

Das Problem der Allgemeingiiltigkeit bei Formeln mit zwei
voranstehenden Zeichen. Voriragen. Triviale Fille.

Wenden wir uns nun zu .dem allgemeinen Fall, daf auch Funktionen
mit mehreren Argumenien auftreten. Wir kornen von vornherein an-
nehmen, daB die zu betrachtenden Formeln die Normalform haben, bei der
die All- und Seinszeichen voranstehen.

Wenn nur ein einziges solches Zeichen voransteht, so haben wir noch
kein neues Problem; denn dann kommt ja nur eine einzige Variable vor, und
ein Fonktionszeichen mit mehreren tbereinstimmenden Argumenten, wie

F(z,2), Gz, z,2),

ist ja in Hinsicht anf die méglichen Werte bei bestimmten Einsetzungen
gar nicht verschieden von einem Funktionszeichen mit einem einzigen
Argument. Die einfachste Méglichkeit eines wesentlichen Auftretens von
Relationen (Funktionen mehrerer Argumente) ist also bei zwei voran-
stehenden Zeichen gegeben.

Dieser Fall zweier voranstehender Zeichen soll nunmebr bebandelt
werden.

Es sind folgende Typen mdglich:

(@)(y) W(z,y), (Bx)(Ey) A(x,y), (2)(Ey) Ul=,y), (Bx){y) Uz, y).
Wir wollen uns zunichst klarmachen, dall es keine Beschriankung der

Allgemeinheit bedeutet, wenn wir annehmen, daB die in 9 vorkommenden

Funktionszeichen lauter solche mit 2wei Argumenien sind.

Die Vermeidung von Funktionen mit nur einem Argument geschieht
einfach dadoreh, daB wir z. B. statt F(z) schreiben F(z, z), indem wir
also den Wertverlauf eines Pridikates als Teil des Wertverlaufes einer
Relation auffassen, was sachlich keinen Unterschied macht.

23*
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Etwas miihsamer ist es, das Auftreten von Funktionén mit mehr als
zwei Argumenten auszuschalten?®). Die Methode, nach der man hierbei
verfahrt, 188t sich an dem Fall der Funktionen mit drei Argumenten
schon hinreichend deutlich darlegen.

Sei G ein Funktionszeichen mit drei Argumenten, welches in % (z, y)
vorkommt, Da in den Argumentstellen nur die Variablen z und y stehen,
so zerlegt sich der in Betracht kommende Wertverlauf von G in denjenigen

von G{z, %, y), von Q(x,y,x) und von Q(y,z,z).

Dies sind drei Funktionen zweier Argumente, welche lediglich der Be-
dingung unterliegen, daf sie beim Einsetzen von z fiir y alle drei dieselbe
Funktion von z liefern. Somit kénnen wir fiir G («, z, y) eine ganz be-
liebige Funktion zweier Argumente G(z, y) nehmen. Die beiden andern
Funktionen von z und y miissen bei der Ersetzung von y durch z in je
eine mit G (x, ) wahrheitsgleiche Funktion von z iibergehen; sonst aber
sind sie auch ganz beliebig.

Nun erhilt man eine Funktion dieser Art auf folgende Weise: Ist
F(z, y) eine beliebige Funktion, so ist

(F(z,9) & F(y, ) v (F (2, y) & F(y, 7))

fiir ein Individuenpaar z, y dann und nur dann richtig, wenn F(z,y)
mit F(y, ) wahrheitsgleich ist. Schreiben wir fiir diesen Ausdruck zur
Abkiirzung € (2, y), so ist €(x, 2) stets richtig, wie auch die Funktion
F(z,y) gewahlt wird.

Ferner kénnen wir eine spezielle Funktion F(z, y) so wihlen, daf
fiir zwei verschiedene Individuen z, y die Aussagen

Fo(z,y) und Fi(y, )

in der Beziehung des ausschlieBenden ,oder* (,aut — aut“) stehen, so daB
€ (z, y) beim Einsetzen von F, fiir F falsch wird, auler wenn z dasselbe
Individuum ist wie y.

Bilden wir nun den Ausdruck

(C(z, 9)V G (2. 9) & (C(z,9) Vv H(z, y))

%y Man konnte denken, dafi hierzu der in der Einleitung erwihnte Satz von
Lowenheim anzuwenden wiire, wonach jedes Problem der Allgemeingiiltigkeit (bzw. der
Erfiillbarkeit) sich aunf ein solches zurlickfithren 188t, bei dem nur Relationen mit
zwei Argumenten auftreten. Diese Reduktion knnen wir jedoch hier nicht verwerten,
weil durch sie die Zahl der in der logischen Formel voranstehenden Zeichen vermehrt
wird, — withrend fiir unsern Zweck ein Verfahren erfordert wird, das den Typus der
Formel ungedndert 18t
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— worin F und H als willkiirliche Funktionen auftreten, wihrend @ (z, y)
die eben betrachtete Funktion ist —, so geht dieser beim Einsetzen von z
fir y tiber in

(@(x, 2)V Gz, z)) & (C(x, 2}V H(z, z)),
wag mit @ (z, ) wahrheitsgleich ist, da € (z, ) immer richtig ist. Im
iibrigen aber ist sein Wertverlauf ganz beliebig; denn setzen wir fiir ¥ die
Funktion F, ein, so wird fiir jedes Paar von verschiedenen Individuen z, y
die Aussage C (2, ) falsch, mithin wird

(Blz, )V A2, 1)) & (C(z,9) v H(z, y)
wahrheitsgleich mit H(z, y); und H(z, y) ist ja ganz willkiirlich,

Es konnen also in der Tat bei der Untersachung der Allgemeingiiltig-

keit einer Formel mit zwel voranstehenden Zeichen die Funktionszeichen
mit drei Argumenten ausgeschaltet werden. Und nach demselben Verfahren

gelingt es auch fiir die Funktionszeichen mit noch mehr Argumenten.
Wir brauchen somit bei der Untersuchung der vier Formeltypen

(=)(y) U(=,9), (Be)(By) Uw.y), (2)(By) Ulz,y), (Ex)(y) U(zy)

nur den Fall in Betracht zn ziehen, daf in % (z, y) ausschlieBlich .Funk-
tlonszeichen mit zwei Argumenten vorkommen.

Es seien F, G, ..., 8 diese Funktionszeichen; ihre Anzahl sei n. Der
Ausdruck ¥ (z, y) setzt sich nach Art einer Aussagen-Verkniipfung zu-
sammen aus den 4n ,Komponenien®

F(x,z), F(y,y), Flz.y), F(y,2),
Gz, z), G(y,y), Glz.y), G(y2),

S(z, 2), 8(y,9), S(z,9), S8(y,2),
die allerdings nicht sdmtlich vorzukommen brauchen.

Wir sind nun zundchst einmal in der Lage, die Frage der Allgemein-
gliltigkeit fiir die drei ersten Formeltypen direkt durch Zurfickfiihrung auf
das Entscheidungsverfahren des Aussagenkalkuls zu erledigen.

Die Allgemeingiiltigkeit von

(@) () A=, )
besagt, daB bei beliebiger Wahl von Funktionen
Fa,...8
die Aussage A(x, y) fiir jedes Individuenpaar z, y richtig wird.
Sind aber z, y zwel verschiedene Individuen, so kénnen wegen der

Willkiirlichkeit der Funktionen F, &, ..., 8 die Werte ,,wahr und ,falsch*
ganz beliebig auf die 4 Komponenten verteilt werden. Ersetzen wir
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daher in ¥%(z, y) die Komponenten durch 4 » uynabhingige Aussagenvari-
ablen, so muB, damit (2)(y)A(x,y) allgemeingiiltig ist, die entstehende
Aussagenformel ebenfalls allgemeingiiltig sein. Andererseits ist diese Be-
dingung auch hinreichend; denn jeder spezielle Wert von ¥ (z, y) geht ja
aus jener Aussagenformel durch eine Einsetzung hervor.

Somit ist die Allgemeingiiltigkeit von (z)(y)¥ (2, y) gleichbedeutend
mit derjenigen der Aussagenformel, die man aus U(x,y) erhilt, indem
man die Komponenten durch unabhingige Aussagenvariablen ersetzt.

Betrachten wir nun gemeinsam die beiden Formeltypen
(Bz)(By)U(z,y) wd (2)(Ey)A(z,y).

Die erste der beiden Formeln stellt (bei jeder Einsetzung spezieller
Funktionen fiir 7,..., S) eine schwichere Aussage dar als die zweite und
diese wiederum eine schwichere Aussage als (2)(z,z). Finden wir da-
her eine :Bedingung, welche fiir die Allgemeingiiltigkeit der ersten Formel
notwendig, fiir die der dritten hinreichend ist, so ist diese fiir alle drei
Formeln notwendig und hinreichend,

Eine solche Bedingung kénnen wir aber leicht angeben. Damit nim-
lich die Formel

(Bx) (By) Az, y)
allgemeingiiltig ist, mufl sie insbesondere fiir alle diejenigen Funktionen
F.G,....8

richtige Aussagen liefern, deren Werte unabhingig sind von der Wahl der
Individuen 2,y. (Z.B. stellt

E(z, y) VE(:I:, y)
eine immer richtige,

R(z,y) & R(z,y)

eine immer falsche Relation dar, wenn fiir B (x,y) irgendeine Relation
gesetzt wird. )

Beim Einsetzen solcher Funktionen fiir F, @, ..., 8 kann fir jede
einzelne der (von den Argumentwerten unabhingige) Wahrheitswert be-
liebig gewahlt werden. Somit miissen wir eine allgemeingiiltige Aussagen-
formel erhalten, wenn wir in 9 (z,y) je vier Komponenten, die zu dem-
selben Funktionszeichen gehéren, durch eine und dieselbe Aussagenvariable
ersetzen, so dal an Stelle der 47 Komponenten nun » unabhiingige Aus-
sagenvariablen treten.

Ist andrerseits diese Bedingung erfiillt, so wird fiir jedes Individuum
2 und fiir jede Wahl von Funktionen

F.G,...,8
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die Aussage 9 (z,x) richtig sein, d. h. die Formel
_ () U(=, 2)
ist dann allgemeingiiltig.
Das gemeinsame Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit einer Formel

(Bz)(By) U(z,y)
und der entsprechenden Formel

(z)(Ey)Ulz.y)
besteht also in der Allgemeingiiltigkeit derjenigen Aussagenformel, die man
aus U (z,y) erhilt, indem man die zu demselben Funktionszeichen ge-
hérigen Komponenten jeweils durch eine und dieselbe Aussagenvariable
ersetzb.
Was die Anzahlbedingungen fir den Individuenbereich betrifit, so
ergibt sich aus unserer Betrachtung sofort, daf} eine Formel

()(y) A(=,y)
fir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig ist, falls sie fiir einen solchen

mit mindestens zwei Individuen allgemeingiiltig ist, und daB bei den

Formeln
(Bx)(Ey)¥N(z,y) uwnd (z)(Ey)A(z,y)

die Anzahl der Individuen tberhaupt nichts fiir die Allgemeingiiltigkeit
ausmacht.
Das Entscheidungsverfahren fiir die Formeln

@) () U(z,3), (Bz)(Ey)U(z.y), (2)(By)%L(zy)

a8t sich in entsprechender Weise auf alle die Formeln mit mehreren
voranstehenden Zeichen ausdehnen, bei welchen jedes vorkommende All-
zeichen jedem vorkommenden Seinszeichen vorausgeht.

Betrachten wir z. B. Formeln vom Typus

(2)(9)(2) (Bw)(Ev)U(2,y,2,u,7).

Damit eine solche Formel allgemeingiiltig ist fiir einen Individuenbereich,
der mindestens drei Dinge
a, b, ¢
enthilt, muB sie insbesondere fiir alle solche Funktiondh richtige Aus-
sagen liefern, deren Werte ungeindert bleiben, wenn jeder (evtl) von a,
b, ¢ verschiedene Argumentwert durch o ersetzt wird, Also muB die
9-gliedrige Disjunktion
U(a,b,¢c,a,a)Vv A(a,b,¢,a,b)v H(a,b,c,a,6) V... VU(a,boe.6)
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fiir alle jene Funktionen eine richtige Aussage darstellen, d. h. sie muB
als Aussagenverkniipfung, gebildet aus den verschiedenen Komponenten,
welche sich durch die moglichen Verteilungen der Werte @, b, ¢ auf die
Argumentstellen der vorkommenden Funktionszeichen ergeben, allgemein-
giltig sein in dem Sinne, daB jene Komponenten durch unabhingige
Aussagenvariablen zu ersetzen sind.

Diese Bedingung ist aber offenbar auch hinreichend fiir die Allgemein-
giiltigkeit der Ausgangsformel, und zwar bei einem beliebigen Individuen-
bereich.

Mit diesem Kriterium erhalten wir zugleich folgende Resultate: Eine

Formel

(@) (g)(2)(Bu)(Bv)U(z,y, 2, u,v)
ist dann und nur dann allgemeingiiltig fiir jeden Individuenbereich, wenn
sie fiir einen Bereich von mindestens drei Individuen allgemeingiiltig ist;
ihre Allgemeingiiltigkeit fallt zusammen mit derjenigen der Formel

() ()2 {A(x, 9,2z, z,2) v Uz, ¥,2,2,9) V... vVU(z, ¥,2,2,2)}. —

Von den vier moglichen Formeltypen mit zwei voranstehenden Zeichen
haben sich die drei ersten in Hinsicht auf unser Problem als trivial er-
wiesen. Es bleibt jetat der vierte Formeltypus zu behandeln.

Hier sei noeh darauf hingewiesen, daB bei der Frage der Erfillbarkest
der nicht triviale von den vier Typen der zu dem vierten duale, also
. (2)(Ey)U(2,y)
ist,

§ 4.
Die Behandlung der Formeln (Ex) (y) A (¢, y).

Wir haben nunmehr den Hauptfall unseres Problems zu betrachten:
Vorgelegt ist eine Formel vom Typus

(Bx)(y) A=z, y),

wobei %(2,y) aus den 4 n Komponenten
 F(z,2), F(y,y), F(e,y), F(y,2)

8(x.2), 8(y,9), 8(2.y), 8(y,2)
in der Form einer Aussagenverkniipfung zusammengesetzt ist. Es handelt
sich darum, zu entscheiden, ob diese Formel allgemeingiiltig ist, bzw. fir
welche Individuenbereiche sie allgemeingiiltig ist.
Wir diskutieren zunachst die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit fir
einen Individuenbercich mit einer festen endlichen Anzahl m von Indi-

viduen. Seien
Gy ysaees @y,



Znm Entscheidungsproblem. 361
diese Individuen; dann mufl die Disjunktion
Ula, a,) v Uq(ay, a)V..,vUA(a,_,,a,)Vv Ui, a,)
fitr jede Wahl der Funktionen
FG,...,8

richtig sein. Denn es soll ja

(Bz)(y) U(z,y)

immer richtig sein, d. h. wie auch die Funktionen F,..., § gewihlt wer-
den, so soll es ein Individuum geben, welches, in % (z, y) fiir x eingesetat,
bei beliebigem y die Formel % (x,y) zu einer richtigen Aussage macht.
Daher muB in der obigen Disjunktion jedenfalls ein Glied und mithin
auch die Disjunktion selbst eine richtige Aussage sein. -

Nun gilt ferner, wie wir im § 1 zeigten, daB eine Formel, die fiir
einen Bereich von m Individuen allgemeingiiltic ist, auch fiir jeden klei-
neren Individuenbereich, insbesondere also auch fiir jeden Teilbereich diese
Eigenschaft besitzt. Demnach muB jede Disjunktion von der Form

Wby, b)) v Ay, by v ... vU(B, b)),
worin r <m ist und b, ..., b, irgendwelche r verschiedenen unter den
Individuen @,,...,a, bedeuten, bei beliebiger Wahl der Funktionen
F, @G, ..., 8 eine richtige Aussage ergeben.

Wir wollen eine solche Disjunktion eine r-gliedrige ,zyklische Dis-
junkizon“ nenuen, und die Bedingung, dafl diese Disjunktion fiir beliebige
Funktionen F,G,..., 8 eine richtige Aussage darstellt, werde kurz als
die ,Bedingung B,“ bezeichnet?),

Die Erfiilllung der Bedingungen

B,B,...,B

erweist sich somit als notwendig fiir die Allgemeingiiltigkeit der Formel
(Bx)(y) ¥ (x,y) bei einem m-zahligen Individuenbereich. Sie ist aber
zugleich auch héinreichend tiir diese Allgemeingiiltigkeit. Denn ersetzt man
in der Formel (Ez)(y) ¥A(z,y) die Operation (Ez) durch eine Disjunk-
tion, (y) durch eine Konjunktion, erstreckt iiber die Individuen a,, ..., a, ,
und stellt durch distributives Ausmultiplizieren eine konjunktive Normal-
form her, so sind die Glieder der entstehenden Konjunktion von der Form

A (ay, 6)V (s, 63} V oo vV A(a,s C0)s *

wobei mit ¢, je eines der Individuen

m

Bysenes @y,

11) Die Bedingung B, hingt offenbar nicht von der Wahl der Individuen b, ..., b, ab.
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bezeichnet ist, ohne daf jedoch

Cysenes Gy

alle voneinander verschieden zu sein brauchen.

Jede solche Disjunktion enthdlt aber, wie man leicht sieht'?), als
Teil-Disjunktion eine zyklische Disjunktion von héchstens m Gliedern. Sind
daher die Bedingungen B,, ..., B, erfiillt, so muB jede der Disjunktionen

gI’(“l’ cl) VeV Q{(a'm’ cm)

bei beliebiger Wahl der Funktionen F, ..., S8 eine richtige Aussage dar-
stellen, und dasselbe muB daher von der ganzen konjunktiven Normalform
gelten, welche wir als die Entwicklung von

_ (Ex) () % (=, 9)
fiir den Bereich der Individuen a,, ..., a, erhalten haben.

Es sind also in der Tat die Bedingungen B,, ..., B, notwendig und
hinreichend fiir die Allgemeingiiltigkeit unserer betrachteten Formel bei
einem m-zahligen Individuenbereich.

Diese Bedingungen sind nun keineswegs voneinander unabhingig. Ins-
besondere folgt aus der Erfiillung von B,, die Erfiilllung von B,. Denn
B, verlangt, daB fiir beliebige Funktionen

F.G,...,8

12y Dies 1aBt sich z B. so zeigen: Wird die Funktion ¢ (&) fir k=1,...,m
durch die Gleichung
Gty = %
und 1 (n) fir positive ganze n durch die Rekursion
. p()=1, yr+l)=g(pn)
definiert, so ist
Y at+1) = Gy >
mithin ist fiir jedes positive ganze p
A (8, gy By iprny) Y Ty g1y Gpipran Voo VUG gy r gy Oy i)

eine Teil-Disjunktion von
Ala,e)V...VA(an,cn),

und zwar eine zyklische, sofern
v(p)hw(@+1)..oy(ptr—1)
alle voneinander verschieden sind, dagegen
y(ptr)=v(p)
ist. Diese Voraussetzung 13t sich aber mit einem » < m erfiillen, da jeder Wext von

w (n) gleich einer der Zahlen
1,2,...,m

ist, und daher unter den Zahlwerten
w (1), W(z): sy (mt 1)
jedenfalls zwei gleiche vorkommen miissen.
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die Formel
A(By, B,)V A (b B) VooV A By b))

eine richtige Aussage darstellt. Wahlen wir insbesondere solche Funktionen,
deren Wertverlauf ungeéndert bleibt, wenn der Argumentwert b, , stets
durch b, ehenso b, , stets durch b,,..., b,, stets durch b, ersetzt wird,
so ergibt sich, dafl fiir diese Funktionen die Formel

(b, By V... v Ay, b,)
immer eine richtige Aussage liefert. Da aber die zugelassenen Funktionen
in ihrer Abhéngigkeit von
by, .. b,
noch ganz beliebig sind, so mu die Bedingung B, erfiillt sein.
Setzen wir speziell =1 und 2=2, so finden wir, daf die Be-

dingungen B, und B, in B, enthalten sind, da8 also im Falle m > 4 bereits

By, B,,...,B
zusammen ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Allgemein-
giiltigkeit der Formel

(Zz)(y) A(e, y)

bei m Individuen darstellen.
Wir wollen nun die Form der Bedingung B_ fiir r > 3 genauer in
Betracht ziehen. -

GemiB dem im § 2 erwahnten Satz iiber die ausgezeichnete konjunk-
tive Normalform kénnen wir zunichst die Formel % (z, y) durch diejenige
aus den 47 Komponenten

Flz,z), F(y,9), F(z,y), Fly,)

S(z,2), S(u.v) S(z,9), 8y 2)
gebildete ausgezeichnete konjunktive Normalform
N(z, v)

ersetzen, welche in Hinsicht auf die Verkniipfung der 4n Komponenten
mit ¥ (x, y) wahrheitsgleich ist'%). Die Bedingung B, lautet hiernach:
Es muf die Disjunktion

R (bys by) v R(by, b3}V ... v R(B,, by)
fiir jede Wahl der Funktionen F, @, ..., S eine richtige Aussage ergeben.

»m

%) Im Falle, daB 9 (x,y) bereits als Aussagenverkniipfung allgemeingiltig ist,
wird die Normalform % (x,y) 0-gliedrig, und die Bedingung B, ist damn in trivialer
Weise erfills.
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Die Glieder dieser Disjunktion
R(bys b;) R(by, b5), --vs RN, by)
setzen sich wiederum aus Komponenten zusammen; und zwar gehdéren hier

zu jedem Funktionszeichen 3r Komponenten. Z. B. gehoren zu F die

Komponenten
F(b, b)), F(b,0,), F(b,b,),

F(b,0), F(b,b), F(b,b),

P(3,.5,), F(b,b), F(b,,).

Die méglichen Werte dieser 37 Komponenten bei Einsetzung einer be-
stimmten Funktion fiir F sind, da r > 3 ist, voneinander ganz unabhingig.
Ferner sind die Werte von Komponenten, die zu verschiedenen Funktions-
zeichen gehbren, gewiB auch voneinander unabhingig.

Die Bedingung B, ist somit gleichbedeutend mit der Allgemeingiiltig-
keit derjenigen Aussagenformel, welche man erhilt, indem man in der
Disjunktion

R(by, by) v R(b,, B}V ... v R(b,, d,)
die 3r-n Komponenten durch ebenso viele unabhingige Aussagenvariablen
ersetzt.

Fihren wir dies nun aus, d. h. ersetzen wir

F(b,, b)), G(b,.4,), ..., 8(b,5,)
X Y. U, (fir k=1, ...,7)

(b, b), G(B b)), ..., 8(8,,08)
X Yo oo Uy (fir b, l=1,...,7; k1),

so erhalten wir an Stelle von

R(by, ), N(by, by), ..., (b, b,)
beziiglich die Aussagenformeln

# AN AR | S8

welche gich voneinander nur durch die Indizes der vorkommenden Aus-
sagenvariablen unterscheiden.

beziiglich durch
und

durch

R, ist eine aus den Variablen
XY Uy X5, Yy ey U, Koo Yo ooy Upyy Xy, Yars eons Uy
gebildete ausgezeichnete konjunktive Normalform, und ganz entsprechend sind

Ry o R,
gebildet, Har Ty
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Die Bedingung B, stellt sich jetzt dar durch die Allgemeingiiltigkeit
der Formel
R, VRV VR
Entwickeln wir diese durch distributives Ausmultiplizieren in eine kon-
junktive Normalform*4), so hat jedes Konjunktionsglied (jeder ,Summand“)
dieser Normalform die Gestalt
G, vE,v...v0,,

wobei @&, ein Summand von RN,, @, ein Summand von %N,,..., G, ein
Summand von N, ist. Und das Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit
einer Aussagenformel, wie es im § 2 angegeben wurde, besagt demnach
in der Anwendung auf die Formel

R VEV...VER,
daB in jeder solchen Disjunktion

G, ve,v...vE,
mindestens eine Aussagenvariable einmal ohne Negation und einmal mit
Negation vorkommen muB.

Nun erkennen wir aber sofort, dafl fiir eine der Aussagenvariablen

mit zwei Indizes
Xy Yips oo Uy (k1)

der Fall ausgeschlossén ist, daB sie in einer Disjunktion
B, vE,v...vE,

sowohl ohne Negation wie mit Negation auftritt. Denn eine solche Variable

kommt tiberhaupt nur in einer von den Normalformen 9,,..., %, vor,

und in dieser, welche ja eine ausgezeichnete Normalform ist, tritt sie in

jedem Summanden entweder nur ohne Negation oder nur mit Negation auf.
Demnach sind diese Aussagenvariablen

. Xigs Fopy ovvs Uy
ohne Einflu auf die Allgemeingiiltigkeit der Formel
R,V Vv R,

d.h. es andert sich in Hinsicht auf die Erfillung der Bedingung B,
nichts, wenn wir in den Summanden der Normalformen %,,..., R, iiber-
all diese Variablen (bzw. ihre Negationen) wegstreichen.

Vergegenwirtigen wir wuns, daf bei der Bildung der Formeln
Ry Ry oo, M. aus N(z, y) die Variablen

X Yigo -5 Uy

4} Diese ist keine ausgezeichnete Normalform.
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den Komponenten

F(x; Y), F(f‘/: 33), G<x> y); G(y’ 2 S(x’ y), S(y: :L‘)
zugeordnet sind, so gelangen wir zu folgendem Ergebnis: Fiir die Erfiillung
der Bedingung B, macht es keinen Unterschied, wenn wir in den Kon-
junktionsgliedern von % (=, y) tiberall die Komponenten

F(z,y), F(y,2), ..., S(z.9), S(y,2)
(bzw. ihre Negationen) streichen, also nur die Komponenten

F(z,z), F(y,9), G(=.%), G(9,9), ..., 8(=.2), 8(y,9)
beibehalten.

Dies gilt nun fiir jede der Bedingungen B,, B,, ..., B,. Diese
bilden aber, falls m >4 ist, in ihrer Gesamtheit die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Allgemeingiltigkeit der Formel

(Bz)(y) Alz, y)
bel m Individuen. Es folgt demnach, daB fiir einen m-zahligen Individuen-
bereich, falls m >4 ist, unsere betrachtete Formel dann und nur dann
allgemeingiiltig ist, wenn auch diejenige Formel

(EBx)(y) % (2, 9)
es ist, bei der N'(»,y) aus der zu A(w, y) gehorigen ausgezeichneten
konjunktiven Normalform R (x, y) durch Wegstreichen der Komponenten

Fa,y), F(y,2), G(=,9), G(y.2), ..., 8(,9), 8(y, )

und Weglassen aller dadurch eventuell auftretenden Wiederholungen von
Summanden gebildet ist.

In dieser Formel

(Ex)(y) %' (=, )

kommt der Relationscharakter der Funktionen F, G, ..., S gar nicht zur
Geltung, vielmehr ist sie eine reine Prddikatenformel, gebildet aus den
n Priadikaten .
Flz, 2), Gz, 2), ..., 8(z, z).
Auf diese Weise wird unser Problem der Allgemeingiiltigkeit auf eines
von denjenigen zuriickgefithrt, die wir im § 2 behandelt haben. Dadurch
werden wir zugleich frel von der Beschrankung auf eine bestimmte end-
liche Individuenzahl. Denn indem wir das Endergebnis des § 2 verwerten,
gewinnen wir folgendes Resultat:

Die Formel
(Bz)(y) Az, y)
ist allgemeingiiltiy fir jeden Individuenbereich, falls sie allgemeingiiliig
ist fur esnen Bereich, dessen Individuenzahl > 4 und > 2" ist.
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Mit diesen Feststellungen ist die Frage der Allgemeingiiltigkeit fiir

die Formeln
(Ex) (y) U(=, y)

grundsétzlich erledigt, Wir wollen aber noch die erhaltene Bedingung fiir
die Allgemeingiiltigkeit (bei einem Bereich von mindestens 4 Individuen)
auf eine explizite Form bringen. Als notwendig und hinreichend dafiir,
daf (Ez)(y) A(z,y) fiir einen Bereich von m Individuen (m > 4) all-
gemeingiiltig ist, haben wir erkannt, daB die Formel

(Bz)(y) % (=, 9)
fir diesen Bereich allgemeingiiltig ist, und dies wiederum ist gleich-
bedeutend damit, da R’ (z, y) die Bedingungen

B,,B,,....B,

erfilllt. Die Bedingung B, besagt in Anwendung auf %'(z,y), daB die-
jenige Aussagenformel

v RV .V
allgemeingiiltig ist, welche aus
R'(By, by) VR (b,, ) V... v R (b, b,)
entsteht, indem an Stelle von
F(b,, b,), G(b,,b,), -.., S(b;, b,)
beziiglich die Aussagen-Variablen
X,%, ..U,
gesetzt werden (k=1,...,7). Und zwar brauchen wir hier B, und B,
nicht mehr auszunehmen.

Um nun eine iibersichtliche Schreibweise zu gewinnen, fithren wir zu-
nichst fiir die 2" verschiedenen #-gliedrigen Disjunktionen, welche als
erstes Glied F(z,z) baw. F(z,z), als zweites Glied G(x,z) baw.
G(z, x), ..., als n-tes Glied S(z, z) baw. S(z, z) haben, eine Nume-
rierung ein und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge mit

B (2), Bo(2), - Pon(2).
Die ausgezeichnete Normalform %’ (x, y) setzt sich konjunktiv zusammen
aus Gliedern von der Form
Balz) Vv Bs (y) (¢, $=1,2,...,2%),

und wir stellen sie symbolisch dar in der Form

] ;‘g Cun(Ba @)V Be (0,
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wobei das Summenzeichen fiir die Konjunktion steht und der Koeffizient C,;
gleich 1 oder 0 zu setzen ist, je nachdem in RN'(x,y) das Glied
Bu(2) v Ps(y) vorkommt oder fehlt.

Diese Darstellungsweise ist so beschaffen, daB beim distributiven
Entwickeln von Disjunktionen die gewShnlichen Rechenregeln der Algebra
anwendbar sind.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diejenigen Koeffizientensysteme C.p
zu bestimmen, fiir welche die Formel

(Bz)(y) R (. y)

bei einem m-zahligen Individuenbereich allgemeingiiltig ist. Dazu miissen
wir die Bedingungen
B,,....,B

als Gleichungen fiir die C,; ausdriicken.
Die Bedingung B, verlangt, daB die Aussagenformel

RaV...VR
allgemeingiiltig ist. N wird aus N’(=, y) erhalten, indem
F(z, z), Gz, z), ..., S(z,2)

m

beziiglich durch

X, Y,....0,
und
Fly,9), 6% 9) - 8%, 9)
durch
Xov1s Yoygs oo Uy fir k=7
bzw. durch

X, Y, ..U fir k=7
ersetzt werden.
Bei diesen Ersetzungen geht — so wihlen wir die Bezeichnung —

Po(z) in PP

nnd B.(y) in BEY iy by
bzw. in R fiir k=17
iiber. Und die distributive Entwicklung von
RiV... VR

liefert auf Grund unserer symbolischen Darstellung den Ausdruck

2
wima et Cnt " Crs e Cur BOVEIVEIVEI V.. v P v Y.
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Damit diese Aussagenformel allgemeingiiltig ist, diirfen nur diejenigen
Koeffizienten
Ca.,é‘ M Cy& .o O/Jv

von O verschieden sein, fiir welche die zngehorige Disjunktion

SAVE ARVE VAV D SEVINIRVE HUAVE e

die Bigenschaft hat, daf in ihr mindestens eine Aussagen-Variable sowohl
ohne Negation wie mit Negation als Glied auftritt. Dies ist aber, wie
man sich leicht fiberlegt, dann und nar dann der Fall, wenn unter den
R-Faktoren zwer mit demselben oberen, aber verschiedenem unteren Index
vorkommen, d.h. wenn von den unteren Indizes

L ST TR T ¥
entweder der zweite verschieden von dem dritten oder der vierte ver-
schieden von dem fiinften ..., oder der 27-te verschieden von dem ersten

ist. Fiir alle anderen Indexsysteme muB also der zugehbrige Koeffizient
gleich 0 sein.

Diese Bedingung gilt nun fiir
r=1,2....,m

und liefert folgende fiir die Allgemeingiiltigkeit von (Ez){y) % (z,¥)
notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen :

(1) Coa =0 (“=1:--°72n);
2) Cup-Cha =0 (¢, f=1,...,2%),
(3)  Cap-Csy-Cya —0 (@ By =1,...,2%),

(M) Cap-CpyeeerCur Coa=0 (&, B, 7,eees 7 =1,...,2%).
Hierbei geniigt es, die Werte der Indizes

c‘? ﬁ) y’ i

alle voneinander verschieden zu nehmen, da sonst die betreflende Gleichung
sich bereits aus den vorhergehenden Gleichungen ergibt.

Somit erbalten wir nun folgendes Entscheidungsverfahren: Ist eine

Formel
(Bzx)(y) Az, y)

vorgelegt, bei der U(x, y) in der Form einer Aussagen-Verkniipfung aus
den 4n Komponenten

F(z.2), Ply.y), Flz,y), Flyz)

8(z,2), 8(v,9), S(z.9), S

Mathematische Annalen. 99,
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zusammengesetzt ist, so ersetzen wir zundchst U (z, y) durch die zuge-
hérige (aus den 47, Komponenten gebildete) ausgezeichnete konjunktive
Normalform R (z,y) — (welche im Falle, wo A(x, y) schon als Aus-
sagenformel allgemeingiiltig ist, iiberhaupt kein Glied enthilt). Von RN (z,y)
gehen wir durch Streichen der Komponenten

F(x) y)3 F(y7 x)’ TR S(x’ y)’ S (y’ x)

und Weglassen der dadurch evtl. entstehenden Wiederholungen von
Konjunktionsgliedern zu der Normalform 9%'(z,y) iiber und schreiben
diese symbolisch in der Form

2%
. %Ilouﬂ(%a(x) A% g‘Bﬁ (y))'
Dann stellen, falls 4 < m < 2" ist, die obigen Gleichungen
(1), (2)s..., (m)
die notwendige und hinreichende Bedingung dafir dor, dafl die Formel
(BE2)(y) Uz, y)
fir jeden m-zahligen Individuenbereich allgemeingilitg ist; wund die

Gleichungen
(1),(2),...,(2%)

stellen die notwendige und hinreichende Bedingung dafir dar, daf die
Formel fir jeden beliebigen Individuenbereich allgemeingiilizg ist.

Besonders einfach gestaltet sich das Ergebnis im Falle n =1, wo
die Formel A(z, y) nur ein einziges Funktionszeichen F enthilt. Wir
haben dann nur die vier Koeffizienten

011’ 0‘39’ 01?’ 0'31’
und die Gleichungen (1), (2) lauten:
Ci=0, Cy=0, C,-Cy=0.

Hiernach kann die Normalform R’(», y) — wenn sie iiberhaupt ein
Glied enthilt — nur eine der beiden Formen

F(z,2)VF(y,y), Flz,z)Vv F(y,vy)
haben, und % (z, y) muB sich daher (nach den Regeln des Aussagen-
kalkuls) umformen lassen in eine Formel entweder von der Gestalt

Flz,z)v F(y,y)v B
oder von der Gestalt B
Fz,z)v F(y,y)Vv S,
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wobei B aus den Komponenten

, F(z,y) uwd F(y,z)
zusammengesetzt 1st.
Diese Beschaffenheit von ¥ (x, y) ist also im Falle eines einzigen auf-
tretenden Funktionszeichens notwendig und hinreichend dafiir, daB die Formel

(Bz)(y)¥%(=, y)
fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig ist. (DaB die Bedingung hin-
reichend ist, kann man leicht direkt verifizieren,)

Wenn die Individuenzahl m < 4 ist, so besteht in Hinsicht auf die
Allgemeingultigkeit keine Gleichwertigkeit zwischen den Formeln

RN(z,y) wd Rz, y);
infolgedessen sind dann die Bedingungen
(1)... (m)
zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Allgemeingiiltigkeit.
So ist z. B. die Formel
(Bx)(y) (F(2, y) vV Iy, z))

allgemeingiiltig fiir einen Bereich von zwei Individuen, wihrend die zu-
gehorige Normalform %'(z, y), deren symbolische Darstellung

2 BV R (9)

lautet, keiner der Gleichungen (1), (2) geniigt. Und die Formel

(Bz)(y) (F(z,2) vV F(y,y) v Flz,y)V Fly, 2)
&(G(z,2)VG(y,y)V Flz,9) v F(y,2))
ist allgemeingiiltig fiir einen Bereich von drei Individuen, wahrend die
Normalform %'(z, y), in deren symbolischer Darstellung (bei geeigneter
Numerierung) die Koeffizienten
01‘27 013’ 014’ 0‘38’ 0‘34’ 03‘2’ 034

gleich 1, die iibrigen gleich 0 zu setzen sind, nur die Gleichungen (1),
nicht aber (2) erfiillt.

Solche besonderen Fille von Allgemeingiiltigkeit fiir weniger als vier
Individuen, bei denen die Bedingungen (1)...(m) nicht erfiilllt werden,
sind gegeniiber dem Hauptfall dadurch ausgezeichnet, da8 bei ihnen der
Charakter der Relationen als Funktionen zweier Argumente wesentlich ist.

Die Entscheidung iiber die Allgemeingiiltigkeit einer Formel fiir
weniger als vier Individuen ist natiirlich durch endliches Ausprobieren zu

gewinnen.
24*
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In den hier behandelten Fallen des Entscheidungsproblems beruht
der Eriolg des angewandten Verfahrens auf dem Umstand, daf von einer
gewissen Individuenzahl an, welche durch den Typus der Formel und die
Anzahl der in ihr vorkommenden Funktionszeichen bestimmt ist, keine
neue Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit hinzutritt.

Dieser Umstand ist nun durchaus auf spezielle Formeltypen be-
schrinkt. Wie schon im § 1 erwdhnt wurde, gibt es ja Formeln — und
zwar bereits solche mit nur vier voranstehenden Zeichen —, die fiir
jeden endlichen Individuenbereich allgemeingiiltig sind, dagegen nicht mehr
fiir einen unendlichen,

Bei der Betrachtung solcher Formeln, fiir deren Allgemeingiiltigkeit
(bzw. Erfiillbarkeit) die unendlichen Individuenbereiche eine wesentliche
Rolle spielen, macht sich die Problematik des Unendlichen geltend, und
wir kommen damit an die Stelle, wo das Entscheidungsproblem mit den
prinzipiellen Fragen der Grundlegung der Mathematik verflochten ist.

(Eingegangen am 24. 3. 1927))



