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0 b e r  eine Methode zum Beweise yon 0sz i l l a t ions~eoremen.  

Von 

OTTo HAuPT in Karlsruhe i/B. 

EinIeitung. 
Is~ eine gew~hnliche Differen~ialgleichung gegeb~n~ we!~he einen Para- 

meter enth~l~, uncl schreibt m ~  ffir die L6sungen in den Endptulk~en 
eines Intervalls a~ b Bedingungen vor~ die nur f~r gewisse~ die sogenaunten 
ausge~neten Werte des t ~ a r ~  er~llt werden kSnnen, so wird bier- 
dutch eine l~andwertaufgabe definiert. Wit nehmen an, es exist~exea aus- 
gezeichnete Parameierwerte, denen ausgezeichnete LSswngen der Differential- 
gleichung zugehSren, und es lassen sick iiberdies naeh einem bestimmten 
Gese~ze die ansgezeiehneten Param~tevwerte ~rak+~eriss dure~h die 
l~ulls~ellenzaM der zugeh6rigen ausgezeichneten LSsungen im In~rvaU a, 
b, d.h. (lurch die sogenannfen Oszilla~ionszaMen: dana bezaictme~ mau 
dieses Ge~4~ nach Xldn, als ein Oszillationsth~orem. Ein solches schlieBt 
�9 also s~e~s auch ein Exisienzflaeorem i~ sick und ]iefer~ eine Rege~ naah 
der die s~nflichen ausgezeiclmeten Parame~erwerte sick ordnen lassen. 

Zweck der folgenden Zeilen ist es, eine Me,ode  ~ sie I~B~ sick als 
eine Kontinuit~smethode bezeichnen - -  zur Gewinnung yon Oszillations- 
theoremen darzulegen*). Bei ihrer Anwendung hat man in erster Linie 
festzustellen, in welcher Weise sick ausgezeichnete Parameterwer~e und 
OsziUa~ionszahlen ~ndern, sobald man die Kocfiizienten der Differen~ial- 
gleichung oeler die Randbedingnngen oder beide in gewisser Weise variierk 
Lassen sick dann ~uderungen angeben, bei welchen ausgezeichnete Parameter- 
werte und ausgczeictmete LSsungen wcder verloren noch gewonnen warden 
und die Oszillationszahlen sick nich~ oder dock nut in genau augebbarer 
Weise ~indern, so bleib~ ein Oszillations~heorem diesen ~tnderungen gegentiber 
erhalten. In diesem l~alle braucht man &as Oszillationstheorem nur f~r 

�9 ) Die Grundlage clieser Method% welche in tier v~egenden Arbeit ver~ieFa 
und weif~rgeffthrt wird~ s sick in me/n~r Dissert~on: UnSers. fiber ~ i o n s -  
theoreme (Wfirzbu~ 1911). Im folgendea zitie~ mit D. 

5* 
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eine spezielle, leieh~ zug~agliehe Differenfialgleichung abzulei~en, um es 
sofor~ auf aUe diejenigen Differengialgleichungen ausdehnen zu kSnnen~ die 
durch ~nderungen der geforderten Ar~ aus der urspriinglichen hervorgehen. 

Nach dieser Methode soll im folgenden die~ einen reeUan Parameter L 
enfllalt~mde~ lineare, homogene Differenfialgleichung 

behandel~ werden. Die Koeffizienten yon (~)) erffillen die Bedingangen (~)): 

0x und q(x, ~) sind ffir alle Werte x(a < x < b) und jeden 

endlichen Wer~ yon ~ eindeu~ige, stetige, reellwer~ige Funk~ionen der re- 
ellen Ver~inderlichen x und 2. ~0(x,/l) is~ im n~mlichen Bereiche yon Null 
verschieden und werde posi~iv angenommen. 

Wir bezeichnen ferner eine Differenfialgleichung (~)) als/)/fferent/a/- 
g/e/chung (2) oder yore Typus ~l (nichbloolarer Fall), wenn auflerdem fiir 
alte reellen Wer~epaare A, L des Paramebers L 

(J>~) 

uncl beispielsweise 

2.) a < x < b  lira z) - -  + oo,  = - = 

i s~ .  a = + = 

Neben dem nich~olaren betraeh~en wit den ioo/alren ~a/l der Diffe- 
renfialgleichung (~) (Differentialglddmng yore Typus ~). Ein sole, her heg~ 
beispidsweise vor, wenn p(x, ;~) yon ~ unabE4ngig is~ und ~(x, ~) die 
Ges~at~ Xk(x) hat, wobei k(x) in endhch oder unbe~enzt vielen S~ellen 
des Intervalls a g x _< b das Zeiehen weohselt. 

Die Randbeding~gen, welche wir zulassen, sind linear und homogen 
dy in den Randwer~en yon y und ~-~ und umfassen als besondere F~le die 

St~rmschen Bedingungen.*) 
w 1 und 2 besch~ftigen sich mi~ den Randbedingungen, w 3 und 4 

behande~ die nichtpolaren FiiUe. w 5 is~ einer speziellen Differen~ial- 
gleiehung yore Typus !l~, w 6 den sogenann~en defini~en polaren Problemen 
im Falle einer allgemeinexen Differenfialgleichung (!~) gewidme~. Wei~ere 
Beispiele, in denen die Methode, welche mannigfacher Anwendung f~hlg 
is~ zum Ziele fiihrf, sind am Schlusse der Arbei~ angegeben. 

Die in Rede stehenden Randbedingungon finden sich ffir den Fall der 
Diffarent~leiehung (~[) 

d d 

*) S~urm, j'. de Ma~h. (1) 1 (1836), S. 106~186. ~rgl. BScher, Randwertaufgaben 
be5 gewShnlichen DiffgL (EnzyM. math. WL~s. ~ATa, S. 4a~ff.). 
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in meiner Dissertation behandelt. Durch die Liebenswfirdigkeit voa Herrn 
B6cher bin ich nach Erscheinen meiner Arbeit auf die Abhandlung van 
Herrn Birkhoff: Existence and oscillation theorem for a certain boundary 
value l~roblem (Trans. Am. Math. Soe. 1909, vol. X, S. 259ff.) aufmerksam 
gemacht worden. Herr Birkhoff beweist dor~ bereits die Oszillationstheo- 

day reme fiir die zur Differentialgteichung (~) ~ - ~  q(x, ~)y ~ffi 0 geh~rigen 

Randbedingungen naeh anderer Methode (unter Benutzung des Sturmschen 
Satzes). Die folgenden in w 1--~4 inkl. gewonnenen Ergebnisse hatte Ver- 
fasser bereits abgeleitet, ehe er yon den Resultaten des Herrn Birkhoff 
Kenntmis erhielt. Neuerdings hat Herr Ettlinger (Bulletin of the Amer. 
math. soc. 26. April 1913) noch atlgemeinere Randbedingungen fiir den 
Fall der Differentialgleiehung (92) naeh der Methode yon B6eher-Birtdaoff 
behandelt*); fiir den Sturmsehen Fall finde~ sich eine derartige Erweite- 
rung bei BSeher (L c. S. 443) angegeben. 

Die Existenzs:4tze fftr den polaren defini~en Fall sind zuerst yon tterrn 
gilbert**) bewiesem Im AnsehIug daran is~ eine Arbei~ yon Herrn 
Hilb***) zu nennen, in der die Behandlung nieht-definiter Fiille angedeute~ 
wird.t) Wie Herr Birkhoff mir mit~eilt~ is~ der polare Fall seiner Meflaode 
ebenfaUs zug~ngtieh. 

w  

Oreensche Randbed ingungen  bei linearen homogenen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung.  

Auf die in der Einleihmg genannten Randbedingungen wird man 
dureh folgende lJ-berlegxmg gefffl~: Bezeichnen y~(x) und y~(x) zwei bzw. 
zu den Werten it I und ~1~ des Parameters ~ gehiirige Liisungen yon (~)) 
und gebraueht man die Abkiirzungen 

p(~; ~,) = p,(x), q(x; ~,) ---- q,(~,), i =, 1, 2, 

so folg~ aus (~)  

d [ dyz\  d / dye\ 

*) Vgl. eine demn~chs~ erscheinende Arbei~ yon Hen~ Ettlingez. 
~) Hilbert, AUgem. Theorie der linearen In~egralgl, 5. Mitt. (GGtt. lqachr. 1906). 

**~) Hilb~ Erweiterung des Kleinschen 0szillationstheorems (Jahresber. d. D. MattL- 
Ye~. 1907). 

t) Vgk hierzu Richardson, Not~e~dige und hi~eichende Bedi~gungen ffir das 
Bemtehen eines Kleinschen Oszflla~ms~heo~ems (~atlL A.nm, Bd. 73, S. 289~  Be- 
richtigung hlerzu (Math. h,n~ Bd. 74~ S. 312). 
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Dutch In!agration yon a bis b ergibt sich die yon Stuxm*) benutzte Formel 
b 

r ay~ p , a~,~T=~ + fFfr a,u~ 

Der in (1) lin~er Hand an erster S~elle stehende Ausdruck innerhalb der 
eckigen Klammer werde mi~ P(Yl~ Y2)~ das Integral mi~ J(Yl, Y~) be- 
zei~tmet. 

W~hrend die Beding~ng (1) identisch ftir jedes Paar yon Wea4en 
it1, L~ und jedes Paar zugehSriger LSsungen Yl, Y~ yon (~)  befriedig~ isi, 
wird J(Yl, Y~) fiir sich genommen nur unter besonderen Umst~nden Null 
werden. Es ergibt sieh demgem~ die ~'rage naeh ei~vm Systeme vo~ 
Werte~ ~ ,  1~, ... des t>arameters i,  fiir welehe die Differe~tialgleichung(~) 
b~w. I~su~en y~, y~, ... besitzt yon der Eigenschaft, da~ fiir jedes Paar 
dnem solchen Syste~e angehSriger I~su~#en Yi, Y~; i, k-~ 1, 2,..., und da~ 
~uget~ige Wertepaar I~, 1~ dvr Ausdruck P ~ I ,  y~), genom~m ~wischen den 
Grenzen a und b, oder, was das Gleiche, das I~tegral J(yl, y~) verschwindet. 

Das hiermit formulierte Problem werde als Gre2nscl~ Randwertauf- 
yabe**) bezeiehnet~ Die Werte Q, L~, . . .  sind die ausgezeichnete~ P a r a z ~ -  
werte, Yt, Y~,..- die zugeh~rigen ausgezeichneten Lb'sungen yon (~). 

Die LSsung y ~ 0 seheide~ grunds~tzlieh aus der Be~rachtung aus; 
aufierdom kommen ffir die oszillafions~heoretisehen Betraeht~mgen aus- 
sctdiefltich reelle ausgezeichnete Parameterwerte in Betraeht. Da dm-eh die 
Probtems~ellung die aasgezeiehne~en LSsungen nut bis auf einen yon x 
unabh~ngigen Faktor festgeleg~ sind, so sehreib~ man, aul~er den R~nd- 
bed~gungen, noch eine Normierungsbedin~ung ffir die ausgezeiehneten 
LSsungen ~or, dutch die jener Fak~or eindeutig bestimmt wird; ausge- 
zeichnete L6sungen, die sich nut um einen, ~on x unabh~ngigen~ Fak+~or 
unterscheiden, sind als nicht verschieden anzusehen. 

Ein System yon ausgezeichneten Parameterwerten und ausgezeichneten 
LSsungen is~ durch zwei ausgezeichnete LSsungen oder dutch zwei lineare 
homogen% unabh~ingige Randbedingungen charakterisier~. 

Wir nehmen an, es seien u und v zwei ausgezeichnete LSsungen, 
~t~ und ~.~ die zagehSrigen Parameterwer~e. Bei Einfo.hr, ng der Bezeich- 
I lun~en  

*) Vgl. S~urm, b c. BScher, h c. S. 442. 

Differen~ialgteichung d~ (p(x) ~x) _ + (;L/~(x) + fix)) y ~-- O dea Fail alex 

ist alas Problem zuers~ yon ~flborr behandel~ (mlberr Grundzfige einer aUgem. Theorie 
& linearen Integralgleichungen, 2: MitE., GS~. l~achr. 1904; 5. ~it~., GSt~. Nachr. 1906)o 
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bes~eht dann die Beziehung 

iP~(b)u~ ub ]_iP~(a)~.'. u. 1 ~ 

Jede w, itere ausgezeichnd~ LSsung Y(~) genfig~ zus der Defmi'~ion 
~ten ]inearen homogenen Be~ing~m__gen 

(3) i~(b)~ ~ pg~)Y; Y~' p~(b)Y; ~ ega)y; Y~' 

d~bei is~ ~ der zu lr(x) gehSrige ausgezeietme~e Pa~me~r~ver~. 
Sind umgekehr~ irgend zwei unabh~n~ge Randb~tingungen vorge- 

t e g t - / ~ ( b ) u  b' bedeuten je~zt irgend welche reellen Kons~an~en ~ so 
bildet das Bes~ehen yon (2) die Bedingtmg dagfir, dab atle den Rand- 
beding~ngen genfigenden L~sunge~u von(~)) ein System yon ausgezeichne~n 
LSsungen dars~tlen. Um dies einzusehen, betrach~e man die Matrix 

Ihre Un~erdeterminanten seien wie folg~ bezeichnet 

A" i--=! ~%(a)u: %1, B=-I  ~~ --u~i G=,]%~*'(b)u~f, 

D 

Dann bestmht 
(4) A B  + CO + .F_,F ~ 0 

und (2) erhgli die Gestalt 
(5) A -- ~ = 0. 

Sind Y~(x) und Y~(x) zwei LSsungen yon (~), die den gegebenen Raud- 
bedingung~en geniigen, ~a und ~ die entsprechenden Wer~e des Parameters, 
so ergib~ (3) in jedem Falle 

(~) ~(~; x3~,'(~) =~(~; ~3er , ' (a )  + 2~ , (~ ) ,  ~ = ~, ~. 

Xqaivalent mit (G) sind die Bedingnngen: 

ausgeaommea den -Fall A = 33 -~ O. F'dr die~soa hat ma- e /~  ~O~,g~ag 
(G) und e/he Bedingung (G'). 



Im Falle B ~= 0 ist wegen (5) aueh ~ + 0 und mi~hin 

t P(b; ")Yl'(b) Yl(b) ' [ P(a; ~t)Yl'(a) Yl(a) l 
(6) 2(b; ~ )~ ' (b )  Y,(b) i ~- p(a; ~)Y~'(a) Y,(a) ! 

Fo!ge yon (5) und (3); en~sprechendes gilt ffir den Fall A = B----0. Zu- 
folge der Identitgt (1) ist abet (6) gteiehbedeutend mit dem Verschwinden 

J(r, ,  r.). 
Die Bedingungen (3) s~ellen also, falls (5) befriedi~o~ ist, die aUga- 

meins~en Randbedingungen dar, dutch die ein System yon ausgezeich- 
neten L~sungen best~m~ wird; man nenn~ sie Greensche Randbedin~ 
gungen. (G) heit~ die Normalform. 

Die yon Sturm*) behandelten Randbedlngungen bilden die (lurch 
A ~ - ~  0 gekennzeichnete Ktasse yon Greenschen Bedingungen. Ira 
Shn~ns~hen Falle geh~h4 zu jedem ausgezeichneten Parame~erwer~e nur 
eine ausgezeiclmete normierte Liisung. 

Sa~z L /)/e Systeme yon ausge~eivhneten JL6sungen einer Differential- 
gleichung (~)) sind "dadurch eharakteriz~, daft die l~andwerte der ausga- 
zeichneten L6sungen einem _Paare Greenscher t~edingungen 

(V) a , ~ )  =p(b;  X)~y'(b) --p(a; ~) Cy'(~) -- ~y(a) = 0, 
G~(y) = By(b) --~(a; ~).Ey'(a) -{- .Dy(a) = 0 

geniigen. .Die Koeffizi~ate~ d. h. die redlen Kor~tante~ A~ 1~ ... ,  F ver- 
schwinden nicht s~mtlich ur6d sind an die t~edingunge~ 

(g) A ~ +  C D + / ~ F =  O, A - - B ~ - O  

geb~en.**) 
Man bemerke~ dab der Parameter Z in die Randbediagungen eingeh~ 

so lange nich~ ia(x, ),) yon X unabh~ngig ist. 
Anmerkung:  Zu einem und dem n~mlicJaon ausgezeichne~en Para- 

me,tweet geh6ren dann, abet auch nur dann mehrere ausgezeiclmeh~ 
LSsungen, wenn die s'~ntlichen Liisungen yon (~) fiir diesen Wer~ ~ den 
be~reffeaden Greenschen Randbedi~gungen genfigen; der ausgezeichneh~ 
Parame~erwer~ hei~ dann ein ~weifazher, fin andern Fa!le ein e/nfacher. 
Wit bemerken hierzu, dab die Raudwerte der siim~liehen LSsungen vo,z 
(~)) s einen feslen Wer~ yon 2 ste~s einem gewissen, fibrigens leicht; 
anzugebenden, Greenschen Bedingungenpaare gentigen, eine Tatsache, die 
flit lineare sieh selbst adjungierte homogene Differen~ialgleichungen hSherer 
Ordnung ebenfalls gill  h]lgemein ges~atten die vorstehenden Uberlegungen 

*).Vgl. B~h,r I. c, 
**) YgL D. I. Teil, w I. 
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alle Greensehen Bedingungen zu ktassifizieren~ die zu den sida s01"bSt ad- 
jun~erten line~ren homogenen Differentialgleiehungen 2~ ~ Ordnung ge- 
h6ren.*) 

w 
Begriff der zul~ssigen ~nderung. Yerhalten reellwertiger ausge- 
zeichneter L~sungen und ihrer 0szillationszahlen bei zulRssigen 

Anderungen.**) 
Aas einem vorgelegten Greensehen Problem erh~lt man neue Aufgaben, 

wenn man die Konstanten A , /~ , . . . ,  F, sowie die Ditferentialgleichvmg (~)) 
~ndert. Dabei sollen die Koeffizienten der Differentialgleiehung stetige 
Funktionen eines ree]len t~ilfsparameters sein, dutch dessen 2knderang die 
JLuderung der Differentialgleichung bewirk~ wir& Man gelan~ nun infolge 
solcher ~knderungen wieder zu einem Greenschen Problem, wenn die Glei- 
chungen ~q) und die Bedingungen (~)) ste~ eff~illt bleiben. Jed~ derartlge 
Anderung heiBt eine z~d~ss~ge Anderung. 

Wir gehen zun~ichst darauf aus, festzustellen, inwieweit die ausge- 
zeichne~en LSsungen bzw. ihre Oszillationszahlen - -  und in zweiter Linie 
dann die ausgezeiclmeten Parameterwerte-  durch z ~ i g e  i~Lnderuag 
beeinflu~t werden. Ffir unsere Zweeke kommen nut solehe zul~sige 
Andenmgen in Betrach~, bei welehen alle ausgezeichne~en Parameterwerte 
sich stetig ~i~dern, reell und endtich bleiben, ferner die zugeh~rigen aus- 
gezeiehneten L~sungen niemals iden~isch verschw~nden; andernfalls wiirden 
ja etwaige Oszillationseigenschaften nich~ erhalten bleiben. Wit werden 
demgemgB im fo]genden nut zu]Rssige Anderungen der eben bezeichne~en 
Art verwenden; dab derartige ~nderungen, wenigstens f~ir besondere Klassen 
yon Differentialgleichungen (~)), wirklieh existieren, wird sieh im Laufe 
der Untersuehung ergeben~ (VgL w w 5.) 

Bei den soeben bezeichneten zul~ssigen ~nder~ugen ~.ndern sieh die 
Werte der ansgezeiehneten LSsungen an einer Stelle ~(a ~ ~ ~ b) sowie 
die einfach z~hlenden Nullstellen dieser LSsungen stefig mit~ dem Para- 
meter 0 und den Konstanten der Randbeding~mgen. Das gleiehe gilt ffir 
die erste Ableitung naeh x. Es kSnnen demgemRB reelle Nullstdlen einer 
ausgezeietmeten I~isung im Innern des ][ntervaUs und an dessen Gre~zen 
nur dadurch verloren (oder gewonnen) wexden, d ~  entweder mel~ere 
solehe Nullstellen zuers~ zusammem~ieken und dann im weiteren Verlaufe 
der Anderung verloren gehen (bzw. umgekehr~), oder d~_~ ein Verlust oder 
Gewina yon Nullstdlen in dan In te rva l ]g re~  s~ttfindet. 

*) VgL We~tfall, Zur Theorie tier In~gralgl~ichu~g~n (Dis~. G~mge~ t905), 
S. 18. Fer-ner I). IL Tell 

~) VgL 1). I..Toil, ~ ~ ~md w s. 
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Nun ha~ bekannflieh eine nieht iden~iseh versehwindende L~sung 
yon (~)~ als Funkgion yon x be~raeh~g niemals zwei- oder mehrfaehe 
Nulls~ollen; mi~hin bleibt nur noeh die zweih~ M6gliehkeit iibrig. 

Satz  II. .Ein Gewi~  oder Verlus~ yon ~.eellen IVullstellen einer ree!l- 
wertigen ausgezeie~nete~ Z S ~ g  ~'ann nut an den Intervallgrenzen stattfi~M~n. 

dy lst y .~ -d> 0 (bzw. < O) an der Stdle x = a ,  wobei y(x) eine aus- 
gezeich~,~r]~e L6sung bezeichne, und wechselt verm~ge einer xul~sigen ~ d e -  

dy 
y(a) das Zeiche~ wdhrend (~x)~=, yon NuU versch@de~ bleibt, so ~r~g ge- 

~innt (bzw. verliert) die betrachtete ausgezeichnete L6sung y in x ~ a gerade 
eine tVullstdte. 

Gilt hi~g~g~ die ~ n g ~ h u , g  (y__~)o > 0 (bzw. < 0), so v ~ i ~  ~zw. 

gewinnt) die JLiisung y in x ~-b gerade eine _~u~lst~e, wenn y(5) vermiige 
dy einer zulSs~igen Jtnderung das Zeichen wec~elt, w;ihrend gleiehzeitig (~x) 

b 

yon ~ull verschieden bleibt. 
Wit bezeiehnen, wie iiblieh, die Anzahl der im lnnvrn des Intervalts 

a~ b gdegenen redten i V u ~  einer ausgezeiehnet~ IZsung als deren Os- 
z~72ationszahl; in den !~icht-Sturmsehen Fi~llen werden wir indes yon zwei 
an den Intervallendpunlr~en gleichzeitig auftre~enden NuUs~ellen einer aus- 
gezeichneten LSsang die eine zur Oszillagonszahl hinzurechnen. 

Zufolge Satz II ist je~z~ das Verhalten der l~andwer~e bei zulissigen 
knderungen zu betra~hbn. Ira Sturmschen Fa//e l~t~ sich dies sofor~ 
iibersehen. Die Randbedingungen sind 

und die 0szilla~ionszahlen sind daher konstan~, solange nur kein yon Null 
versehiedener Koeffizien~ h, H,  k, J~ in (S) zum Verschwi~den gebrach~ 
wird und umgekehrt kein versehwiadencler Koeffizient yon Null verschie- 
dene Wer~e ~.-nimm~. 

Beinahe ebenso einfach gasiMte~ sich die Diskussion der s 
sche~ ~aTle, wean man (lurch eine geei~c~aeb Transformation der ausge- 
ze i ehne~  Liisungen die Randbedingangen vereinfacht. Setz~ man 

= 

wobe[ V(x, l)  nebs~ seiner ersbea /kbleibang na~h x fiir alle x ( a < x ~ b )  
und jedes reelte A eine ei~dea~ige, st~tige reellwea~ige Fun]alden yon x 
und i is~ und ~(x, X) nirgends verschwindet, so enbprieh~ jeder ei~fachen 
NuUs~elle yon y eine einfa~he Nulis~Ue yon y~ und umgekehrk y ha~ 

also die glebhe Os~.i!a.~iorszabl wie Yr Man subst/~uiex~ flit y mid ~x y 
dy~ ihre Ausddieke in y~ und ~ in die Greenschcn Bedingungen. 
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Im Falle E =  0 e r h ~  man ein Paar Hilber~r Bedingungen 

(IV) ~v~(a) = v # ) ,  .~(,~; ~)v~'(a) = ~.(b; ~)w'(b), 
wenn ~(x, ~) flit jeden Wer~ $, oder auch nut fiir jeden ausgezeichne~en 
Parame~erwer~ se/nersei~s den Randbedingungen 

geniigt. Eine Funkfion, die alle aufgez~alten Eigenschmeten tla~ exis~iert; s~e~s. 
Im Falle E + 0 erh~l~ man ein Paar Hilber~scher Bedingungen IV* 

(IV*) w(a) = z_.(b; z)w'(b),  z~o(a; ~)v , ' (~ )~-v~(b) ,  
WOD.II 

Die m (IV) bzw. (IV*) aufire~enden Konstanten k und ~ sind yon Null 
verschieden und lassen sich leich~ dutch die Koeffizien~en A~. . . , /v  des 
arspriingtichen Greensehen Systems und die Randwer~e yon ~ ausdriieke~ 

Man nehme fiir den Augenbhck an, daft zu der Randbedingung (IV) 
oder (IV*) un'd einer zugehSrigen Differen~iaIgleic~ung (~)  eine ausge- 
zeichnete LSsung y exisfier~ Bei zul~sigen ~der tmgen  der betraclltetea 
Axe, welche iiberdies die Ungleichungen bzw. Gleichungen A + O ,  B+O,  
~ 0 (bzw. ~ +  0) unge'gnder~ lassen, kann dann zufolge Satz II die 
Oszillafionszahl sieh hSchstens um eins iindern; and zw~r kann sie en~- 
weder nut um eins zu- oder nur um eins abnehmen. Dies fo]g~ sofort 
aus den Gleichungea 

~o(a; ~)vov: =~o(~,; z)ww', ~o(~; z)vov: = - ~ ( b ;  ~)~'~vo', 
die sich ihrersei~s aus (IV) bzw. (IV*) ergeben. 

Unter BeriIcksichfigang der oben (S. 74) gegebenen Definition der 
Oszillationsz~hl ergib~ sich 

Satz III. Die Oszillationszaht jeder zu einem Grevn~hen Bed~ngunge~- 
paar G charakterisiert durch A ~ ~ ~r O, ~E~- O, oder einem _Paare Sturm- 
scher Bedingungen (A = O) gehbrigen ausgezeichneten ZSsung bleibt bd dea 
betrachte~ zuldssigen f~nderungen invariant, wenn man die Koeffi~ienten 
A~.. . ,  ~' der t~andbedingungen festI~t. 

Jeder au einem Grevaschen Bedingungenpaare A + O, E + 0 getdlrig~ 
ausgezeichneten JL6sung sind zwei ganze l~ositive Zatde~ deren eine auch die 
_Null sein l~ann, zugeordnet~ die sivh gerade um eins u n C e r ~ . * * )  ~ aY, e~ 
in Betra~ht ~mmenden zuldssige~ Ande~n.qen, wdche die ~oeffizieate~ tier 

*) Hilber~ t. c., 2. Mi~. (S. 216). 
**) Dabei is~ tier Fall auszu~men, in welehem die a~sgezeictme~ ~tsung die 

Oszillationszahl lqull besit~t und h6chstens eine Nulls~lle verlioro~ k/ttm~. VgL elm 
Formuherung des Oszillations~eorems (w 3, S. 81). 



T , a ~ d b e d i ~ e a  feakzsse~ ~ die Oszi~ationsr, ald far die ngmldd~e aus- 
gezeiehnete L~su~4t sich immer ~ur zu~sehe~ diesen beiden Werte~ bin- und 
herbewegen. 

Inshesondere en~sprechen den siianflichen zu einem festen Werte yon ). 
gehSrigen Liisnngen yon (~)) zwei Oszittationszahlen, die sich hiichs~ens 
um eins unterscheiden. 

Der Satz HI gil~ etwas allgemeiner fflr solche zuliissige 2~nderungen~ 
welche die Gleichungen bzw. Ungleichungen A = J~ + 0~ E = 0 (J~ + 0) 
unge~nderr lassen. Die gefundene Eigenschaft der Oszillationszahlen is~ 
wesenflich dutch die Beziehung A-~B> 0 beding~. 

Zusa~z: Die allgemeinste Transformation*), welche eine Differential- 
gleichung (~3) wieder in eine lineare homogene Differentialgleichung fiber- 
fiihrt, hat die Gestall 

dabei sind ~ und ~ als F-n~ionen yon x zweimal ste~ig differenzierbar~ 
als Funktionen yon x und ~ nebs~ ihren Ablei~ngen nach x stetig, im 

dx versehwinden ffir keinen fibrigen eindeufig und reellwertig. ~(x~) und ~-~ 

Wer~ x(a _~ x ~ b) und keinen Weft L Die Transformalion ~l~t die Os- 
zilla~ionszahl unge~nderr fiihrt hingegen ein Paar Greenscher Bedingmngen 
in ein anderes Paar linearer homogener Bedinglmgen fiber~ welche sich 
im allgemeinen der Normalfom (G) niche, unterordnen lassen; mau komm~ 
auf diese Weiss zu Nieht-Greenschen Problemen~ die ebenfalls ein Oszil- 
lafionstheorem besitzen. 

w 

Beweis des Oszillationstheorems ffir die Differentialgleichungen 

+ + v = o,  > O. 

(Nicht-polarer Fall.)**) 

Der Satz HI liefert tin Mittol~ um ein Oszillationstheorem, welches 
fiir eine spezielle Differentialgleichung (~) gilt, auf die sllgemeine Diffe- 
renfialgleichung (~)~ oder zun~hs~ doch auf eine ganze gl~sse solcher 
Differen~ialgleichungen auszudehnen. Zu dem Elide komm~ es nur mehr 
darauf an~ Differentialgleiehungen (2) anzugeben~ welche zul~ige ~ude- 
rungen yon den im vorhergehenden Paragralahen ns pr~zisier~en, fiir 
die Anwendbarkeit des Satzes Il l  notwendigen Eigenschaften gestatten. 

*) St~ke2, ~ r  T=~ansformafionen yon Differenfialgtmiehungen (Crelles Journal, 
Ikh I~1, S. ~90ff.). 



~IBer Osz~n~eozeme~ 

Wir be~rach~en zungchs~ die spezielle Differen~ialgleiehang ~ )  
d dy 

+ + = o. 

p(x )>O,  k(x)>O, a<_x<_b. 

Die Koeftlzienten yon (9.I1). genfigen der Bedingtmg (2), wenn p ,  dph~, k u n d r  

s~etige Funktionen yon x sin& 
Da die Integralbedingung J(y~y~)-~ 0 ffir (2[~) in die Or~ogonali- 

~tsbedingang b 

f k  (x)y~ (x) y~ (x) d x = 0 ( h  + 4 )  

iibergeht~ so sind alle ausgezeichnehm Parameterwerte reeU; si~ besit~en 
nirgends im Endliehen eine Hgufungsstelle, weil die ausgezeichneten 
Parame~erwer~e NuUstellen einer ganzen transzenden~n Funkt~on $(~) 
in X sin& 

Ferner besitz~ $().) hSchs~ens zweifache Nulls~ellen und diese sind mi~ 
den zweifaehen ausgezeichneten Parameterwerten identiseh*); jedem zwei- 
s ausgezeictmeten Parameterwerte gehSren zwei linear unabh~ngige 
~usgezeiehnete LSsungen zu. 

Bei einer zulgssigen 2~nderung yon (~) ,  in deren Verlauf nut Diffe- 
rentialg!eichungen ( ~ )  auf~ref~m und die ausgezeichnefen Paramef~rwerf~ 
sich ste~ig/indern, kann dem Gesag~n zufolge ein Verlust bzw. e/n Oewlnn 
yon ausgezeichne~en Parameterwerben und LSsungen nur dadurch zus~ande 
kommen~ dat~ ein soleher Parameterwert fiber alle Orenzen wgchs~ cL h. 
,fins Unendliche rfickF' bzw. dab er ,aus dem Unendliehen hereinrtick~: 

Uber das Verhatten der ausgezelchneten Parame~erwerte bei zulgssigen 
_~xnderungen lgl~ sich folgende sch/irfere Aussage machen: 

Hilfssa~z Is, Bleiben bei einer zuliissigen Anderang, in deren Ver- 
lauf nut JDifferentialgleiehunge~ (~ )  auftreten, die Koeffiziertten A, ... der 
_P~andbedingungen unge~ndert und ~immt r(x) fiir aIle x(a ~x<_b)  zu 
{oder doch nicht ab), p(x) hi~gegen ab, oder doch nieht zu, so nimmt hierbei 
jeder redle ausgezeichnete Parameterwert ab ; vorausgesetzt ist, daft die Koef- 
fiziente~ ~on (~ )  ganze transzendente Funkt~aen des Hilfs~arameCers 0 sind, 
ferner, daft fis mindes~ens em TeiI~tervall ~ , ~ ( a  ~ ~ < ~ b )  w/r~//~h 
vine Zunahme yon r(x) oder Abnahme yon p(x) mit sich ~ ~  O erfolgt. 

Umgekehrt n immt -  u~ter im iibrigen gleichen Voraussetzu~en--jed~ 
ausgezeichnete Parameterwert zu, wenn r(x) ab-~ p(x) hingegea tmnin~mt. 
.F_~tich w~chst jeder ausge~eichnete l?arameterwert seinem absoluten l~trage 

*) VgL z. B. Hilber~,. L r I. Mdt~.; Birkho~ L % w 2; feraer D. ~ 4, w 5. 
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nac~t, wenn ~(x) fib" jed~ x(a ~ x ~ b) a ~ i ~ t ,  oder doch nieht w~cI~st, 
und glzichzeitig die tMndbedingungen und die iibrigen Xoeffizienten yon ( ~ )  
fesa~leiben. 

Die letzf~ Bohaup~ung ergib~ sic.h ffir den Fall dot Differen~ial- 
gloichung 

g'Y Zk(x)y 0 (1)  d ~  + = 

s f'tir den Wer~ 0 = 0o des Hils 0 sei Yo(x) die 
zum einfachon ausgezdekne~en Parametorwer~ ~o gehSrigo Liisung. Dureh 
die zulgssige tknclerung A@ des Parameters O erhglt man die neue Diffe- 
rentialgleichung 

d~(yo + ayo) (2) ~ - -  + (~o+ ZX~o)(k(~) + ZXk(x))(yo + ZXyo) = 0, 

wobei ~o + A~  bzw. Yo q-AYo derjenigo ausgezeidme~e Parameterwer~ 
bzw. diejenige ausgezeichne~e LSsung yon (2) ist, in die 2o bzw. yo(x) 
fibergoht. Mul~ipliziea~ man (1) mi~ (Yo+ AYo), (2) mi~ Yo, subgrahier~ 
and integrier~ yon a bis b, so ergib~ sich~ weft Yo+ AY0 und Yo den 
gleieheax t~ndbodingangen geniigen~ 

b 

Zufotge tier gemachten Annahmen, k gnn ~ die tdeati~t (3) in A~ naeh 
Potenzen yon A~ ordnen; die (}lieder niodrigster 0rdaung sind 

b b 

woraus die Behaupta~g folg~*) Oanz onfaprechend gestalf, I ~ich dot 
Beweis des e~steax TO'LieS unseres Ffilfssa~es, sowie die Behandluag zwd- 
father ausgozeidmef~r Paxameterwerf~ ~L o. 

Das Beispiel  einex zal'gssigen ~nderung der im Bitfssatze bezeich- 
neten Ar~ liefert die Differentialgleiohn-g ( ~ )  

0, 

~ r  ~(~) > ~(.), ,.(~) <~(~)  

ffir jodes a ~ x ~ b. In der Variation A0 ~ 0 hat man dana eine soloho 
z~algssige .~ndertmg. 

Nun g~'l~ fdx die s~iefge Differeniia2glei&ung (~)  
d~y (a) ~ q- ~v -~ 0 



mad e ~  z~eh~r~gea Crree~ehes R a n a ~ n g u ~ g ~ p a a r  folgend~s ~ / ~  
~atio,asthe~e~- ~ s  existiere~ ~nendliah vide reelle ausgezeieArtete, t)aramege~ 
wer die nut im Posi t iv-Umr~hen ~ ~tiiWTu~sste~ beaiize~, Zu der 
vo~ NulZ versehiederien Osaillationsx~d 2n und dee" i h r , ~  ~ naeh~A~t "d~ 
�9 orgel~tte~ .P~andbe.dincjung ~ ~ugeordneten Or~ziZZat, io~zahb 2 n +  I bezw. 
2n --  1 gehSren stets ~wei abet ~ur xwei ausgezeie.~te ~ I ~  erstere~ 
Falle, d.h. wenn 2n + 1 ~ 2n zugeordmet si~ut, gddiren ~u d ~  Oszit.- 
~ e ~  0 und 1 im ganze~ ~wei ausge~eiehnae L6sunge~; ander~falls 
ggot es immer gerade eine ausge~eidunete IAsung ~ get O s z i g a ~  
Null. Z~ :Paar~ grOflerer Oszi~ionszaMen geh6ren grVt~ze ausgezeivh~ete 
Parama~erte .  *) 

Dss Theorem gil~ unver'~nder~ much F~ir Differentialgleichungen 

d / dy\ 
O) + = o, 

weml ~, ~, v yon ~ul l  versehiedene reelte Konstan~en sind. Femer er- 
leide~ das Oszilla~ionstheorem g e m ~  Satz HI, wie aus seiner Herleihmg 
hervorgehr bei zulgssi~mm ~ d e m m g e n  der Differentialgleiehnng (a) 
allein keinerlei ~_nderung, es sei dema dab ein Gewinn oder Yerlus~ yon 
ausgezeiehneten Parameterwer~en sfattfiudet. Dat~ dies nut  ,tim Unend- 
lichen" gesehehen kann~ ist bereiks oben gezeigr 

Mit Hilfe der zul~ssigen ~ d e r u n g  des Hilfssa~zes Ia  ergib~ sieh abet, 
r aueh (liege letz~e M~glietrkeit ausg~sehlosse~ ist~ BeCraeh~n wit  
n2aehs~ eine Differentialgleichnng (~I~) der Form 

~ y  
( % )  + = o.  

Jeder derartigen Differentdalgleiehung ka~n man zwei Differen~ialglei- 
ehungen (a) zuordnen 

die zu ihr in der far die hnwe~dung des Hilf~satzes efforderliehen Be- 
ziehung sCehen. Man braucht nut die Kons~anten ~ ( j =  1, 2) so za 
wghlen, dais e~wa 

~ >  k(x) > x ~ >  0, a ~ x < _ b .  

Fiihr~ man ntm (ol) bzw. (as) in der.S. 78 angegebenen Weise in ( 9~  
fiber, so r ~  sieh l~ilCssaig Ia  anwenden. Es kSnnen demgem~ im einen 

�9 ) Bezfiglich der e~ugehenderen 1%rmulierungvgl. Birkhofl~ I. e, S. 269; fome~ 

�9 *) ~ehe D. ~ 5. ~ d~ O~]~t~ons~e~rem m~ssen eb~  solche 0 ~ 1 ~  
za~len einsuder zugeordnet werden, die sueh verm~ge tier P ~ u d b e ~  (Ss~z. HI, 
w 8) ein~der ent~preehen. 



Falle ausgezeiehnete Parameterwerte nut  gewonnen, im andern nur verloren 
werden. ~Da man beide Male zur Differentialgleichung (~[l) gelangt, flu(let 
also weder Gewinn noeh Veflust stat~. (~[1) besitzt i~ir die gleichen Rand- 
bedingnugen das n~mliche Oszillationstheorem wie (a). 

Durc'h entsprechende Verwendung des ersten Teiles yon Hilfssa~z Ia  
beweist man ein Gleiches flir die aUgemeine Differentialgleichung (~[1)- 
Wir formulieren (]as Ergebnis so: 

H i l f s s a t z  It. Besehriin~ ma~ sich aussehlie~lieh auf Differential- 
gleidhunge~ (~) ,  so werde~ bei festen 37andbedingungen d.h. festen Werte~ 
tier Koeffiziente~ A ,  . . . ,  F i.~folge irgendwelcher ~#s ~nderumg der 
Differeatialgleivhung d. i. tier Koeffizienten ~ k, r ausgezeichnete t )arame~ - 
werte bzw. ausge~eic~nete ZZsungen niemals gewonnen oder verloren. Aus- 
gezeichne~ t)arameterwerte und L6sungen g~dern sich stetig mit einem reellen 
Parameter Q, wenn die Koeffizienten yon (~l) eindeutige, stetige, re2a~ertige 
Funktione~ yon p und x(a ~_ x ~ b) fiir den in BeCravht k ~ r m ~  13eo 
rei~ yon Q sind. 

Sind die Koefflzienten yon (!~I1) bloB s~efige~ nicht-analytische Funk- 
tionen des Hflfsparame~rs~ so kann der Beweis des Satzes dadurch gefiihrr 
werden, daft man beispielsweise die Differentialgleichung 

0 

bildet, wobei a eine geniigend kleine positive Griifle ist. Vergleich~ man 
hiermit aIle Differentialgleichungen ( ~ )  in einer hinreichend kleinea Um- 
gebung der Stelle ~)~'O~ und faB~ hierbei einen bestimmten ausgezeich- 
neten Parameterwer~ ins Auge, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung 
yon Hilfssa~ Ia  bzw. der Formel (3) und analoger Beziehungen die 
Behauptung. 

Der Hiffssatz Ia  gestatte~ die entspreehende Erweiterung. 
Zum Sehlusse sei nochmals hervorgehoben, dal~ zul~sige Anderungen 

7on lo(x) das 0szillations/~heorem in keiner Weise beeinflussen. 

w  

Ausdehnung des Oszillafionstheorems auf die Differentialgleichung 

(Nieht-polarer Fall.)*) 

Das im vorsLehenden augewandte Verfahren liBt sich so modifizieren, 
dab es auch im FaUe der aUgemeinen Differentialgleiehn~g (~) zum Be- 

*) Vgl. hierzu Birkhoff, 1. c. und die daselbst zitierte Litezatur. 
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weise f~n~. Dabei wird sic~ die Bet~chhmg au~l~eBlJch :auf reetle 
~ndliche Parame~erwer~e be~chr~nken. 

Als gegeben be~rachten wit bei den folgendon ~berlegungen die Dif- 
feren~ialgleichung (${) und ein System yon (~reenschen Bedingungcn, das. 
wir ein fiir alhmal festhal~en. 

Zuni4chs~ ziehen wir nut die Beding~nge~ 

{1) p(x,^)--~(x,~.)<=O, q(x,A)--q(x,~)>=O, a<_~,<_b, ^>~. 

~aeran; dabei solI also fiir jedes A in der Umgebung jeden Wer~es yon ~t 
mindestens fiir einen der Koeffizienten ein Teilintervall ~11 ~ yon a~ b 
existieren, so dab in diesem das Ungleichheitszeiehen gil~. 

Wit betraehten dann in der Schar yon Differentialgleichnngen 
d dy 

+ + = o 

<ten Parameter pa ls  Hilfsparameter*). Ffir den Weft Q ~ 01 mSge das zu 
(2[ ~) und den lessen Randbeding~ngen gehSrige Problem n 1 negative aus- 
gezeichnete Parame~erwerte ~ besi~zen. Fiir jeden grSBeren Wer~ 0 ~ Q~ be- 
uitzi dann das entsprechende~ zu Q~ geh5rige Problem sicher nieht weniger 
Jaegative ausgezeichnete Parameterwer~e. Vergleicht man nKmlieh die beiden 
Differenti~lgleichungen (~e~) und (2[~), so bes~ehen f '~ i]are Koeffizienten 
,bzw. die Beziehmagen 

p(x,e~)<:p(x,r q(x,q~)>~(x,r a~__x~b, r 

:Zufolge Hilfssatz Ia miissen demgem~i~ die ausgezeiehneten Parameterwerte 
yon (2[~) s~m~lich abnehmen, wenn ~ yon el bis p~ w~iehst. Weil bei 
4ieser zuliissigen ~uderung ausgezeichnete Parameterweff~e weder verloren 
noeh gewonnen werden, ist die Behauptung erwiesen. 

Wie berei~s bemerkt~ nehmen bei zunehmendem ~ die ausgezeichnetea 
Parameterwerte yon (2e) best;4ndig ab. Jeder positive (einfache oder zwei- 
"faehe) ausgezeichnete Parame~erwer~ yon (2~) trann hierbei also hSchstens 
einmal Null werden. Ffir g -~ 0 wird aber jeweils (i~f~) mi~ (i~I) ffir den 
betreffenden Wer~ it = ~) des Parameters )~ iden~isch. Daher kann jede zu 
r posi~iven ausgezeichneten Parameterwer~ yon (i~ ~) gehSrige aus- 
gezeichnete LSsung hiiehsiens zu einer einzigen ausgezeichneten LSsung 
yon (2) fiihren. Andererseits liefer~ ein ~nega~iver ausgezeichne~er Para- 
meterwert yon ( ~ )  bei wachsendem Q niemals einen ausgezeichneten 
Parameterwert yon (~r auch der etwa vorhandene ausgezeichnete Para- 
raeterwer~ , ~ 0  yon ( ~ )  gdb~ zu keinem weiteren ausgezeiehneten Para- 
meterwer~ yon (9,I) Veranlassung. Und umgekehrt ,en~prieht jeder aus- 

*) Eine aualoge Schlu~weise findet sich bei Hi]b, 1. e. (Jahresber, 1907) z ~ a  Be- 
~eise Shnnn__scher 0szillationstheoreme im polaren Fall. VgL S. 88. 

~ e ~ , t i ~ e  Az.~em Z~v~ 6 



gezeichnete Parame~erwert ~t (91 "~ ~ ~ 0s) yon (~) einem ausgezeiehneten 
laar~etexwerte p----O yon (~[~) (~i<~@~s).  Daher das Resultat: 

Sind Q~ und O~ zwei reelle Werte des Parameters O(O,~Qs) und hat 
die Differenti~lgleichung (9/le~) fin g~zen  ~ ,  die Differenti~gleiehmag (~I~) 
hingegen im gauzen n 2 zu negativen ausgezeichne~en Parameterwerten ge- 
]~Srige ausgezeichnete LSsungen, so ist ~ n s ~  und es gibt genau ~ - - ~  
v e ~ e n e  reelte ausgezeichnete LSsuugen yon (9~, deren zugeh5rige 
Xo~ ~usgezeichnete Parameterwerte der Beding~ng Q, ~ ;~ ~ Qs genfigem 
V ' ~ t z u n g  ist hierbei nur, dai~ die Koeffizienten yon (~[) die Be- 

(l) erfiiUen. 
Ans dem so gewonnenen Ergebnis folgt unmit~elbar: 1st die Irorde- 

rung (1) erf-ullt, so gilt fiir die JDifferentialg~ivhung (~) und die vorgegebene 
!~andbedi/agung dann und nut dan~ das n~mliche Oszillationstheorem urir 
fiir die 1)ifferentialgleiehung (~ ) ,  wenn 

a) ~u jeder positiven ganzen Zahl N O ein Weft Z----qo existiert, so daft 
(2~*) unter den gleichen l~andbedingungen mindestens 2t o zu nega- 
tivea ausgezeichneten ~arameterwerten gehgrige ausgezeichnete 
sungen besltzt; 

b) ein Weft X ~  P existiert, so daft (~D nur positive ausgezeichneta 
Parameterwerte zul~iflt. 

Um die an erster Stelle genamate Bedingung (2a) zu erffilleu, geniig~ 
es and ist zugleich notwendig, dab be5 passender Wahl yon ~. eine (und 
dana zufotge w 2 ~ueh jede) LSsung yon (~D im J_utervalte a, b beliebig 
viele Nullstellen besitze. Um ein Kriterium hieffiir zu gewinnen, ffihre 
man in der Differentialgleichung (2) verm~ige tier Substitution 

die neue uaabhiingige Veriinderliche x, ein. Wie teicht ~u zeigen~ ergibL 
sich dann aas (~) die Differentia]gleichuag 

wobei 

Bestimmt man den willkfirlichen, yon x unabh~hagigen Faktor c dutch die 
Gleichung b 

so entsprechea den Pankten a g x g b  eineindeutig die Puakte O~x~_~I 
ffir jeden endlichen Wen yon 2. ~(x,) hat in 011 die gleiche NullsLeUen- 
zahI wie y(x) in a, b. 
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(~) be~tz~ demgem~ die oben geforderte Eigenseha~ sobaid in 
b 

.,, , _ o  

der Koeffizien~ yon ~ im Intervalle 0, 1 (oder auch nur in einem festen 
Teilintervall, das also mi~ wachsendem ~ eine fest~ GrSBe nicht unter- 
schreitet) durchweg grSfler wird sis eine beliebig groBe positive Gv~l~e. 
Die Bedingung (2a) is~ somi~ gewig eri~ullt~ wenn 

b 

Um die Bedingur~ (2b) zu befriedigen, genfig~ es z.B., dag ffir alle 
a ~ x ~ b die Beziehung gilt: 

lira ~(x, x) ~- - oo.*)  

Zum Beweise bestimme man in der Differentia]gleichung 

~'~- ~ @ + ~) y = 0 (~) d :  - 

die Kons~ante ~ so, dal~ alle ausgezeichneten Parameterwer~e ~ yon (a) fox 
die vorgegebenen Randbedingungen positiv sind. Das ist immer mSglic!L 
Bezeichnet a das Minimum yon l~(x, l), wo t ein fester, im fibrigen be~ 
liebiger Wer~ des Parameters X ist, so gilt 

0 < a < ~ ( x , z ) ,  a<_x<_b 

flit jedes ;. ~ l. Setzt man ferner ~ ~- ~ so gibt es den angenommenen 

Eigenschaften yon q(x,~) zufolge fiberdies eine Zahl 1 o ~_~ 1~ fiir welche 

q(x, lo)<fl, a~_~x~b. 
Ffihr~ man nun die Differentialgleichung 

d (ady) 
("3 ~-~ Z~ + (~'+fl)Y = O, 

die ebenfaUs nut  positive ausgezeichnete Parameterwerte besi~z~, in 

*) Mit clieser Bedingung is~ die folgencle 

Ill - -  {30 
~=_| .p(x, z) 

gleichbedeutend. Da n~mlich die stets positive F~nktlon p(m,~t) mi~ abnohmendem .~ 
sicher nieht ab~im~t,, so mu$ ~(~,~), ~bsolut genommen, ff~ alle a ~ x _ ~ b  mit gegen 

co  e, bnehmendem 1 otfembar fiber alle Grenzen wachsen. ' 
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tiber, so nehmen a t te  uusgezeichneten Parameterwer~e zu, ( ~ )  hat nut  
positive ausgezeiehnete Parametezwerte, w. z. b. w. 

Eine ganz entsprechende Betrachtung zeig~ tibrigens, da$ die bereits 
behaudelte Bedingung (2a) sicher befriedigt ist, sobald ftir ein festes Teil- 
intervall ~,, ~ ( a s 1 6 3  

lira q (x, ~) = + c~. 
2=-1-~ 

Auf weitere Einzelheiten sol1 hier nieht eingegangen werden. Bezag- 
lieh der Kriterien, die in den Sturmseheu FKllen die Exis~enz des volt- 
st~ndigen Oszillationstheorems ffir die Differentialgleichung (2) g~arantieren, 
sei an dieser SteUe nochmals auf die Arbeiten yon Herrn BSeher*) hin- 
gewiesen. 

Die beiden Bedingungen (1) und (2) waxen fiir die vorstehende Unter- 
suehung durch die Natur der Koeffizienten yon (~L~) vorgezeichnet. Sie 
erwiesen sich als hinreichend, um fiir ein festes Greensches System die 
Giiltigkeit eines und des niimlichen Oszillationstheorems, uncl zwax des 
gleichen wie ffir (21), 6ir alle Differentialgleichungen vom Typus (2) zu 
sichern. Die Annahmen, dal~ p(x, 4) und q(x~ 4) mit wachsendem it bei 
fes~em x monoton abnehmen, bzw. monoton wachsen, boten die Gew~tr, 
daft nicld mehr ausgezeichnete Parameterwerte yon (2) exis~er~en, als 
durch das Oszillationstheorem yon (21) vorgeschrieben waxen. Die hinzu- 
tretende Eigenschaft (2) sicherte die Existemz aller dieser ausgezeichneten 
Parameterwerte Ffir die Differentialgleiehung (2). 

Die Bedingungen (1)~ (2) sind im oben e r k l ~ e n  Sinne offenbar auch 
notwendig. Dies 1M~t sich dureh Konstruktion yon Beispielen leicht er- 
h~rten. 

w  

Die Oszil lat ionstheoreme f~r  die DifferentiMgleichung 

(Polarer Fall.) 

Die im  vorstehenden entwickelte Methode gesta~tet die Behandlung 
sogenannter polarer t)robleme. In diesem Paragraphen soll zuni~chst das 
einfachste Beispiel eines solchen, n~mlieh die zu vorgegebenen Greensehen 
Bedingungen und zur Differentialgleiehung 

gehSrige Randwertaufgabe betrachtet werclen~ Dabei wechselt also k(x) 

*) $iehe die bei BSeher, k c. (S. 446) z~ier~en A~beiten. 
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in endl]ch vielen oder anb%~,enz~ ~elen SteUen des IntervaUs a, b seln 
Vorzeichen. Die Voraussetzungen fiber :~(x), k(x) und r(x) sind hn fibri. 
gen die gleichen wie in Paragraph 3. 

Zun~chs~ lehr~ die Betrachtung yon (~j)~ da~ zu je~ler vorgegebenen 
Oszillationszahl N immer eine positive Zahl L yon folgender Eigenschaf~ 
existier~: Fiir alle positiven und atle nega~iven Wer~  des Parameters ~t, 
deren absolu~er Be~rag nich~ kleiner ist  als L~ ist die OsziUa~ionszahl 
einer jeden LSsung yon (~1) grSfier als A r. Um dies einzusehen, greife 
man ein Teilintervall yon a, b heraus, in dem Xk(x), einschliet~l/eh der 
Endpunk~e, flit ~ > 0 durchweg positiv ist und bestimme (vgl. S. 82) 
eine Konstante L +, die ftir eben dieses Teilintervall und dami% aueh 
ffir das Intervall a, b bezfiglich der posRiven Werte yon ~ die oben ge- 
f'orderte Eigenschaft besiCzt. Ftir nega%ive Werte yon X ergibt sieh aaf 
Grund einer ~hntichen Betrach%ung eine entsprochende Zahl L- .  Die gr~Bere 
der Zahlen Z + und Z-  ist die gesuchte Sehranke Z. 

Eiae unmit%lbare Folge dieser Tatsache ist~ dab die ~andbedingungen 
nut fiir diskrete Werte ~ erfiillt sein kSnnen. Die ausgezeichneten Para- 
meterwerte ergeben sich n~imlich als ~qullstellen e~ner in ). ganzen trans- 
zendenten Funktion 6(;t)*); sie hegen daher entweder diskret odor er- 
ftillen die ganze (komplexe) Z-Ebene. Geh~ man im le~z~eren Falte yon 
einem beliebigen reellen WorSe des ParamoUrs X und einer zugehSrigen 
ausgezeiehneten reellen L5sung ~von (~1) aus, so inflate sich dieser Wer~ 
yon 2 s~etig in jeden anderen fibefffihren lassen, so zwar, da~ w~ihrend 
des ganzen u der Anderung sowohl die Differen~aIgleiehung als 
die Randbedingungen erfiill~ und die auf~retenden Parameterwer~e X und 
die zugehSrigen LSsungen yon ( ~ )  s~ntlich reell sind. Bei einer solchen 
~[nderung wtirde aber nach dem oben Bewiesenen die ursprfingliche LSsung 
beliebig viele Nullstellen gewinnen, obwohl dies den Randbedingungen 
(w 2) zufolge unmSglich ist. 

Nunmehr bilden wit die Sehar yon Differen~ialgleiehungen (~[~): 

d 

wobei Z der Hilfsparameter is~, und betrachten das zur gegebenen Green- 
sehen Randbedin~cmng und zu jedem (~[~) gehSrige nicht-polare OsziIlations- 
theorem; die Anzahl negativer ausgezeichne~er Parameterwerte sei dann n(;@ 
Die Funktion n(~) yon X besRz~ das absolute Minimum n o und die Wer~e A, 
ffir die n ( ~ ) ~ n a  ist, liegen dem oben Bemerk~n z-~olge zwischen an- 
gebbaren endlJchen Grenzen. Eine TeStmenge der h bilden die Punkte ^ ,  
in denen gleichzeitig die Mindestzaht yon ausgezeiehne~en Parameh~rwer~en 

D Vgl. D. I., ~s, 
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** 0 erreieh~ wird. Bei der Bfldung yon n(~) sind nattirlieh zweifaehe 
negative ausgezeichnete Parame~erwerte immer als zwei in Ans~hlag zu 
bringerL 

~Wir verlegen den Nullpunkt der ~,-Z'~hlung in eine Sf~dte h '  oder, 
wie der Kiirze wegen im folgenden s~ets ges~,t werden soil, wit z~tm/ere~ 
den Pararmter ~t. Die DitI~rentialgleichung (~B~) lautet dana: 

d d 

(Der Index 0 in r o soil aazeige% dab der Parameter normiert is~.) 
Jedem positiven ausgezeichneten Par~meterwer~ yon (~[~) entsprieht 

mindestens ein positiver und ein nega~iver reeller ausgezelchneier Para- 
meterwer~ yon (~z)- In der Tat, faB~ man irgend einen posi~iven aus- 
gezeichne~en Parame~erwer~ vo yon ( ~ )  ins Auge, bzw. das Oszillation~- 
zahlenpaar~ dem er zugeh~ir~ so l~iI~t sich, wie oben bewiesen wurd% eine 
obere Grenze J5 fiir (lie absolu~en Betr~ge der etwa zu diesem Oszilla- 
tionszahlenpaar gehSrigen ausgezeichne~en reellen Parameterwerte yon (~l) 
ste~s angeben. Dem f'~r (~[~) geltenden nichtpolaren Oszillationstheorem 
zufolge is~ dann jeder diesem OsziUa~ionszahlenpaar entsprechende aus- 
gezei~hne~e Parameterwer~ v o yon ( ~ )  sicher nega~i% sobald I~! >_~ L is~. 
Lassen wit nun Z yon Null beginnend besf&udig wachseu (oder abnehmen), 
so ~nder~ sich hierbei v0 stelig (Hilfssatz Ia), ist ffir ~t ~ -0  positiv und 
wird fftr X = ~+)L negativ sein. Da iiberdies % stets innerhalb endlicher 
Grenzen bleibt, mu]~ es mindestens einmal den Wert Null annehmen; 
dann is~ (2~) mit ( ~ )  identisch, der zugehSrige Wer~ X ist ein reeller aus- 
gezeichneter Parameterwer~ yon (~1)- 

Umgekehrt entspricht jedem reellen ausgezeichneten Parame~erwer~ 
yon (~i)  ein ausgezeichnet~r Parameterwert yon (~o). Es eriibrig~, um 
f~ir die reellen ausgezeiehneten Parame~erwer~e yon ( ~ )  ein Oszillalions- 
theorem zu gewinnen, die Untersuchung, wie oft jeder positive und jeder 
negafAve ausgezeieJ~net~ Parameierwer~ yon (~I~ sowie der etwa vorhan- 
dene ausgezeichneie Parameterwer~ v ~ 0 yon (9~) den Wer~ Null pas- 
sier~, wenn entweder Z yon Null beginnend best~ndig w~ehst oder be- 
s~ndig abnimmt. 

In dieser Hinsicht gilt folgender Sa~z: B d  wachsend~a sowotd als bei 
abne~mend~ Z wechselt jeder l~os~ti~e ausgeze~dmete s vo~ (~I~) 
gerade e~nmal das Vorzeichet~, wenn 

5 

(a) xoj (x) ax > o 

fiir jeden vo~ ~Vull verschiede~e~ reellea ausgezei~nete~ P~rameterwert :~o 
und e[ne zu )~ gehSrige ausgezeiehnete I~dsung y~ yon (!~). U~er  der 
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gleichen Vorausse~zung ,bleib~ jeder hOg, give a~gezeiclme~e P ~ e ~ r -  
wer~ yon ( ~ )  bei wachsendem sowohl als bei abnehmendem ~ b e s ~ d i g  
negativ. 

Es entspricht dann jedem positiven ausgezeichne~n Parame~erwer~ 
bzw. jeder ausgezeichneten LSsung vo~ ( ~ )  nich~ mehr als ein reeller 
ausgezeichne~er posigiver und negativer parame~erwer~ bzw. eino reeUe aus- 
gezeichne~e L6sung yon (~t)- Keinem der negativen ausgezeiotmehm Para- 
megerwer~e yon (~o) engspricht ein reeller ausgezeichneter Parameterwert 

Ist noch bekannt, daft der ausgezeichnete Parame~wert v =  0 yon (~o) 
~ i ~  weiteren ausgezeichneten Barameterwerte vo~ (~l) liefert~ so kann man 
sagen: damit fiir die reellea positive~ bzw. ~gativen ausgezeichnete~ _Para- 
meterwerte yon ( ~ )  je das gleiche Oszillationstheorem wie fiir die 2ositixen 
a,~gezeichneten Parameterwerte vor~ (~~ gilt, ist hinrei~nd, daft die Be. 
,iingung (11) erfiillt ~ .  

Zum Beweise sei ~'o ein ausgezeichne~or Parameterwert yon (~ ) ,  
~o + Avo derjenigo ausgezeichnelo Parameterwert yon (2~+~),  der aus v o 
bei Anderung yon 2 in ~ + A$ hervorgeht. Die zugehSrigen aasgezeich- 
net~n LSsungen seien bzv~. Yo und Yo + AYo- Da beide den gleichen Green- 
sehen Randbedingungen und bzw. den Differen~ialgloiehungen (~I~) und 

genfigen~ ergibt der Greensche Sabz: 

b 

fyo(yo + ayo) (a o + k(x)) = 0 .  

gehg analytisch in die Koeffizien~.n voa ( ~ )  ein. Infolgedossen diirfon 
wit, nach Division mit A ~  zur Orenze iibergehen und erhal~en 

b 

d;~ ]~ 

g$ 

Nehmen wir insbesondere v o ~ 0, so isg ~ ~ )~ ein ausgezeictmeger Para- 
me~erwer~ Yo eine zugehiirige ausgezeictmeCe LSsung yon ( ~ ) .  tst 1 po- 
sitiv, so wird mithin Yo bei zunehmendem $ sh~s abnehmenr du~chNull 
hin darchgehen~ wenn 

b 
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Und das gleiehe wird bei ~bnet~mendem, negativen ~ sta~finden, wen~ 

(u-) f k(x) (yo(X)), ax < o. 

Anders ausgedriickt: wenn ~o einmal die Null passier~ ha L muB es he- 
stindig negativ bleiben, w. z. z. w. 

Wi t  ziehen hieraus noch die ~ei~ere Folgerung, dab fiix fide zum ein- 
fachen ausge~eichneten Pacwmet~. wert X = 0 geh~rige ausgezeichnete Lgsung y~ 

(no) f k(x) Oo(X))  = o 
wird, sobald tier :Paxazne/er norm/err /st. Da die ausgezeichneten Para- 
me~erwerte yon (!B1) diskreg liogen~ muB ns der ausgezeiehne~e Para- 
meterwer~ v o ----0 yon (~[~) in der Umgebung yon ~t ~ 0 sieher yon Nul~ 
ver~hiedene Werte annehmen~ und zwar negative, da der Parameter nor- 
miert ish W'~re nun 

j kyo~dx ~- O, 
Ct 

so liel~e sich s~ets eine Anderung yon ~ angeben, fiir die v o positiv wiirde: 
Aus diese'r ~Yberlegung foot in ]7erbindung mit dem oben Gezeigten gleich- 
~eitig, daft unter Annahme yon (11) eine etwa vorhandene, zu ~ - ~ 0  ge- 
hSrige ausgezeichnete IAsung yon ( ~ )  zu keinem weiteren yon ~ull ver- 
schiedenen ausgezeic]meten _Parametexwert yon (i~) Anlafl gibt. En~prechen- 
des gilt (wenigstens im defiuiten Fall) fiir zweifache ausgezeichnete Para: 
me~erwerte Yo~-0. Die Darstellung beriihrt sich im Grundgedanken aufs 
engste mit der yon tterrn Hilb*) gegebenen Behandlung Sturmscher Rand- 
bedingungem VgL s Richi~rdson~ 1. c., w 1. 

Die Ungleichung (U) besteh~ im de/initen _~alle**) d.h. immer dunn~ 
w e ~  n o =  0 is~, wenn also ]~ein au~ge~eichneter t)arameterwert yon (~t~ ~ 
negativ is~. 

Um dies nachzuweisen bildet man die zu den vorgegebenen Green- 
schen Raudbedingungen und dem Differen~ialausdruck 

gehSrige Greenschea**) Funk~ion G(x~ ~); diese gestattet die Dars~ellung 

*)~]~D~b, Eine Erweitermag d~s .K[einsahen 0szillationstheorems (Jabxesb. d. D. 

**) Vgt. Hffber~, L c, 5.Mitt. Ffir den Fall, dab in der Differentia]gle]chung (~a) 
tier Koeffizien~ k(x) unbegtenzt viele Nullstellen im Intervall a, b besitzt, vgt. Lichten- 
s~ein, Zur h~!ysis tier unendlich vielen Variabeln L (Rend. Circ. Mat. Palermo, 
T. ~-VII I ,  1914) sowie die Lite~tm~gaben ebenda. 

***) Vgl. Hilbdrt, t. r 2. Mitt. 
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(1) a(x, 
j~---1 

Dabei sind (lie v~ die positiven ausgezeichneten Parameterw~rt% ~r die zu- 
gehSrigen ausgezeichne~en L~isungen vbn (~0) und die DarsteUung kon- 
vergier~ gleictun'~ig ffir aUe a ~_ x ~__ b, a ~ ~ ~_~ b. Je nachdem v ~ 0 
ein ausgezeichne~er Parameterwert yon (!~1 o) ftix die gegehe~n Ran~- 
bedingungen ist oder nieh~ ha~ man es mit  einer Greenschen Funk~on 
im erweiterten oder im gewShnlichen Sinne zu tun. Der Br ffir die 
Giiltigkei~ dieser Darstetlung 1~,$~ sich mi~ Hilfe der Differen~ialgleiehung 
(~0)  allein erbringen~ indem man unter Zuhilfenahme asymp~o~ischer 
Darstellungen fiir die LSsungen yon (~o) bei groSen Werten yon v das 
Verhalten yon G(x, ~;/~) d.h.  der zu L(y) + l~y (f~r den betreffenden 
Weft  9) geh[irigen Greenschen Funktion un~ersucht. Der Beweis ergib~ 
sich aus den Untersuehungen yon Herrn Birkhoff.*) 

Aus den charal~eris~ischen Eigenschaften der Greenschen Funktion 
(ira gewShnlichen oder erweiterten Sinne) folg~ in bekaunter Weise die 
Symmeta~e yon G(x, ~) hinsichtlich der beiden Variablen x, ~; sie ist eine 
Folge des speziellen Charakters der Randbedingungen. (Die Greensche 
Funktion im gewShnlichen Sinne liefer~ einen abgeschlossenen Kern, die 
im erweiterten Sinne besi~z~, als Kern einer I n ~ g l e ! e h u n g  2" Ar~ be- 
h-achier, die dem 'Wer~e ~----0 ~ zugeh6rigen ausgezelehne~en LSst~ngen 
yon ( ~ )  und nur diese als NullSsungen.) 

Ist fexner yo(x) eine reeHe oder komplexe ausgezeichnete LSsung 
yon (!~), 2 0 der zugehSrige yon Null verschiedene reelte oder komplexe 
ausgezeichnete Parameterwer~, so gRt 

b 

und hieraus folgt 
b b 

@ a @  

ual~erdem ist fiir zwei ver~chiedene ausgezeichnete Parame~erwerte 2~ )~z 
bzw. die ausgezeichaeten LSsungea y~(x), y~(x) 

b 

*) Birkhoff, Boundary value and expansion problems (Trans. Am. Match. Soc., 
VoL 9, S. 37Sff.). Bixkhoff, Note on the Expansion Problems of O~li~ry'Linea~ Dif- 
ferential Equat~ions (Rend. Cite, Mat. P~te~mo, T. XXXVI, S. 115ff.). 



Se~zen wit ffir G(x, ~) die En~vicklung (I) und integrieren glied- 
weise~ was wegen der gleichm~o~n Konvergenz gestat~e~ isr so folgt 

b ~ b 

, . ]  - - -  - -  - 

a j = l  a 

Da die v~ulIe positiv und, ebenso wie die ep~(x),'~mtlich reeU sind~ so 
isr Ffir reelle ausgezeichne~e Parameterwer~ it o ~= 0 yon (!~) taf~gchlich (U) 
erfiillt~ DaB (!~1) im definiten FaUe kelne komplexen ausgezeichneten 
Parame~erwerte ha~ fol~ aus ~hnlichen Uberlegungen. (Vgl. auch weiter 
~ n . )  

Fiir die defini~en F~Lle gil~ somi~ der Sa~z:*) z~ormiert man~ bei vor- 
gegebenen 17~ndbedingungen, den _Parameter der Differentialglei~hur~g (~1) 
u,nd hat dan~ die nichtpolare Diff erentialgleichung (~o) 

~-~ @) + (~ + ,o(~))y = o 

keinen negativen ausgezeichneten Parameterwert, so ist die Gesamtheit sowoht 
tier laositiven als get negativen redlen ausgezeichneten Iaarametemverte yon 
( ~ Q ) -  jede fiir s ich--nach dem n~imlichen Oszillatio~stheorem geord~,et, 
wie die Gesamtheit der ~ositiven ausgezdchneten Parameterwerte der Diffe- 
rentialgleichung (~o). 

Damit sind die definiten F-~e erledigr Im Hinblick auf sp~ere An- 
wendung formulieren wir ffir diese l~glle noch folgenden~ dem Hilfssatze I a  
en~sprechenden 

Hi l f ssa tz  Ib. Es sei dutch ein festes Greensches System und eine 
Diff  erentialgleichung 

0 

ein definites polares Problem bestimmt (uud der Parameter in (!~) berei~s 
normier~). ~nvlert man dann ( ~ )  mit Hilfe eines Parameters O, der etwa 
li~ear i~ die Koeffizien:ten voa (!~) eingeht, in zulgssiger Weise, wobei k(x) 
an jeder Stdle des Inte~e~s a ~_ x ~ b wiichst (oder doch nicht abaimmt), 
so bleib~ das ~Problem definit**), alle 2ositiven ausgezeichneten t)arameterwerte 
nehmen ab oder doch nicht ~a; im Verlaufe der J~nderung werden 2ositive 
ausge~eivhnete ~arameterwerte weder gewonnen noch verloren. 2r u~er 
im iibrige~ g ~  Voraussetzymgen, k(x) fiir alle a <_ x ~ b ab (oder doch 
nicht zu)~ so nehmen die nega~ver, ausgezeichneten .Parame2~werte sY~ntlich 
~u (sichvr nicht ab); ~b~r  yon ihnen geht verloren. ~twa vorhandene aus- 

r 

*) Ygl. D..I. T~ii, w 8.~ 
**) Und kann unter Um~t~den auch in ein nich~polares Problem iibergehen. 
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gezeiehnete Param~tenoerte ~ ~ 0 ble~en be~ de~ ge~annte~ .~nderungen 
erhalten. 

DaB bei der Anderung das Problem defini~ bleib~, is~ klar. Zum Be- 
weise der iibrigen Behaup~ungen sei e~wa 

geseOzt~ wobe[ die st~tige Fnnk~don Ak(x) der Ungleichung geniig~ 

A k ( x ) ~ O ,  a~__x~_b. 

Der Greensehe Satz, angewandt auf eine ausgezeichnete LSsung yo(x) 
yon (iBm) und die ihr entsprechdnde LSsung Yoq-AY0 yon (!B~ e+~e) ergib~ 
beim Ubergang zur Grenze 

b 
lof Ak(x)yo ~ dx 

( d ~o~ __ ,~ 

f k(x)yJax 
a 

Da der Nenner s~ets yon Null versehiedea ist, folg~ die Behanpt-nng. 
Was den a~lgemeinen, also den nichtdefiniten, loolaren Fall anlang~, so 

seheint bis jetzt der Nachweis nich~ gelmlgen, dab bei normiertem Para- 
meter ausnahmslos ~ alle reellen yon Null versehledenen ausgezeiehne~en 
Parameterwer~e bzw. die entspreehenden ausgezeic]ane~en'LSsungen die 
Ungleiehung (1I) in Oeltung bleibt. 

Indes kann man durch Be~raehitmg der Greenschen Funktion im 
niehtdefiniten Falle wenigstens erkennen, dab es sieher nicht mehr als n o 
reeHe yon Null verschiedene ausgezeiehne~e Parameterwer~e ~o bzw. ver- 
sehiedene ausgezeichnete LSsungen Yo geben kann, die eine Ausnahmes~el- 
lung einnehmen~ insofern fiir sie 

b 
0 

a~ 

ist;. n o bedeute~ hierbei wie fftiher die Gesamt~ahl versehiedener ausge- 
zeiehne~er LSsungen yon (~o)~ die zu negativen ausgezeichneten Para- 
meterwerten gehSren, im Falle der Parame~r normier~ is~. Die folgencte 
Betraehtung wird gleiehzeitig eine obere Sehranke fiir die hn~.ahl kom- 
plexer ausgezeiehneter LSsungen des polaren Problems liefern. 

Wit  beschr~i ~nken uns vorlgufig auf die l~radg~ng reeller ausgezeieh- 
neter _Parameterwerte; der Parameter in (!~t) sei aomiert~ Die zu (2~*) 
und den gegebenen Randbedingungen gehSrige Crreensche Funlddon be- 
sitzt n o versehiedene zu nega~iven ausgezeichneten Parame~erwer~n vo~ (~,a ~) 
gehSrige Summanden, es is~ also 
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1 (D ~(~, ~) - - ~ ; ~ X ~ ) r  ~ ~ x +,~ ~%( )~,~(~); 

die flrSgen vp vr mad die Funl~onen ~p~(x), ~r sind alle reellwertig, 
die ~ ,  vr s~m~lieh positiv. 

Aus der Integralgleichung (II) fol~ fiir jeden ~on Null versehiedenen 
ausgezeictmeten Pammeterwe~4 7"o und die zugehiirige ausgezeichnete L[isung 
wie oben 

b b b 

r a d $  

Fiir alle reellen yon Null verschiedenen ausgezeietmeten Parameterwerte 
is~ also gleicl~eit;ig mit~ 

b 

zo f ~(X)yo~dX, ~ o 
0, 

stets auch 
b b 

Zun~ichst werden wir zeigen: es gib~ sicher nicht mehr als n o reelle 
verschiedene ausgazeichnete f~sunge% die reellea yon Null verschiedenen 
ausgezeichneten Parameterwerten zugehSren nnd fiir wdche das (mit den 
ausgezeichneten LSsungen gebildete) Dol~eli~tegral J(y) kZeiner als l~ull is~ 

b b 

(1) J(~) = f.fl~(~, ~)~(x)~(~)y(x)y(~)dxd~ < O. 

Nehmen wit im flegenteil an, es gebe n o -b 1 reelte ausgezeichnet~ 
Parameterwerte ~($  = 1 , . - . ,  n o -}-1), deren zugehSrJge ausgezeichnete 
LSsungen y~(~ = 1, .-.,  n o + t )  nur negative Integralwerte J(y~)= J~ 
lieferm In der Reihe ~ ,  )~i-. . ,  ~**+1 sind dabei zweffache ausgezeichuete 
Parameterwer~e, far welche zwei verschiedene zugehSrige ausgezeichnet~ 
LSsmlgen negative Integralwerte J~ liefern, zun~chst doppeli zu zii~en. 
Aul~erdem soil sein 

(2) 7"k(x)y~(x)y,~(x)dx = O =  f~FV(x,  ~)k(x)k(~)y~ix)y~(~)dxd$ 

Ist~ im Falle ~ = ~ (2) nicht erFfillt, so erselzen wit y~ und y~ durch 
z w ~  vexsehiedene lineare Kombina~ionen 



wetche der Bediagung (2) genfige leistem 

ist, wobei 
~ - - C  

Dies is~ tier Fall, sob~Id 

b b  

g e s e ~  wird. Hierbei sind~ was immer mSglieh ist~ Ya and y~ so normierr 
dab die zugehiirigen Integ'rale O r gleieh - - 1  werden. 

Augerdem wird dann 
b b 

b b 

a 

Sobald also ~ <  1 ist~ liefer~ ~,a= ~, wirklieh zwei versehiedene der 
Forderung (1) geniigende ausgezeietmete Lgsange~ Im Falle ~ >  1 kin- 
gegen gibt es im wesen~liehen nut eine einzige ausgezeiclmeN LSs~g  
dieser Ar~; letz~ere gvengualitii~ ist daher auszuschliel~en~ w~hrend ~2_~ 1 
sich den sp~er zu erSrternden F'~llen unferordne~ in denen ein Tefi der 
In~egrale J~ Null ist. 

Jedes lineare Aggregat 
n o +  1 

S(x) =~ c~y,(x) [c~ nich~ alle 0] 

yon (n o + 1) reellen, den Forderungen (1) und (2) ausnahmslos geniigenden 
ste~igea Funktionen y~@ = 1,---, no + 1) ergib~ als zugehSrigen I ~ t ~ r a l -  
, , ,ea 

~o+ ' t  b b 

no no + 1 b 

= -  

j = l  = 

oa *ao + t. b 

�9 q~o x O. 
O = n o + l  = 

Die n o Gleichungen 
~ o + l  b 

sind hinsichtlieh der no + 1 reollea Gr~gen c~ linear mad homogen, werdea 



also un~r  allen Ums~nden durah (mindestens) ein System yon GrSBen e. 
befriedigt, die nich~ s~imtIich Null sin& Ffir ein solches System bzw. das 
zugehSrige S(x) w~re aber 

~+i b 

~=~0+i = 

was unmSglich is~, da in dieser Ungleichung linker Hand nur positive 
(hSchstens verschwindende) GHeder stehen. 

Die Uberlegung blez7)t anwendbar, wenn an S~elle der reelleu ausge- 
zeiehne~en Pammeterwerte oder elnes Teiles derselben kom~lexe ausge- 

+ i  " A "  zeichnete t)arameterwerte h ~ - h j  /~ ( . 4= O) bzw. die zugehSrigen 
komplexen ausgezeichneten LSsungen Y ~  Y~'~-i ~ ~ ~ 0) tre~em 
A~'~ Y~' bzw. iA~'~ i V "  bedeu~en die reellen bzw. la~era|en Bestaud~eile 
der GrSBen A s und Y~. Aus der ProblemsteIlung folg~ iibrigens, dab zu 
einem komptexen ausgezeiehne~en Parame~erwer~ sicher keine reel lwer~e 
ansgezeiclmete L~sung g_ehSr~, ferner dab mit A immer auch der konju- 
gier~ komplexe Wer~ A ~ A ' - - i N '  ausgezeichne~er Parameterwer~ ist. 
~ntsprieht dem ausgezeichneten Parameterwer~ A die ausgezeichne~e LSsung 

i v "  :Y = Y' + _ ~ so ist die konjugiert komplexe Funktion Y = :Y'-- i Y" 
die zu A gehSrige ausgezeichnete LSsang. 

Austatt (1) genfig~ es jetzt zu fordern, d ~  

(1') J~§ o; 
d~bei ist 

b b 

J~ = f f  G (x, ~) k (x) ~ (~) r~(x) r~ (~) ax ~ 
a 

b b 

g ~z 

b b  

§ i f f V ( x ,  ~)'k(x)k(~) Y~(x) Y~"(~) dxd~). 

Dies soil jetz~ gezeig% werden. 
Die Int~egralgleichung (II) ergibt, da die ausgezeichne~en LSsungen 

Y j +  i Yj" und Y,'--iY~" zu verschiedenen ausgezeichneten Parame~er- 
wer~en gehSren, 

b b 

b b 

= - j ' f ~ ( ~ ,  ~)~(~)k(~) :5"(~) Y~"(~)~* d~ 
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Ferner ist ~fir ~ede zu ei~aem reellen a~sgezeiehneten Parameter~ert ge- 
hSrige reellwertige aasgezeiehnete LSsung Yo die Bedingung efffillt 

b h  

(2.) ~ ~ 
b b 

t t  X 

Ffir jeden yon A, und A~ verschiedenen komplexen ausgezeiehne~en Par~ 
meterwer~ A~ ha~ man 

b b  

f f G ( ~ ,  ~)~(~)~(~) r :  (x) r2  (~) dxd~ = O, 

b b  

(~b) f f G ( x ,  ~)k(~)~(~) r;'(x) ~2'(~)dxd~ = O, 

b b 

f f  a(x, L" (x) dxd  = o. 
a 

Exisfieron hingegen zwei verschiedene zu A~ gehSrige ausgezeiehnete 
L6sungen, etwa Y~, Y~+I, so gfl~ zun~iehs~ nut 

b b  

b b  

= - f r o  (x, ~)/~(x) ~(~) r;'(~) r;'+~ (~) dx d~; 

b b  

f f  G(x,~)~(~)~(~) r~+~(x) ~ (~)az, d~ 
r r 

b b  

61, a 

Is~ fiir alas Psar Ir~, Y~+~ die Bedingung (2b) nicht befriedi~, so 
ersetz~ man wieder Y~ und :Y~+~ durch zwei verschiedene lineare Kom- 
binationen 

(c und 7 sind komplexe Kons~anten), 

die wiederum ausgezeir LSstmgea sind and d~ren ~eelle bzw. late~ :ale 
Bestandte~e die Bedingangen (2b) erfiillen, D ~  ist immer m~glich. Ffir 
Z~ und Z~+~ bzw. ihre reellen und lateralen Bestandteile gelt~a dann 
augerdem die ~leiehtmgen ( la)  and (2a), abet nieht noi~endig (1"). 
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Un~r  den Vomussetztm~n (la) , . (~a),  (2b), (1") 1 ~  sida ~un,aas 
jedem Sys~m yon m komplexen F~anl~onen Yo(~= 1,.-. m) ein System 
volt m reellen ste~igen Funkfionen z e bilden~ das den Beding~ngen (1) 
und (2) genfi~ und tiber~lies beztiglieh jeder reellen ~usgezeiehnegen Liis,mg 
y~ die Eigenschafr besi~zg, d ~  

b b 

Im :Falk, 
b b 

a 

Q �9 

zu dem neuen Sys~eme der % liefer~. Is~ hingegen 
b b 

b b  

ri'(x) = o ,  

so muff wegen (15 sein 
b b 

r d$ 

Es wird also far eine der reelle: GriiBen % = _+ 1 die Ungleiehung gel~en 
b b 

e Y ...... dxd~<O. 

Bes~and~eil im Systeme der %. 
Nun waren aber in dem oben ffir reelle ausgezeichnete LSsungen 

durehgoffihrten Beweis die Eigensehaf~ (l) and (2) alMn wesenflieh. Unser 
Satz gilt daher allgemein fiir (no+ 1) reelle und komplexe den Bedin- 
gungen (2), (2b) ausnahmslos geniigende ausgezeichneha LSsungen, sobald 
nur ffir jedo yon ihnen auch (1) bzw. (I') erftillt isi. 

Der bisher ausgesc~sseae Fall, daft fiir alle ausgezeichnete JL6sunge~ 
des be~rachteten Systems oder auch nwr fiir einen Tell derselben die Inte- 
grale J verschwinde~, I~B~ sieh immer auf den berei~s behandelten Fall 
'negaCiver bzw. yon Null versehiedenex Integral~rer~e J zuriiekffthren. 

Zu elem Ende be~rach~ man die Sehar yon Differentialgleiehungen (~t) 
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in tier Umgebung tier Stolle / ~ 0 .  ~(z)  ist hierhei eine.stetige reetL 
wertige Funktion yon x, und /, ein reeller Hilfsparameter; fiir /, ~-0  er- 
h~lt man die ursprfiagliche Differentialgleichung (~1)- ~t-~ 0 son keiu 
ausgezeichneter Parameterwert yon (~1) sein. 

Jeder ausgezeichnete Parameterwer~ ~L 1 yon ( ~ )  ist, als Nnll~#~lle 
einer in 2 und/~ ganzen transzenden~en, fiir keinen Wer~ yon/* identisch 
in ~t verschwindenden Funktion d(~L~/~), eine ste~ige*) Funki;ion ~L~(p) yon 1,; 
<liese le~ztere wird im allgemeinen~ d.h. yon diskrot liegendon (reellen) 
Werten yon $~ abgesehen**)~ in der Umgebung einer SMile/~ ~/~o durch 
~ine nach posi~iven~ ganzen~ steigenden Potenzen yon ~--/~o fortsehreitende 
konvergen~e Reihe dargeste]l~. Ein gleiches gil~ ffir die zugehSrige aus- 
gezeichnete LSsung Yl (x;/~). Ferner or~b~ sich die Existenz einer Um- 
gebung ~o: t/* I < ~o der Stelle /* ffi= 0, in der ~L ~ 0 kein ausgezeichneter 
Parameterwert von ( ~ )  ist~ wenn dies f'tir u----0 nicht der Fall war; in 
<lieser Umgebung bleib~ daher die Greensche Funktion G(x, ~; ~) des Diffe- 
rent~alausdruckes 

eine regul~r-aualytische Funktion yon ~ und besitzt stets die gleiche An- 
~abl n o negativer ausgezeichneter Parametexwer~e wie f'dr ~-~ 0. 

Wir lassen im Systeme der y~(~-1~-.-,~ ~ 1) zuerst nur eine 
~inzlge reelle oder komplexe ausgezeictmete LSsuag yon ( ~ )  zu ~ sie 
~el etwa mit y~ bezeichne~ -- deren Integral ~ l~ull isi~. Auf den Fall 
~iner grSgeren Zahl derartiger Funktionen y~ iibertragen sich die nac]l- 
~tehenden ~Tberlegungen ohne weiteres. Den oben angefiihrten Stetigkoits- 
s~itzen zufolge existiert nun eine positive GrSBe ~_~ ~o derart, dab bei 
Beschrgnkung auf ~ndorungen ]/~ --/~o I ~ l A# [ ~ a~, (/~o ~ 0), keines der 
~u y~ (z = 2, .--, n o -l- 1) gehSrigen Integrale J'~ ( ~  9~--.) verschwindet, 
mad d~g keiner der zugeh~rigen ausgezeichneten Parameterwerte ~t~ (z ~ 1,-:., 
~o + 1) verloren gehk 

iLndert man demgemii~ /~, yon Null beginnend, um den reellen Be- 
trag Ag, so wird hierboi yx(x;0) in eine andere ausgezeichne~e LSsung 
~t(x; A/~)~ Yx (~; 0) + Aye(x), ~z(0) in einen anderen ausgezeiehneten 
Paxame~erwer~ ~("~9) ~- 2~(0) + A~  iibergehe~ und der Greensche Satz 
ergib~ 

b b 

<m) 

Der Stetigkei~ yon 2~(9) zufolge bleil~ dbr Ds - ~  endli~h, 
zolange At~ + 0 ist. Da ferner y~(x;/~) nieht identiseh in x verschwindet 

*) Vgl, D. S, 22. ~) Vgl. S. 98 de~ vorlie~,enden A~beit, 
M a t h e ~ e  Annalen .  v,~"~rVI, ~' 



~ stoh'g~ Fttnktiq~ yon ~ uad. ~ ist, lii~t sich bei gee~gaet~r VerfOgung 
i~ber .R(~) e inr l ~ t i v ~  GvS~e ~ hestimmen, so dal}, 

b b 

a~ a 

yon Null vers~chieden hleiben~ so!ange t ~ P l  ~ e ~  ist; dabei k~u~ 
~(x)~_~ O(a ~_<x.~_~ b) amgenom~men werden. Dapn folgt abet aus (III), 

a h  
dati ~-~ mit gegen Nail gehemdem 9 absolut genommea grSfler wird als 

jede gegebene positive GrSBe. 
An der Stelle 9 = 0, X = Xl(0 ) sind daher eine endliche Zahl k yon 

Liisungen 2~ ~)(~)(h = 1 , . - . ,  k) der Gleichung 0 = ~ (~, ,a) verzweigt. Es  
ist ein c hara~Ceristischer Unterschied des polaren ~'alles gegeniiber dem nicht- 
polare~, daft derartige Verzweigungsstellen nut im ersteren auftreten ~ n e n .  

Da die Verzweigungsstellen yon Q (9) diskret liegen,*) gibt es eine Um- 
gebung ~s ~ e.. yon ~ = O, in welcher, yon 9 ~ 0 abgesehen~ die Differen~ial- 

quotienten dZ~')(h ~ ~ 1, .- . ,  k) endlieh und stetig bleiben. In dieser Um- ~ -  

gebung l~efern die Zweige it(~ ~) (.~) verschiedene ausgezeiehnete Parameter- 
werte bzw. verschiedeae zugeh5rige ausgezeiehnete LSsungen y(~)(x;9)~ 
Wit  schffmken iibe~dies ea so ein, dal~ in der Umgebung ] 2 -- ).I (0) ] < 
yon ;h(0) auBer den Werten 2, (~') (9) keine weiteren ausgezeichneten Para- 
meterwerte sich vorfinden, sobald l /~ t<  ~a; d > 0 ist eine htareichead 
.kteine, vorgegebene, positive GrSBe. I m  Rahmen dieser B e d i n ~ g  kann 
fiber ~s no ch so verfiigt werden, dab auch ftir [ 9 1 ~  ~, 

b 

= . ,  

In der Umgebung ea, yon 9 = 0 abgesehen, ist aber jetzt 
b b  

J(~) @ O, J(~) : f j ' e ( x ,  ~; ~) k(x) k(~) ~")(x; #) ~)(~; ~) d~ dx, 
a a  

b 

DaB J~(~) ~: 0 ist, ergibt sich aus dem eben Bemerkten, wenn (Ill) auf ein~ 
solche SteUe/~ und eine hlnreichend benaehbart~ 9 ~ A/~ angewandt trod 
der Greazfibergang lira (/~ -F A?t) ~ t~ ausgeftihr~ wird. 

War ~(0)  eta komplexer ausgezeiehneter Parameterwer~ so lieferg 
d cxa: eben Bewiesenen zufolge jede reelle ~udcrung [~/~] ~ e s eta System 

*)Es folgt dies under anderem auch daraus, da$ ~ in einer Umgebung yon 
~t ~- ~ (0), /z -~- 0 eindeutfig mad ste32g ist (vgl. (HIy) ua4 nich~ identisch veracJawindet. 
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yon mindesteus no + 1 F~ank~ion~ y~, d~  die B~l~gunge~'(t), (~) er. 
ffillt. Das gleiehe hat sta~, wen~ s (0) reel! w~r-_uud b~i einer ~ d ~ g  
I~$t~ ~ es einer der Zweige ~(l~(g) kam~lexe WorSe li~er~. 

War hi~gegem 21(0 ) reell mad fiihren~ die s~mfliehcn in ~#~O, 
Z = 21 (O) zusammenhiingenden Zweigo ffir r ree-lle ~ d e ~ g  vo~ t~ 
reetlerl Werten ~)(g)~ so si~d die den beiden kteinsten so en~steJaendeu, 
reetlen ausgezeichneten Paramo~erwerle~ 2(11)~tt), 2t~)(g) entsprechencle~ 
(nich~ versehwindenden) Integrals Jl(1), J~) yon verschiedenem Vorz~ehen. 
Tatsiichlieh enlsprich~ der ausgezeiclmeto Paramete,~ert 2~(O) you ( ~ )  
bzw. die ausgezeichnete LSsung y~(x; 0) dem Nutlwerden eh~es ga~  be- 
stimmten ausgezeichneten Parameterwertes v (~ = O, ~ = 0) yon (~) ;  die 
(bzw. eine) zu v (0, O) gehSrige ausgezeichne~ LSsung yon (~ )  werdo 
mit ~ (x; ~ = 0, ~t = 0) bez~chne~. Bei genfigender Besehr~nku.ng der reettea 
Anderung yon g im Rahmen der Bedingung !it I < es e~sprechen die aus~e- 
zeiehneten Parame~erwerte ~t), 2~) yon ( ~ )  mit den. zugeh~rlgen ausgezeida- 
ne~en LSsungen y,~), y~) sieher der ausgezeiehneten LSsung r i = 0 ,  g) yon 

d dy 
= o ,  

wobei ~(x; 2~-0,#) ihrerseits gerada der LSsung ~p(x;2=O,g=O) yen 
(~I~) entspricht. Zwise~en iti~)(~) und Xi~)(g ) fimdet sieh kefia weiter~r ~ r  
~Ssung ~(x;Z=O, g) entspreehender reeller ausgazeiclmeier Parame~erl 
wert yon ( ~ ) ,  d.h. ;t~)(g) and s repr~sentieren zwei ,,unmi~telbar ~r 
aufeinander folgende Vorzeiehenweehsel yon v(it, ~t), bei variablem it und 
festem g. Daraus folg~ die Behaup~ung. 

Die fibrigen F~lle erledigen sieh in g~nz entsprechender Weise. Abet 
auch die bisher festgehattene Annahme, dab 2 = 0 kein ausgezeieJmeter 
Parameterwert sei, ist unwesentlich. Man ferdere n~mlieh, da$ J~(x) nu!~ 
positive Werte annehme; das is~, wie schon oben angedeutet~ im Bahmer~" 
der fiber /?(x) berei~ get-roffenen Festse~ungen gewiB m~glich. 
man /~, yon Nult beginnend, positive Werte annehmen, so wachsen alle 
ausgezeiehne~en Parame~erwer~e ~e yea (~ ) ,  insbesondere wird also der 
ausgezeiehnete Parameterwer~ ~ ~ 0 der ursprfinglichen Differentdalglei- 
ehung (~ )  posi~iv. Die (gewSh~iche) Greensche Ftmk~ion des neuea~ 
Problems hat bei normiertem Parameter sicher nicht mehr negative aus- 
gezeiehnete Paramelmrwer~ als die (erweit~rbe) ~reensdae Funktion r 
ursprfinglichen. 

H~tte man unter den zuletzt genaanten Annahmen und .-un~r Zu- 
grundelegung etwa eines defini~n Falles den Parameter g in dex Diffe- 
rentialgleiehung ( ~ )  ~bnehmen lassen~ so w~aren d!e a u s g e z ~ e n  
Parameterwerte it = 0 yon ( ~ )  in komplexe yon (~/D fib~l~g~ga~gel~,.~. 
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die obigen Er~irterungen erkennen lassen. Dami~ ist schlie~lich die ?4iig- 
lieh~kei~ komplexer ausgezeiehneter Parameterwerb nachgewiesen. 

Werden #ux Abkiir~ung alle redlen yon Null versehiede~n ausge~wh- 
~u~en P a r ~ e  yon (!~l) , deren zugeh6rige a u s ~ t e  I ~ n g e n  

~id~ositixe~ l~tegra~werte~ J f~hr~, als irregular, alle iibrigen als 
reguZi~r bezeivhnet, so D~t das gewomaene Ergebnis sieh so formulieren: 
die Anzahl tier Paare kanjugiert komp~er vermehrt um die Anzatd der 
i.~ree~liiren reellen ausge.zeichnelen _ P a r ~ ' e r t e  betrggt insgesamt hSc~ 
stens %. (Jeder zweffache ausgezeiehnete Parameterwert ist hierbei doppelt 
zu z~hlen, sofern er zwei irregul~re bzw. zwei versehiedene komptexe aus- 
gezeichnete LSsungen lieferk) 

~s  g~t  also bei vorgegebener Differentialgleiehung und vorgegebenen 
RavAbedingungen immer ellen pos/t/ven ausgezeichneten Para/meterwert N O 
~m (21 o) yon der Eigenschaft, daft fiir alle reeIlen ausgezeiehne~en L~isun- 
gan y$ trod die zugeh6rigen ausgezeictme~en Parametexwerte 2~ yon (!~1), 
die N O oder grSBeren positiven ausgezeichne~en Parameterwer~en yon (2~) 
entsprechen, b 

# f ky/ dx > 0 

ist. Jedem ausgezeiehnebn Parameterwer~ N > N o yon ($[o) enbprieht 
ein und nur ein posi~iver sowie ein und nur ein negativer ausgezeichnebr 
Paramebrwert yon ( ~ ) .  Mi~,anderen Worf~u: oberhagh tier zu N O gehSrige~ 
Osz~Th~tio~s~ah~ gilt das Osz~Tlatio~heorem des definite~ Fa~.*)  

Entspreehen nun dem (reellen) ausgezeiehneten Parameterwert v o < N o 
yon (2o), wobei v o > 0 (bzw. v o < 0), im ganzen 1 versehiedene reelle 
positive ausgezeiehneb Paramet~rwer~e l(o ~) (k~ 1,...,1) yon (!B,) und linden 
sich unter diesen ira eganzen m regulire Z(0 (i = 1 , - . - ,  m) und n irro- 
gul~e i~  (j = 1 , . . . ,  n), so ist neben 1 = m + n ste~s m --  1 ~ ~s, bzw. 
tr ~ n. Sind niimlieh die irrega_l~ren ausgezeiehne~en Paramebrwerb ~oo3 
der ~ r ~  naeh geordnet i~ i) < Z~o ~) < . - .  < i~), so kanu zwisehen ioo3 uud 
~ +  ~) immer hiiehs~ens ein regul~rer ausgezeietmebr Parameterwert yon (!~) 
liegen, tier gleichfans dem v o entsprieht. AuSerdem kann h~chstens ein 
(bzw. kein) regnl;4rer Parameterwert ldeiner sein als ~ h~iehsbns einer 
gr6lber als ~(o~): dies folgt aus den eingangs des w 5 angestellbn ~oer- 
legungen. Nun ist aber (m--1)  bzw. m gerazle der Ubersehu$ regul~rer 
ausgezeietme~r Paramef~rwerte fiber die dutch alas niaht ges~irte Oszil- 
la~ionstheorem geforderte Anzahl 1 bzw. 0. Dieser l~bersehu$ bebi i~  mi~ 

inagesam~ nieht mehr als 
<= no, 

*) Nicht entschiedon ist, ob irr%cmliire (reelle) ausgezeichne~ Parame~erwer~ 
wirklieh auftret~u. 
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die Summe linker Hand erstreckt fiber alle Gruppen reeller a ~ i c h -  
neter Parameterwerte yon (~1), die irregulRre ausgezeichnete Parameter- 
werte enthalten, und deren jede einem einzigen ausgezeichneten Parameter- 
weft vo~0 bzw. der zugeh~rigen ausgezeiclmeten L&sung yon (~o) eutspricht. 

Unter anderem ergibt sich also: Liegt ei~ 1~lares _Problem vor, g~- 
geben dutch eir, Paw: Greenscher l~andbedingungen und due 1)iffevvatial- 
gleichung (~x), deren Parameter normiert sei, und besitzt das ~u (?I~) und 
den gleichen Bana~edingungen geh~'#e nichtt~olare Problem gerade ~o ~_@a- 
tire, abet keine vexschwindenden ausgezeiehneten P a r a ~ w e r l e ,  so ist die 
Gesamtlwir der positiven sowohl als der negativen ausgezeiehm~e~ Paramaer- 
werte yon (!~) - -  jede fiir sich ~ nach dam gleiehe~ O " ~ r e m  ge- 
ordnet wie die der positiven ausgezeiehneten 19arameterwerte vo~ (2~ , sobald 
man yon h6chstens n o irreguliiren und h6chstens n o regul~ren (laositiven u~ut 
negativen, insgesamt also yon h6chstens 2n  o reellen) ausge~eiehnde~ Para- 
~nelerwerlen des l~olaren 2roblems absieht. 

w 

Das 0sziHationstheorem t~r  definite polare F~lle der Differential- 
d~Y .l. ~(X, gleichung ~-~ . . . .  ~) y ffi 0 .  

Zum Sehlusse soll mit den entwickelten Methoden noch eine Verall- 
gemeinerung des Oszillationstheorems im definiten polaren FaUo (w 5) be- 
haudelt werden. Hierbei schlagen wit im wesentlichen den gleiehen Weg 
ein~ der auch bei der Untersuchung in w 4 zum Ziele fiihrte. Aueh bier 
kommen nut reeUe Werte des Parameters 2 in Betracht. 

Es sei ein System Greenscher Randbeding~ngen und die Differential- 
gleiehtmg (!~) 

a~v + q(x, ~)y ffi 0 (~) a~-" 

gegeben. ~rber den Koeftizienten q(x, ).) yon (~) werden dabei folgende 
Voraussetzungen gemacht. 

~ ( ~ : )  
Bedingung (~) 1. q(x, Z) and ~ sind eindeutige, stetige~ ffir reello 

Werte yon x und ~ reeUwertige Funktionen yon x und Z. 

2. ~q(x,i) ~z nimmt, als Funktion yon 2 betrachtet, also bei festgehal- 

tenem x~ mit waehsendem 2 sicher nieht ab. 
3. Fiir die Punkte x mindestens eines festen Teiti~tervalles ~ ,  ~ 

(a ~ ~ < ~ ~ b) ist lira q(z, Z) ~= + ~. Far die p~k~ mindeste~s 
2--.+0o 

eines festen Xeilintervalles ~i, ~2, (Y, < ~,) i,t =Iim q(X,Z) = + ~ .  
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g~rs~  bilde~ man-die 8ohar yon I)ifferon~Mgleichangen (~[1) 

dz" + (v + ~(x, ~))y --- O, 

wobei -also 0 ein Hilfsparameter is~, und be~raeh~e~ das dutch (~[~) und 
die gegebenelx Randbedingungen bes~immte Osziltations~heorem. h sei ein 
~rert yon ~, fiir welehen dieses Oszillations~heorem die, fiir alle m6glichen 
Wert~ yon ,o aut~re~ende, Mindes~anzahl neg~fiver ausgezeiehne~er Para- 
me~erwer~e v aufweis~ Wird ein Wer~ A, fiir den r ~ 0 die geringst~ An- 
zahl ausgezeichneter L~sungen yon (~ ' )  liefer~, ats Nullpunk~ der Zgh- 
~lung des P~l~me~ers ~ gew~l~, so hei~, wie fr~iher, der Parameter in (~) 
ra~rmi~rt. 

t_m foigenden wird die Annahme zugrunde yelegt, daft in bezug auf die 
gegebenen ]~andbedingungen ~ ausgezeichneter t)arameterwert yon (~jo) Null 
oder negativ ist, sobald tier t)axameter in (!~) normiert wird. 

(~) kann unter dieser Vorausse~zung nicht mehr als zwe~ ausgezeZwh- 
~ete/_Zsungen besitzen, die zum gleichen _Paare dureh die Randbeding~mgen 
einander zugeordneter Oszillar und zu ~)ositiven ausgezeiclvnvten 
~axameterwerter~ ~ geh'6rem Seien im (~egen~eil ~1 < 2~ < ~ drei einfaehe, 
zum bet~aeht~ten Oszilla~ionszaMenpaar geh/Srige positive ausgezeichne~e 
Parameterwer~e yon (~). Zufolge dar Vorausse~tmgen fiber q(x, ).) 
kann man 

~q(x,o)i . 
= + 0) (> o)), 

a ~ _ x ~ b ,  j ~ 1, 2, 3, 
se~ze~ WeIL~ 

0q Da n u n ~ f  mi~ waehsendem Z sieher nieht abnimmt, so gilt 

Zum Beweise benu~z$ man den Mittelwertsatz flit In~egrale. 
Die (~reenschen Prol)leme, die aus den gegebenen Randbeding~ngen 

und den Differen~ialgleichnngen (!~,z~) 

(t~z~). d*Yh-~ + ()~k~(x) + q(x, O))y = O, j = 1 , 2 , 3 ,  

sida ergeben~ shad entweder nich~polar oder polar defini~ und liefern die 
posi~iven auagozeidme~n Parame~erwer~ bzw. 2~, 2~, i~. De~ ~Ynglei- 
r (1) zufolg~ ka~n man s6ots dutch eine zulgssige ~nderung yon 
tier ia Hilfssaiz Ia bzw. Ib charakterisierlen ArC (!~,) in ( !~ )  und dieso 
Wieder in ( !~ )  fiberf0Aren. I)abei nehmen clio posi~iven ausgezeiehneten 
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Parameterwer~e dieser Differentialg|eiehungen sicher nieh~ zu mad ~s finde~ 
~kein G~winn odor Verlus~ yon solehen au~ezeichneten Parameterwerten 
bzw. ausgezeiebne~en L6sungon s ta~  Die zul~ssige ~_nderung wiirde dem- 
naeh ergeben, dab ( ~ )  drei verschiedene, dem gleiehen Paare yon Oszil- 
lationszahlen entsprechende ree]le ausgezeiehne~e LSsungen besitz~. Dies 
~idersprieht aber dem ffir die positiven ausgezeiehne~en Parame~erwer~e 
yon ( ~ )  geltenden ()szillations~heorem (des nieh~polaren bzw. des poLsren 
�9 ]efini~en 17aUes). Die Aunahm% da~ etwa t 1 ~  ~ ein zweifacher ausg~- 
v.eichneter Parame~erwer~ yon (~) ist, sehlieBt~ wie ebenso gezeig~ wird~ 
die Exis~enz eines davon verschiedenen ausgezeichneten Parame~erwertes Xs 
aus. In gleieher Weise wird der Satz ffir negative Werte yon ~t bewiesen. 

(~) besitzt abet auch die s~imtliche~, dutch das 0szillationstheorem 
~ir den definiten Fall tier Differentia]gleichung (~1) geforderten, ausge- 
~eic~neten L~sungen bzw. ausgezeichne~en Par~me~erwerte. Das l~l~t sich 
wie im w 5 unter Benutzung der Ergebn~sse yon w 4 naehweisen, wesen~- 
lich auf Grand tier fiber lira q(x~ 2) gemaehten Annahme. 

2 = C + ) ~  

Den oben anges~ellben Be~raehhmgen li~l~t sich noch folgendes ent- 
nehmen. Jeder positive ausgezeichne~e Parame~erwer~ ~o yon (!~) lii~t sich 
gleichzeitig auffassen als posit~ver ausgezeichneter Pamme~erwer~ des en~- 
~prechenden (lurch die Differen~ialglefchung (!~o) 

< ~ )  ~-'v~ + (Z~o(X) + q<x, o))v = o, ~o(Z) = ~ {q(~, xo) - q(~, o)}, 

bestimmten (nichOpolaren oder polaren defini~en) Randwer~problems. Mi~ 
:bin gilt fiir die zugehSrige aasgezeictuaete LSsang Yo 

b 

~o f ~o(x) (vo(x))~-dx > 0; 

auderersei~s is~ 

Daher ergibt sich 
b 

O. 

(11) ist auch ffir negative ausgezeiehnele Parame~erwerte ~o yon (~) rich~ig. 
Wit fassen das Ergebnis folgendermat~en zusammen: 
,Eiir die reellen positiven sowohl als fiir die negativen e, u s g e z e i ~ e n  

2arameterwerte yon (~3) gilt u~ter der Voraussetaur~g, daft der 2m'ameter 
in (!3) normiert und daft kein ausgezeichneter t)wrameterwert yon ( ~ )  _hTull 
oder negativ ist, je das n~imliche Osz~7lationstheorem wie f'~r die posi2ive~ 
ausgezeiehneten _Parameterwerte yon ( ~ .  Jeder redle (yea ~ull verschiedene) 
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aus~ze~nete Para~net~rt ~, van (~) gen~gt ~ t  tier zuye~49en aus- 
ge~eidn~ie~ LSsung Yo der Unejleichung 

b 

Av.f die Frage~ wie die Verhi~linisse sich s den Fall ges~alten, da~ 
yon it abhiing~, ferner inwieweit die Bedingtmgen (!~) als notwendig 

i~r die ~Existenz des Oszillationstheorems anzusehe~ sind (vgl. w 4) soil. 
nieht eingegangen werden. 

Schluflbemerkung. 
Zum Schlusse mag auf weitere Anwendungen der entwickelten ble~ 

t]aoden hingewiesen werden. 
Ffrr die (sich selbst adjungierte) Differentialgleichung 

d ~ d~y 

und eine Reihe yon speziellen Greenschen Randbedingungen lassen sich 
auf rdlnliehem Wege Oszillationstheoreme gewinnen*). Dutch entsprechend~ 
Modifikation der Betrachtungen des w 4 vorliegender Arbeit fibertrage~ 
sich diese S~tze auf Differentialgleichungen, deren Koeffizienten allgemeinere 
Funktionen yon 2 sind. Auch die Randbedingungen k S ~ n  dann noch 
yon ~ abhKngen. Hierher geh~ren unter anderem gewisse Probleme, derer~ 
Behandlung man Liouville**) verdank~. 

Wfirzburg,  1. 0ktober 1913. 

*) Vgl. D. II. Tell. 
**) Ygl. Idouville, J. de M~th. (1) 3 (1838), S. 56I ; hierzu auch Birkhoff, Annals 

~f  M~th. (2), Bd. 12, S. 103ft. 


