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Uber eine Methode zum Beweise von Oszillationstheoremen.

Von

Orro Haver in Karlsruhe i/B.

Einleitung.

Ist eine gewdhnliche Differentialgleichung gegeben, welche einen Para-
meter enthilt, und schreibt man fiir die Losungen in den Endpunkten
eines Intervalls @, b Bedingungen vor, die nur fiir gewisse, die sogenannten
ausgezeichneten Werte des Parameters erfillt werden konnen, so wird hier-
durch eine Randwertoufgabe definiert. Wir nehmen an, es existieren sus-
gezeichnete Parameterwerte, denen ausgezeichnete Losungen der Differential-
gleichung zugehtren, und es lassen sich tiberdies nach einem bestimmten
Gesefze die ausgezeichneten Parameferwerte charakterisieren durch die
Nullstellenzahl der zugehérigen amsgezeichneten Liésungen im Intervall g,
b, d. h. durch die sogenannten Oszillationszahlen: danun bezeichnet man
dieses Gesetz, nach Klein, als ein Oszillationstheorem. Ein solches schlieBt
also stets auch ein Existenztheorem in sich und liefert eine Regel, nach
der die simtlichen ausgezeichneten Parameterwerte sich ordnen lagsen.

Zweck der folgenden Zeilen ist es, eine Methode — sie 1ifit sich als
eine Kontinuititsmethode bezeichuen — zur Gewinnung von Oszillations-
theoremen darzulegen®). Bei ihrer Anwendung hat man in erster Linie
festzustellen, in welcher Weise sich ausgezeichnete Parameterwerte und
Oszillationszahlen #ndern, sobald man die Koeffizienten der Differential-
gleichung oder die Randbedingungen oder beide in gewisser Weise variiert.
Lassen sich dann Anderungen angeben, bei welchen ausgezeichnete Parameter-
werte und ansgezeichnete Lisungen weder verloren nock gewonnen werden
und die Oszillationszahlen sich nicht oder doch nur in genau angebbarer
Weise andern, so bleibt ein Oszillationstheorem diesen Anderungen gegenitber
erhalten. In diesem Falle braucht man das Oszillationstheorem nur fiir

* Die Grundlage dieser Methode, welche in der vorliegenden Arbeit vertieft
und weilergefithrt wird, findet sich in mejner Dissertation: Unfers. iiber Oszillations-~
theoreme (Wiirzburg 1911). Im folgenden zitiert mif D.
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eine spezielle, leicht zugingliche Differentialgleichung abzuleiten, um es
sofort auf alle digjenigen Differentialgleichungen ausdehnen zu kénnen, die
durch Anderungen der geforderten Art aus der urspriinglichen hervorgehen.

Nach dieser Methode soll im folgenden die, einen reellen Parameter 1
enthaltende, lineare, homogene Differentialgleichung

d d
(D) 1:(0@ DFY + ale, Dy =0
behandelt werden. Die Koeffizienten von (D) erfiillen die Bedingungen (D):

(=, 2), op g;‘ % und g(z, 1) sind fiir alle Werte z(a <2< %) und jeden
endlichen Wert von 1 eindeutige, stetige, reellwertige Funktionen der re-
ellen Verinderlichen z und 1. p(x, 1) ist im nimlichen Bereiche von Null
verschieden und werde positiv angenommen.

Wir bezeichnen ferner eine Differentialgleichung (D) als Differential-
gleichung (N) oder vom Typus U (niché-polarer Fall), wenn auBerdem fiir

alle reellen Wertepaare A, 1 des Parameters 1
A1)

2@, N)—p(@, Y0, ¢z, N)—q(z, )20, A>1, a<z<3,
und beispielsweise
zlim gz, 2) =+ o0, lli.m glz, )=—o00, a<2<d

=0 =—0

ist.
Neben dem nichtpolaren betrachten wir den polaren Fall der Diffe-
rentialgleichung (D) (Differentialgleichung vom Typus B). Ein solcher liegh
beispielsweise vor, wenn p(z, 1) von 1 unabhingig ist und g(z, 1) die
Gestalt 2k(z) hat, wobei k(x) in endlich oder unbegrenzt vielen Stellen
deg Intervalls ¢ < 2 < b das Zeichen wechselt.
Die Randbedingungen, welche wir zulassen, sind linear und homogen

in den Randwerten von y und % und umfassen als besondere Fille die

Sturmschen Bedingungen.*)

§ 1 und 2 beschiftigen sich mit den Randbedingungen, § 3 und 4
behandelp die nichtpolaren Fille. § 5 ist einer speziellen Differential-
gleichung vom Typus B, § 6 den sogenannten definiten polaren Problemen
im Falle einer allgemeineren Differentialgleichung (B) gewidmet. Weitere
Beispiele, in denen die Methode, welche mannigfacher Anwendung fihig
ist, zum Ziele fithrt, sind am Schlusse der Arbeit angegeben.

Die in Rede stehenden Randbedingungen finden sich fiir den Fall der
Differentialgleichung (%)

() Zo@ ) + (1k@) + @)y =0

*) Sturm, J. de Math. (1) 1 (1836), S.106—186. Vgl. Bocher, Randwertaufgaben
hei gewdhnlichen Diffgl. (Enzykl, math. Wiss, IT A7a, 8. 437£).
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in meiner Dissertation behandelt. Durch die Liebenswiirdigkeit von Herrn
Bocher bin ich nach Erscheinen meiner Arbeit auf die Abhandlung von
Herrn Birkhoff: Existence and oscillation theorem for a certain boundary
valne problem (Trans. Am. Math. Soc. 1909, vol. X, 8. 259ff) aufmerksam
gemacht worden. Herr Birkhoff beweist dort bereits die Oszillationstheo-
reme fiir die zur Differentialgleichung (%) %;% + g (z, 2)y = 0 gehorigen
Randbedingungen nach anderer Methode (unter Benutzung des Sturmschen
Satzes). Die folgenden in § 1—4 inkl. gewonnenen Ergebnisse hatte Ver-
fasser bereits abgeleitet, che er von den Resultaten des Herrn Birkhoff
Kenntnis erhielt. Neuerdings hat Herr Eftlinger (Bulletin of the Amer.
math. soc. 26. April 1913) noch allgemeinere Randbedingungen fiir den
Fall der Differentialgleichung (%) nach der Methode von Bécher-Birkhoff
behandelt®); fiir den Sturmschen Fall findet sich eine derartige Erweite-
rung bei Bocher (L c. S. 443) angegeben.

Die Existenzsiitze fiir den polaren definiten Fall sind zuerst von Herrn
Hilbert #¥) bewiesen. Im Ansehiuf daran ist- eipe Arbeit von Herrn
Hilb*¥**) zu nennen, in der die Behandlung nicht-definiter Fille angedeutet
wird.t) Wie Herr Birkhoff mir mitfeilt, ist der polare Fall seiner Methode
ebenfalls zuginglich.

§ 1.

Greensche Randbedingungen bei linearen homogenen Differential-
gleichungen 2. Ordnung.

Auf die in der Einleitung genannten Randbedingungen wird man
durch folgende Uberlegung gefiibrt: Bezeichnen ¥, (%) und y, () zwei bzw.
zu den Werten 1, und 4, des Parameters i gehorige Lésungen von (D)
und gebraucht man die Abkiirzungen

p(z; 3) =p,(z), a(@; i) = g(2), i=1,2,
so folgt aus (D)

e (5 5) — 7 (02 52) + (@ — @)= 0.

*) VgL eine demnichst erscheinende Arbeit von Herrn Ettlinger.
*) Hilbert, Allgem. Theorie der linearen Integralgl., 5. Mitt. {Gott. Nachr. 1966)
) Hilb, Erweiterung des Kleinschen Oszillationstheorems (Jahresber. 4. D. Math.-
Ver. 1907).
) Vgl hierza Richardson, Nobwendige und hinreichende Bedingungen fiir das
Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems (Math. Ann., Bd. 73, 8. 289fE). Be-
richtigung hierzu (Math. Ann,, Bd. 74, S. 312).
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Durch Integration von a bis b ergibt sich die von Sturm*) benutzte Formel

d d i3 d 1
e [Px?/s az P dic]: +f[(p2 ) '{1%; 7;}"*‘(41 —4a)thYs |d=0.

Der in (1) linker Hand an erster Stelle stehende Ausdruck innerhalb der
eckigen Klammer werde mit P(y,, y,), das Integral mit J(y,, u;) be-
zeichnet.

Wihrend die Bedingung (1) identisch fiir jedes Paar von Werten
4,, A, und jedes Paar zugehoriger Losungen y,, y, von (D) befriedigh ist,
wird J(y,, y,) fiir sich genommen nur unter besonderen Umstinden Null
werden. Es ergibt sich demgemifi die Frage nach eimem Systeme wvon
Werten 4y, &y, ... des Parameters 1, fiir welche die Differentialgleichung (D)
baw. Losungen 4y, Y, ... besitzt von der Eigenschoft, daf fir jedes Paar
einem solchen Systeme amgehiriger Losungen y;, 4,5 4, k=1,2,..., und das
zugehdrige Wertepaar 2, 3, der Ausdruck P(y,, y,), genommen zwischers den
Grenzen & und b, oder, was das Gleiche, das Integral J(yy, y,) verschwindet.

Das hiermit formulierte Problem werde als Greensche Randwertauf-
gabe**) bezeichnet. Die Werte 4, 4,, ... sind die ausgezeichneten Parameter-
werte, 4, Y, ... die zugehirigen ausgezeichneten. Lisungen vou (D).

Die Losung y =0 scheidet grundsitzlich aus der Betrachtung aus;
auBerdem kommen fir die oszillationstheoretischen Betrachtungen aus-
schlieflich reelle ausgezeichmete Porameterwerte i Betracht. Da dureh die
Problemstelling die ausgezeichneten Losungen nur bis auf einen von z
unabhingigen Faktor festgelegt sind, so schreibt man, auBer den Rand-
bedingungen, moch eine Normierungsbedingung fir die ausgezeichneten
Losungen vor, durch die jener Faktor eindeutig bestimmt wird; ausge-
zeichnete Losungen, die sich nur um einen, von z unabhingigen, Faktor
unterscheiden, sind als nicht verschieden anzusehen.

Ein System von ansgezeichneten Parameterwerten und ausgezeichneten
Losungen ist durch zwei ausgezeichnete Lisungen oder durch zwei lineare
homogene, unabhingige Randbedingungen charakterisiert.

Wir nehmen an, es seien % und v zwei ausgezeichnete Losungen,
4,und 1, die zugehdrigen Parameterwerte. Bei Einfithrung der Bezeich-
nungen

u(a) = (dx)x . - p(a; 2,) = p,(a), vsw.

* Vgl Bturm, L'c. Bocher, L c. S. 442,
“) For den Fall der Differentialgleichung = (p(m) - )+ Q@ 4 r@)y =0

ist das Problem zuerst von Hilbert behandelt (Hilbert, Grundziige einer allgem. Theorie
d. linearen Integralgleichungen, 2:;Mitf.,, Goth. Nachr. 1904; 5. Mitt., G&tt. Nachr, 1906).
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besteht dann die Beziehung
12,B)%, | | (@), Uy |
2) 1 e sl
ch(b')”b by -pv(a)”a Uy |
Jode weitere ausgezeichnete Losung Y{x) geniigt zufolge der Definition
den linearen homogenen Bedingungen
@ [BOL w|_|n@w w205 w|_|p@ o)

: 5 - g d 3

FXCh S A RPACE B ARIXOY B AR A A
dabei ist 4 der zu Y(x) gehorige ansgezeichnete Parameterwert.

Sind umgekehrt irgend zwei unabhingige Randbedingungen worge-
legt — p,(b)u, bedenten jebzt irgend welche reellen Konstanten —, so
bildet das Bestehen von (2) die Bedingnng dafiir, daB alle den Rand-
bedingungen geniigenden Lisungen von (D) ein System von ausgezeichneten
Lésungen darstellen. Um dies einzusehen, betrachte man die Matrix
” —.pu(a)u; U, pu(b)u; - U ﬂ.

—p,@0, v, 5,07 —o

Ihre Unterdeterminanten seien wie folgt bezeichnet

’

(M)

- _pu(a’)u'; Y, ‘.pu(b)ul: Y% é ] U, pu(b)ub' }
4= 14 » = ’ [? G = ri?
[P (a)/va Y, 2, (b) v =Y } | U pz(b)vb i
D— E ~pu(a)u'4f — U, I’ E = % Uy Ug — i "’2%(“)“; pu(b)ub' .
P pw(a)va — Y { | U Yy 1 —pu(a)va,. po(b)ﬂl:

Dann besteht

“) AB+CD+ EF=0
und (2) erhilt die Gestalt
® A—B=0.

Sind Y, () wnd Y,(») zwei Losungen von (D), die den gegebenen Rand-

bedingungen geniigen, 1, und 1, die entsprechenden Werte des Parameters,

so ergibt (3) in jedem Falle

@ 255 2)BY/(b) = pla; 2)C Y/ (a) + FX(a),

BY,¥) — pla; 1) EY;() ~ DE,(a),

Aguivalent mit (G) sind die Bedingungen:

@  P@RAT@=—p0WDLO—FE®,
AY (a) = —p@; L EY,() + CT,(), T

ausgenommen den ‘Fall 4 =B =10. Fiir diesen hat man eine Bedingung

(G) und eine Bedingung (G").

i=1,2
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Im Falle B<=0 ist wegen (5) auch 4 0 und mithin

© P05 WYG) LO | _| s 2)T(@) L) |
203 WY ®) L,@) |~ | p(o; 1) Ty(@) Tya) |

Folge von (5) und (3); entsprechendes gilt fiir den Fall A = B=0. Zo-
folge der Identitdt (1) ist aber (6) gleichbedeutend mit dem Verschwinden
von J(%,, ,)

Die Bedingungen (3) stellen also, falls (5) befriedigt ist, die allge-
meinsten Randbedingungen dar, durch die ein System von ausgezeich-
neten Losungen bestimmt wird; man nennt sie Greensche Randbedin-
gungen, (@) heift die Normalform.

Die von Sturm*) behandelten Randbedingungen bilden die durch
4 = B =0 gekennzeichnete Klasse von Greenschen Bedingungen. Im
Sturmschen Falle gehort zu jedem ausgezeichneten Parameterwerte nur
eine ausgezeichnete normierte Ldsung.

Satz L Die Systeme von ausgezeichneten Losungen einer Differential-
gleichung (D) sind “dadurch charakterisiert, dafi die Randwerte der ausge-
zeichneten Liosungen einem Paare Greenscher Bedingungen

@ G.(y) = p(®; 1) By (b) — p(a; 1) Cy'(a) — Fy(a) =0,
G,(y) = By (b) — p(a; 1) Ey'(a) + Dy(a) =0

gendigen. Die Koeffizienten d. h. die reellen Komstanten A, B, ..., F ver-
schwinden nicht simtlich und sind an die Bedingungen

)] AB+CD+4+EF=0, A—B=0
gebunden. )

Man bemerke, daB der Parameter 2 in die Randbedingungen eingeht,
s0 lange nicht p(z, 4) von 1 unabhingig ist.

Anmerkung: Zu einem und dem nimlichen ausgezeichneten Para-
meterwert gebhoren dann, aber auch nur dann mehrere ausgezeichnete
Losungen, wenn die simtlichen Losungen von (D) fiir diesen Wert 1 den
betreffenden Greenschen Randbedingungen genfigen; der ausgezeichnete
Parameterwert heiBt dann ein zweifacher, im andern Falle ein einfacher.
Wir bemerken hierzu, daf die Randwerte der simtlichen Losungen vom
(D) fiir einen festen Wert von i stets einem gewissen, iibrigens leicht
anzugebenden, Greenschen Bedingungenpaare gentigen, eine Tatsache, die
fiir lineare sich selbst adjungierte homogene Differentialgleichungen héherer
Ordnung ebenfalls gilt. Allgemein gestatten die vorstehenden Uberlegungen

*-Vgl. Bocher, 1. ¢,
*) VgL D. I Teil, § 1.
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alle Greenschen Bedingungen zu klassifizieren, die zn den sich selbst ad-
jungierten linearen homogenen Differentialgleichungen 22* Ordnung ge-
horen.®)

g 2.

Begriff der zulissigen Anderung. Verhalten reellwertiger ausge-

zeichneter Losungen und ihrer Oszillationszahlen bei zulissigen
Anderungen.*¥)

Aus einem vorgelegten Greenschen Problem erhilt man nene Aufgaben,
wenn man die Konstanten 4, B, ..., F, sowie die Differentialgleichung (D)
indert. Dabei sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung stetige
Funktionen eines reellen Hilfsparameters sein, durch dessen Anderung die
Anderung der Differentialgleichung bewirkt wird. Man gelangt nun infolge
solcher Anderungen wieder zn einem Greemschen Problem, wenn die Glei-
chungen (g) und die Bedingungen (D) stets erfiiilt bleiben. Jede derartige
Anderung heifit eine zuldssige Anderung.

Wir gehen zunichst darauf aus, festzustellen, inwieweit die ausge-
zeichneten Losungen bzw. ihre Oszillationszahlen — und in zweiter Linie
dann die ausgezeichneten Parameterwerte — durch zulissige Anderung
becinfluft werden. Fiir unsere Zwecke kommen nur soleche zulissige
Anderungen in Betracht, bei welchen alle ausgezeichneten Parameterwerte
sich stetig indern, veell und endlich bleiben, ferner die zugehbrigen aus-
gezeichneten Losungen niemals identisch verschwinden; andernfalls wiirden
ja etwaige Oszillationseigenschaften nicht erhalten bleiben. Wir werden
demgemiB im folgenden mur zuliissige Anderangen der eben bezeichneten
Art verwenden; daB derartige Anderungen, wenigstens fiir besondere Klassen
von Differentialgleichungen (D), wirklich existieren, wird sich im Laufe
der Untersuchung ergeben. (Vgl. §3, §5.)

Bei den soeben bezeichneten zulissigen Anderungen #ndern sich die
Werte der ausgezeichneten Ldsungen an einer Stelle £(a <& < b) sowie
die einfach zihlenden Nullstellen digser Losungen stetig mit dem Para-
meter ¢ und den Konstanten der Randbedingungen. Das gleiche gilt fiir
die erste Ableitung nach z. Es kémmen demgemiB reelle Nullstellen einer
ansgezeichneten Losung im Innern des Intervalls und an dessen Grenzen
nur dadurch verloren (oder gewonnen) werden, daB entweder mehrere
solche Nullstellen zuerst zusammenriicken und dann im weiteren Verlaufe
der Anderung verloren gehen (bzw. umgekehrt), oder daB ein Verlust oder
Gewinn von Nullstellen in den Intervallgrenzen stattfindet.

%) Vol Westfall, Zur Theorie der Integralgleichungen (Diss. Gottingen 1903),
8. 18. Ferner D, IL Teil.

) Vgl D. I Teil, § 2 und § 3.
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Nun hat bekanntlich eine nicht identisch versehwindende Losung
von (D), als Funktion von z betrachtet niemals zwei- oder mehrfache
Nullstellen; mithin bleibt nur noch die zweite Méglichkeit fibrig.

Satz IL. Ein Gewinn oder Verlust von veellen Nullstellen einer reell-
wertigen ausgezeichneten Lisung kann nur an den Intervallgrenzen stattfinden.

Ist y - d?/> 0 (bew. < 0) an der Stelle x = a, wobei y(x) eine aus-
gezeichmete Lisung bezeichme, und wechselt vermige einer zulissigen Ande-

rung y(a) das Zeichen, wihrend (ﬂ) von Null verschieden bleibt, so ge-

winnt (bzw. verliert) die befrachtete ausgezeichnete Losung y in z = a gerade
eine Nullstelle.

Gilt hingegen die Ungleichung (y ) ) > 0 (bzw. << 0), so verliert (baw.
gewinnt) die Lisung y in x="b gerade eine Nullstelle, wenn y(b) vermoge
ciner wuliissigen Anderung das Zeichen wechselt, wihrend gleichzeitig ( )
von Null verschieden blesbt.

Wir bezeichnen, wie iiblich, die Anzakl der im Innern des Intervalls
a, b gelegenen reellen Nullstellen einer ausgezeichneten Lisung als deren Os-
zillationszakl; in den Nicht-Sturmschen Fillen werden wir indes von zwei
an den Intervallendpunkten gleichzeitig auftretenden Nullstellen einer aus-
gezeichneten Losung die eine zur Oszillationszahl hinzurechnen.

Zufolge Satz II ist jetzt das Verhalten der Randwerte bei zulissigen
Anderungen zu betrachten. Im Sturmschen Falle 148t sich dies sofort
itbersehen. Die Randbedingungen sind
(8 hp(a; D)ye — Hy,~ 0, kp(b; 1)y,— Ky=0
und die Oszillationszahlen sind daher konstant, solange nur kein von Null
verschiedener Koeffizient h, H, k, K in (S) zum Verschwinden gebracht
wird und umgekehrt kein verschwindender Koeffizient von Null verschie-
dene Werte annimmt.

Beinahe ebenso einfach gestaltet sich die Diskussion der Nicht-Sturm-
schen Fille, wenn man durch eine geeignete Transformation der ausge-
zeichneten Lisungen die Randbedingungen vereinfacht, Setzt man

= 9 (z, 1:)% (=),

z=h

und jedes reelle 1 eine eindeukige, sietige reellwertige Punktion von &
und 1 ist und #(z, 1) nirgends verschwindet, so entspricht jeder einfachen
Nullstelle von y eine einfache Nullstelle von y, und umgekehrt. y hai;

also die gleiche Oszzﬂatmnszabl wie y,. Man substitviert fir y und
thre Ausdriicke in y, und - in die Greenschen Bedingungen.
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Im Falle £= 0 erhiilt man ein Paar Hilberischer*) Bedingungen
av) ky,(a) = 3,.(), p(a; Dy, (0) = kp(; Dy,'(b),
wenn y(z, 1) fiir jeden Wert 1, oder auch nur fiir jeden ausgezeichneten
Parameterwert seinerseits den Randbedingungen
(]
(D, =0 Frn+pl;dD(E) ~0 D0
geniigt. Eine Funktion, die alle aufgezihlien Eigenschaften hat, existiert stets.
Im Falle £+ 0 erbilt man ein Paar Hilbertscher Bedingungen IV*

(IV:‘I% %) =1p(b; 1)y’ (®), Ip(e; Dy,'(@) = — 5 (),

— p(b; 1)E(g—f,f.)z=b= 0, Dy,—pla; HE (%f;,)z: =0, E+0.

Die in (IV) bzw. (IV¥) auftretenden Konstanten % und 7 sind von Null
verschieden und lassen sich leicht durch die Koeffizienten 4,..., F des
urspriinglichen Greenschen Systems und die Randwerte von % ausdriicken.

Man nehme fiir den Augenblick an, da8 zu der Randbedingung (IV)
oder (IV¥) und einer zugehdrigen Differentialgleichung (D) eine ausge-
zeichnete Losung y existiert. Bei zulissigen Anderungen der betrachteten
Art, welche iiberdies die Ungleichungen bzw. Gleichungen 4==0, B0,
E=0 (bzw. £ <40) ungeindert lassen, kann dann zufolge Satz II die
QOszillationszahl sich hochstens um eins #ndern; und zwar kann sie ent-
weder nur um eins zu- oder nur wm eins abnehmen. Dies folgt sofort
aus den Gleichungen

2(a5 )y,9, =285 Doy (a5 DYay.~—2; Dy,
die sich ihrerseits aus (IV) bzw. (IV¥) ergeben.

Unter Beriicksichtigung der oben (8. 74) gegebenen Definition der
Oszillationszahl ergibt sich

Satz III.  Die Oszillationszahl jeder zu einem Greenschen Bedingungen-
paare, charakterisiert durch A= B=0, E =0, oder einem Paare Sturm-
scher Bedingungen (A = 0) gehirigen ausgezewhneten Lisung bleibt bei den
betrachicten suldssigen Anderungen invariant, wenn man dw Koeffizienten
A4, ..., F der Boandbedingungen festhilt.

Jeder zu einem Greenschen Bedingungenpaare A <0, E 0 gehirigen
ausgeseichneten Lisung sind zswei ganze positive Zahlen, deren eine auch die
Null sein kann, sugeordnet, die sich gerade um eins unterscheiden ) Bei allen
in Betracht kommeniden zuliissigen Anderungen, welche die Koeffizienten der

# Hilbert, 1. ¢, 2. Mitt. (3. 216).

*% Dabei ist der Fall auszrmehmen, in welchem die ansgezeichnete Losung die
Oszillationszabl Null besitzt und hochstens eine Nullstelle verlieren kénnte. Vgl. die
Formuliernng des QOszillationstheorems (§ 3, S. 81).
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Randbedingungen festlassen, kann die Osellationszahl fiir die nimliche aus-
gezeichnete Lisung sich tmmer nur zwischen dicsen beiden Werien hin- wnd
herbewegen.

Insbesondere entsprechen den simtlichen zu einem festen Werte von 1
gehorigen Losungen von (®) zwei Oszillationszahlen, die sich héchstens
um eins unterscheiden.

Der Satz III gilt etwas allgemeiner fiir solche zulissige Anderungen,
welche die Gleichungen bzw. Ungleichungen 4 = B+ 0, E= 0 (E =+ 0)
ungefindert lassen. Die gefundene Eigenschaft der Oszillationszahlen ist
wesentlich dorch die Beziehung 4- B> 0 bedingt.

Zusatz: Die allgemeinste Transformation®), welche eine Differential-
gleichung (D) wieder in eine lineare homogene Differentialgleichung iiber-
fithrt, hat die Gestalt

y=15(2, Dy, = =E(z;,4);
dabei sind % und £ als Funkiionen von z zweimal stetig differenzierbar,

als Funkfionen von z und 1 nebst ihren Ableitungen nach z stetig, im

iibrigen eindeutig und reellwertig. () und ?1‘%; verschwinden fiir keinen

Wert z(a <« < b) und keinen Wert 4. Die Transformation lift die Os-
zillationszahl ungeiindert, fithrt hingegen ein Paar Greenscher Bedingungen
in ein anderes Paar linearer homogener Bedingungen iiber, welche sich
im allgemeinen der Normalform (&) nicht unterordnen lassen; man kommt
auf diese Weise zu Nicht-Greenschen Problemen, die ebenfalls ein Oszil-
lationstheorem besitzen.

§ 3.
Beweis des Oszillationstheorems fiir die Differentialgleichungen
72 (p @FY) + 6@ + re)y =0, E@)> 0.
(Nicht-polarer Fall.)*¥)

Der Satz Il liefert ein Mittel, um ein Oszillationstheorem, welches
fiir eine spezielle Differentialgleichung () gilt, auf die allgemeine Diffe-
rentialgleichung (¥), oder zundchst doch auf eine gamze Klasse solcher
Differentialgleichungen auszudehnen. Zu dem Ende kommt es nur mehr
darauf an, Differentialgleichungen (%) anzugeben, welche zulissige Ande-
rungen von den im vorhergehenden Paragraphen niher prizisierten, fiir
die Anwendbarkeit des Satzes III notwendigen Eigenschaften gestatten.

‘ * Stickel, Uber Transformationen von Differentialgleichungen (Crelles Journal,
Bd. 111, §. 2901F).
*) Vgl D. §§ 8, 4, 5.
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Wir betrachten zundchst die spezielle Differentialgleichong (%)
d a
@) 2 (0(@)2) + (1) + r@)y = 0.

(), k(z) und r(x) hingen von 1 nicht ab und es ist
2#x)>0, kx>0, aLz<b.
Die Koeffizienten von (%) geniigen der Bedingung (%), wenn p, %’ k und r
stetige Funktionen von 2 sind.
Da die Integralbedingung J(y,%,) =0 fiir (%) in die Orthogonali-
tatsbedingung

S @) n @@ dz=0 (A 4)

Gbergeht, so sind alle ausgezeichneten Parameterwerte reell; sie besitzen
nirgends im Endlichen eine Hiufungsstelle, weil die ausgezeichneten
Parameterwerte Nullstellen einer ganzen transzendenten Funktion &(4)
in 2 smd.

Ferner besitzt 6(1) bochstens zweifache Nullstellen und diese sind mit
den zweifachen ausgezeichneten Parameterwerten identisch¥); jedem zwei-
fachen ausgezeichneten Parameterwerte gehdren zwei linear unabhingige
ansgezeichnete Losungen zu.

Bei einer zuldssigen Anderung von (%), in deren Verlauf nur Diffe-
rentialgleichungen (%,) auftreten und die ausgezeichneten Parameterwerte
sich stetig @ndern, kann dem Gesagten zufolge ein Verlust bzw. ein Gewinn
vonr ausgezeichneten Parameterwerten und Losungen nur dadurch zustande
kommen, daB ein solcher Parameterwert iiber alle Gremzen wichst, d. h.
»ins Unendliche riickt® bzw. daB er ,aus dem Unendlichen hereinrfickt®.

Uber das Verhalten der ausgezeichneten Parameterwerte bei zulissigen
Anderungen 138t sich folgende schirfere Aunssage machen:

Hilfssatz Ia. Bleiben bes einer zulissigen Anderung, in deren Ver-
lauf nur Differentialgleichungen (X,) aufireten, die Koeffizienten A, ... der
ZRandbedingungen ungedndert und wimmi r(x) fir olle z(6 <z <b) 2u
{oder doch wicht ab), p(x) hingegen ab, oder doch wicht 2u, so wimmt hierbei
Jeder reclle ausgezeichnete Paramelerwert ab; vorousgesetst ist, daf die Koef-
fizienten von (%) ganze transzendente Funktionen des Hilfsparamelers o sind,
ferner, dap fiir mindestens ein Teilintervall &, §,(a < & < § < b) wirklich
eine Zunakme von r(2%) oder Abnahme von p(x) mit sich dnderndem ¢ erfolgt.

Umgekehrt wimmi — under im iibrigen gleichen Vorausselzungen — jeder
ausgeseichnete  Paramelerwert zu, wenn r(z) ab-, p(x) hingegen zunimmd.
Endlich wichst jeder ausgezeichnete Parameterwert seinem absoluten Beirage

* Vgl z. B. Hilbert, L ¢, 1. Mith.; Birkhoff, 1. c,, § 2; ferner D. § 4, § 5.
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nach, wenn k{z) fir jedes a{a < x < b) abuimmi, oder doch wicht wichst,
und gleichzeitiq die Randbedingungen und die ibrigen Koeffizienten von (%)
festbleiben.

Die letzte Behauptung ergibt sich fiir den Fall der Differential-
gleichung
(1) da:2 Y+ Ak(z)y=0

folgendermaBen: fiir den Wert ¢ = g, des Hilfsparameters o sei y,(x) die
zam einfachen ausgezeichneten Parameterwert 1, gehorige Losung. Durch
die zulissige Anderung Ag des Parameters g erhilt man die neue Diffe-
rentialgleichung

@  FEERR L (ot ALk + AR@) @0+ Ay =

wobel 4, + A.lo bzw. ¥, + Ay, derjenige ausgezeichnete Parameterwert
bzw. diejenige ansgezeichnete Losung von (2) ist, in die 4, bzw. yo(2)
iibergeht. Multipliziert man (1) mit (y,+ Ay,), (2) mit y,, subirahiert
und integriert von a bis b, so ergibt sich, weil y,+ Ay, und y, den
gleichen Randbedingungen geniigen,

@) f T2 AK(®) + Ay k(@) + Aly- AR(2)]96(2) (50 + Ay @) dz = 0.

Zufolge der gemachten Annahmen, kann man die Identitiit (3) in Ag nach
Potenzen von Ag ordnmer; die Glieder niedrigster Ordnung sind

4 Ap- {lof(a];(:))e:eooyf(x)dx-!— ‘Z)) fk(:z)y (x)dx}

woraus die Behauptung folgt¥*) Ganz entsprechend gestaltet sich der
Beweis des ersten Teiles unseres Hilfssatzes, sowie die Behandlung zwei-
facher ausgezeichneter Parameterwerte Z,.

Das Beispiel einer zalissigen Anderung der im Hilfssatze bezeich-
neten Art Lefert die Differentialgleichung (%)

1o(ler@) + 1 — Q)=(@)]15Y) + 1k&) + [or@ + (L — @z@Dy = 0,
wenn p@) 2 2(@), r@) <)

fur jedes 6 <z <b. In der Variation Ag 2> 0 hat man damn eine solche

zuldssige Andenmg
Nun gilt fir die spesielle Differentialgleichung (3,)

‘ &
(@ E+iy—-0

- %) Dag ‘“") existiert, ist leicht zu sehen.
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und ein zugehdriges Greensches Bandbedingungenpaar folgendes Oszil-
lationstheorem: Es existieren unendlich viele reclle ausgeseichnete. Parameter-
werte, die nur im Positiv-Unendlichen eine Hiufungsstelle besitzen. Zu der
von Null verschiedevien Oszillationszahl 2n und der ihr — je nach Axt der
vorgelegten Randbedingung — zugeordnelen Oszillotionszahl 2n -+ 1 bezw.
2n — 1 gehdren stels swei aber nur zwel ausgezeichnete Losungen. Im ersteren
Falle, d. h. wenn 2% + 1 und 2n zugeordnet sind, gehiven zu den Oszil-
lationszablen O und 1 im ganzen zwei ausgezeichnete Lisungen; andernfalls
gibt es immer gerade eine ausgezeichnele Lisung mit der Oszillationszahl
Null. Zu Paaren groferer Oszillationszahlen gehbren grifere ausgezeichwete

Parameterwerte.¥)
Das Theorem gilt unveriindert auch fiir Differentialgleichungen
dy/ d
® as(730) + W+ )y =0,

wenn z, %, v von Null verschiedene reelle Konstanten sind. Ferner er-
leidet das Oszillationstheorem gemdB Satz III, wie ans seiner Herleitung
hervorgeht,**) bei zulissigen Anderungen der Differentialgleichung (a)
allein keinerlei Anderung, es sei denn daB ein Gewimn oder Verlust von
ausgezeichneten Parameterwerten stattfindet. DaB dies nur ,im Unend-
lichen* geschehen kann, ist bereits oben gezeigt.

Mit Hilfe der zulissigen Anderung des Hilfssatzes Ia ergibt sich aber,
daB auch diese letzte Mdglichkeit ausgeschlossen ist. Betrachien wir zu-
nichst eine Differentialgleichung (%,) der Form

() &Y+ i@y = 0.

Jeder derartigen Differentialgleichung kann man zwei Differentialglei-
chungen (a) zuordnen

a2 .
() T+ Anty =0, i=1,2,
die zu ihr in der fiir die Anwendung des Hilfssatzes erforderlichen Be-
ziehung stehen. Man braucht nur die Konstanten x? (j=1, 2) so zu
wiblen, daB etwa '
12> k(x) > %°>0, aLz<h

Fithrt man nun (a,) bzw. (o) in der S. 78 angegebenen Weise in (U,)

iiber, so 1iBt sich Hilfssatz Ia anwenden. ¥s kSnnen demgemif im eimen

* Beziiglich der eingehenderen Formulierung vgl. Birkhoff, L ¢., 8. 269; ferner
D. 8. 35,

*) Siehe D. § 5. Duyrch das Oszillationstheorem missen eben solche Oszillations-
zahlen einander zugeordnet werden, die auch vermége der Randbedingungen (Satz 1,
§ 2) einander entsprechen.
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Falle ansgezeichnete Parameterwerte nur gewonnen, im andern nur verloren
werden. Da man beide Male zur Differentialgleichung (%) gelangt, findet
also weder Gewinn noch Verlust statt. (%) besitzt fiir die gleichen Rand-
bedingungen das namliche Oszillationstheorem wie (a).

Durch entsprechende Verwendung des ersten Teiles von Hilfssatz Ia
beweist man ein Gleiches fiir die allgemeine Differentialgleichung (%).
Wir formulieren das Ergebnis so:

Hilfssatz 1. Beschrinkt man sich ausschlieflich auf Differential-
gleichungen (), so werden bei festen Romdbedingungen d. h. festen Werten
der Koeffizienten A, ..., F infolge irgendwelcher zuliissigen Anderung der
Differentialgleichung d. . der Koeffizienten p, k, v ausgezeichnete Parameter-
werte bzw. ausgezeichnete Lisungen niemals gewonnen oder verloren. Aus-
gezeichnete Parameterwerte und Lisungen dndern sich stetig mit einem reellen
Parameter o, wenn die Koeffizienten von (N,) eindeutige, stetige, recllwertige
Funktionen von o und z(a < x < b) fiir den in Betracht kommenden Be-
reich von o sind.

Sind die Koeffizienten von (%) bloB stetige, nicht-analytische Funk-
tionen des Hilfsparameters, so kann der Beweis des Satzes dadurch gefiihrf
werden, daB man beispielsweise die Differentialgleichung

d d
75l (0@, 00 — G| + (k@ + [r@, @9 + &)y = 0

bildet, wobei s eine geniigend kleine positive GroBe ist. Vergleicht man
hiermit alle Differentialgleichungen () in einer hinreichend kleinen Um-
gebung der Stelle ¢ = g, und faBt hierbei einen bestimmten ausgezeich-
neten Parameterwert ins Auge, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung
von Hilfssatz Ia bzw. der Formel (3) und analoger Beziehungen die
Behauptung.

Der Hilfssatz Ia gestattet die entsprechende Erweiterung.

Zum Schlusse sei nochmals hervorgehoben, daB zmlissige Anderungen
vonr p(x) das Oszillationstheorem in keiner Weise beeinflussen,

8§ 4
Ausdehnung des Oszillationstheorems auf die Differentialgleichung
a a
sz p@nZE) + @ Hy=0.
(Nicht-polarer Fall.)*)
Das im vorstehenden angewandte Verfahren 148t sich so modifizieren,
daB es aunch im Falle der allgemeinen Differentialgleichung (%) zum Be-

' *} Vgl. hierzu Birkhoff, 1. ¢. und die daselbst zitierte Literatmr.
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weise fithrt. Dabei wird sich die Betrachtung ansschlieflich -auf reelle
endliche Parameterwerte beschrinken.

Als gegeben betrachten wir bei den folgenden Uberlegungen die Dif-
ferentialgleichung (%) und ein System von Greenschen Bedingungen, das.
wir ein fiir allemal festhalten.

Zunichst ziehen wir nur die Bedingungen

1) p(x,A)—p(x2) L0, gr,A)—qz,2) =0, a<z<b, A>1
heran; dabei soll also fiir jedes A in der Umo'ebung jeden Wertes von 4
mindestens fiir einen der Koeffizienten ein Teilintervall §, &, von a,b

existieren, so daB in diesem das Ungleichheitszeichen gilt.
Wir betrachten dann in der Schar von Differentialgleichungen

(D) ,{%(p(x, o) %) + (6 + gz, )y =0

den Parameter ¢ als Hilfsparameter®). Fiir den Wert ¢ = o, mége das zu
(") und den festen Randbedingungen gehdrige Problem », negative aus-
gezeichnete Parameterwerte u besitzen. Fiir jeden groBeren Wert o = g, be-
sitzt dann das entsprechende, zu g, gehorige Problem sicher nicht weniger
negative ausgezeichnete Parameterwerte. Vergleicht man nimlich die beiden
Differentialgleichungen (%) und (), so bestehen fiir ihre Koeffizienten
bzw. die Beziehungen

p(He) Sp®e), 9(®0)29®e), a<2<b, o <o,
Zufolge Hilfssatz Ia miissen demgemiB die ausgezeichneten Parameterwerte
von (UY) simtlich abnehmen, wenn o von o, bis o, wichst. Weil bei
dieser zuléssigen Anderung ausgezeichnete Parameterwerte weder verloren
noch gewonnen werden, ist die Behauptung erwiesen.

Wie bereits bemerkt, nehmen bei zunehmendem ¢ die ausgezeichneten
Parameterwerte von () bestiindig ab. Jeder positive (einfache oder zwei-
fache) ausgezeichnete Parameterwert von (%) kann hierbei also héchstens
einmal Null werden. Fiir g = 0 wird aber jeweils (%) mit (%) fiir den
betreffenden Wert 1 — ¢ des Parameters 1 identisch. Daher kann jede zu
einem positiven ausgezeichneten Parameterwerte von (U3") gehsrige aus-
gezeichnete Losung hochstens zu einer einzigen ausgezeichneten Losung
von (%) filhren. Andererseits liefert ein negativer ausgezeichneter Para-
meterwert von (A) bei wachsendem ¢ niemals einen ausgezeichneten
Parameterwert von (), auch der etwa vorhandene ausgezeichnete Para-
meterwert =0 von (A gibt zu keinem weiteren ausgezeichneten Para-
meterwert von (%) Veranlassung. Und umgekehrt entspricht jeder aus-

*) Eine analoge SchiuBweise findet sich bei Hilb, 1. ¢. (Jahresber. 1907) zum Be-
weise Sturmscher Oszillationstheoreme im polaren Fall. Vgl 8. 88.
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gezeichnete Parameterwert 4 (o, £ 1 < ¢;) von (¥} einem ausgezeichneten
Pargmeterwerte p =0 von (%) (0;,< 0 < 0,). Daher das Resultat:

Bind g, und o, zwei reelle Werte des Parameters g(o,<0,) und hat
die Differentialgleichung (%) im ganzen #,, die Differentialgleichung (%)
hingegen im ganzen n, zu negativen ausgezeichneten Parameterwerten ge-
horige ausgezeichnete Losungen, so ist n, <,; und es gibt genan ny—n,
verschiedene reelle ausgezeichnete Losungen von (), deren zugehirige
reelle uusgezeichnete Parameferwerte der Bedingung o, <1 < g, geniigen.
Voraussetzung ist hierbei nur, daB die Koeffizienten von (%) die Be-
dingung (1) erfiillen.

Aus dem so gewonmenen Ergebnis folgt unmittelbar: Ist die Forde-
rung (1) erfallt, so gilt fir die Differentialgleichung (N) und die vorgegebene
Randbedingung donn und nur danmn das ndmliche Oszillationstheorem wie
fiir die Differentialgleichung (%,), wenn
a) zu jeder positiven ganzen Zohl N, ein Wert 1= g, existiert, so daf

(U8 unter den gleichen Randbedingungen mindestens N, zu nega-
toen ousgezeichneten Parameterwerten gehiorige ausgezeichnete Li-
sungen besitst;
b) ein Wert 2 = P existiert, so daff (UT) nur positive ausgezeichnete
Parameterwerte zulift.
Um die an erster Stelle genannte Bedingung (2a) zu erfiillen, gentigh
es und ist zugleich notwendig, daB bei passender Wahl vor 4 eine (und
dann zufolge § 2 auch jede) Losung von (%) im Intervalle a, b beliebig
viele Nullstellen besitze. Um ein Kriferium hierfiir zu gewinnen, fithre
man in der Differentialgleichung () vermtige der Substitution

z=2z(x,4), = —-**f T

die neue unabhingige Veriinderliche x, ein. Wie leicht zu zeigen, ergibt
sich dann ans (%) die Differentialgleichung

37(‘7:1) a2 &y
c’(p(ml))g dm‘z + q (xl)y 0

@

wobei

P(z) =p(@,0,%), 7(@)=q@@,n,2), ¥@)=yza,d).
Bestimmt man den willkiirlichen, von x unabhiingigen Faktor ¢ durch die
Gleichung

e(4) = p(w 5D

so entsprechen den Punkten a <z gb eineindeutig die Punkte 0 <o, <1
fiir jeden endlichen Wert von 1. % (z,) hat in 0;1 die gleiche Nullstellen-
zahl wie y(z) in a,b.
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(%) besitzt demgemiB die oben geforderte Eigenschaft, sobald in

b
axy dz \*_
2—,—1)(.’81)q(.’61){f (xf:z)} ?/=O

der Koeffizient von # im Intervalle 0, 1 (oder auch nur in einem festen
Teilintervall, das also mit wachsendem 1 eine feste GrioBe nicht unter-
schreitet) durchweg groBer wird als eine beliebig groBe positive GroBe.
Die Bedingung (2a) ist somit gewiB erfilllt, wenn

2
2111“&?(%1)2(@2){]2,(@ 1)} =+o00, a0

Um die Bedingung (2b) zu befriedigen, geniigh es z. B., daB fiir alle
o <2< b die Beziehung gilt:
lim ¢g(z, 4) = — 0.%)

A= —o

Zum Beweise bestimme man in der Differentialgleichung
() d :c’ Y+ (e+7)y=0

die Konstante 7 so, daB alle ausgezeichneten Parameterwerte yu von (a) fiir
die vorgegebenen Randbedingungen positiv sind. Das ist immer moglich.
Bezeichnet « das Minimum von p(z,7), we { ein fester, im iibrigen be-
liebiger Wert des Parameters 4 ist, so gilt

0<a<p(2), a<a<h

fir jedes 41 <1 Setzt man ferner z = %, so gibt es den angenommenen

Eigenschaften von ¢(z,4) zufolge iberdies eine Zahl ) <, fiir welche
d@l)<B, aLwz<bh.
Fithrt man nun die Differentialgleichung

d d r
(@) 7= (¢35 + W +By =0,
die ebenfalls nur positive ansgezeichnete Parameterwerte besitzt, in
d a ’
(o) 15 (P@ LT + @+ a@ )y =0

*) Mit dieser Bedingung ist die folgende

4z, 2)

2o (@D

gleichbedeutend, Da p#mlich die stets positive Funktion p(z,2) mit abnehmendem %

gicher nicht abnimmt, so muB g(x, 1), absolut genommen, fir alle ¢ <2 <b mit gegen
— o0 sbnehmendem 2 offenbar tber alle Grenzen wachsen.

=—00
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iitber, so nehmen alle ausgezeichneten Parameterwerte zu, (%) hat nur
positive ausgezeichnete Parameferwerte, w. z. b. w.

Eine ganz entsprechende Betrachtung zeigt itbrigens, daB die bereits
behandelte Bedingung (2a) sicher befriedigt ist, sobald fiir ein festes Teil-
intervall &, & (< <E D)

lm g(z, 1) = + co.
2= 400

Auf weitere Einzelheiten soll hier nicht eingegangen werden. Beziig-
lich der Kriterien, die in den Sturmschen Féllen die Existenz des voll-
standigen Oszillationstheorems fiir die Differentialgleichung () garantieren,
sei an dieser Stelle nochmals auf die Arbeiten von Herrn Bocher®) hin-
gewiesen.

Die beiden Bedingungen (1) und (2) waren fiir die vorstehende Unter-
suchung durch die Natur der Koeffizienten von (%) vorgezeichnet. Sie
erwiesen sich als hinreichend, um fiir ein festes Greensches System die
Giltigkeit eines und des nimlichen Oszillationstheorems, und zwar des
gleichen wie fiir (%)), fiir alle Differentialgleichungen vom Typus (%) zu
sichern. Die Annahmen, daB p(x, i) und g¢(z, 1) mit wachsendem A bei
festem z monoton abnehmen, bzw. monoton wachsen, boten die Gewshr,
daB wicht mehr ausgezeichnete Parameterwerte von (%) existierten, als
durch das Oszillationstheorem von (¥,) vorgeschrieben waren. Die hinzu-
tretende Eigenschaft (2) sicherte die Existenz aller dieser ausgezeichneten
Parameterwerte fiir die Differentialgleichung ().

Die Bedingungen (1), (2) sind im oben erklirten Sinne offenbar auch
notwendig. Dies 1dBt sich durch Konstruktion von Beispielen leicht er-
hiirten.

§ 5.
Die Oszillationstheoreme fiir die Differentialgleichung
Z (p () %) + (QE@ +re)y =0, k(x)=0.
(Polarer Fall.)

Die im vorstehenden entwickelte Methode gestattet die Behandlung
sogenannter polarer Probleme. In diesem Paragraphen soll zunichst das
einfachste Beispiel eines solchen, namlich die zu vorgegebenen Greenschen
Bedingungen und zur Differentialgleichung

a a
() 1z (0@ 3) + (k@) +r@)y =0
gehorige Randwertaufgabe betrachtet werden. Dabei wechselt also Z(z)

*) Siehe die bei Bocher, L c. (S. 446) zibierten Arbeiten.
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in endlich vielen oder unbegrenzt vielen Stellen des Intervalls 4, b sein
Vorzeichen. Die Voraussetzungen iiber p(z), k(z) und »(z) sind im iibri-
gen die gleichen wie in Paragraph 3.

Zunichst lehrt die Betrachtung von (8,), dab zu jeder vorgegebenen
Oszillationszahl N immer eine positive Zahl L von folgender Eigenschaft
existiert: Fiir alle positiven und alle negatlven Werte des Parameters 2,
deren absoluter Betrag nicht kleiner ist als L, ist die Oszillationszahl
einer jeden Losung von (B,) grofer als N. Um dies einzusehen, greife
man ein Teilintervall von @, b heraus, in dem 1%(2), einschlieBlich der
Endpunkte, fiir 1> 0 durchweg positiv ist und bestimme (vgl S. 82)
eine Konstante L%, die fiir eben dieses Teilintervall und damit auch
fir das Intervall ¢, b beztighieh der positiven Werte von 4 die oben ge-
forderte Eigenschaft besitzt. Fiir negative Werte von 1 ergibi sieh anf
Grund einer dhnlichen Betrachfung eine entsprechende Zahl I—. Die grifere
der Zahlen L+ und L~ ist die gesuchte Schranke L.

Eine unmittelbare Folge dieser Tatsache ist, daf die Randbedingungen
nur fir diskrete Werte A erfiillt sein kinmem. Die ausgezeichneten Para-
meterwerte ergeben sich nimlich als Nullstellen einer in 1 ganzen trans-
zendenten Funktion 6(1)*); sie liegen daher entweder diskret oder er-
filllen die ganze (komplexe) i-Ebene. Geht man im letzteren Falle von
einem beliebigen reellen Werte des Parameters i und einer zugehdrigen
ausgezeichneten reellen Losung von (%B;) aus, so miiBte sich dieser Wert
von i stetig in jeden anderen iberfilhren lassen, so zwar, daB wihrend
des ganzen Verlaufes der Anderung sowohl die Differentialgleichung als
die Randbedingungen erfiillt und die aufiretenden Parameterwerte i und
die zugehdrigen Lésungen von (B,) simtlich reell sind. Bei einer solchen
Anderung wiirde aber nach dem oben Bewiesenen die urspriingliche Lisung
beliebig viele Nullstellen gewinnen, obwohl dies den Randbedingungen
(§ 2) zufolge unmdglich ist.

Nunmehr bilden wir die Schar von Differentialgleichungen (%):

) dm (0@ 32) + (v + @) + )y =

wobei 1 der Hilfsparameter ist, und betrachten das zur gegebenen Green-
schen Randbedingung und zu jedem (¥*) gehorige nichtpolare Oszillations-
theorem; die A,nza.hl negativer ausgezeichnefer Parameterwerte sei dann n{i).
Die Funktlon n(4) von 1 besitzt das absolute Minimum %, und die Werte A,
fiir die n(1) =n, ist, liegen dem oben Bemerkten zufolge zwischen an-
gebbaren endlichen Grenzen. Eine Teilmenge der A bilden die Punkte A/,
in denen gleichzeitig die Mindestzahl von ausgezeichneten Parameterwerten

% Vgl D. 1,58,
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v =0 erreicht wird. Bei der Bildung von #{1) sind natiirlich zweifache
negative ausgezeichnete Parameterwerte immer als zwei in Anschlag zu
bringen.

. Wir verlegen den Nullpunkt der 1-Zshlung in eine Stelle A’ oder,
wie der Kiirze wegen im folgenden stets gesagt werden soll, wir normieren
den Porameter i. Die Differentialgleichung (%8,) lautet dann:

(B,) 1= (2@ FY) + (k@ + @)y = 0.

(Der Index O in 7, soll anzeigen, daf der Parameter normiert ist.)

Jedem positiven ausgezeichnefen Parameterwert von (A?) entspricht
mindestens ein positiver und ein negativer reeller ausgezeichneter Para-
meterwert von (8B,;). In der Tat, faBt man irgend einen positiven aus-
gezeichneten Parameterwert », von (U?) ins Auge, bzw. das Oszillations-
zahlenpaar, dem er zugehort, so 1iBt sich, wie oben bewiesen wurde, eine
obere Grenze I fiir die absoluten Betrfige der etwa zu diesem Oszilla-
tionszahlenpaar gehorigen ausgezeichneten reellen Parameterwerte von (%B,)
stets angeben. Dem fiir (A?) geltenden nichtpolaren Oszillationstheorem
zufolge ist dann jeder diesem Oszillationszahlenpaar entsprechende aus-
gezeichnete Parameterwert », von (%?) sicher negativ, sobald !4/ > L ist.
Lassen wir nun 4 von Null beginnend bestindig wachsen (oder abnehmen),
so indert sich hierbei v, stetig (Hilfssatz Ia), ist fiir 2 = O positiv und
wird fiir 1 = 1 L negativ sein. Da iiberdies », stets innerhalb endlicher
Grenzen bleibt, muB es mindestens einmal den Wert Null annehmen;
dann ist (¥%) mit (B,) identisch, der zugehdrige Wert A ist ein reeller aus-
gezeichneter Parameterwert von (3B,).

Umgekebrt entspricht jedem reellen ausgezeichneten Parameterwert
von (B,) ein ausgezeichneter Parameterwert von (U?). Es eriibrigt, um
fiir die reellen ausgezeichneten Parameterwerte von (%)) ein Oszillations-
theorem zu gewinnen, die Untersuchung, wie oft jeder positive und jeder
negative ausgezeichnete Parameterwert von (%), sowie der etwa vorhan-
dene ausgezeichnete Parameterwert » =0 von (%) den Wert Null pas-
siert, wenn entweder 1 von Null beginnend bestiindig wichst oder be-
stindig abnimmt.

In dieser Hinsicht gilt folgender Satz: Bei wachsendem sowohl als bei
abnehmendem 4 wechselt jeder positive ausgeseichnete Parameterwert von (A0)
gerade eiwmal das Vorzeichen, wenn

¢ o (&) @o(@)*dz > 0

fiir jeden von Null verschiedenen reellen ausgeseichneten Parameterwert 1,
und eine zu l, gehirige ausgezeichmete Lbsung y, von (8B,). Unter der
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gleichen Voranssetzung bleibt jeder negative ausgezeichnete Parameter-
wert von (%Y%) bei wachsendem sowohl als bei abnehmendem 1 bestindig
negativ.

Es entspricht dann jedem positiven ausgezeichneten Parameterwert
bzw. jeder ausgezeichneten Losung vop (¥{) nicht mehr als ein reeller
ausgezeichneter positiver und negativer Parameterwert bzw. eine reelle aus-
gezeichnete Losung von (B,). Keinem der negativen ausgezeichneten Para-
meterwerte von (U?) entsprichi ein reeller ansgezeichneter Parameterwert
von (B,).

Ist noch bekannt, daf der ausgeseichnete Parameterwert v =0 von (9(")
keine weiteren ausgezeichmeten Parameterwerte von (B,) liefert, so kann man
sagen: damit fiir die reellen positiven bsw. negativen ausgezeichneien Para-
meterwerte von (B,) je das gleiche Oszillationstheorem wie fiir die positiven
ausgezeichneten Parameterwerte von () gilt, ist hinreichend, dafi die Be-
dingung (R) erfillt ist.

Zum Beweise sei v, ein ausgezeichneter Parameterwert von (%),
v, + Av, derjenige ausgezemhnete Parameterwert von (¥2+4%), der aus v,
bei Anderung von 1 in 1 4 A hervorgeht. Die zugehorigen ausgezeich-
neten Losungen seien bzw. y, und ¥, + Ay,. Da beide den gleichen Green-
schen Randbedingungen und bzw. den Differentialgleichungen (%?*) und

@o5) T (p(a) W F AW | (ot At G+-AD b+ 7, @) (Y- A) =0

geniigen, ergibt der Greensche Satz:

b
0o+ D) (Avy+ BL-k@) dz =.0.

4 geht analytisch in die Koeffizienten von (%?) ein. Infolgedessen dirfen
wir, nach Division mit A4, zur Grenze fibergehen und erhalten

&
SJE@ @) de

R

[(yo (@)'dx

Nehmen wir insbesondere v, = 0, so ist 1 = A, ein ausgezeichneter Para-
meterwert, y, eine zugehdrige ausgezeichnete Losung von (%B). Ist 1 po-
sitiv, so wird mithin », bei zunehmendem 4 stets abnehmen& dureh Null
hindarchgehen, wenn

) ﬁt(x);(yo(x))*_ dz>0.
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Und -das gleiche wird bei abnehmendem, negativen 1 stattfinden, wenn

) S#@) oz < 0.

Anders ausgedriicki: wenn v, einmal die Null passiert hat, muB es be-
stindig negstiv bleiben, w. z. z. w.

‘Wir ziehen hieraus noch die ‘weitere Folgerung, daf fiir jede sum ein-
fachen ausgezeichneten Parameterwert =0 gehirige ausgezeichnete Lisung vy,

) S5 o@)rdz =0

wird, sobald der Parameter normiert ist. Da die ausgezeichneten Para-
meterwerte von (B,) diskret liegen, muB nimlich der ansgezeichnete Para-
meterwert v, =0 von () in der Umgebung von 1 =0 sicher von Null
verschiedene Werte annehmen, und zwar negative, da der Parameter nor-
miert ist. Wire non

b
J ky*dz +0,

so lieBe sich stets eine Anderung von 1 angeben, fir die », positiv wiirde.
Aus dieser Uberlegung folgt in Verbindumg mit dem oben Gezeigten gleich-
seitig, daf umter Annahme von (1) eine etwa vorhandene, su v =0 ge-
horige ausgeseichnete Losung von (W) zu keinem weiteren von Null ver-
sehiedenen ausgezeichneten Parameterwert von (B,) Anlaf gibt. Entsprechen-
des gilt (wenigstens im definiten Fall) fir zweifache ausgezeichnete Para-
meterwerte v,== 0. Die Darstellung beriihrt sich im Grundgedanken aufs
engste mit der von Herrn Hilb¥) gegebenen Behandlung Sturmscher Rand-
bedingungen. Vgl. ferner Richardsonm, L ¢, § 1.

Die Ungleichung (1) besteht im definiten Folle®*) d.h. immer dann,
wenn n;=0 ist, wenn also kein ausgezeichneter Parameterwert von (%)
negativ ist.

Um dies nachzuweisen bildet man die zu den vorgegebenen Green-
schen Randbedingungen und dem Differentialausdruck

d a
L) = 7z (r@ 32 + re(@)y
oehonge Greensche***) Funktion G(z, £); diese gestattet die Darstellung

* Bﬂb Eine Erweiterung des K,lemsahen Osz:lla.honstheorems (Jahresb. d. D.
Math.-Ver. 1907). \

**) Vgl. Hilbert, L c., 5. Mitt, Fir den Fall, daB in der Differentialgleéichnng (B,
der Koeffizient L(z) unbegrenzt viele Nullstellen im Intervall a, & besitzt, vgl. Lichten—
stein, Zur Analysis der upendlich vielen Variabeln I (Rend. Cire. Mat. Palermo,
T. XXXVI, 1914) sowie die Literaturangaben ebenda.

% Vgl Hilbert, L. ¢, 2. Mith,
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-
@ Gz, ) = D - 9,2)9,®.
j=1

Dabei sind die »; die positiven ausgezeichneten Parameterwerte, ¢ ; die zu-
gehtrigen ausgezeichneten Lisungen von (¥,%) und die Darstellung kon-
vergiert gleichmiBig far alle a <2z <b, e <E<LH  Je nachdem v =0
ein ausgezeichneter Parameterwert von (¥,% fir die gegebenen Rand-
bedingungen ist oder nicht, hat man es mit einer Greenschen Funktion
im erweiterten oder im gewOhnlichen Sinne zu tun. Der Beweis fiir die
Giiltigkeit dieser Darstellung 18t sich mit Hilfe der Differentialgleichung
(¥,%) allein erbringen, indem man unter Zuhilfenahme asymptotischer
Darstellungen fiir die Losungen von (%,°) bei groSen Werten von » das
Verhalten von G(z, & u) d. h. der zu L(y) + uy (fir den betreffenden
Wert ) gehorigen Greenschen Funktion untersucht. Der Beweis ergibt
sich aus den Untersuchungen vorn Herrn Birkhoff.¥)

Aus den charakteristischen Eigenschaften der Greenschen Funktion
(im gewdohnlichen oder erweiterten Sinne) folgt in bekannter Weise die
Symmetrie von G(z, £) hinsichtlich der beiden Variablen z, £; sie ist eine
Folge des speziellen Charakters der Randbedingungen. (Die Greensche
Funktion im gewthnlichen Sinne liefert einen abgeschlossenen Kern, die
im erweiterten Sinne besitzt, als Kern einer Integralgleichung 2. Art be-
trachtet, die dem Werte » = 0 zugehdrigen ausgezeichneten Losungen
von (% und nur diese als Nullssungen.)

Ist fermer y,(x) eine reelle oder komplexe ausgezeichnete Lisung
von (9B,), 2, der zugehdrige von Null verschiedene reelle oder komplexe
ausgezeichnete Parameterwert, so gilt

a 0(® = 1, Gz, H@y(@)de
und hieraus folgt
Jo  5(e) (9 @) dz = 42 [ f G(z, OR@EE po@e(E) dnd;

auBerdem ist fiir zwel verschiedene ausgezeichnete Parameterwerte ,, i,
bzw. die ausgezeichneten Losungen y,(z), y;(2)

[r@un@n@dz=0, [[6k@kEn @)y E)dedt =0,

*) Birkhoff, Boundary value and expansion problems (Trans. Am. Math. Soc.,
Vol. 9, 8. 373ff). Birkhoff, Note on the Expansion Problems of Ordinary Linear Dif-
ferential Equations (Rend. Cire, Mat. Falermo, T. XXXVI, 8. 115f),
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Setzen wir fir G(z,£) die Entwicklung (I) und integrieren glied-
weise, was wegen der gleichmifigen Konvergenz gestattet ist, so folgt

S (4@ @z - w5 jk(x) 5@ (@) 5]

Da die »; alle positiv und, ebenso wie die p(z), simtlich reell sind, so
ist fiir reelle ausgezeichnete Parameterwerte 1,4 0 von (B,) tatsichlich (11)
erfiillll. Daf (B,) im definiten Falle keine komplexen ausgezeichneten
Parameterwerte hat, folgt aus Zhnlichen Uberlegungen. (Vgl. auch weiter
unten.)

Fiir die definiten Fille gilt somit der Satz:*) Normiert man, bei vor-
gegebenen Randbedingungen, den Parameter der Differentialgleichung (B,)
und hat dann die nichtpolare Differentialgleichung (%,°)

a a
72 (P@F) + 0+ @)y =0

keinen negativen ausgezeichneten Parameterwert, so ist die Gesamitheit sowohl
der positiven als der megativen reellen ausgezeichmeten Paramelerwerte von
(8B,) — jede fiir sich — nach dem nimlichen Oszillationstheorem geordmet,
wie die Gesamitheil der positiven ausgezeichneten Parameterwerte der Diffe-
rentiolgleichung (9,°).

Damit sind die definiten Fille erledigt. Im Hinblick auf spiitere An-
wendung formulieren wir fiir diese Fille noch folgenden, dem Hilfssatze Ia
entsprechenden

Hilfssatz Ib. FEs sei durch ein festes Greensches System und eine
Differentialgleichung

() 1=(p@) T + (1h@ + 7, @)y =0

ein definites polares Problem bestimmit (und der Parameter in (B,) bereits
normiert). Andert man dawn (B)) mit Hilfe eines Parameters o, der etwa
linear in_die Koeffizienten von (%B,) eingeht, in zulissiger Weise, wobei k(z)
an jeder Stelle des Intervalls a < x <b wichst (oder dock wicht abnimmd),
so0 bleibt das Problem definit™), alle positiven ausgezeichneten Paramelerwerte
nehmen ab oder doch wicht 2u; im Verlaufe der Anderung werden positive
ausgezeichnete Parameterwerte weder gewonnen noch verloren. Nimmi, unter
im ibrigen gleichen Voraussetoungen, k(z) fir alle a <z < b ab (oder doch
wicht zu), so nehmen die negativen ousgezeichneten Paramelerwerte simtlich
zu (sicher nicht ab); keiner von ithnen geht verloren. Etwa vorhandene aus-

* Vgl D. I Teil, § 8.
*%) Und kann unter Umstéinden auch in ein nichtpolares Problem iibergehen.
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gezeichnete Parameterwerte 1 =0 bleiben bei den genannten Anderungen
erhalten.

DaB bei der Anderung das Problem definit bleibt, ist klar. Zum Be-
weise der iibrigen Behauptungen sei etwa

d d
(B9) 72(P@)5Y) + (1G@ + 0Ak@) + r@)y = 0
gesetzt, wobei die stetige Funktion Ak(z) der Ungleichung geniigt
Ak(z) =0, aL2Lh

Der Greensche Satz, angewandt auf eine ausgezeichmete Losung ¥,(z)
von (BY) und die ihr entsprechende Losung y, + Ay, von (B 4¢) ergibt
beim Ubergang zur Grenze

Da der Nenner stets von Null verschieden ist, folgt die Behauptung.

Was den allgemeinen, also den nichidefiniten, polaren Fall anlangt, so
scheint bis jetzt der Nachweis nicht gelungen, daB bei normierfem Para-
meter ausnahmslos fiir alle reellen von Null verschiedenen ansgezeichneten
Parameterwerte bzw. die entsprechenden ausgezeichneten Losungen “die
Ungleichung (1) in Geltung bleibt.

Indes kann man durch Betrachtung der Greenschen Funktion im
nichtdefiniten Falle wenigstens erkennen, daB es sicher nicht mehr als #,
reelle von Null verschiedene ausgezeichnete Parameterwerte i, bzw. ver-
schiedene ausgezeichnete Losungen y, geben kann, die eine Ausnahmestel-
lung einnehmen, insofern fiir sie

b
o [ k@) @)z <O

ist. 7, bedentet hierbei wie friiher die Gesamtzahl verschiedener ausge-
zeichneter Losungen von (,%), die zu negativen ausgezeichneten Para-
meterwerten gehoren, im Falle der Parameter normiert ist. Die folgende
Betrachtung wird gleichzeitig eine obere Schranke fiir die Anzahl kom-
plexer ausgezeichneter Losungen des polaren Problems liefern,

Wir beschrdnken uns vorliufig auf die Betrachtung reeller ausgegeich-
neter Parameterwerte; der Parameter in (B,) sei normiert. Die zu (%%)
und den gegebenen Randbedingungen gehdrige Greensche Funkiion be-
gitzt m, verschiedene zu negativen ausgezeichneten Parameterwerten von (%,°y
gehodrige Summanden, es ist also
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@ Gz, ) = ~2 - Pi(2)9,(0) + S’ PR AU
= ”n+1
die Grofen v, v, und die Funktionen ¢(z), ¢ ,(z) sind alle reellwertig,
die v;, v, simtlich positiv.
Aus der Infegralgleichung (II) folgt fiir jeden von Null verschiedenen
ausgezeichneten Parameterwert 4, und die zugehérige ansgezeichnete Losung

wie oben
5 E 3]
by [ B@yy2de = 12 [ 1 Gz, HB@)EEY(@)y, () dedt.

Fir alle reellen von Null verschiedenen ausgezeichneten Parameterwerte
ist also gleichzeitig mit

b
by [ B(@)yetdz 2 0
stets auch :
Jo= [ @@ DR@EE) @y (B dzds Z 0.

Zunichst werden wir zeigen: es gibt sicher nichkt mehr als n, reclle
verschiedene ausgezeichnete Lisungen, die reellen von Null verschiedenen
ausgezeichneten Parameterwerten zugehdren und fiir welche das (mit den
ausgezeichneten Losungen gebildete) Doppelintegral J(y) kleiner als Null ist,

e) T@) = [ 6z OF@DEEy(@)y(©)dzdt < 0.

Nehmen wir im Gegenteil an, es gebe #n,+ 1 reelle ausgezeichnete
Parameterwerte i,(z=1,---, my, + 1), deren zugehbrige ausgezeichnete
Lésungen y,(v = 1,---, n, + 1) nur negative Integralwerte J(y,) =
liefera: In der Reihe 4, 4,;---, 4, ,, sind dabei zweifache ausgezexchnete
Parameterwerte, fiir welche zwei verschiedene zugehdrige ausgezeichnete
Losungen negative Integralwerte J, liefern, zunichst doppelt zn zihlen.
AuBerdem soll sein

S @y ,@)dz =0 = [[ 6z, DR@)EE), @)y, (E)dzds

Fiir 1, 4, ist (2) eine direkte Folge aus (II} (S. 89).
Ist-im Falle 1,= 4, (2) nicht erfiillf, so ersetzen wir y, und y, durch
zwei. verschiedene lineare Kombinationen

¢a= Yot €Yy ¢¢ = Yo+ VY
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welche der Bedingung (2) geniige leisten. Dies ist der Fall, sobald
1—eq
nN—e€

?I ==
ist, wobei

1 =[] Gz, OR@HE)Y,(@)y.(E)dadt

gesetzt wird, Hierbei sind, was immer mdglich ist, y, und y, so normiert,
daB die zugeh&rigen Integrale J gleich — 1 werden.
AuBerdem wird dann

I(®,) = ff 6(2, HE(@)h(E) 0,(2) O, (£) dw dE = — 1 + 2qc—cf,

J(®,) = f f G, (@)HE) 0,(9),(O dnd= =7 (— 1+ 20y — o).

Sobald also 7?<C 1 ist, liefert 1 =1, wirklich zwei verschiedene der
Forderung (1) geniigende ausgezeichnete Losungen. Im Falle %*> 1 hin-
gegen gibt es im wesentlichen nur eine einzige ausgezeichnete Losung
dieser Art; letztere Eventualitit ist daher auszuschlieBen, wihrend 7%= 1
sich den spiter zu erdrternden Fillen unterordnet, in demen ein Teil der
Integrale J, Null ist.

Jedes lineare Aggregat

B+ 1

S(z) =Z .4, (%) [e, nicht alle 0]
z=1

von (n;+ 1) reellen, den Forderungen (1) und (2) ausnahmslos geniigenden
stetigen Funktionen y (v=1,---, n,+ 1) ergibt als zugehorigen Integral-
wert J(S)

no+1

J(S) = 2 ¢ ff G (2, )k(@)k(E)y.(2) y,(§) dw dE

g Re+1

=D f 9,(2)k(@)y.(2)dz)

i=1 f z=1

® o1
2{;(2 f 9@)k(2)y,(@)dz) < 0
Die n, Glexchungen
np+1
Z’Qz f‘pj(x)k(x)yt(x)dx = O) j=1-- Ty
z=1 a

sind hinsichtlich der n,+ 1 reellen GroBen c, linear und homogen, werden
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also unter allen Umstinden durch (mindestens) ein System von GréBen ¢,
befriedigt, die nicht simtlich Null sind. Fir ein solches System bzw. das
zugehorige S(x) wire aber

I(S) —2 (%_2 . ] 9@y Bdz) <0,

was unmdglich ist, da in dieser Ungleichung linker Hand nur positive
(h6chstens verschwindende) Glieder stehen.

Die Uberlegung bleibt amwendbar, wenn an Stelle der reellen ausge-
zeichneten Parameterwerte oder eines Teiles derselben komplexe ausge
zeichnete Porameterwerte A,= A+ iN,” (A< 0) bzw. die zugehdrigen
komplexen ausgezeichneten Losungen Y, = Y/ +¢Y," (Y, 0) treten.
A, Y, baw. iA”, iY, bedeuten die reellen bzw. lateralen Bestandteile
der Grofen A, und Y. Aus der Problemstellung folgt iibrigens, daB zu
einem komplexen ausgezeichneten Parameterwert sicher keine reellwertige
ausgezeichnete Losung gehort, ferner daB mit A immer auch der konju-
giert komplexe Wert A= A" —iA\” ausgezeichneter Parameterwert ist.
Entspricht dem ausgezeichneten Parameterwert A die ausgezeichnete Losung
Y=Y +4Y", so ist die konjugiert komplexe Funktlon Y=Y-—iY"
die zu A geh«')rlcre ausgezeichnete Losung.

Anstatt (1) geniigh es jetzt zu fordern, daB

(1) J,4 0;
dabei ist

T~ Jf 6@ 9r@kE .0 . dodt
=2 [[6@8r@hE ¥, (%) ¥, ) dedt

+i [[ 6@ r@REY, (@)Y, ) deds).

Dies soll jetzt gezeigh werden.

Die Integralgleichung (II) ergibt, da die ausgezeichneten Losungen
Y +1:Y,” und ¥ —iY,” zu verschiedenen ausgezeichneten Parameter-
werten gehdren,

S 6 DE@RE ¥, @) Y, dz i
(1a) o ab \
w — [f 66, PO @Y. Bdsdt
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Ferner ist fiir jede zu einem reellen ausgezeichneten Parameterwert ge-
horige reellwertige aunsgezeichnete Losung y, die Bedingung erfiillt ‘

[ 6, (@b Y. @)y, (dzdt =0,
(23‘) ‘ ab B
[ 6@ 9r@EE 1. @)y, (& dd = 0.

Fir jeden von A, und A, verschiedenen komplexen ausgezeichneten Para-
meterwert A, hat man

[f 6 H1@kE) ¥, @)Y, (& dzdt =0,
(2b) f f Gz, DE@)EE) Y, (2) ¥, (&) dwdt =0,

1 6@ HEE® Y, @) ¥,"(E) dzdt = 0.

Existieren hingegen zwel verschiedene zu A, gehdrige ausgezeichnete
Losungen, etwa Y, Y, ,, so gilt zundchst nuor

ff G(%, ) (&) b T, (#) Vo (§) dur
- — [T e@or@reTO L@ dsas,
J6@9r@HE Y@, ) duds

=+ JJ 6@k HE) ¥,y Y du

Ist fir das Paar Y, ¥, , die Bedingung (2b) nicht befriedigt, so
ersetzt man wieder Y, und Y,,, durch zwei verschiedene lineare Kom-
binationen

Z,=Y,+¢cY, +1undZ,+1—Y+y 41
(¢ und ¢ sind komplexe Konstanten),

die wiederum ausgezeichnete Lésungen sind. und deren reelle bzw. laterale
Bestandteile die Bedingungen (2b) erfillen. Das ist immer méglich. Fir
Z,und Z, , bzw. ihre reellen und lateralen Bestandteile gelten dann
aufierdem die Gleichungen (1a) und (2a), aber nieht notwendig (17).
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Unter den Voraussetzungen (1a), (2a), (2b), (1)) LiBt sich nun.aus
jedem System von m komplexen Funktionen Y, olo=1,---m) ein System
von m reellen stetigen Funktionen 2z, bilden, das den Bedingungen (1)
und (2) geniigt und iiberdies beziiglich jeder reellen ausgezeichneten Losung
y, die Eigenschaft besitzt, dab

@) S 6@ @ kE)9,@) 2, dzdt = 0.
Im Falle e

f 6ok b(®) Y,0) T (® dedt +0

ist nimlich wegen (1a) entweder Y (z) oder ¥ '(z) der Beitrag, den ¥,
zu dem neunen Systeme der 7, hefert Ist hmo*ecren

aff G (5, £) k(@) b(§) T (2) Y, (8) dw d

—— [ 6 k@) k) T, @) ¥ ® azag = o,

so mufl wegen (1") sein
5 b
:f f G (2, §) k(@) k() Y, (2) Y (§) dw dE + 0.
Es wird also fiir eine der reellen GroBen ¢,= + 1 die Ungleichung gelten
b b
f [ 6@ 9@ k) (T @ + 0, ¥, @)(T© + ¢, ¥, ®) dwdt <O.

Y +e, Y ;' ist dann wegen (2b) und (2a) der von ¥, herriihrende

Bestandtell nn Systeme der 2,.

Nun waren aber in dem oben fiir reelle ausgezeichnete Losungen
durchgefiihrten Beweis die Eigenschaft (1) und (2) a.ﬂem wesentlich. Unser
Satz gilt daber allgemein fiir (n,-- 1) reelle wund komplexe den Bedin-
gungen (2), (2b) ausnahmslos geniigende ausgezeichnete Losungen, sobald
nur fiir jede von ihnen auch (1) bzw. (1) erfiillt ist.

Der bisher ausgeschlossene Fall, daf fir alle ausgezeichnete Lisungen
des betrachleten Systems oder auch nur fir eimen Teil derselben die Inte-
grale J verschwinden, 138t sich immer auf den bereits behandelten Fall
‘megativer bzw. von Null verschiedener Integralwerte J zuriickfithren.

Zu dem Ende betrachte man die Schar von Differentialgleichungen (B,)

@ GO+ ke +n@ ~eRe)y =0
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in der Umgebung der Stelle yu = 0. R(z) ist hierbei eine-stetige reell-
wertige Funktion von z, und g ein reeller Hilfsparameter; fiir y — 0 er-
balt man die wurspriingliche Differentialgleichung (8,). 1 =0 soll kein
ausgezeichneter Parameterwert von (B,) sein.

Jeder ausgezeichnete Parameterwert 1, von (%B]) ist, als Nullstelle
einer in 1 und g ganzen transzendenten, fiir keinen Wert von g identisch
in 2 verschwindenden Funktion (1, u), eine stetige®) Funktion 1,(g) von g;
diese letztere wird im allgemeinen, d.h. von diskret liegenden (reellen)
Werten von g abgesehen®?*), in der Umgebung einer Stelle g = g, durch
eine nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von u — p, fortschreitende
konvergente Reihe dargestellt. Ein gleiches gilt fiir die zugehdrige aus-
gezeichnete Losung y, (x; w). Ferner ergibt sich die Existenz einer Um-
gebung &: | u| < g der Stelle g =0, in der 1 =0 kein ausgezeichneter
Parameterwert von (B]) ist, wenn dies fiir g = O nicht der Fall war; in
dieser Umgebung bleibt daher die Greensche Funktion G(z, §; u) des Diffe-
rentialausdruckes i/ dy
Liy; ) =43 (p;,;c) + 70y — uBy
eine regulir-analytische Funktion von g und besitzt stets die gleiche An-
zahl », negativer ausgezeichneter Parameterwerte wie fiir u = 0.

Wir lassen im Systeme der y,(r=1,---,%,+ 1) zuerst nur eine
einzige reelle oder komplexe ausgezeichnete Losung von (B,) zu — sie
sei etwa mit y, bezeichnet — deren Integral J; Null ist. Auf den Fall
einer groBeren Zahl derartiger Funktionen y, iibertragen sich die nach-
stehenden Uberlegungen ohne weiteres. Den oben angefihrten Stetigkeits-
sitzen zufolge existiert nun eine positive GréBe & < ¢, derart, daB bei
Beschrinkung auf Anderungen |p — gy | = |Ap| < &, (4, = 0), keines der
zu y, (t=2,.--,my+ 1) gehdrigen Integrale J, (x=2,-..) verschwindet,
und daB keiner der zugehdrigen ansgezeichneten Parameterwerte 1, (z=1,---,
#,+ 1) verloren geht.

Andert man demgemiB g, von Null beginnend, um den reellen Be-
trag Ap, so wird hierbei y,(#;0) in eine andere ausgezeichnete Ldsung
Yy (z; Dp) =y, (25 0) + Ay, (2), 4,(0) in einen anderen ausgezeichneten
Parameterwert 1, (Au) = 1,(0) + A4, iibergehen und der Greensche Satz
ergibt

am 4% [ An) (e 0) do= By (o3 Az 0) do

Der Stetigkeit von 4,(u) zufolge bleibt dor Differenzenquotient 52 endlick,

solange Ayw =0 ist. Da ferner g, (x; ) nicht identisch in z verschwindet

* Vgl D, 8.22.  *) Vgl. 8. 98 der vorliegenden Arbeit.
Mathematische Annalen. LXXVI 7
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uynd stetige Funktion von y und g ist, 1iBt sich bei geeigneter Verfiigung
iiber R(z) eine pesitive Grife g, bestimmen, so daf

j‘R(x)ymx-owl(x- Ap)ds und f R(2)(5 @; Aw) dz

¥on Nu.ll verschieden hleiben, solange [Ap|<L e <e ist; dabei kann
R@)=>0@m< L 2 < b) angenommen werden. Dapn folgt aber aus (III),

da& 1‘ mit gegen Null gehendem g absolut genommen groBer wird als

Jjede cecebene positive Gro8e.
An der Stelle ¢ =0, 2 = 1,(0) sind daher eine endliche Zahl % von

Lasungen A®(u)(h=1,--.,k) der Gleichung 0 = d (4, u) verzweigt. Es
ist ein charakteristischer Unterschied des polaren Falles gegeniiber dem nichi-
polaren, dafl derartige Versweigungsstellen nur im ersteren aufireten kinnen.

Da die Verzweigungsstellen von 1, (u) diskret liegen,*) gibt es eine Um-
gebung & < & Von = 0, in welcher, von p = 0 abgesehen, die Differential-
quotienten d—;zlb—) (h=1,---,k) endlich und stetig bleiben. In dieser Um-

gebung liefern die Zweige 1{) (u) verschisdene ausgezeichnete Parameter-
werte bzw. verschiedene zugehdrige ausgezeichnete Losungen y® (x;u).
Wir schrinken fiberdies & so ein, daB in der Umgebung |1 — 1,(0)| < &
von 4,(0) auBer den Werten A{¥(u) keine weiteren ausgezeichneten Para-
meterwerte sich vorfinden, sobald |u| < &5 0> 0 ist eine hinreichend
kleine, vorgegebene, positive Grofie. Im. Rahmen dieser Bedingung kann
iiber & noch so verfiigt werden, daB auch fir {u|< ¢

.3
S R@) (o @) dz + 0, h=1,2, k.

In der Umgebung &, von g = O abgesehen, ist aber jetzt
]
IP+0, TP [ [ Gla, b w) k) EE) v (@3) 4P (s ) A da,

b
1) [ K@) (4P @ ) de=(G@OPIP, IP+24,(0), h=1,--,k

DaB J® <= 0 ist, ergibt sich aus dem eben Bemerkten, wenn (III) auf eine
solche Stelle g und eine hinreichend benachbarte u + Ay angewandi und

der Grenziibergang lim (u -+ Ap) = u ausgefithrt wird.
War 4,(0) ein komplexer ausgezeichneter Parameterwert, so liefert

dem . eben Bewiesenen zufolge jede reelle Andemng |Ap| < & ein System

*.Es folgt dies unter anderem auch daraus, da.B —- in einer Umgebung von
1 ==1,(0), p = 0 eindeutig und stetig ist (vgl. (1)) und mcht identisch verschwindet.
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von mindestens u,~+ 1 Funktionen y,, das die Bedinguagen (1), (2) er-
fiilllt. Das gleiche hat statt, wenn 4,(0) reell war-und bei einer Anderung
|Aul £ o einer der Zweige 2(?(u) komplexe Werte liefert.

War hingegen 1,(0) reell und fihren. die simtlichen in @ =90,
4=12,(0) zusammenhingenden Zweige fir eine reelle Anderung von w.zu
reellen Werten A{¥(g), so sind die den beiden kleinsten so entstehenden.
recllen ausgezeichneten Parameterwerten i{(w), AP (x) entsprechenden
(nicht verschwindenden) Integrale J®, J® von verschiedenem Vorzeichen.
Tatséiehlich enispricht der ausgezeichnete Parameterwert 2,(0) von (B))
bzw. die ausgezeichnete Losung y,(z; 0) dem Nullwerden eines ganz be-
stimmten ausgezeichneten Parameterwertes »(2=0,p=0) von (A%); die
(bzw. eine) zu v(0,0) gehdrige ausgezeichnete Losung von (9) werde
mit @ (#; =0, g = 0) bezeichnet. Bei gentigender Beschrinkung der reéHen
Anderung von p im Rahmen der Bedingung |g| < &, entsprechen die ansge-
zeiehneten Parameterwerte AV, A von (BY) mit den zugehorigen ausgezeich-
neten Losungen #{Y, ® sicher der ansgezeichneten Losung @ (z;41=0, u) von

) 2 (0@ ) + (@ — uB@ + v}y =0, v=v(A=0,u),

wobei @(z; =0, u) ihrerseits gerade der Lisung ¢@(r;3=0,p~0) ven
(A9 entspricht. Zwischen A{V(u) und AP (n) findet sich kein weiterer der
Lésung ¢(z;4=0, u) entsprechender reeller ausgezeichneter Parameter-
wert von (BY), d.h. 2P(u) und AP (u) reprisentieren zwei ,unmittelbars
aufeinander folgende Vorzeichenwechsel von (1, u), bei variablem i und
festem p. Daraus folgt die Behauptung.

Die iibrigen Fille erledigen sich in ganz entsprechender Weise. Aber
auch die bisher festgehaltene Annahme, daB 2 =0 kein ansgezeichneter
Parameterwert sei, ist unwesentlich. Man fordere némlich, daf R(z) nur
positive Werte annehme; das ist, wie schon oben angedeutet, im Rahmen
der iiber R(x) bereits getroffenen Festsetzungen gewiB moglich. Laft
man u, von Null beginnend, positive Werte annehmen, so wachsen alle:
ausgezeichneten Parameterwerte », von (¥}), insbesondere wird also der
ausgezeichnete Parameterwert v = 0 der urspriinglichen Differentialglei-
chung (AY) positiv. Die (gewdhnliche) Greensche Fumktion des nenen
Problems hat bei normiertem Parameter sicher nicht mehr negative aus-
gezeichnete Parameterwerte als die (erweiterte) Greemsche Fanktion des
urspriinglichen.

Hitte man unter den zuletzt genannten Annahmen und -umter Za-
grundelegung etwa eines definiten Falles den Parameter g in der Diffe-
rentialgleichung (B)) abnehmen lassen, so wiren die ansgezeichneten
Parameterwerte 1 = 0 von (B,) in komplexe von (BY) iibergegangen, wie

7"
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die obigen Erdrterungen erkennen lassen, Damit ist schlieBlich die Mog-
lichkeit komplexer ausgezeichneter Parameterwerte nachgewiesen.

Werden zur Abkiirsung alle recllen von Null verschicdenen ausgezeich-
neten Parameterwerte von (B,), deren sugehbrige ausgezeichmete Lisungen
oy nichi-positiven Integrolwerten J fiihren, als irreguldr, olle ibrigen als
reguldr bezeichnet, so 138t das gewonnene Ergebnis sich so formulieren:
die Anzahl der Paare konjugiert komplexer vermehrt wm die Anzahl der
trreguliren reellen ausgezeichnelen Parameterwerle betrdgt insgesami hich-
stens n,. (Jeder zweifache ausgezeichnete Parameterwert ist hierbei doppelt
zu zahlen, sofern er zwei irregulire bzw. zwel verschiedene komplexe aus-
gezeichnete Lisungen liefert.)

Es gibt also bei vorgegebener Differentialgleichung und vorgegebenen
Randbedingungen immer einen positiven ausgezeichneten Parameterwert Ny
von (A?) von der Eigenschaft, daB fiir alle reellen ausgezeichneten Lésun-
gen y; und die zugehdrigen aunsgezeichneten Parameterwerte i; von (%)),
die N, oder griBeren positiven ausgezeichneten Parameterwerten von (%)
entsprechen, b
3 [kyraz >0

ist. Jedem ausgezeichneten Parameterwert N > N, von (U) entspriché
ein vnd nur ein positiver sowie ein und nur ein negativer ansgezeichneter
Parameterwert von (B;). Mit-anderen Worten: oberhalb der zu Ny gehirigen
Oszillationszahl gilt das Oszillationstheorem des definiten Falles¥)

Entsprechen nun dem (reellen) ausgezeichneten Parameterwert vy << N,
von (A9), wobel v, >0 (bzw. v, < 0), im ganzen ! verschiedene reelle
positive ansgezeichnete Parameterwerte 1) (k=1,---,1) von (%,) und finden
sich unter diesen im/ganzen m regulire A® (i=1, ..., m) und 2 irre-
galire 29 (j=1,.--,%), so ist neben I = m + u stets m — 1 < n, baw.
i < . Sind niimlich die irreguliren ausgezeichneten Parameterwerte 1@
der GroBe nach geordnet AP < A < - - - < AP, so kann zwischen i) und
g+ immer hichstens ein regulirer ausgezeichneter Parameterwert von (B,)
liegen, der gleichfalls dem v, entspricht. AuBerdem kann hdchstens ein
(bzw. kein) regulirer Parameterwert kleiner sein als (", héchstens einer
groBer als 10): dies folgt aus den eingangs des § 5 angestellten Uber-
legungen. Nun ist aber (m—1) bzw. m gerade der UberschuB regulirer
ausgezeichueter Parameterwerte iiber die durch das nicht gestérte Oszil-
lationstheorem geforderte Anzahl 1 bzw. 0. Dieser Uberschu betrigt mit-
hin insgesamt nicht mebr als Su<n,

*) Nicht entschieden ist, ob irreguliire (reelle) ausgezeichnete Parameterwerte
wirklich auftreten.
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die Summe linker Hand erstreckt iiber alle Gruppen reeller ausgezeich-
neter Parameterwerte von (B,), die irregulire ausgezeichnete Parameter-
werte enthalten, und deren jede einem einzigen ausgezeichneten Parameter-
wert 2,20 bzw. der zugehdrigen ausgezeichneten Lisung von (%?) entspricht.

Unter anderem ergibt sich also: Liegt ein polares Problem vor, ge-
geben durch ein Paar Greenscher Randbedingungen und eine Differentiol-
gleichung (B,), deren Parameter normiert sei, und besitzt das zu () und
den gleichen Randbedingungen gehirige wichipolare Problem gerade w, nega-
tive, aber keine verschwindenden ausgezeichneten Parameterwerte, so ist die
Gesamtheit der positiven sowohl als der negativen ausgezeichneten Parameter-
werte von (B,) — jede fiir sich — nach dem gleichen Oszillationstheorem ge-
ordnet wie die der positiven ausgezeichnelen Parameterwerte von (U3), sobald
man von hichstens n, trreguliren und hichstens n, reguldren (positiven und
negativen, insgesamt also vom hichstens 2n, reellen) ausgezeichneten Para-
meterwerten des polaren Problems absieht.

§ 6.
Das Oszillationstheorem fiir definite polare Fille der Differential-

. dy
gleichung — + g(@, )y = 0.

Zum Schlusse soll mit den entwickelten Methoden noch eine Verall-
gemeinerung des Oszillationstheorems im definiten polaren Falle (§ 5) be-
handelt werden. Hierbei schlagen wir im wesentlichen den gleichen Weg
ein, der anch bei der Untersuchung in § 4 zum Ziele filhrte. Auch hier
kommen nur reelle Werte des Parameters 1 in Beiracht.

Es sel ein System Greenscher Randbedingungen und die Differential-
gleichung (%B) ,

(®) o+ 2@ Dy =0

gegeben. Uber den Koeffizienten g(x, 1) von (B) werden dabei folgende
Voraussetzungen gemacht.

Bedingung (B) 1. ¢(z, 1) tnd aqg;’ Y sind eindeutige, stetige, fiir reelle

Werte von 2 und 1 reellwertige Funkiionen von # und i.

2. 3‘72(”:' Y nimmt, als Funktion von 4 betrachtet, also bei festgehal-

tenem 2, mit wachsendem 1 sicher niché ab.
3. Fiir die Punkte x mindestens eines festen Teilintervalles §, &;
(eLE<ELH) istl lim ¢(z, 1) = + oo. Fiir die Pankte mindestens
=}

eines festen Teilintervalles u,, 7y (1 <7,) istz Lm ¢(z,2) = + oo,
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Zuerst bildet man: die Schar von Diﬁ’erenﬁalgleichxmgen ")

) Y+ (o + 9 )y =

wobei also ¢ ein Hilfsparameter ist, und betrachtet das durch (%) und
die gegebenen Randbedingungen bestimmte Oszillationstheorem. A sei ein
Wert von o, fiir welchen dieses Oszillationstheorem die, fiir alle méglichen
‘Werte- von ¢ auftretende, Mindestanzahl negativer ausgezeichneter Para-
meterwerte v aufweist, Wird ein Wert A, fiir den » = 0 die geringste An-
zahl ausgezeichneter Losungen von (%) Liefert, als Nullpunkt der Zih-
‘lung des Parameters 1 gew#hlt, so heibt, wie frither, der Parameter in ()
normiert.

Im folgenden wird die Annahme zugrunde gelegt, daf in bezug auf die
gegebenen Randbedingungen kein ausgezeichneter Parameterwert von (%) Null
oder negativ ist, sobald der Parameter in (3B) normiert wird.

(B) kann unter dieser Voraussetzung wicht mehr als zwei ausgeseich-
nete Losungen besitzen, die zum gleichen Paare durch die Randbedingungen
einander zugeordneter Oszillationszahlen wnd zu positiven ausgezeichneten
Parameterwerten 1 gehdren. Seien im Gegenteil 4, < 1, < 4; drei einfache,
gum betrachteten Oszillationszahlenpaar gehdrige positive ausgezeichnete
Parameterwerte von (B). Zufolge der Voraussetzungen iiber g¢(z, 1)
kann man

. (0q(z,
O als )= W) + e 0) (24 (40Y) _+ e 0),
a§x§b; J=123

sefzen, wenn

4
1 .
kj(x)=%[ ”qg”: 29,0 g j=1,2,3.
Da nun %— mit wachsendem A sicher nicht abnimmf, so gilt
® 2 24n0 "))e S0 k(@) < k@), a<z<b.

Zum Beweise benutzt man den Mittelwertsatz fiir Integrale.
Die Greenschen Probleme, die aus den gegebenen Randbedingungen
und den Dlﬁ'erentia.lolemhnngen (BY)

(BY). d? Y+ (Aki@) + qlx, 0)y =0, i=1,23,

sich ergeben, sind entweder nichtpolar oder polar definit und liefern die
positiven ausgezeichneten Parameterwerte bzw. i;, 45, 4;. Den Unglei-
chungen (1) zufolge kann man stets durch eine zulasmge Anderung von
der in Hilfssatz Ia bzw. Ib charakterisierten Art (B%) in (B%) und diese
wieder in (B%) iiberfihren. Dabei nehmen die positiven ausgezeichneten
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Parameterwerte dieser Differentialgleichungen sicher nicht zu und es findet
kein Gewinn oder Verlust von solchen ausgezeichneten Parameterwerten
bzw. ausgezeichneten Losungen statt. Die zulissige Anderung wiirde dem-
nach ergeben, daf (B%) drei verschiedene, dem gleichen Paare von Oszil-
lationszahlen entsprechende reelle ausgezeichnete LOsungen besitzt. Dies
widerspricht aber dem fiir die positiven ausgezeichneten Parameterwerte
von (B5) geltenden Oszillationstheorem (des nichipolaren bzw. des polaren
definiten Falles). Die Annahme, daB etwa ;= 1, ein zweifacher ausge-
zeichneter Parameterwert von (B) ist, schlieBt, wie ebenso gezeigt wird,
die Existenz eines davon verschiedenen ausgezeichneten Parameterwertes i,
aus. In gleicher Weise wird der Satz fiir negative Werte von 1 bewiesen.

(B) besitzt aber auch die sdmtlichen, durch das Oszillationstheorem
fiir den definiten Fall der Differentialgleichung (B,) geforderten, ausge-
seichneten Losungern bzw. ausgezeichneten Parameterwerte. Das 1aBt sich
wie im § 5 unter Benutzung der Ergebnisse von § 4 nachweisen, wesent-
lich auf Grund der iiber lim ¢(z, 2) gemachten Annahme,

i= oty

Den oben angestellben Betrachtungen 1aBt sich noch folgendes ent-

nehmen. Jeder positive ausgezeichnete Parameterwert 1, von () laBt sich

gleichzeitig auffassen als positiver ausgezeichneter Parameterwert des ent-
sprechenden durch die Differeuntialgleichung (2310)

(W“) ot T (@ + ¢@, 0)y = 0, ky(®) = 1 {4, %) — ¢(z, 0)},

bestimmten (nichtpolaren oder polaren deﬁmten) Randwertproblems. Mit-
hin gilt fir die zugehdrige ausgezeichnete Losang ¥,

b
lof k() (yo@))* dze > 0

k@) < (2429

andererseits ist

9=4s
Daher ergibt sich

3

@ l"f (@a(‘f"l)),,% Wp@)? dz > 0.

(1) ist auch fitr negative ausgezeichnete Parameterwerte 4, von () richtig.

Wir fassen das Ergebnis folgendermaBen zusammen:

Fiir die reellen positiven sowohl als fir die negativen ausgeseichneten
Parameterwerte von (B) gilt unter der Voraussetoung, daf der Parameter
an (B) normiert und def kein ausgezeichneter Parameterwert von (A7) Null
oder negativ ist, je das ndmliche Oszillationstheorem wie fiir die positiven
ausgezeichneten Parameterwerte von (A2). Jeder reelle (von Null verschiedenc)
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ausgezeichnele Parameterwert 4, von (B) geniigt mit dér zugehorigen aus-
gezeichneten Losung y, der Ungleichung

1 f aq(x 4 zo(yo(x))edx>0.

Avuf die Frage, wie die Verhiltnisse sich fiir den Fall gestalten, daB
p von A abhingt, ferner inwieweit die Bedingungen (B) als notwendig
fiir die Existenz des Oszillationstheorems anzusehen sind (vgl. § 4) soll
nicht eingegangen werden.

SchiuBbemerkung.

Zum Schlusse mag auf weitere Anwendungen der entwickelten Me-
thoden hingewiesen werden.
Fiir die (sich selbst adjungierte) Differentialgleichung

dm’( (“7) )+7~9(w)y 0, p(@)>0, ¢()>0, aLz<b,

und eine Reihe von speziellen Greenschen Randbedingungen lassen sich
auf dhnlichem Wege Oszillationstheoreme gewinnen®). Durch entsprechende
Modifikation der Betrachtungen des § 4 vorliegender Arbeit fibertragen
sich diese Sitze auf Differentialgleichungen, deren Koeffizienten allgemeinere
Funktionen von 1 sind. Auch die Randbedingungen konmen dann noch
von 1 abhingen. Hierher gehGren unter anderem gewisse Probleme, deren
Behandlung man Liouville**) verdankt.
Wiirzbarg, 1. Oktober 1913.

*y Vgl D. I Teil.
) Vgl. Liouville, J. de Math. (1) 3 (1838), 8. 561; hierzu auch Birkhoff, Annals
of Math. (2), Bd. 12, S, 103f.




