
l ber erzwungene Sehwingungen 
Amplituden. 

Yon 

Georg Hamel in Berlin. 

bei endlichen 

Es diirfte nii~zlieh sein, zuweilen die allgemeinen Fortsehritte, welche 
die Analysis in den letzten Jahren gemacht hat, an einem bestimmten 
Beispiel zu priifen. Das solI hier an einer Aufgabe geschehen, die tech- 
niseh und physikalisch wichtig ist und tier Herr Duffing eine Monographie 
in der Sammlung Vieweg (Nr. 41/42) gewidmet hat1): 

Ein Pendel, das der Wirkung der Schwere unterworfen ist, wir4 
au~erdem yon einer periodischen Kraft angeregt. Bei Eitffiihrung geeig- 
neter Mal3st~ibe lau~et die Differentialgleichung flit den Ausschlagwinkel x 

d~ x ~ -  a ~ s in x ~ fl s in  t ,  
dt ~ 

we a, fl gegebene Konstante sind. Sie ist also nicht linear. Herr Duffing 
~etzt angen~hert sin x ~ x -  ~ x '~, nimmt die Existenz einer L(isung yon 
tier Periode 2xt an, approximiert sie in rohester Weise dutch x = A s i n t ,  

also das erste Glied der Fourierschen Entwicklung, und finder nach verschie- 
denen Methoden fiir A eine Gleichung dritten Grades 

( 1) , 1AS 1 - - ~ A  = 
I L 

die er genau diskutier~;. Es zeigt sich, dal3 sie zuwellen, ngmlieh s te t s  

fiir a _~ 1, abet auch no4h fiir a > 1 und hinreichend grol~e ,8, nut ein$ 
LSsung hat, die damn negativ ist, dagegen flit a > 1 und hinreichend 
kleine fl drei LS"sungen,, yon denen zwei positiv-sind und eine negativist.  
Nur die kleinere der beiden positiven L6sungen im letzteren Falle entspricht 
�9 bekar~Nn L6sung der linearen Gleich.aug s -b a ~ x ----- fl sin t aud- geht 
Iiir hinreiohend kleine fl in diese fiber. Dementsprect~end zeigt auch der 
Versuch bei Steigerung yon fl, namentlich wenn a dichg oberhatb 1 liegt, 

r 

1) ,,Erzwungene Sehwingungen bei verEnderlioher Eigenfrequenz" 1918. 
M~thematisehe Annalen. 86. 1 
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ein plStzliehes Uberschlagen einer erregten Schwingung mit gleieher Phase 
(A ~> 0) in eine erregte Schwingung mit entgegengesetzter Phase (A < 0) : 
/~ ist damn so groB geworden, dab nur mehr eine negative L6sung der Glei- 
ehung dritten Grades existiert. 

Herr Horn ~) hat bereits die vorliegende Differentialgleiehung behandelt, 
seine Methode ist abet nur bei hinreichend kleinem fl brauehbar und auch 
nut, wenn ~ keine ganze Zahl ist (siehe w 4). 

Wir wollen die Differentialgleichung des Herrn Duffing in der ur- 
spriingliehen Form hier etwas genauer untersuehen. 

w  

Naehweis der Existenz periodischer L~sungen. 

Differentialgleichung ~ + er ~ sin x ~ p sin t geh5rt Die zu dem 
Variationsproblem 

2 ~  

0 

Die periodischen L6sungen ergeben sich dadm:eh, dab man verlangt, an 
den Grenzen 0 und 2zt babe x denselben Wert. Das gersehwinden der 
ersten Variation gibt dann nicht nur die Differentialgleichung, sondern 
auch die Gleichheit yon ~ an den Grenzen und damit die Periodizitiit. 
Nun ist J nach unten beschr~,nkt, also die Existenz einer unteren Grenze 
sichergestellt; denn es ist n ~ h  einmaliger partieller Integration des letzt~n 
Gliedes 

2~r 

0 
. f t ~  

- 

0 
2 ~  

I I  " > , - - e ~ - - Y / ~  cos ~ _---- 
0 

Betracht~t man start J d ~  Integral 
g ~  

0 

so geh6rt J r =  Min. zur selben Differentialgleiehung und hat einen stets 
positiven Integ.anden. 

~) Horn: Uber kleine, endliche erzwungene Schwingungen, Archly Math. Phys. 
"_~ t~o) ,  
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Weiterhin ist die zweite Ableitung des Integranden nach ~ gleich 1 
und also stets positiv. Mithin ist das Variationsproblem nach der Aus- 
drucksweise Hilberts 3) ein reguliires. Allerdings gilt das nur, solange 
d t >  0, d.h. Kurven betrachtet werden, fiir die x eine eindeutige Funk- 
tio~ von t ist. Es kSnnte also. noch sein, da~ die Kurven, deren J1 sich 
der unteren Grenze a~hert, immer steiler wiirden und keine Grenzkurve 
mit endlichem ~ besiiiilen. Wenn wit abet noch zeigen, dab wir uns von 
vornherein auf Kurven mit begrenztem 5 beschr~inken kSnnen, so lassen 
sich die Betrachtungen yon HilbertS), Carath6odory ~) u. a. '~) auf unser 
Problem ribertragen. D.h. es lgBt sich die Existenz mindestens einer 
periodischen LSsung behaupten. Da die Art der Aufgabe L6stmgen mit 

~f of 

zugleieh eine L6sung tmserer Differentialgleichung re.it s~tiger Tangente 
sein. Wegen der Periodizitiit des Integranden kann angenommen werde~ 
da~ der Anfangs- und gleiehe Endwert yon x zwischen 0 und 2~ liegt. 

Da weiter naeh der Differentialgleiehung 't g~z + ist, ergibt sicl  
I 

bei den Integrale~a de~ Differentialgleichung Iiir die Differenz irgend zweier 
5-Werte, I/~ 51 < I ag-{- fll 2g. Da sicher wegen der Periodizit~t flit are 
in Betracht kommenden Ku~ven irgendwo 5----0 sein mu~, kann 

] & l < 2 n ( a ~ - } - f l )  und somit l x l < 2 n + 4 n ' ( a ' - + - f l )  angenommen 
werden. Demnach lassen wir zur Konlmrrenz nut solche Kurven zu, frir 
die 

1. Ix] ~__ 2~-5- 4~z~(u~ - ~); unsere Kurven liegen also in einem be- 
s t immten Rechteck der x, t-Ebene. 

Under diesen Kurven gibt es jetzt naeh den oben zitierten Beweis- 
methoden sicher eine, welche J~ zum Minimum macht, die nebst ihrer 
ersten Ableittmg stetig ist und sich aus Stricken zusammensetzt, die ent- 
weder LSsungen der Differentialgleichung sind oder dem Rande des Gebietes 
angehSren, oder abet Gerade der Grenzsteilheit =t= 2~ (a~+  fl) sind. 

Die Ungleichheit 2. schlie~t das Erreichen der Grenzen des Ge- 
bietes aus, aber auch Grenzgerade der Steilheit :J: 2~(a~-+-fl)k~nnen 
nicht vorkommen. Denn sonst mril~te es einen verbindenden Extremal- 
bogen geben, fikr den an den Grenzen 5----:J:: 2 z ( a ~ +  fl) mad zwisohen,: 

3) Hilbert: Uber das Dirichletsche Prinzip, Jahresberlohte der D. M. V. 1899,. 
Math. Ann. 59 (1901). Noble: Dissertation G~ttingen 1901. 

�9 ) ~ o d o r y :  Math. Ann. 62 (1906). 
6) Welters Literatursngaben in Bolzas Variat'mmsrechnung. Siehe auoh Birkhoff: 

Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions Am. Maith. Soe. 18 
(1917). 

1" 
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dutch irgendwie ~ = 0, was nach obigem ausgeschlossen ist. Mithin kann 
die Kurve, welche das Minimum erzeugt, n u t  eine stetige L6sung der 
Diiterentialgleiehung sein, w. z. b .w.  Es kann abe t  mehrere periodische 
L6sungen geben. 

w 

Das Ri tzsehe  V e r f a h r e n  6). 

Man sieht leicht, dal~ das periodisehe x yon  der Form 

x --  A sin$ -I- As sin 35 ~ A 5 sin 55 q - . . .  

ist. Es,liegt demnach nahe, x durch eine entsprechende endliche Summe 
zu approximieren und nun die Koeifizienten A so zu bestimmen, dal~ J 
ein Minimum wird. Wegen der Schwierigkeit der Ausreehnung will ich 
reich wie Duffing zuniichst auf die roheste AnnKlaerung z ~ A sint be- 
~ehriinken. Man erh~ilt so 

~ ~" 1 - ~ A ' +  e~ cos ( A  s in , )  d5 -1- Afln ---- ~ .  
0 

und daraus 
2~  

_--~ A -- - ~ f  s ints in( .A 
0 

oder, wie man leieht  dutch Reihenentwicklung 
naehweist, 

Fig. 1. ( I )  21 - -  2 ~  9 J ~  (21) -Jr- fl ---~ 0,  

we  
1 J ,  (.4) = . . . /  

die bekannte Besselsche Fun~ion ist. Brieht  m a n  die Entwicklung beim 
zweiten Gliede ab, so erh~l~ man die Duffingsvhe Gleichung, doch leitet 
Herr Dutting auch in einer Anmerkung (Seite 75) unsere Gleichung (I) 
ab. Um die Gleichung (I)"zu 16s~n, wird m a n  die beiden Kurven 

1 1 y----.2Jt(A ) und y - - -~A  -~-~fl 
zei~hnen mad zum Svhnitt bringen (Fig. 1). Man erkennt  das DufIingsche Re. 
sultat im wesentliohen wieder:: Ffir a ~ 1 gibt  es sicher eine und nut eine 

LSsung und diose ist negativ; desgleiehen noeh flit a ;> 1 und grol]e ~ ;  
_ P dagegen fiir r > l and hinreichend kleine /~ g ib t  es drei, flit sehr kleine a- ~ 

e) Ritz: ,,Uber eine neue Methode zur L~sung gewisser  Variationsprobleme der 
mathematischen Physik", J. f. Math. 1115 (1908); Oeuvres,  S. 192. 
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sogsr fiinf und noch mehr L6sungen. Ob aber ]etzteren wegen des dsnn 
sehr groflen A irgendeine physikalisehe Bedeutung zukommt, mul~ daJain- 
gestellt bleiben. Um das Ritzsche Verfahren welter auszudehnen, mii~te 
man die Fouriersche Entwicklung des Sinus einer periodisehen Funktion 
beherrschen. Dariiber vie]leichg sin anderes Mal. 

w 

Versueh einer Fehlersehittzung. 

Es sei ein A nsch (I), w 2, bestimmt. Man ersetze in der Differential- 
gleichung ~ durch 2u2Jx (A) -- A und z dureh A sin t + y. Man erh~lt flit ~t 

d'y + .~ sin(y + A s in , ) - -  2 . '  J~ (A) sin t. 
d t  9 

Sehen wit y als klein an, vernachliiasigen htihere Potenzen yon y mad 
kontrollieren, ob wenigstens kein Widerspruoh entsteht. Die Vernaeh- 
l~ssigung ergibt 

_d'~ .+. as cos( A sin ~)y __ r [2ffl (A)sin t -  sin (A sin t)], 
dr'  

oder wegen der leicht nschzuweisenden und such beksnnten Entwioklung 

(zI) 

~i.(a si,, ~) = 2 ~ '  J,.+, (a)an(~, ,  + 1)t, 
~ = 0  

d*..._~y + r  cos(A sin t) g = --  2 ~g~_~' J, .+ j ,  (A)sJn (2n + 1) t .  
dtS n=l 

r162 
Das grS~t~ Glied der rechten Seite ist 24 AS sin 3 t. Nun bat Herr 

mit Werten yon ~ experimentiert, die nahe bei 1 |ieg~n. Seine 
Wefts yon A liegen bei ~o ~-7, so da~ das genannte grSBte Glied sews den 
Maximalwert yon ~6o hat. Da sowohl die hSheren Glieder yon Je s~  
such ~ ,  ~ ,  . . .  fiiz Wefts yon A < 1 sul3ero~dentlieh sehnell sbnehmen, 
kann die ganze reohte Seite dauernd auf wenigez sis ~ geeoh~zt wezdeza 

Hat die ~homogene Gleiohung 

( m )  ~'~ TE + ~' ~~ (~ sin 0 Y = 0 

r Fundamentalsystem f/x und V,, so dsl~ 

y~(O)--l, ~ (0 )=0 ,  y,(O)-- O, y; (o )= l ,  
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so lautet die LSsung yon (II), welche flit t ~-0 verschwindet (nut solehe 
kommen Ifir periodische LSsungen in Frage) 

t 

y - - f l y ,  (t) y~(~) -- y~(t)yl(~)]p(~)d~ +Cy~(t) ,  
0 

wo p( t )  zur Abkiirzung flit die rechte Seite von(II )gesetz t  ist. Damit y 
periodisch sei, ist notwendig und hinreichend, dal~ Yt=~ = 0 sei; also 

yr 

Yl ~ 
0 

Mithin hat (II)  eine periodische. LSsung, die endlich bleibt und mit p ( t )  
klein wird, wenn y: (~) + 0 ist. Denn y, (t) y.~ (z) -- y~ (t) yl (z) hat als 
LSsung von (III) ,  die fiir t = �9 versehwindet und die Ableitung 1 besitzt 

olange A <~-  ist, was wir annehmen wollen als naeh unten konkave 

Funkfion im Intervall 0 bis ~ einen Wert, der sieher kleiner als ~ bleibt. 
Da Y2 die ungerade LSsung yon (III)  ist, hag y~(ze) nut dana den 

Weft 0, wenn (II I )  eine LSsung yon der Periode 2~ besitzt,was nut ffir 
gewisse Ausnahmewerte von a vorkommt. Es ist leicht zu sehen, dab 
fiir a ~ 1 ein solcher Ausnahmewert ausgeschlossen ist. 

Denis 

hat den ersten Ausnahmewert flit ~ = 1 ; mithin hat (III) ,  weil 
aaeos (As ing) ,<a  ~ ist, nach bekannten S~tzen einen grSl]eren ersten 
A~n~ahmewert, w. z. b. w. 

Da ferner (III)  fiir Werte yon ~ ~ unterhalb des ersten Ausnahmewertes 
zum stabilen Typus gehSrt, so bleiben alle LSsungen yon (II)  dauernd klein, 
wenn die Anfangswerte yon y und y' klein sin& Die gefundene LSsung 
st also bis zum ersten Ausnahmewert von a ~, der fiber 1 liegt, sicher stabfl. 

Eine obere Schranke der Stabilit~tsgrenze liil~t sich aueh angeben. 
J~ 

Es sei [A I < y- Dann ih cos (A sin t) _~ cos.4 und also des erste Aus- 

n a h m e - ~  der Schranke a ~ cos A ~ 1, .d: h, a ~ 1 unterwor/em 
- -  v'cos X 

w 

Die Methode der Integra lg le ichungen.  
Ist  

dgx 
- - - p I t l  
d t  ~ 

wo p( t )  eine ungerade Funktion der P'eriode 2~ ist, so las~en sieh die 
ungeraden peziodischen LSsungen der vorstehenden Gleiehung 
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sehreiben, wo 

x = f K ( t , z ) p ( ~ ) d ~  
0 

der Kern 
/. 

�9 - - I  , wenn ~ > r .  

Mithin kommt die Bestimmung der periodischen L6sungen von 

dSz 
~/t' + r sin x = /~  sin t 

auf die AuflSsung der nieht linearen Integralgleiehung 

{IV) 

hinaus. 

t~=0.  
eventuell mehrere, 

(v) 

7f  

x ( t ) =  - -  a2 f K ( t ,  ~)s inx (z )d~- - /~s in  $ 
0 

Von dieser Gleiehung kennt man die siimtlichen LSsungen flit 
Fiir a ~ <  1 ist es nur x - - 0 ,  far ~ : >  1 gibt es noch eine zweite, 

denn 

d'~ + e~ sin ~ ---- 0 
dt '~ 

hat als allgemeine L6sung eine elliptische Funktion mit einer reellen 

Periode grSl3er als 2__~. Soll also diese Periode 2n  oder dot n - t e  Teil 

<lavon sein, so mul~ 1 < 1 ~ ,  d.h. u > n sein. Da die Amplitude mit der 

Periode monoton w~chst, ist sie dutch die Periode bestimmt. Je nachdem 
also 0 < a ~ _ < l ,  1 < ~ 2  ist usw., hat ( IV)  fiir f l = 0  eine zweite,  
dritte usw. bestimmte L6sung, n~imlic]~ auger x ~ 0, noch 

sin ~- = 2 To-~i ~)' 

wo 9 der maximale Aussehlagwinkel, 

t (o3 h - -  r 

~erner wegen e S - -  e I - ~ 1 ,  

~/~-~' - -1  + 2h+ 2h'+ 2M+... 

~+'... 
1+2h.+2h4+2hg+...' 

• / • o s  qO 1 - -  2 h -F 2 h "-- 2 h ~ + . . . 
~/k~-- ~---- i +~h+~h,+~h~+. .  ,' 
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tSx ----- 2 h i sin vzt --  2 h ~ sin 3 v= -4- 2 h ~- sin 5 vzt q- . . . ,  

v~ o ---- 1 --  2 h  cos 2vzt q-- 2 h  4 cos 4 w r  ~ 2 h  9 cos 6 vzt Jr- . . . .  

(Vgl.  H. A. Sehwarz, Formelsammlung. )  

Die Periode is t  4 . . . .  % Soil sie 2~ sein ( n  ----- 1, 2 , .  . .), so mug 2 % _ ~r 

sein mad also 

~ / = 1  +2h-q-2h4+2hgq- . . . ,  

woraus 

GrS~en nach den vors tehenden Formeln  zu bes t immen sin& 
Aus ( IV)  kann man nun zun~ichst leicht fiir den Fall  ~ < 1 

du tch  schri t tweise Ann~herung bes t immen:  
Erste" N~herung 

x~ - -  --  p sin t; 
zweite N~iherung 

?r  

x.~ = a '  f K (t ,  ~)sin (fl sin r ) d r  - -  fl sin t ;  
0 

al lgemein 

bei gegebenem a z u n ~ h s t  h und dann die anderen vorkommenden 

x.----- --  a~fK(t,  ~)sin x . _ l ( r ) d v - -  f l s i n t .  
0 

Da - - K  stets  positiv und 

~L~o 

xn+x-- ~ .=  -- ~ f K (t, r ) ( s i n  x ,  - -  sin z , _ , ) d ~  
0 

ylr 

f xn - t  -F xn-i dlr, = - -  e 2 K ( t ,  r ) 2 s i n Z " - 2  e~ 2 
0 

0 

< ( -  - 
0 

n . .~  ao 0 

mad 

ist, so ist  die Konvergenz klar. 

die Ei~eutigkeit der LOsung. 
Fii r  a ~ 1  wird man  nun 

zu den  oben 

das x 

Ebenso beweist  man leicht flit a g <  1 

naeh E .  Schmiclt 7) die NachbarlSsunger~ 
angegebenen in folgender Weise bes t immen.  

~) E. Sehmidt, Niehtlineare Imegraigleiohungen, M~th. Ann. 65 (1908). 
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I. Die Naehbarliisungen zu x = O, /~=  O. 

Man entwickelt sin x in eine Potenzreihe naeh x und schreibt dem- 
entsprechend 

x .q -e  ~ K ( t , ~ ) x ( v ) d z = a  ~ K ( t , ~ ) ~ i  5 ~ + . . .  d v - - f l s i n t .  
0 0 

1. Es  sei a keine gauze Zahl. Man 15st erst 

x~ - f -a~f  K ( t ,  " ~ ) x x d ~ = -  #s in t  
0 

oder 

# sin t. ~ + a~ ~ = fl sin t, d . h .  x~ = --~-_-~ 

Diesen Weft setzt man reehts ein, beh/ilt Glieder bis f18 bei und be- 
rechnet eine neue N/~herung usw. Das Verfahren kommt darauf hinaus, 
die Differentialgleichung so zu 15sen, dal~ man sie 

x 

schreibt und nun sukzessive x x aus 

xl + a ~ x 1 = fl sin t 

dann x~. aus 

bestimrat, usw. 
rciehend kleine ft. 
Herrn Horn~). 

z5 ) 
5 t ' "  q- flsint 

# sin t ZU ~ 1 = = ~  

sint 

Naeh E. Sehmidt konvergiert das Verfahren flit hin- 
Das Verfahren ist wesentlich das gleiche wie d ~  des 

2. Es  sei r = m eine ganze Zahl. Dann hat K den Eigenwert m 
und die Eigenfunktion sin rot. Man bilde den neuen Kern 

/c (t, + sinmt sin m,~ 

der nieh~ mehr den Eigenwert m hat, und lSse 
~g 

0 
dutch 

f(t)+ f e(t, 
Die ursprii.ngliche Integralgleichung schreibe man mi~ der Abkiirzung 

;rr 

2 f x ( ~ )  sin m~d~ = z 

0 
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in folgender Weise- 

x - ~ m "  E ( t , ~ ) x ( r ) d ~ = z s i n m t - -  f l s i n t - } - m "  K ( t , ~ )  -~;. 
0 0 

5! " '" d~ 

und nun verfahre man genau so schrittweise wie vorher, also bestimme 
man zuerst x x aus 

x x A - m ' f E ( t , ~ ) x ~ ( ~ ) d ~ = z s i n m t - - f l s i n t ,  
u 

dann x~ aus 

-3.,- dr  
0 0 

usw. Die Unbekannte z ergibt sich aus der sogenannten Verzweigungs- 

gleiJ~ung, d.h .  daraus, dal~ stets ~- sin m t d t -  z sein mug. 
o 

Fiihrt man die geehnung dutch, was dem Leser iiberlassen bleiben 
mSge, so kommt man auf ]olgendes hdchst ein/aches Ver/ahren" 

Man sehreibt die Differentialgleiehung wie vorhin" 

~ + m , x _ _ m ~ ( ~  8 z 5 ) gi 5! " '"  -f- fl sint .  

.Wenn m =~ 1 ,ist, beginnt man wie vorhin: Erste Niiherupg 

sin t. X 1 ~ ,i,n~ i 

Diese setzt man rechts eirt u s w . - K o m m t  nun Resonanz vor, d .h .  trier 
reeht~ ein Glied mit  sin m t auf, so ignoriere man es eiMach bei der Be- 
st immung der neuen Niihemng und fiige start dessen ein Glied mit  z sin mt  
hinzu, wo dann das zuniichst unbekannte z hinterher so bestimmt wird, 
dab rechts sowie links kein Glied mit ~ inmt  vorkommt; .d ,h .  die.Ver- 
zweigungsgleichung lautet: 

Yg 

m~ ~ 5! "'" s i n m t d t - t - f l  s i n t s i n m t d t - - O .  
0 v 

Es ist dies eine Gleichung flit z, das in x vorkommt. 

Wenr~ a ~ m =~ 1 ist, so ist die erste Niiherung . ~  z fiin ~ zu setzen 
und dann weitaer so zu verfahren wie vorhin. Die Verzweigungsgleichung 
kann mehrere Wurzeln haben und demnach, auch die vorgelegte Differential- 
gleichung mehrere periodische Integrale. 
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H. Nachbarl~sungen zu ~ ~-- O, x ~= O. 

�9 x ~s-~n m ~, oder x = 2 a r c s i n  [~/s~n ~ ~1i Ist fiir fl = 0 sm g ----- -2 ~ OoJ = O ($), 

so setze man allgemein 

und entwickle sin x---- sin(0 ~ 7) nach Potenzen yon 7- Da 0 Gleichung (IV) 
fiir fl-----0 befriedigt, folgt aus (IV) 

~-=--- -a  ~ K ~ e o s 0 - - - ~ s i n 0 - -  3! c o s 0 . . ,  d ~ - - f l s i n t .  
0 

Nach E. Sehmidt hat man jetzt die Integralgleichu_ng 

(gI)  7 + o~" f K (t, ~)cos 0 (r) 7(~) d~ = f(t) 
0 

durch 
7 = f(t) + f r ( t ,  3) 

0 

zu 15sen und hier reehts zuerst f ( t )  ---- -- fl sin t, dana sebxittweise 

--  fl sin~ --  a~fK (_ -2-'1~ sin0)dr usw. einzusetzen mit den vorstehenden 

N~ihemngen fiir ~]. So, wenn a ~ kein Eigenwert yon (VI) ist. Ist aber a '~ 
ein Eigenwert yon K( t , z ) . cos0(z ) ,  so fiihre man start dieses Kernes einen 
neuen Kern E - - - - K . e o s 0 - f - ~ ( t )  V~(v) ein, wo ~( t ) ,  V~(v) noch in weiten 
Grenzen so gew~ihlt werden kSnnen, dal3 jetzt a~ kein Eigenwert yon E 
ist, und verf~ihrt nun ~ihnlich wie vorhin unter I. beschrieben. F/ir die 
Durchrechnung geht man auch hier wieder am beste:n yon der Differential- 
gleichung aus, die man 

~ -}- a~] c~ fl sin t-{- ~ 'r~ ~" 1 = [~., sin 0 n t- ~., cos 0 . . .  

schreibt und nun sehrittweise integriert, indem man erst 

dann 
~ - a ~ 7 ~ c ~  f l s i n t ~ a  ~ ~ sin0 ---- T., 

usw. 15st. Kommt Resohauz nicht vor, so folgt aus den Untersuchungen 
E. Schmidts die 'Konvergenz des Verfahrens fiir hinreichend kleine fl; ob 
sich die Schwierigkeit im Fall der Resonanz ebenso leicht wie im Falle I 
beheben l ~ t ,  m/il]te noch untersucht werden. Grundsiitzlich ist aber auch 
jetzt nach dem oben geschilderten Verfahren zu handeln. 

Mit Hil]e der Integralgleichungen beherrscht man alao die F~dle 
1. r < 1, fl beliebig; 2. fl hinreiehend klein, a beliebig, prinzipiell voll- 

stiindig. 
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w 

Eine neue Methode, 

auf die ieh hoffe an anderer Stelle ausfiihrlicher zuriickzukommen, verfiihrt 
folgendermal]en: Man interpoliere die rechte Seite der Differentialgleiehung 

d~ --- -- ~ sinx + fl sin t 
dt ~ 

in geeigneter Weise mit unbestimmten Koeffizien~en, also etwa bei Be- 

schriinkung auf zwei Glieder dureh 

( 1 )  - -  ~ sin x + ~ sin t ~ B sin t + C sin 3t .  

Integration ergibt dann 
1 

( 2 )  x ~ - -  B s i n  t - -  ~ C s in  3 t .  

Die beiden, im allgemeinen einander widersprechenden Gleichungen (1) 

P 

X~ y "  

/ j "  

Fig. 2. 

und (2) bringe man nun mit Hilfe der noeh zur Verfiigung stehenden 
Konstanten B und C an zwei Stellen zur Ubereinstimmung, wo s~e nieht 

schon yon selber gleiche Werte haben, (-~ ----- 0 und ~ ~ n), etwa fiir t = -~ 4' 
= 3= wird dann wo x - - x ~  sei, und fiir t - - ~ ,  wo ~-~x.~.sei,. Fiir t ~ - ~ -  

die Ubereinstimmung yon selber da sein. 
Also 

- ~si~ ~I + Py 

i 

1(7. 



Erzwungene Schwingungen endlicher Amplituden. 13 

Aus diesen vier Gleichungen sind x 1, x~, B,  C zu bereehnen. Elimi- 
nation von B und C gibt 

1 $/2 fl -3 L- 5 1/ff xo. 1 I /5  a ~" sin x~, 

X~ -~- u fl ~- - ~ 1  5 V2 X x 41 V2 a ~ sin x 1 . 

Diese beiden Kurven lassen sich leicht zeichnen und zum Schnitt bringen. 
Man sieht aus der Figur, dal] die Kurven, die sic]: um zwei Geraden 

sinusfSrmig herumschl~ngeln, sieher immer mindestens einen Sehnittpunkt 
gemein haben. Wenn r grog genug ist, kSnnen aueh mehrere Schnitt- 
punkte da sein. Es ist leicht zu beweisen, dab fiir a < 1 nut ein Sehnitt- 
punkt  mSglieh ist; denn flit die erste, im Mittel steilere Kurve ist 

fiir die zweite 
(~,~ _ ~ < 1 

1 ___ 5 i].~_ 1 ~ ,  (a '  < 1). 

(d~,~ > { ~ wie es far einen zweiten Sctmittpunkt sein miiltte, 

nur mSglieh, wenn 
5 1 

"5 1 "8 ' u r ~ r ,~" 

woraus o.  > 1 folgte. 

B e r l i n ,  im 0kgeber 1921. 

(Eingegangen am 12. 10. 1921.) 


