
H. Vg~Er~. Differentialinvarianten bei quadra~ischen Differen~ialfbrmen ~989 

Best immung einer quadrat ischen Difl~rentialfbrm aus der 
l~iema.nnschen und den Christoffelschen Difii~rentialinvarianten 

mit  Hilfe von Normalkoordinaten.  

Von 

t~. ~'EIL~J[EI[L in GSttingen. 

Einleitung. 
In einem n-dlmensionalen l~aume, dessen Mal~verh'~ltuisse dutch das 

Linienelement ds ~ -=-_,~a~ dx~ d~)~ gegeben seien, kann man, wie Riemann*) 
angedeuf~t hat, die yon einem Punkte 0 aualaufenden geod~tischen Linien 
als gerade Limen ansehen. Leo~ man dann ein m~hogonales isometrisches 
n-Bein mit dem Anfangspunkt 0 zugrund% so sind die Riemannsehen 
Normalkoordinaten Yl~ Y~, '"  ", Y,~ eines Punktes P bezfiglieh dieses n- 
Beines einfirch die Produkte des geod~ischen Radiusvektors OP ~ t3 in 
die Richtang-skosinus des Anfangselemen~es yon 0 / )  gegen die Anfangs- 

etemente des n-Beines, so dab also _~y/=-~-~ is~. Durch Einffihrung 
dieser Riemannschen Normalkoordinaten l~gt sioh bekanntlich**) in dot 
Umgebung yon 0 das Bogenelement, das yore Punk~e (y,) zum Punk~ 
(y, + dye) t~hrt, in die Gestal~ setzen: 

~t 

=- 1 i k ,  r s  

wo p~ = Y f l Y L -  y~dy~ ist und die zweite Summe eine quadrat;ische Form 

der (~)Verbindungen 2i~ ist~ deren Koe~zienten ~,,,~, Potenzreihen der 

y~ sin& 
Svhxeibt nmn bdi~ig  ein Linienelemm, t va~ dar Gestalt (1) h/~, wo 

die ~ik.~, der einzigen Bedingung geniigen, in einer gewissen Umgebuag 

~) Habilita~onsvortrag Werke, 2. Aufl., S. 276L 
~') Webers Anmerktmgen in Riemanns ~erken, 2. Auii., S. 405--411 und F. Sehur~ 

M~r~a. Ann. 27~ S. 537~567. 

~ e m a t ~ r  Anaal~ ~ I0 
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yon 0 zu konvergieren, so simi die ~j~ steto" die l~.iema'nnsd~en 2qormat- 
koordinaten ei~es n-dimensio~mlen Rau.mes. 

Setzt man das Bogenelement (1) in die Gestalt: 

, k  

so kann man dutch Einsetzen in die Formel so fort die Riemannsehe 
Kriimmungsform K :(d. h. dew Z~ihler des Riemannschen Kriimmungs- 
maSes) ffir die (lurch die Differentiale (dye) und (b'y~) festgeleg, e Fl'~chen- 
riehtung im Punkte (y,) berechnen, n~mlich': 

(3) K " " 

w3 P~k i~yidy~ dykdy , ist und die Summe eine quadratische Form der 

Nierhadizessymbole*), sich dureh einfache Differentiafionsprozesse aus den 
b,~ and also auch aus den ~,~.,~, als Potenzreihen in den yr ableiten lassen. 
Eine hbzF~hlung der Glieder gieicher Dimension yon (1) mid (3) Ieg~ nmi 
die Vermutung nahe, daft sieh aus' dem Ausdruek (3) aueh umgekehn 
wieder fins Linienelement (1) herleiten lii~t. 

Der erste Teil dieser Arbeit hat nun in der Ta~ zum Ziel folgendes 
T h e o r e m ,  auf das mich Hex:r Geheimrat Klein aufmerksam machte, zu 
beweisen: 

.[st der ZiiM~ K des Riemannsche.n Kriimmungsmafies bekannt, indem 
die (ik, r s) als t~ote~reihen der y~ gegeben si~mi, so berechnen sich daraus 
die ~ , ~ , ,  nav]~ gewissen Normierunge% eindeut ig ,  imlem sid~ die Glieder 
m ~ Ordnung der ~ , ~ ,  jeweils dutch die Gtieder 0 ~  1 ~, 2 ~, . . . ,  m t~" Ord- 
nung tier (ik, rs) bestimme~, lassen. 

�9 *)Geht man yon dem Linienelement in der Gestalt d ~ - - ~ a ,  ~dx, dx~ aus 
uad bez~iehnet mit A seine Determinaate und mit A~ da~ algebraisehe Komplement 
van a,~. und benutzt noeh die Christoffelschen Dreiindizessymbole erster Art 

L z j = ~ ,  ax ,  ax ,  - a.z, J ' 

so ist da~ Riemannsche Vierindizessymbol 

?x~gx, -r cx, gx,. 

+ ~  
.,__. A 

hQ, V 
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Hiermit ~vird zugleich fotgender Satz uus dem Riemannsehen Habili- 
tationsvortrag:*) 

,,Wenn also das Krfimmungsmat~ in jedem Punkte . . . gegeben wird, 
,so werden dur~us die Mai~verh~iltnisse der Mannigfalt~igkeit sich be- 
,sti!n men lassen." 

s~reng bewiesen sein. Ich bemerke gleich bier,  dat~ reich Friiulein 
E. Noether bei der Abfassung des Beweises unterstfitzt hat; besonders (tie 
Grundgedanken yon I w 3 verdanke ich einer schriftJ_iehen Mi~eilung-von 
ihr. W ~ r e n d  ich noch mit der Abfassung dieser Arbeit beschiifCigt war, 
ist eine Note yon ihr mit iibn}~chen Beweismethoden lind weiCergehenden 
Resultaten in den GS~t~inger Nachric-hten 1918 betitelt ,~Invarianten be- 
liebiger Diff'el~ntialausdriicke" in Druck gegeben, deren Korrek~urbogen 
ich einsehen durfCe. 

Der zweite Tell meiner Abhandlung behandelt die Frage nach der 
Aquivalenz zweier q~wzlratischer D~er~tialform~ (zweier Bogendemaate). 
Die Riemannsehe Kriimmungsform K eines Linienelement~s hY~gt auf's 
e n ~  mit der yon Christoff~l**) he,rgeleite~en Diff~renlialform G, za- 
sammen. Aus letzterer leitet Christoffel dutch kovar/ante Differentiation 
eine Reihe weiterer Di~erentialformen Gs, G~, G ~ , . - -  her, dutch deren 
Untersuchung er das Aquivalenzproblem unter gewissen EinschrRnkungen 
15sen kann. Nun werde ieh zeigen, dal~, wenn man die Ga, G~, G~,...  
in l~ie~mannsehen Normalkoordinaten ausdrtickt trod ihre Wer~e i~dr den 
Ptmkt y~-~-0 bildet, dab dann die Kenn~nis yon (G~)o, (G~)0,---, (G~+,) o 
ausreieht, um die Glieder 0 t~ his m ~ Ordnung der Krtimmungsform und 
somit nach Teil I auch die Glieder 0 ~ his nW �9 Ordnung tier ~ , ~ ,  e/n- 
deut/g zu berechnen. Dgeser Umstand wird im weseatlichen hinreichen, um 
ohne weitere Rechnung das Christoffelsche -~quivalenz~heorem zu beweisen. 

I)ieses Ergebnis ist als Mu~naflung bereits yon Herrn Geheimrat 
Klein in einer nur in wenigen Exemplaren vorhandenen kusarbeitung 
seiner Vorlesung yon S.-S. 1917 fiber ,,Invariantentheorie allgemeiner kon- 
tinuierlicher Transformationsgruppen "~ ausgesprochen. 

Te i l  I. 

w 1. Normie~ng des-Linienelementes. 
Die Gestalt des Linienelementes (1) ist noch nicht ei~defitig be 

stimmt. Man kann n~mlich zu der zweiten Summe noeh iden~isch ver- 
schwindende .Ausdriicke hinzuffigen, die die Potenzreihen ~ (aber nicht 

~) Werke, 2. Aufl., S. 280 oben. 
~) Cr~tles Journa~ TO (I869), S. ~6--70. 

19" 
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das Linienelement selbst) ~mdern. Daher werden,  um Ein'deutigkeit  der 
D a r s t e l h n g  zu erhalten, Normierungen  notweudig. 

Entwiekel t  man n~m!ich die identisch verschwindende vierreihige 
Determinante  (y  d y  y d y ) ~ , ,  wo~i, k, r, s alle verschieden sind, nach zwei- 

�9 

(5) 2 (p ,~p ,  + ~,r p,~ + ~,. p . )  = o. 

We~,~ man diese mi t  beliebigen Potea~reihen der y mul~ipliziert mad zu 
(1) aeldiert, so wi rd  d a d u ~ h  "(1) ha der angegehenen Weise abge~ndert,  
und ich will dama (1) so normieren, dafi 

O*)  ~ , ~ .  + ~,,,.~ + $ , . , ~  = o ~ a .  

Ferner  liefert  die Entwieklmag der identisch verschwindenden drei- 

re ihigen Det;erminante (yydy) , .~ t  , wo r~ s, t alle versehieden sind, die ( ~ )  

I d e n t i ~ t e n  y r p ~  + y~p~ + yd~,,  = O. 

Multipliziert  man diese mit  einem beliebigen der ( ; ) P , k ,  so erh~ilt m a n  

( ~ ) .  ..... " (" ~_ ._..-t-1) nnabh~ingige*)(d ,  h. solche, die nieht  durch lineare Kom- 

bination yon Iden t i~ t en  (5) mi~ Faktoren y entstehen) Identi t~ten 

(6) y , . p ~ p ~  + 9 ~ p ~ p ~  + y~p~p,. ,  = O. 

Wenn man diese mi t  beliebigen Poteazreihen der y multiplizie~% und zu (1) 
addiert, hat man wieder Um~nderungsm6glichkeiten ftir die zweite Sumnie 
in (1). Ich will dann so normieren, daft 

rx ~t 

(6~) ?'~-'~-"! ~ '~" ~' "~'~' ~" ~y,. + .... -"vy~ . . . . . .  + -"-cy, . . . .  0 

wird. Von diesen B e d i n ~ n g e n  shad auch nur ) . . . .  _ (~  _ ',(n,_-i- ........ 1) unabhiingig 

(d. h. n izht  dureh Difl~ren~ia6on und Kombinat ion yon Bedingtmgen (5) 
ableitbar).  

~) Um diese Anza~l zu erhaJten, unterscheiden wit d~ei F~lle: entweder kommen 
bcide Indize~ yon ~ik in dem Tripel de~ drei verschiedenen Indizes r,  ~, t vor, oder 
nut ein Index, oder kein Index. F ~  ein bestimmtes Tripe| kommt der erste Fall 

3mal~ der zwe~te 3(Jr 3)m~l, tier dHtte (~ ~ 3)(n ~ 4) . . . . . . . . . . . . .  mat vor. Im ersten Falle 
" 

. ( ) erh~t  man.'also 3 X n Identit~ten, im zweiten Falle nut 2in ~ 3) x tma~- 
3 

~ g i g e ,  im dritte~ Falle nut (n --  3 ) (~ . -  4) ( ~ )  . . . . . . .  5-- x unabh~gige Identit~ten (6). 

Diese Zahlen fflr den zweitea und dritten Fall findet man, indem man fox irgend 4 
~w.  5 feste, v~rschiedene Indize~ alle mSglichen I d e n t i ~ m  (6) hinaehreibt mad 
.aate~u'cht, wie viete yon ihaen aicht dutch Kombination yon Ideatit~tea (5) folgen. 
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Wir wollen nun zeigen, da6 alle anderen mSglichen Identit~ten aus 
den Identit~ten (5) und (6) dutch Kombination mit Faktoren, die Funktionen 
yon y sind, entstehem Dazu beweisen wir zun~hst ,  dab a//e I d e n t ' ~  in 
y und dy veto der Form gly~, p ~ ) ~  O, 

wo g in den Pk~ ho~wgen yore Grade p ist, dem Modul der dreireihigea 
(identisch ve.rschwindendea) Determi~tanten 

(Y Y dY)i~ = Y~P~ + YkP~, + YHai~ 

angehSren. Offenbar genii~ es, sich bei diesem Nachweis auf die einzelnen 
in den Yi h~176 Bestand~efle yon g zu besehr~aken, und es werde 
daher g homogen yore Grade v in den Yi vorausgesetzt. (Auch die Identi- 
~ t  (5) gehSl~ diesem Modul an; denn entwickelt man die vierrelhige Deter- 
mJnante (y dy y dy)~ , ,  = - - ( d y  y y dy )~ , ,  nach der ersten Zeile, so er- 
h~lt man als Faktoren der dy die dreireihigen Determinanten dos Moduls.) 

Ieh segze nun fiir das Folgende dy~ = z i  and ffir die y~ welche in 
p~ auf~reten, x~, so dal~ p,; fibergeht in q~-~ x~ z~ ~ x~z~-~- (xz),~. (Kommt 
jedo6h y in g nicht explizit, sondern nut in den Verbindungen p~ vor, 
so lapse ich in je einem p~ jedes Terms yon g die y unver~nder~ s~ehen. 
Ffir diesen Fall sind im folgenden Beweis nut  die Grade der Homoge~ai- 
t~t in den Variabelnreihen x, y, ~ abzt~ndern.) Dadurch gr g fiber in 
eine Ftmk~ion: g(y,, q,,) = f (x ,  y, z), 

die in den x wie in den z homogen yore f "  Grade, in den y homogen 
yore v u~ Grade ist. Diese Funktion "f(x, y, z) hat die Eigenscbaft, zu ver- 
schwinden, erstens, wenn man x, ~y~ set;zt. Denn dann geht f fiber in 
g(y~, ~ ) ,  wo ~ ffi (yz)~, nut  eine andere Schreibweise ffir p~ ffi (ydy)~ 
ist; und dies is~ naeh Voraussetzung gleieh Null. Also is~ 

f (y, y, z) = O~ 

Und zweit~ns versehwindet f ( x ,  y, z) aUgemein, wenn man x i = )~y~ + ~ ,  
segzt. Es ist niimlich 

dahe, f(hy + z.oz, y ,  = z7/'(:/, y ,  z) = o. 

Enthalten nun ztmhchst die Variabeinreihen x, y, z nut  je drei Variable, 
so kann man" hieraus b~lranntlich*) scMieflen 

o (rood a) (a'-  

*) Vgl. etwa E. Noether, M ~ .  Area., B~t. 77, S. 100, Hilfssatz ~. 
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Kommen jedoch in jeder der drei Reihen x, y, z n ~ n ~ 3 )  Variable 
vor~ so bedienen wit  ~ans zum Nachweis der Reihenentwicklnng in der 
~'on F~ Noet~her (L~b. S. tO1) angegebenen .Form. Wir setzen 

drei ~ern~ren Variabelnreihen ~, ~, ~ die in ~ mad ~ homogen yore @ ~  
in ~ homogen yore vt~ Grade ist. (Sie enth~tt auBerdem die Variabeln- 
reihen u, v, w als Parameter.) Fiir Z 'haben wir dann die Pmihenen~wick- 
lung (t. c. Formel (3)) 

. % 

z = ~ e H  + ~ . ~ e H ~  + a-~.~PH~ + - . - +  ~ P H o ,  
wo A = (~y~) ist. Hier bedeut~en die Zeiehen i9 Polarenprozesse. Ferner 
sind die H dutch ganz bestLram~e Polarenprozesse aus Z abgelei~et, w~hrend 
die H~, H,, .... ,H~ dutch ganz best.ln~mte Potarenprozesse aus f2(Z), 
Q~(Z),--.,~Qa(Z) gewonnen w e r d e n . -  :Nun war f (x ,  y, z) eine solehe 
Funkt~ion der Variabelnreihen x, y, z, welehe versehwand, wenn man 
z~= ~y~ + ~z~ se .~e. Es mul~ also in diesem Falle aueh Z verschwinden; 
d. h. offenbar in Anbetracht der obigen Transformationsformeln: Z(~, ~, ~) 
verschwinde~ wenn man ~ ~- s ~ ~ ~- setzt. Wendet man dies auf die 
Reihenentwicktung an, so folg~ wie oben bei drei Variabeln 

~ H  = 0 (rood ZX) 
und wei~er, da dieser Ausdruck bei Anwendung des Q-Prozesses ver- 
sehwindet (vgl. t. e. Hilfssatz c) 

= .,~PH O, 

so da~ die Reihenen~wicklung lau~;:  

z = ZX._N~HI + 4X~.~eHa + . . .  + z x ~ , ~ ~ .  

~un  erh~tt; man offenbar ffir den Q-Proze6 

und fill" emen Polarenprozet~ 
$ n 

I 1 

v ~  y~, ~ z,. und Z(~, % ~3 geht fiber in f(~,  % w ) ~  f ( , ,  y,  ~). Da 
nm~ die ~uwendong des ~2,Prozesses auf Z----f die De~erm~an*~enfak- 
: -~--~ (zy$)~,~ he~orbrlng~ and diese dutch die Polarenprozesse 

; beeizifla6~ wel~den, so h a l  man,.weil,die H a , . . . ,  H~ dureh 



Differentialinvarianten bei qua~lra~sehen Di~reatialformen ~95 

spezielle Polareaprozesse aus Q(Z),---~ Qa(Z) en~stehen, aus der Reihea- 
entwicklung gefunden 

f(x, y, z) ~ 0 (modd. (xyz~,~,). 

Hiermit ist, wean man fiir x wieder y und far z wieder dy schreibt, be- 
wiesen, dab jede Identitiit g(y~,p~,,)= 0 dem Modul der dreireihigen 
Dete~inan~en (y y dy )~  angeh6r~ 

Wenn wit j e s t  eine solche dreireihige Determinanf~ mit [Y~P~]e be- 
zeichnen, we der ~ugere Index ,o anzei~, dab die inneren Indizes i, h, 1 
fiir andere ,o immer andere Tripel yon verschiedenen Indizes bedeuten, so 
haben wit ffir jede Form g" des Moduls die Daa-stellung 

g(Y~Pkz) = Q~ (Y, dy) [y,l~z]~ %- Q~(y, dy) [Y~Pk~]o. + " "  %- Qx(Y, dy) [y~p~] N 

Nun kSmaen wir aber nur solche g gebrauchen, die in den Pi~ homogen 
veto zweiten Cxrade shad; daher sind die Q offenbar homogen veto ersten 
Grade in den dy. Wir miissen nun diese dy mit den y so vereinigen, 
dab Def~rminanten/)i~ entsteheza; und dies ist nut auf zwei Weisen mSg- 
tich. Entweder ta4~ e i n d y  aus einem Q h e ,  us und vereinig~ sieh mi~ 
den y in [y~p~]. Dann wird man, etwa mit dy~[yip~)] be~_maend und 
passende Besf~nd~eile aus vier Q zusammenfassend, notwendig zu dem 
)~usdruck 2(p~p~ A- p~P~ %- laup~), 
aIso zu einem Ausdruck (5) geffihrt. Oder ein dy vereinigt sieh mit 
einem y in Q und zu diesem Produkt trit~ notwendig ein analoges Pro- 
duke aus demselben Q hinzu, und dies ftihrt offenbar zu einem Ausdruck 
(6). Also entstehen in der Tat a//e I d e n t i t ~  g(y~, p ~ ) =  O, welche in 
den p~ twmogen veto zweitcm Grade sind aus den Identitiiten (5) und (6) 
dutch Zusammenfassung mit Multiplikatoren, die ~'~mktionen yon y allein 
sind. Daher bildzn die linken /geiten yon (5) und (6) e/~sen Modul fiir die 
Identitiiten g(y~, p~) -= O. 

~un  kSnnen wir azakntipfend an ein~ Arbeit yon Herrn Fischer*) so- 
fort zeigen, da$ dureh die Normierungen (Sa) trod (6a) alas Linienelement 
( t )  eindeu~ig bes~immt ist. Bezeichnea wir nJimlieh mi~ ~pe@, ~) die Ge- 
samtheit der Terme yea (1), .die in den y homogen yon qt~ Dimension 
sind, so gehSr~ (Pc zur Res~schar !~(~), welehe yon den naeh dem Modul 
~J~(~) tier Identif~ten g~.(y, .p) kongruenten Formen je eine ausgezei~hnete 
enthiiK. Die Identiff4t~a go(Y, P), die in den y homogen yon ,o t~, und also 

in den {~ + ~ Vaxiabeln y und 1} homogen yon (~ + 2) ~ Dimension sind, \ 2 ] 

") CreUes Journal 140, S. &8--81 (besonders w 2 und da~ Theorem ~uf" S. o3,."~ 



bildeh n~inliffh elnen Modul 9~(p), tlm~ zwar sind, wie wir sahen, ~ den 
Modul !JR(0) die Formen tier Basis 

(5) n ( p )  = p , ~ p ~  + ~,.p.~ + a .~ ,~  
und ftir den Modal ~ ( ~ )  (0~_~ 1) die Formen einer homog'enen Basis 

(5*) rt(~, v) = ,~jfp..p,.., + ~ . r , ~  + p , , r~ )  

O) r..(v, ..) = v.p,~p,, + y,~,~v,~ + v~p,~. , ;  
aus (5*) and (6) werden alle Funk~ionen des Moduls ~(O)(P~-~ I) rail 
homogenen F~ionen (O- i) Grades der y zusmnmengesetzt. Well nun 
wegen der Normior~angen (ha) und (6a) die ~b e den DitI~rentialgteiehmags- 
systemen (~) 

ro %(p)=0 f~r ,o=0 

genfigen, so gehSren sie ~aeh dem Fisehe~ehen Theorem ~a~s~ehlieh zur 
Restsehar; und folglieh is~ jedes q% und also aueh das Liniendement dutch 
die Normieru~qe~ (5a) u~'M (6a) ei~Meu.tig bestimmt. 

Der Normierung (5a) en~sprieht folgende Iden~it~t*) zwisehen (lea 
Vierindizessymbolen ffir beliebige Koordiaat~n ~e~: 

Oh) (~,  ,-~) + (i~, s~0 + (i~, ~ )  = 0. 
Die Kr/immungsform ist also hinsiehflJeh der den Gleiehtmgen (5) ent~ 
spreehenden Identdt~ten zwisehea den p,'~ sehon normier~. ~ Der Nor- 
mierung (6a) ealtsprieht, wie wir. in w 2 zeigen werden, folgende Identi- 
~ t :  B~eiehnet man (vgl. Formel (4)) das Aggreg~at der vier zweiten Ab- 
leittmgen im Viexindizessymboi (ik, rs) mi~ Ilk, rs], so /st identisch 

(ab) ~[i~,~,,~t] + ~[i~,~,t~] + ~[~,r~].~, -- 0. **9 

wie man durch Reehmmg sofort best3itigen kann. ~ ~brigens enth~lt 
(Sb) die Relation 

O~*) [iz:, , s]  + [ i , ,  s~] + [is, ~d  -- 0. 

Es mSgen bier noeh ~eieh elnige Beziehungen zwischen den ~ , ~ ,  
mad (ik, rs), wele~e aus tier Ums~ellung 
fo~en~ znsammeng~stellt werde~ Aus 

(7) ~ , ~ . .  = ~~,, . .  = ~ . , , ,  = ~ . . . .  ~ a  

oaer Gleichse~zung der ]ndizes 
der formalen Bildung yon (1) 

F_mts~reehend folg~ aus der Definition der (ik, rs): 

*) Chria~ffel h c. 8. ~, odor Li~hitz, Crelles J. 70, S. 1o1s 
**) Dies ist e~a Tefl alex !d~mti~ yon Bi~chi. Rendiconfi della It. Ace. dbi 

(s.~n. (~9os), S, ~. 
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( 7 , )  ( e ,  , s )  = (~ i, sO  = (~s, e )  = (s~, ~i) ~ a  
( e ,  ~s) = - (~i,  , s )  = - ( e ,  s , ) .  

Endlieh sollen die GrSSen ~ . , . , ,  ~ , . ~  and die ~ mit 3 oder 4 gleiehen 
Ladize~, die zwar in (1) nieht a.uftreten, da, wo sie im folgenden vor- 
kommen, 0 bedeutea - -  (hierdureh sehreiben sieh manehe Formeln ein- 
faeher) - - ,  w~]arend die entspreehenden Vierindizessymbole (ii, rs), (ik, rr) 
and die mit 3 oder 4 gleichen Indizes nach Definition s'~mtlicJa -~ 0 sind. 

so finde~i wit ffir die hi, und b~, indem 
des w 1 Gebraueh maehen, 

~s) b . =  :t + ~_, $,0. , , ,~, , ,  
Q,a 

w 2. Vorbereitende Untersuchungen. 

Setzen wir das Linienelement (1) in die Gestalt: 

ds~ = Z b,~ dy~ dye, 

wir yon der SchluSbemerkung 

wo in den Summen # trod 6 unabh~gig  vonemmader die Werte t ,  2 ,- .  -~ n 
durehlaufen. Mit Hilfe dieser Formeln kan- man die Vierindizessymbole 
(ik, rs) als Potenzreihen der y ausreelmen und feststellen, wie sich deren 
Koefilzienten aus den Koefilzien~en der gegebenen Pot~nzreihen ~ , r ,  zu- 
sammensetzen. 

Ztm"aehst ergibt sich fiir die Determinante B des LinieneIementes (2)= 

(9) B = Z + (~)~(Yh + (~)~(Y)~ + " "  + (~), , (A..  

und ftir die Unt~rdeterminanten 

(9a) B ,  = 1 + (?~)z~)~ + . . .  + (il3),,_ ~ (y~.,,,_~, 

B,~ = (~)~(Yh + - "  + ( ~ ) . - ~  (u)..,._... 

�9 Hiex soil, wie aueh im folgenden, (~)~(y)** ein Polynom m ~" Dimeasioxt 
in den y~ dossen Koeffizienten in den Potenzreihen ~ yon /t.~ Dimons~mn 
shad, bedeut~n. Da nun ferner das Dreiindizessymbol 

(10) r~:7 
a 

i~k, a !~  die Gestalt ha~-: 

0o-) 

ay, j~vo 



so erb~t man ftir den zweiten Tell 

des Riemanns.ehen Vierindizessymbols (ih, rs), wenn man noeh B~, nach 

Potenzen yon y entwiekelt (eine Entwieklung, die far hinreiehend kleine 
y. sieher konvergiert, weil fdr y,. =-0 B = 1 wird): 

(11) {ik, rsl =(?~)~(y).> + (~)i Lay/: , .. + (3y)~(y), 

+ (~),(~), + (~): ( ~  <~.., - (~ ,  . ,&),-~.. . .  
k r  y / 1  " ' ~ " z 

Dagegen ergib~ sich fiir den ersfen Tei~ 

[ i lGrs]= o-b~r + v b~, _ o-b,, . . . .  c,-b&:_ 

des Vierindizessymbols (ik,.rs)*) mit Benutzung der Normiern__ug (Sa): 

(12) [ik, r s ] = 6 ~ , ~ , ~ , + 3 ~ . r  ~y, " + ?y~ ~y~ - -  ~V, l y e  
4~ 

2;{" 
und also form-M: 

Potenzreihen ~ , ,  
Glied 0 t~ Ordmmg 
sdareiben: 

(13) F~, ~]=(~)~+ ~,/~ + (~,-~)~(,):. 
Wit nennen nan die Koeffizienf~n der (}lieder m ~ Ordnung in den 

kurz Koeffizienten m ~ Ordnhng, und bezeiehnen das 
mit a,~,r,. Dann kSnnen wit (11)und  (13) aueh so 

(lia) ('~l~, rs} = (y}.~ + {y}s -i- {y}~ +--., 

wo {y},~ ein Poiynom m ~  Grades in den y ist, deepen Koefii~en~en P0/~- 
nomr " ~  K o e f f i ~ n  0 ~ his (m--~)~r Oranung der $ s i n a , . -  mad 
ferner unter Beae3atung yon (t2) 

' 03,0. F~, ,-s] = ~,~,,~... +[~]~ + [v]~ + ~ -  + - - - ,  
wo [y], oin Polynom m ~* Grades i n y  ist, d~sen Koeffmienten ans Koef- 

vo~ 9enau m ur, Ord~ung der ~ lineaz mit ratitmalen Zaldfaktoren 

Seien nun die Riema~n.~hen Viexiadizessymhole als Poteazreihem der 
yv gegeben, deren Entwicklungskoefllzienten die mi.t,bekanaten ratio~alen 
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Zahffaktoren multiplizierten Ableifungen der (ik, rs), gebildet ffi_r den 
Pmak~ O(y~=0), sin& Dana lehren die Formeln ( l ! a )  tmd'( t3a)  fol- 
gendes: 

Das Ghed 0 ~ Ordnung yon (ik, rs) ist gleieh 6a~.~s; den~ set~t man 
y~=0 ,  so verschwinden in ( t3a )mad  ( l l a )  alle iibrigen G l i e d e r . -  
m-matige Diffexenfiation und ]~ullsetzen der Yi liefer~ links in ( l l a )  und 
(13a) einen Koefiizien~en m ~ Orduung yon (ik, rs'), reehts eine lineare 
Verbiadung yon Koeffizienten m ~" Ordnung der ~ (aus (13a)), vermehrt 
um ein Polynom ans Koeffizienten O ur bis (m--2) t~ (h'drmng der ~ (aus 
(lla)). Nimm~ man lefz~er~ als bekannt an, so erh/il~'man ein System 
yon linearen Gleiehungen mir rationalen Zahlkoeffizienten t~r die Koeffi- 
zient~n m ~ Ordnung der ~, ~leren ,rrechte" Seiten sieh aus den Koeffizien~en 
m ~'~ Ordmmg der (ik, rs) und den Koeffizienten 0 t~ bis (m--2)  t~ Ord- 
mmg~"der ~ zusammense~zen. Die Anzahl dieser linearen Gleiehungen ffir 
die Koeftlzienten m ~r Ordnung der ~ ist genau so gro$, wie die knzahI 
dieser Koeffizienten. Da sieh nan (s. o.) die Koeffizientea 0 ~" 0rdnung 
der ~i~,~, eindeu~ig bestimmen lassen, folgt aus dem Vorhergehenden, dab 
sieh sukzessive die Koeffi~ienten m ~" Ordnung der ~ aus den Koeffizien~en 
m ~ und ( m -  2) ~r bis" 0 t~r Ordnung der (ik, rs) eindeut~ berectmen lassen 
werden, wean man naehweisen kann, daft die Deferminant~ des linearen 
8teichungssyst~ms q~ 0 ist. Dieser Nachweis aber isg auf dem bisher ein- 
gesehlagenen Wege nicht mSglich, weit man sehr bald, wegen der immer 
~'Sger werdenden Jtr~ahl yon Olierlern besfimmter Ordnung allen Uber- 
b]ick verlier~. Ieh werde deshalb im folgenden Paragraphen reich eider 
etwas ver~inderten Mef~hode bediener b jedoeh die Hauptresulta~ dieses 
Paa'agraphen wieder benu~zem 

Nur fblgendes set bier noch bemerkt. Die Zahffakforen der ,,liaken" 
Selden der linea~-en Gleichungen zur Berechnung der Koeffizient;en der 
l~ihren allein ~ aus (13a), nieh~ aus ( l l a )  her. Dis ~,li,ke~ ~ Seiten dieseY 
61eiehangen sind aber in der Weise voneinander abh~ingig, wie es die 
IdenfS~f~n (6b) und die daraus durch Differentia/don abgeteige~en an- 
zeigen. Deshalb verschwinden die De~erminan~en and es kSnnte scheinen, 
ats ob sich die Koeffizien~en der ~ nich~ eindeutig be~immen l i ~  
Nimm~ man abet die aus den Normierungsbedingungen (6a) ffir die Koef- 
fizientea tier ~ sieh ergebeaden Bedingun_gen stat~ der a b h ~ i g e n  Gle~: 
eh~mgen hinzn uad berVmksiehtig~, da~ ~ ebea~ viete anabh~mgige ~ -  
gungen (6a) wie Idea~i~ten (6b) ~t~,  so ~drd die Eimleut~keit'~ieder 
herges*~elli werdea. Die Riehtigkeit dieser Behaup~ng babe ich in den 
einfachs~en ~ l l an  direl~ na~hweisen kSnnen; a!lgemein fo!g~ sje rack- 
w~rt~ aus deem t~esal~ yon w 3. Dies ".~ das Entspreehen-(&a):and (6 b), 
yon dem ieh in w t st)raeh. 
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w 3, ~ B e s ~ u n g  des Linienelementes aus der Krfimmungsform. 

Ieh sehreibe z ~ s t  das Linienelement in Riemannschen Normal- 
koordinaten fftr das Folgcnde zweekm~l}iger in der Gestalt: 

wo (a~,,~);~...~, die m ~ Ableitung you ~,~,(y) nach y~, y~,..., y~, ge- 
bildet ~r y~ ~-0, bedeute~t und ~L~-.. Z~ aUe Kombinationen der Ele- 
mente 1, 2~ 3,---, n za je mmit Wiederholung und Berficksichtigung 
der Anordnung duvc't~uf~ (a~,~,)~ ..~ ist~dLso konshmt und his auf 
einen Zahlfaktor ein Koeffizient m ~r Ordnung yon ~i~.,,(Y)- 

(14) ist eine qu',dratiscJae Form der Differentiale dy~ und werde mit , 
r dy) bezeiehnet. Dann bedeutet q0(~y, dy) dieselbe quada~tisehe 
Form.hi den Diffexentialen e?y~ und qo(dy, 6y) die Polarform beider. Jetzt 
kann man nach der-Vorsehrif~ Riemanns in seiner Pariser Preisarbeit*) 
die Kr/immungsform K ffir das Linienelement ds s~- ep(dy dy) unter Be- 
nutzung des Kalkfi!s mit Differentialen oder 'Var~ationen**) so bilden: 

(15) K =  ~ ( d y ,  d~) -- '-)da~(d~, ~ )  + d~(a~ ,  ~Y), 

m,/t do" ~orderun#, dab die zweiten Varia~ionen dr~y~ d~yi:~ (~y~ alas den 
drei Bedingamgen 

Z)~(d, ,~) -- ,~(d,  1)) -- d~(a, Z)) = 0,. 

(15a) Z)~(d, d) -- ~ ( ~ ,  ~)) = 0, 

wo D eine bdieb~e Variation "tmzeichnet, bestimmt werden. (Die in (15) 
seheinbar a ~ t e n d e n  dritten Varia~ionen heben sich gegenseitig weg.) 

Bfldet man, nun (15) und (tSa) ffir die quadratische Form 

(2) as = @) 

so ~ e r ~  wie~ma~ sofort sieht~ (15) oz's~ns Glieder, we!che //~e~r in den 
~ d ! ~  A ~ e ~  tier b~ sird ~ d  a2s _Falr.t~re~ ~tur erste V a ~  dy 
~aT ~ ~ und z ~ n s  "Glieder, welche nut erste und nultte Ab- 
e :  tier b ~  abet ~ m s  eine zwei~e Variat~ion enthalten, 
w ~ n d  (15a) ~ a|s~nutlzuse~nde Faktoren der w/~/d/r~/che~ Dy~ Aggre- 

~ ) ~ ; ~ q ~ , a r ~  av~er van R iem~  0. e.) besoade~ vo~ Lipsehi~ (Crd!es 
~ ;  B& 70. 7t. 72, SS) beantzt. 
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gate liefer~, derea ~Lieder m r  orst~ und null~e Ablei~angen der b~.~ ent- 
t~al~en. Daraus folgt: wenn man mi~ Hilfe yon (15a) die zw~iten Yaria~ 
~ionen aus (15) eliminiel~, so hleiben dabei d~  Glieder yon (15) r o l l  
kommen unver~ndor~, welche die /d~chs&~ (zweiten) Abteitungen der b,~ 
eat~halten; und dies sind zugIeich die Glieder yon (15), welche, wenn man 
(t5a) noch nicht angewan& hat, nur die ersten Variationen dy und ~y 
enthal~en. Man kann daher (15) rind (I5a) zusammenziehen, indem man 
unter Beautzung des Kongrnenzzeiehens schreibt: 

(16) K-~  $~(d,  d~ -- 2d$~(d, $) + d~(~,  4) (rood niedrigere Glieder), 

wo unter niedrigerer~ Glieder~ diojeni~en vel~tanden sein sollea, welcho 
niedrigere Ableitungen der b,x als die hSchsten jeweils vorkommenden ent- 
haltmn. Die niedrigerea Gfieder haben, under Berfieksich~igung der Bfl- 
dungsweise (t5) allein, mindestens eine zweite odor hShere Variation der 
y, als Falr~or, w~hrend die hSehsten Glieder nur erste Variat~onen als 
Faktorea besi~zen. 

In demselben Sinne kann man flit die m ~ kovariante Ableitung (vgh 
Teit H, w I) der Krfimmungsform K aueh schreiben: 

( m ~  niedrigere Glieder). 

Nan bilden wir diese m ~ kovariante Ableitung ffir das'Linienelement (t4), 
also ffir Riemaunsche Norma]koordinaten und set, on y~-= 0. Wir linden: 

~--., ~ ~,,-~)~...~,~Y~ "" Yz,, (ydy),x.(ydy)~ 

(18) _ _  2d6,,, + ~ 1 
( ik ,  r $) :t 

(rood niedrigere Glieder), 

wo "die Summe nut noch fiber ik, rs und die 2 geht, aber m lest ist. 
Dean die Olieder, welehe in den y~ yon hSherer als (m~-2) ~ Dimension 
smd~ vorsehwinden wegen y~ = 0, weft nae-h Auaffdarung der Variationen 
mindes~ens ein y~ mit keinom Variationszeichen vorsehen ist, und die 
~lieder, wetehe in den y~ yon niedrigerer als (m + 2) u~ Dimension sind, 
entha|ten no~wendig eine :hShere ais die ers*~e Var~'ation, sind also .nied- 
rigere" Glieder~ so dab also nut noch die Glieder, welche in den y~ yon 
( m +  2)'. ~ Dimension sind, ffir uns yon Belang sin& 

-Bei ~/kusfiihrm~ d ~  Diiferent~ia~onen ~in <18). habe~ w',~ nut :~lieder 
mit ersten Variatio~ea zu ber~icksiehtigen. Es ka~me~ a~r ia  der 
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zweitm~ und driV~en Summe sotehe Glieder, welehe einen freiea Faktordy~i 
entbalten, nleht '  in Be~raeht, da dana not'wendig ein" verschwindendcr 
Deter~dnm~tenfa~'tor (r auftritt; es kSnnen also nor Fa]~toren 

~v~.. �9 ~ . ( ~  ~), ,  (a~ ~ ) .  
vorkommen. Hierhei dreht sich" in der zweiteh Summe das u 
um~ da dort zun~hst  der Faktor 

~ .  . . . ~,(~y d~),~(~ ~ ) .  

auftritt und (~y dy}i~ = -- (dy 5y) i  k ist. Also wird 

(19) (K(,-,).,:o ={ 2'  
(ak, r,)~ 

~mod niedrigere Glieder), 

wo cx,,, , ~,,~, c~,,~ positive Zahlkoeffizien~n sind, welehe angeben, wie oft 
gin jeder der drei Sam.men yon (18) dm-eh m-malige Differentiation der 

Term 6y~ ...  b'y~.,,(dyt~y),~(dy6'y)~, entsteht; ibxe Summe kann also nicht 
verschwinden. Die Gleichung (19) enth~lt jetzt Ms reeh~s hingesetnliebeae 
(}lieder genau die Glieder hSchst~r Ordnung yon (K("))v=o; denn die 
(m + 2) t~ Ableitungen der b,e fiir y, ~ 0 sind lineare Verbindungen der 
Koeffizienten m '~r Ordnung der ~(y) (vgl. Formel (8)), und diese treten 
allein in (19) ~af, und an den Gliedern hSchster Ordnung ist bei unserem 
Verfuhren aiehts ge~ndert worden, wii, hrend die Glieder niedriger Ord: 
hung versdhwunden sin& 

Ist nun andrerseits die Riemannsche Kriimmungstbrm 

(20) K = ~ (ik, rs) (dy Sy),~ (dy Sy),., 
(i ~, r ~) 

dadureh gegeben, datt die (ik, rs) als Potenzreihen der Normalkoordinaten 
Yi bekannt sind, so kann man voUkommen eindeutig aUe kovarianten Ab- 
leimngen yon /ff flit y~ = 0 beree.hnen; denn dazu sind nor Differen- 
tiationen nStig. Ist hi, milch 

( m )  

wb~,~:~aloge Bedeamng.t/at, wie obe~ ai,,~e~.,~e~,~. -~ Dean die mit trSheren 
Variationen..~bohafteten Glieder ~abert :.ja zuniichst~ niedrigere MS ~n ~ ~kh- 

so fol~: 

(rood niedrigere Gliedex), 
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leitmngen der Vierindizessymbole als Faktoren, und diese (vgl. Formel (4)) 
en~alten nicht die (m A-2) ~n Ableihmgen der b,~, wie es die hingeschrie- 
benen Glieder ~n.  

Trotzdem kann man (22) noeh nicht mit (19) vergleichen. Denn (22) 
ist aus (20) gewonnen, wo in die Vierindi~essymbole auch niedrigere Glieder 
hinsichtlich der Ordntmg der Ableitungen yon b~ eingegangen sind; denn 
bei Bildung der Vierindizessymbole sind die Eliminationsbeding~ugen (15a) 
b e a u ~  worden. Es fragt sich nun, ob man diese niedrigeren Glieder, 
welche "also yon niedrigeren als (m + 2) ~n Ableitungen der bi~ herstammen, 
aus (22) abspalten kann. 

Diese Frage werden wir bejahen und dami~ das in Rede st~hende 
Theorem, wie folg% beweisen: hngenommen die Koeffizienten nullter bis 
(m--1) ~ Ordnung der ~ seien sehon berechnet, dann lassen sieh auch 
die Koeffizienben m ~ Ordnung ftir ein als normiert vorausgesetztes Linlen- 
element (1) eindeutig berechnem Wit  haben u~mlich in w 2 bereils aus- 
einandergesetzt b daft das Vierindizessymbol (ik, rs) aus zwei Teilen Ilk, ,rs] 
trod {ik, rs} besteht, und folglieh auch seine .m ~= Ableitangen ffir y, =.0, 
also die (k,k,,.,)a...~,,, aus zwei Teile~t bestehen, yon denen der ersh~ nur 
Ableitungen .(m-t-2) ~ Ordnung der b,:, enth'Xlt, w~ihrend der zweite aus 
solehen 0 ~ bis (m + 1) ~ OrAnung gebildet ist. Zugleieh haben wir damals 
nachgewiesen (Formel (lla)),  da$ die Koeffizient~n m t~ Ordnung dieses 
zweiten Teiles {ik, rs} sich aus Koeflizienten 0 ~ bis (m--2)  ~" Ordnung 
der ~ zusammensetzen. Diese zwei~en Teile der Koeflizien~en m t~r Ord- 
nung der (ik, rs) und somit auch die in den (k~.~,)~.~...~, noch enthalt~nen, 
yon Gliedern niedrigerer Ordnung hen~ihreIlden Bestandteile sind daher 
nach der Voraussetzung tmseres jetzigen IndukCionsschlusses bekannt. 
Spal~et man sie ab, so erhii,lt man 

k~ " " m : 
(ik, rs)2 

(rood niech'igere Glieder), 

wo wie in (19) die hingesch14ebenen Glieder ge~au diejenigen h6chs~er 
Ordnung in den A,blei~ngen yon b~ sin& ~Nimmt man endlich noch die 
rechte Seite vo~ (19) als so normierr an, wie es die Bedingungen (5a) 
und (6a), wenn man dort Yi durch dy~ ersef.zt, verlangen, w~hrend (23) in  
sich normiert ist, wgil es die hSchsben Glieder der normierten Kriimmungs- 
form (vgl. die Formeln (Sb*) und (6b)) unver~ndert en~h~lt, ~ und b~- 
Vrach~et man dan~ (19) und (23) als Formen*) der ~y, wad dy,, so ergeben 
sieh durch Koeftizientenvergleichung die (a~,~,)~.,.. ;.~ eindeutig aus den 

*) Die yon uns benutzten Differenti~lformen siad ja bekanntlich invariante Bil- 
dungen. 
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r~_~._~nen (7r ~rmne~ man ~i~ noeh, ~ ~ ~ w ~ ~etg~en, 
dal~ sieh die Koeffi~enten nullter Orcluuug der $~, , ,  direkt besfimmen 
lessen, so let maser Theorem bewiesen. 

In Formeln ergib~ sieh aas (19) und (233 

' _ _  ~m , ~ . :  

(24)' (a:,,.)~.,...~.= -- ~"~,,:.+e~,,i, :I-- o,~., (~'")~"~"~ [Polynom aus Koef- 
_ r ~fizienten nullter his 
-- %,, + %,, + %,,. (/~-z.:,);, ...,.,,: + ] (m -- 2) ~ Ordnmag 

, ( yon K.  

F_,s is~ also ein Koeffizie,~t m ~" Ordnung yon ~t,,-=" gleich dem r 
de~ Koeffizienl~ m ~ Ord~ung yon (ik, ~'s), mud~ilaliziert mit einem p~sitivem 
ZaJde~fak-vtor, der far alle Koeffizienten n~ ~ Ordnung der~v~be ist, das Ganze 
~mehrt  um ~ Pdynom aus Koe/fizien~ yon ~6eAs~ens (m--2)"" Ordmau3 
der V i e r i n d i ~ l e .  Ffir die Koeffizienten nall~er und ember Ordnung 
fr, dtt dies Polynom fbr~, and man hat eiafaeh 

( 2 4 a )  

1 
1 und 7~ 12 wo re = ~ = ist~ Hieraus folgt soi'ort, da~, warm der Raum 

das Krfimmungsmas 0 hat, (]as Li~ianelement (1) die Gestalt: 

ds' -~ ~ dy,* 

hut ,  "also ein ,,Euklidisches'" ist. 

Tai l  II. 

w Die  Chris tof fe l sehen Dif ferent ia lkovarianten  G4, Gs,  G 6 - - . .  

Mit der l~iemannsehen Kr~mmangsform K h~ngt aufs engste die yon 
Christoffel in seizer A_bhandlung .Uber die Transformation dot homo- 
gene~ ])ifferential~u~L~cke zw~iten Grades"*) abgelei~ete Differentialform 
G~ zu~Lmmea, lhihrt rn~n nKmlieh in 

# 

none DifferentdMe Dx und A x  ein, und ~etzt vorsus, da$ "sIle vier D/fie- 
rentiale dx, ~X, Dx,  A x  kogredien~ seien, so [st das Christoffe~ehe 

"*)Orelles J o u d  70, S. 47ff. u, S. 2tlif. 

**) G ~  genommen muff mmu noeh m/t -- .!_ multiplisieren um Christ~ffels 
2 

~ . .  

~ ,  :zu : ~ . . " D i e e e r  F a k ~ r  - -  ~ .  s t a ~ m t  dahez. ~ das v~n mix tm A~m3hluS 
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(~') versehiedenen Kombi. wo in der Somme sowoht i k  als auch rs  die 

nationen zweier Indizes durchlSuft. Bierf~r kafin man offenbar unter Bo- 
achtnng der Sehln~bemerktmgen yon ~. w 1 auda sehreiben 

G, = _a~(ik, r s ) d  E dx~I )x  A x  , 

wo in der Snmme i ,  k,  r, s unabhiin~g voneinander yon 1 bis n laufen, 
oder indem man die Bezeichnung zwecks Verallgemeinerung in ersicht- 
lieher Weise ~indert: 

1 o 3 4 

(25) G, = (i~i~.isi,)~x, Ox~ dx , ,~x ,  ,. 
' l  "" /-~ 

Diese quadrilineare Differentialform 
1 2 

Systeme yon Diff~renfialen: Sx~, 8x~, 

rentialkovariante des Linieneleme~ates 
Aus (25) kann man bekaantlieh naeh folgendem Verfahren, welches 

dem yon Riemann in seiner Preisaufgabe angegeben entspricht*) und ein- 
~acher ist Ms das Christoffelsehe, eine unbegrenzte Reihe weiterer multi- 
linearer Dif ferential formen herleiten. Sei 

1 2 ~. 

(26) G,, = ~  (i~ i. . . . i,,) $x ,  bx~ . . . ~x,,,, 

eine m-fach lineare Differenti-alform. Da~n bilden wir 

(27,) 

der vier zu den dx~ kogredienten 
3 4 
Sx~, ~x~ Sst bekannflfch eine Diffe- 

d~ ~" = ..,~a~ dx ,  dx~. 

l,-z" "~m 

Z 1 2 m" 
+ §  

�9 i j t  �9 �9 t l ,  tt 

Ate+ (27)eliminieren wir nun die 
B~ingung: 

1 atrRieman~ (t. e.) bennt~ Vieriaditessymbot (i~q.rs) gerade d ~ , - - y  faehe de~ ,vcm 

1 Christotfei beautzten Vierindize~ymboles (ik,.rs) ist. ~ Da dex ~&tor - - ~  "fRrdie 

folgend~a Untersuehungen ganz unwesentli'eh ist, werde ieh die oben hingesehr/ebeae 
Differentia~orm e'mfiw, h, m2~t, G4 and ~e du'ans abgeleiteten mit a 6, ~ ,  �9 .-, bexair~n, 

1 multipliziexen m o ~  u m  die wobei dram-eben zu be~hten ist, dais man noch m/t ~ -~ 

Christoffelsehen Bfldu~geD~zu ~tudten. 
�9 ) Vgl. aueh Ihpsdtit~ Crelles Journal 7~, S. If/. 

~ m l t i s ~ e  xtmsa~, r.xxlx. , 20 

zweiten Differen~ia/e d~x~ mittels der 

"l 0 ~ls 
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die genau der Beaingung (15a) en~prieh~ und als nuUzusetzende Faktoren 
der wiUkfirlichen Dx~" erie Bedingangen liefm4: 

oder naeh Multiplika~ion mit ~ mad Summation nach k: 

} #x,~x,,, ~-- O. 

Setz~ man nun die zweiten Differenfiale aus (29b) in (27) ein, so erh~ilt; 
man die (m + 1)fach lineage Di~rentialform 

1 2 m 

(30) G,~+t = 2 ( ( i i ,  i~ . . .  i , , ,}6x~x h Ox~. . . ~x,,,,, we offenbar 

(31) ,: . . . .  ,, a(il i~... i,,,) 

~~F I ii ,  ! i ~  " + + + 
l 

Die so erhaltenen Differentialformen G~G~-..  sind zufolge ihrer Bildungs- 
weise, ebenso wie G~, Differentialkovarianten. Das Gese~z, nach dem die 
Koe~ ien t en  ( ( i i~ ' . . .  ira) ) alas den Koeffizienten (i~i~... i,,,) gebfldet wet- 
den, nearer man kovariante .Differentiation. 

Wit  maehen nun aus, dab man, beret  man aus G,~,+ I den Ausdruck 
m+l 

G,,+~ bfldet~ in G,,+l: i  dutch i,~+1 und (~x~ dureh ~x,,~+i ersetzt, also: 

1 m r~, + 1 

( 8 o ~ )  o . , + 1  =~!(~, 

w o  (r " " ' "  zm~,~+,) = ((im+t il " '" i~)) ist, sehreibt. Dann is~ leieht zu sehen, 

da~, wenn man in Gm+~:~ and 6 dutch d und die fibrigen d einfach 
~ . - ~  ,ersetz~, ma~ das erhiilt, was in I, w 3 als m TM kovariunte Ablei-. 
tmag der Krfimmungsform K bezeiehnet wurde. Denn nach unserer" Aus- 
m ac]amag fiber die Numer ie ru~  "is{; zan~chst (v S .  aueh Formel (7 ~)): 

*) Vgt. Chri~f, offel, 1. r S. ~6, 57. 
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und sonach kommen in G,,+~ die ersten vier Differentia!e in der Ver-- 
bhadung vor: ~ .~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Wenn mau nun noch die (~ in der angegebenen Weise umimclm% h~t man 

(30b) G*,,,+~ = ~( i~ ie i~ i~ ,  i~ , . . i,n+,)dx}o . . - Jx~+a(dx,  ~x,._ -- dx~ dx,, ) . 

w 2. Einfdhrung yon Normalkoordinaten mad Bes t immung des 
Linienelementes aus den (G~)~=o. 

Um den genauen Anschlu$ an I, w 3 zu gewinnen, wollen wit jetzt 
Riemannsche Nmmaalkoordina~en einfiihrem Ztm~ichs~ sieht man, dal~ in 
der Bezeietmtmgsweise yon I, w 2 das Chris~offelsche Dreiindizessymbol 

die Gestal~ ha~ 

oder, 

(32a) '7} 
wo QC)m ein Polynom zn t~ Grades'in y bezeiehnet, dessen Koe~ien ten  
aas einem in den Koe['[izienten ( m - - 1 )  ~ Ordnun9 der ~ linearen Te~ 
u~ul einem in den Koeffizierden nullter bis h6chstens ( m - - 3 )  ~ Ordnung tier 

ganzen rationalem Teil bestehen. 
Nun unterscheidet sieh unsere jetzige Bildung (30b), die wir ersicht- 

lich auch schreiben kSnnen: 

(33) g(~ ' )= ~ ' ( i t : v s , ) ~  . - -  s - . . ~ y ~ . ~ ( d y 6 y ) ~ ( d y ~ y ) . ,  

yon der Bildung (22) dadureh, dab wir hier~ yon K uusgehend, nach 
jedex Variation sofor~ die zweiten Differen~iale mit Hilfe yon (29b)e l i -  
miniert haben, wiihrend dies dor~ nich~ gesehah~ sondern die hSheren 
DifferenCe zu den Glieder~ niedriger Ordmmg gerech~e~ warden, ~ ab- 
gesehen davon, daB" wit  damals Yi = 0  sebzten. Man kann aber, wezm 
die kovaHant~n Ableih~ngen K,  ~(1), K(~  . . :  t~dr y~ = 0  bekan,~ sind~ 
sukzessive die auf der reehtem Seit~ yon (22) hingeschriebenaa Terme 
finden, a]~o va~ (33) d/e Terme abspa/,t~, die duxch die .E~imi~at~  
tdiheren Differe~diate m~2tels (29b) h i n z u g ~ m e n  sSnd. 

Dies sieh~ ~ sa eha: Bilde~ man yore Riemanns~tmn Vierindizes- 
symbol ausgehend na~h Vors~hrif~ (31) sukzessive: ~a  Klammersymbole 

~o* 



~ zu (ikrs; ~1s . -~,~) ,  indem ~mau jedes Klammersymbol nur daveh 
die Riemannsohen Vierindize~ymbole, die Chris~offalschen Drefindizes: 
symbole zweiter ArC uad dieAbleituagen beider ausdrfiekt, so finder man, 
wie man dutch Induk~ion,sch!u~ sofor~ besf~ti~, 

+ 

wo @ ~eine=gzmze ~a~ionale ]~:mt~ion seiner .Arg~mente: der ~R~mannschen 
Vierindizessymbole/~ ~lnd ihrer &bleihmgen,.bis~zu den ( m - - 1 )  t~ und der 
Chrisf~ffels~hen Dreiindizessymbole C und ihrer Abteitungen bis zu den 
(m- -  1 ) ~  ist;; und zwar isr jedes Glied yon �9 linear in einer der nullten his 

( m ~  1) ~ Ab~eitungen tier V~diza~symbole ~.-Spe~ll-ha~ .jedes ~"-~/r 

gerade ei~ C als Fak~or. S e ~  man noch y~ = O, so ~de~ man wegen 
(32a) mit der Bezeichnung yon Formel (21) 

- . .  ( 3 5 )  - ; 

wo q~ eine gauze rationale Funk~ion seiner Argumen~e b e d e u ~  und /~, 
bzw. ~ ,  Koeffizien~en v t~ Ordnung der /~ und ~ bedeuf~n. 

Hier stehl nun links ein bekann~r Koeffizien~ yon (Kq"))~=0 , rechts 
ein ge~uclr~er yon Formel (22), vermehrt um ein Polynom aus Koeffi- 
zien~n der/i~-~und ~ .von  niedr~erer als m t~ Ordnung. Nimmt man .da- 
her ~ m  Zwecke eines Induk~ionsbeweises an, da$ berei~s aUe Koeffrzienten 
der ~Tie~indizessymbole his zur ( m - 1 )  ~ Ordnung aus den Koeftizienten 
~en (K~-~))~= o his (K~)~=e besCimm$ sin(t, und somi~ nach I, w 3 auch 
alle Koeffizienten der $ bis zur (m- -1 )  t~ Ordnung bekann~ sind, so lehr~ 
Formel (35), dag man aus den Koeffizien~en yon (K~))~=o bis (K)~=0 , 
& h. ans den K~efilzien~en yon "(G.,+~)~=o bis (G~)~= o alie Koeffizienben 
yon (22) eindeutfig bes~immen kann. Fiir m = 0 hat5 man einfach: 

- ~ e r m i t  ist~ der Zusammenhangzwisehen den Koeffizienf~n der Formen- 
reihe G~, G~, G ~ , . - . ,  gebilder fiir y~ =~0 und zwischen den~K0effizient~ 
nu!tf~r, ers~r ,  ~zwei+~er - ,  ' ~Ordnu~ clef Riemannschen ~ Krfimmungi~form 
d ~ ~ .  ~ ~ kaz~ ~ aus ~der~l@rmenreihe ~ G~,,Gs, Gs, . .- ,  ge- 

fs~ "~ y ~ O ,  sawdhl die. ~n~che.~:~ii~mmu~gsform, ~ auch'das 
I ~ ~ t ~ i ~ ' ~ ~ n ~ d h e ~  2 ~ ~ d ~ n  ei~deutig ~ bered~n, und 

~ i r  k n ~ e n  bier gloi~h n:deh ~olgende Bemerkung an: S / ~  s~at~ 
inf. 
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(~0, (~00,--., (~+~)o ~,,~ a=+~, 
mad zwar G=+s nicht nur ffir y~ = 0, sondern fur are  Werte y, yegeb~n, 
so kann man glzichfa~ls die Riemtm~sche Kriimmu'~s~orm K u~d alas 
Li~iendement eimf, utig berech~,z. In der Tat: Aus (G,) o his (G=+~)0 kann 
man, wie wit oben :sahen, die .Glieder nnllter bjs m t~ Ordnung der ,~ und 
von,K berechnen. Ferner.,kann man aus G,, +r sukzessive (G,, + 5)0, (G= ~s)o, 
(G,,+~)o,.. ~mit Hilfe ~.onFormel (31) berechnen. Denn ~ a n  ken~t ja V~h 
V~rasssetzung die (m+5)-Indizessymbole als Potenzreihen der y~ vo~tKu "dig 
und ~wc.ge~ (32a) auch ~e  Entwicklungen der Christoffelsehen Dreiixtdizes- 
symbole, soweit man sie braucht: Um n~imlieh et~wa g~,,+~)+~ ffir y~-=-0 
aus G~+~ sukzessive fiir p =,1,  2 , . . -  zu berechnen, braucht mare .die 
C~lieder nullter bis p ~  Ordnang yon G.,,+~ und die ,Glieder nullter his 
( p -  1) t~ Ordnung tier Dreiindizessymbole oder wegen (32a) die Gheder 
nullter his (iv ~ 2) ~ Ordnuug der $ ;  und diese find ja nach dem wieder- 
holt schon angewandten Induktionssehlu$ bereits bekannt. 

w 3. ] )as  s  Aqui~ale l )z theorem.  

Si~d-gwei qtmdratisehe Differentialfccmen 

mit,~-nieht-vers~hwLadender De~rminante ineinander tra~sfo _rrqiexbar, so 
/ 

,(tag,- worm man 
(36). x, =-~r x~', --.,  x~') and folglich 

(37) ,~x = ~xl~ ~: d , ;  + . . .  + aax~ , _ ~ ,  e~:, x, ~ , 

setzt, F in F"  iibergeht~ dann folgen, wenn man zur Abkfirzung 

(as) a~, X ~g cz 

'sehreib~, ~us der Gleichang F = F ;  die .iden~iseh in den x' and (Ix' er- 
fiillt sein mttB, die Transformationsrelagionen 

(39) i , , 
i k  

Da,~kiie .G,~ kovariante~ Differentialformen., g~genfiber der TransfQn~0&t~ion 
(36) (37) sind, folgen, wenn man das aus F gebilde~e 

< "  (i i' " " i " ) ' l x "  " ' d x ' '  

$~. ~2  " t $ l t  

und d~s ans F" gebildet~ 

�9 d " " z "  .. d x,,,. 
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se~t~ aus tier Beziehung G,,, = G,',, die weitere- Transformationsrdationo,: 

(40) 
~t i ,  . im 

Die bisherigen Untersuehtmgen sind ganz allgemein gtiltig. Ftir das 
Folgende mug jedoeh eiue wesen~liche Einsehrtinkung gemacht werden. 
Man muB ni~m!ieh unterscheiden, ob eine quadratisehe Differenti@lfbrm 
(d. i. ein Linienelement und somit auch der (lurch dieses definierte Raum) 
Automorphien gestaL-t~t oder nieht. - -  Die Automorphien nun kSnnen 

1. in endlicher Zahl~ 
2. in nnendlieher Zahl ohne konirinuierliche Gruppe, 
B.-in unendlieher Zahl mit kontinuierlieher Gruppe 

sowie in Kombinationen dieser drei Fiille vorhaaden sein. 

Im Falle 1. (yon endlieh vielen Automorptiien des ds ~ zerfallen die 
Punk~ des Raumes bekanntlieh in clrei Klassen. Ein Punkt kann ni~mlich 

a) Fixpunk~ ffrr aile Automorphien der Gruppe ~sein, 
b) Fixpunkt ~ r  die Automorphien einer Untergruppe sein, 
e) sieh bei allen Auf~morphien (auger der identisehen) ~indern. 

Aueh im Falle 2. und 3. sind ~ihnliche Fallunterscheidungen mSglich; doeh 
bediirfen wir ihrer ffir das Folgende nicht. Es seien jedoch noeh einige 
Lit~rat~rnaehweise gegeben. Die mSgliehen kontinuierlichen Gruppen der 
Transformation eines Linienelemen~es in sich sind ffir den /~ dutch 
Christoffel*), yon MarigoldS**) und Killing***), fiir den P~z aureh Bianchi-~) 
aufges~eUt worden. 

Wir schliegen nun fiir das Folgende, ebenso wie Christoffel, der jedoeh 
nut an den Fall 3. zu denken scheint, alle quadratischen Differentialformen, 
welehe eine Automorphie gesta~ten, yon der Betrachmng aus. Dann beweisen 
wir folgendes yon Christoffel in seiner Arbeit'~i-) aufgesteltte Theorem:  

,, Wen~ din'oh die Tra~sforma~'onsrelationen, weld~e ~ den G~ichungen 

(41) = " G -= G '  Gp G~" F.==F' ,  G~, G~, 5 ~ , ' ' ' ,  =- 

gehSren, die Werte der Unbekannt~. x .und u ohne Wid~sprach vgllig be- 
stira/mt sind, u~,d die ~iimlichen Werte der Unbekann~ auch noch den 
Tran}formationsrelativmm, welvhe sich aus der n&.hstfolgenden GI~ichu~ 

*) Abhandlungen tier Berliner Akademie 1868, S. ll9ff. 
**) Orelles Journal 94, S. 27ff. 

**~ Oretle8 Journal 109, S. 12I ft. bes. 149. 
-t') l~aorie" della SoeietA :ttatimaa delle Science (detta dei XL) (3) 11, S. 267. 

~)  Crdle~ $ounma ~0. 
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ergeben, gen~4ten , so sind zugleich atle fiir die Tra~formatio.a r  1~ in F '  
erforderlichen Int4qrabih'tiitsbedingungen erfi~llt, und es wird allgemein 

Den Beweis ffihn Christoffel durch Uniersuchung der In~egrabili~ts- 
bedingungen. 

Wir ffihren ihn in folgender Weise: Hat man aus den Transforma- 
tionsrelationen, die zu den Gleichungen (41) geh5ren, irgenct zwei zu- 
sammengehgrige Wertesysteme x,, x,, . . - ,  x~ und xl ,  x~, . . . ,  x,, ermit+~el~, 
so mache* man diese zu Nultpunk~en ~on Riemannschen Normalkoordi- 
nabensys~emen 0(7tl, y~, . . . ,  y~,) und O'(yl" , y~ , - . . ,  y~), deren Orien~iertmg 
man beliebig w~hlen kann. Dann is~, wenn der Ursprung 0 and die 
Orientiertmg des Normalkoordinatensystems einmal lest gew~hl~ sind, 
der Uberg~ng yon den (xl, x~. , . . . ,  x**) zu den (Yt, Y~, '" ", Y,) eindeufig 
und eindeu~ig umkehrbar; das Gteicho gilt fitr den Ubergang yon den 

I f f ! * ( x ~ , x ~ , . . . , x , )  zu den ( y ~ , y ~ , . . , y ~ ) .  Nun denke man sich alle auf- 
t 

~re~enclen Diff~rentialformen in Normalkoordinaten ausgedriickt, was ich 
durch Querst-riche andeu~en will. ~,h'rechnet man nun wei~er aus den zu 
den Bedingungen: 

- -  t 

( 4 ~ )  ( ~ ) 0  = ( ~ ' ) 0 ,  ( ~ 5 o  = (~;)o, (~)0 = (e-~' )o ,  - - -, (~,)o = ( G ~ ) o  

(ffir y, ~ 0 bzw. y~ ~ 0) gehSrigen Transformationsrelat;ionen die Werte 

der ~ ,  welche, wenn die Transforma~on mSglich ist, gleich 0y :~-=., s e i n  ~y~ 
miissen, und also die Orientierung der y~ Achsen gegen die y~ Achsen 
geben; dann kenn~ maa [rater tier Annahme ihrer MSglichkoit diejenige 
orthogonale Transformation*), wetche, wenn man 0 mit O' vereinig~ denkt, 
das Sys~em O(y~, y~ , . . . ,  y~) mit dem System O'(y~', y~',...~ y~) zur Deckung 
bringt. Man kennt also auch die Beziehungen: 

(43) 'S, ~,('S~'," ' " ",s.~, . . ,  ~ , , ' )= ~,,s,; und 

( 4 4 )  

Zeig~ sieh nun, claB die ~leichung 

wenn man (43) und (44) einfahrt, identisch in den y' und dy' erftitl~ is~, 
d~nn ist die T~usforma~ion yon F in ~ '  mSglich: Denn aus den linkeu 

*) Die e r ~  Gle ichuvg  t o- 

(lie ~ kons t~nk  , '~  
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bzw. rech~en Selden yon (42) und (45) kann man, wie am Schlu~e des 
vorigen Paragl~phen fes~gestellt wurde, einde~tig die Linienelemente 
bzw. ~,~" bereehnen und diese werden durch (43) (44) ineinander trans- 
fbrmiert, und auBerdem ist, ~ i e  wit sahen, der Ubergang yon F zu ~' 
und eben~o der yon F '  zu E '  eineindeu~ig. 

Dieser Sa~z beh~lt~ wenn man nut das Wor~ ,,vSllig ~' durch ,,end]ich 
vieldeutig" erse~z~, auch in den bisher ausgenommenen Fa]l 1. (wo das 
Linienetement endlieh viele Automorphien gestattet) seine voile Bedeutung. 
Man ha~ sich dana nur fiir eine bestimmte der endlich vielen mS~ichen 
Transforma~ionen zu entscheiden; alsdann bleibt der Beweis w5rtlich der- 
selbe, m~r daft, falls 0 zur Klasse b oder c geh5rt, die Zuordnung der 
Punkte 0 und O' und, wenn 0 zur Klasse a oder b gehSrt, die" ol~ho- 
gonale T~ansformation yon O(y~, . - . ,  y~o) zu O'(?h' , . . .  , y:) endlich viel- 
deutig is~. 

Im Fable yon unendlich vielen Automorphien verliert jedoch der Satz 
seine Bedeutung, da man hie auf bes t imm~e Transformationsrelationen 
komm~ wie weR. man auch in der G!eichungskette (41) fo~schreitet. 

GSt t ingen ,  im Juli 1918. 


