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Bestimmung einer quadratischen Differentialform aus der
Riemannschen und den Christoffelschen Differentialinvarianten
mit Hilfe von Normalkoordinaten,

Yon

H. VeruesL in Gottingen.

Einleitung.

In einem n-dimensionalen Raume, dessen MaBverhiltnisse durch das
Linienelement ds* = '« , dz, dx, gegeben seien, kann man, wie Riemann¥)
angedeutet hat, die von einem Punkte O auslaufenden geoditischen Linien
als gerade Linien ansehen. Legt man dann ein orthogonales isometrisches
n-Bein mit dem Anfangspunkt O zugrunde, so sind die Riemannschen
Normalkoordinaten y,, %y, - - -, y, eines Punktes P Dbeziiglich dieses #n-
Beines einfach die Produkte des geoddtischen Radiusvektors OP = R in
die Richfungskosinus des Anfangselementes von OP gegen die Anfangs-

2

elemente des n-Beines, so dab also Dy’ = R? ist. Durch Einfihrung
dieser Riemannschen Normalkoordinaten laBt sich bekanntlich**) in der
Umgebung von O das Bogenelement, das vom Punkte (y,) zum Punkte
(y,+ dy,) fiihrt, in die Gestalt setzen:

2 N 2
1) dst = 7 dy? -+ D B Wy Yoo+ Ya) PuBr
=1 ik, TS

WO pu =y, dy, — y,dy, ist und die zweite Summe eine quadratische Form
der (’;’) Verbindungen p,, ist, deren Koeffizienten %, ,, Potenzreihen der

y, sind.
Schreibt man beliebiy ein Liniendement von der Gestalt (1) hin, wo
die B, ., der einzigen Bedingung geniigen, in ciner gewissen Umgebung

*) Habilitationsvortrag Werke, 2. Aufl., S. 2761,
**) Webers Anmerkungen in Riemanns Werken, 2. Aufl., S. 405—411 und F. Schur,
Math., Ann. 27, S. 337—567.
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von O zu konvergieren, so sind die y, stels dic Riemannschen Normal-
Loordinaten eines n-dimenswndalen Rownes.
Setzt man das Bogenelement (1) in die Gestalt:

-

@) dst = N, (y) dy, dy,,

- [}
L4
ok

so kann man durch Einseizen in die Formel sofort die Riemannsche
Kriimmungsform K (d. h. den Zihler des Riemannschen Krimmungs-
mafes) fiir die durch die Differentiale (dy,) und (dy;) festgelegte Flichen-
richtung im Punkte (y,) berechnen, nimlich:

.. ,
(3) K =2 (ehyra)p, pl .,

kyrs
wo p;, = 0y, dy, — 0y, dy, ist und die Summe eine quadratische Form der

n . , . . . . .
(‘,) Verbindungen p,’, ist, deren Koeffizienten (ik, rs), die Riemannschen

-,

Vierindizessymbole*), sich durch einfache Differentiationsprozesse aus den
b,, und also auch aus den 3B, ., als Potenzrethen in den y; ableiten lassen.
Eine Abzihlung der Glieder gleicher Dimension von (1) und (3) legt nun
die Vermutung nahe, da8 sich aus’ dem Ausdruck (3) auch umgekehrt
wieder das Linienelement (1) herleiten la8t.

Der erste Teil dieser Arbeit hat nun in der Tat zum Ziel folgendes
Theorem, auf das mich Herr Geheimrat Klein aufmerksam machte, zu
beweisen:

Ist der Zahler K des Riemannschen Krimmungsmafes bekannt, indem
die (ik, rs) als Polenareihen der y, gegdben sind, so berechwen sich daraus
die B, ,,, nack gewissen Normierungen, eindeutig, indem sich die Glieder
m* Ordnung der B, ., jewels durclh die Glieder 0%, 1%, 2%, . . . " Ord-
nung der (ik, vs) bestimmern lassen.

¢ ¥ Geht man von dem Linienelement in der Gestalt do*= a,  dx,dz, aus
und bezeichnet mit 4 seine Determinante und mit 4,, das algebraische Komplement
von a,, und benutzt noch die Christoffelschen Dreiindizessymbole erster Art
ek 1 (fey, |, ca,; Ca;
LZJ=?<8x, T oy 59:,)’
so ist das Riemannsche Vierindizessymbol

@) Gk D lr o Oy T, T,
;= e T = ~n_ o~ —
L Cx ox, = Cx6Z. Oxrii, cx,ox,

+3 CIT-
Ky
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Hiermit wird zugleich folgender Satz aus dem Riemannschen Habili-
tationsvortrag:*)

»Wenn also das Kriimmungsmaf in jedem Punkte ... gegeben wird,

,50 werden daraus die MaBverhdltnisse der Mannigfaltigkeit sich be-

HShimmen lassen.“
streng bewiesen sein. Ich bemerke gleich hier, da8 mich Friulein
E. Noether bei der Abfassung des Beweises unterstiitzt hat; besonders die
Grundgedanken von 1 § 3 verdanke ich einer schriftlichen Mitteilung-von
ihr. Wiahrend ich noch mit der Abfassung dieser Arbeit beschiftigt war,
ist eine Note von ihr mit &hulichen Beweismethoden und weitergehenden
Resultaten in den Gottinger Nachrichten 1918 betitelt ,Invarianten be-
liebiger Differentialausdriicke“ in Druck gegeben, deren Korrekturbogen
ich einsehen durfte.

Der zweite Teil meiner Abhandlung behandelt die Frage nach der
Aquivalenz zweier quadratischer Differentialformen (zweier Bogenelemente).
Die Riemannsche Kriimmungsform K eines Linienelementes hingt aufs
engste mit der von Christoffel**) hergeleiteten Differentialform G, zu-
sammen. Aus letzterer leitet Christoffel durch kovariante Differentiation
eine Rethe weiterer Differentialformen G;, G, G,, - - - her, durch deren
Untersuchung er das Aquivalenzproblem unter gewissen Einschrinkungen
16sen kann. Nun werde ich zeigen, daB, wenn man die G,, G;, G, -
in Riemannschen Normalkoordinaten ausdriickt und ihre Werte fiir den
Punkt y; = O bildet, daB dann die Kenntnis von (Gp),, (Gy)y, -+ (G, o)e
ausreicht, um die Glieder 0** bis m** Ordnung der Kriimmungsform und
somit nach Teil I auch die Glieder 0** bis m** Ordnung der P, . ein-
deutig zu berechuen. Dieser Umstand wird im wesentlichen hinreichen, um
ohne weitere Rechnung das Christoffelsche Aquivalenztheorem zu beweisen.

Dieses Ergebnis ist als MubmaBung bereits von Herrn Geheimrat
Klein in einer nur in wenigen Exemplaren vorhandenen Ausarbeitung
seiner Vorlesung von S.-S. 1917 #iber ,Invariantentheorie aligemeiner kon-
tinuierhicher Transformationsgruppen* ausgesprochen.

Teil L
§ 1. Normierung des-Linienelementes.
Die Gestalt des Linienelementes (1) ist noch nicht eindeutig be

stimmt. Man kann nimlich zu der zweiten Summe noch identisch ver-
schwindende .Ausdriicke hinzufiigen, die die Potenzreihen P (aber nicht

= Werke, 2. Aufl, S. 280 oben.
=) Crelles Journal 70 (1869), 8. 46—70.
19%
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das Linienelement selbst) dndern, Daher werden, um Eindeutigkeit der
Darstellung zu erhalten, Normierungen notwendig.

Entwickelt man nimlich die identisch verschwindende vierreihige
Determinante (y dy y dy),,,,, wori, k, r, s alle verschieden sind, nach zwei-

reihigen Unterdeterminanten, so erhilt man bekanntlich (', ) Identititen

(5) 2(pikprs + pir.p:k + pw p&r) = O

Wenh man diese mit beliebigen Potenzreiben der y multipliziert und zu

1) a.ddwrt so wird dadurch (1) in der angegebenen Weise abgeiindert,

und ich will dann (1) so normieren, daf

(53‘) %&'l’,ra + %ir,ak + S‘Bn,kr = 0 WiId.
Ferner liefert die Entwicklung der identisch verschwindenden drei-

reihigen Determinante (yydy),,,, wo r, s, ¢ alle verschieden sind, die (3)

Idenﬁtﬁten Y, D:: + Y.D;:, + Y0, = 0.

Multipliziert man diese mit eirem beliebigen der (Z) P,x, so erhidlt man

(;) . Z@;--l) unabhingige®) (d. h. solche, die nicht durch lineare Kom-

bination von Identititen (D) mit Faktoren y entstehen) Identititen

(6) Y PixDy: + Y, 0::0:, + Y. 0P, = 0.

Wenn man diese mit beliebigen Potenzreihen der 4y multipliziert und zu (1)
addiert, hat man wieder Umanderungsmiglichkeiten fiir die zweite Summe
in (1). Ich will dann so normieren, daB

51;:‘1:, Iy 2%&,:, 8’}3% rs
(62) AR i
. - . . . » n(n-rl, g e
wird. Von diesen Bedingunger sind auch nar (3> -{ ~° unabhingig

{d. h. nicht durch Differentiation und Kombination von Bedingungen (5)
ableitbar).

*) Um diese Anzahl zu erhalten, unterscheiden wir drei Fille: entweder kommen
beide Indizes von p;,. in dem Tripel der drei verschiedepen Indizes r, s, ¢ vor, oder
nur ein Index, oder kein Index. Fiir ein bestimmtes Tripel kommt der erste Fall
_( o) (n — 4) .

3mal, der zweite 3(:¢-—— 3)mal, der dritte amal vor. Im ersten Falle

erhalt man also 3><( ) Identititen, im zweiten Falle nur 2(n — 3)>< (’;
) — & . )
3?5(’? ) o (’: ) unabhiingige Identititen (6).

Diese Zahlen fiir den zweiten und dritten Fall findet man, indem man fir irgend 4
bzw. 5 feste, vérschiedeme Indizes alle mdglichen Identititen (6) hinschreibt und
‘untersucht, wie viele von ihnen nicht durch Kombination von Identitaten (5) folgen.

)

hingige, im dritten Falle nur - -
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Wir wollen npun zeigen, daB alle anderen moglichen Identititen aus
den Identitaten (5) und (6) durch Kombination mit Faktoren, die Funktionen
von y sind, entstehen. Dazu beweisen wir zunachst daB alle Identititen n
y und dy von der Form 9 Y, P =0
wo g tn den p,, homogen vom Grade u ist, dem Modul der dreireiligen
(identisch verschwindenden) Determinanten

YYEY)re = Yi P + Y2s, F %P

angehoren. Offenbar geniigt es, sich bei diesem Nachweis auf die einzelnen
in den y, homogenen Bestandteile von g zu besechrinken, und es werde
daher g homogen vom Grade v in den y, vorausgesetzt. (Auch die Identi-
tat (B) gehort diesem Modul an; denn entwickelt man die vierreihige Deter-
. minante (y dy y dy);.,, = — (dy y y dy),;,, nach der ersten Zeile, so er-
hilt man als Faktoren der dy die dreireihigen Determinanten des Modauls.)

Ich setze nun fiir das Folgende dy; =7, und fiir die y,, welche in
p;; auftreten, z;, so daB p,; iibergeht in ¢, = 2,2, — 2,2, = (22),,. (Kommt
jedoch y in g nicht explizit, sondern nur in den Verbindungen p,, vor,
so lasse ich in je einem p , jedes Terms von ¢ die y unverindert stehen.
Fir diesen Fall sind im folgenden Beweis nur die Grade der Homogeni-
tdt in den Variabelnreihen z, y, # abzudndern.) Dadurch geht ¢g dber in
.eine Funktion: g(?/i) QI:I) =f<.’E, Y, 5)7
die in den z wie 1n den z homogen vom u* Grade, in den y homogen
vom »* Grade ist. Diese Funktion f(z, y, 5) hat die Eigenschaft, zu ver-
schwinden, erstens, wenn man z, =y, setzt. Denn damn geht f iiber in
. 9(y;, Byy), WO Py, = (y3),, nur eine andere Schreibweise fir p,, = (ydy),,
ist; und dies ist nach Voraussetzung gleich Null. Also ist

9,9 2)=0,

Und zweitens verschwindet f(z, ¥, 2) allgemein, wenn man z,= 4y, + 42,
setzt. Es ist ndmlich

[(“"fz)k,zx T (xz)kyzij=zly g (’11 (Y2h,, + 12(Z3>k,z,) :
’ (}'1 (v z)k#l‘u + Zek“)kﬂ :‘,,) = Ay (?/z)l.,zl T \!/5)&#:‘“

und daher f()'ly + 42, ¥, Z) = lff(?/; Y, Z) =0

Enthalten nun zundchst die Variabelnreihen 2z, y, # nur je drei Variable,
so kann man hierans bekanntlich¥) schlieBen

Y
F@, 3, 2) =0 (mod &) (&= @ys).

*) Vgl. etwa E. Noether, Math. Ann., Bd. 77, S. 100, Hilfssatz a.



294 H. Vezsern

Kommen jedoch in jeder der drei Rethen z, y, z n(n>3) Variable
vor, so bedienen wir uns zum Nachweis der Reihenentwicklung in der
von E. Noether (1'c. S. 101) angegebenen -Form. Wir setzen
£, =B+ &0, + By, Y= mu + o+ 052, 2= G + Lo + Ge,
Dadurch geht g{y;, q.;) = f(z, v, #) iiber in eine Funktion Z(£, 4, ) der
drei terniiren Variabelnreihen £, 7, ¢, die in £ und ¢ homogen vom u®"
in n homogen vom »** Grade ist. (Sie enthilt auBerdem die Variabeln-
reihen u, v, « als Parameter.) Fiir Z haben wir dann die Reihenentwick-
fang (1. ¢. Formel (3))

Z=SPH+A -SPH, + A* SPH,+--- + A7 SPH,,

wo A = (En{) ist. Hier bedeuten die Zeichen P Polarenprozesse. Ferner
sind die H durch ganz bestimmte Polarenprozesse aus Z abgeleitet, wihrend
die H,, Hy, ---, H, durch ganz bestimmte Polarenprozesse aus Q(Z),
Q2 - -, Q“(Z) gewonnen werden. — Nun war f(z, y, 2) eine solche
Funktion der Variabelnreihen z, y, 2, welche verschwand, wemn man
z,= 4y; + Ay2, setzte. Es muB also in diesem Falle auch Z verschwinden;
d. h. offenbar in Anbetracht der obigen Transformationsformeln: Z (g, 4, £)
verschwindet, wenn man £ = 4,7, + 2,§ setzt. Wendet man dies auf die
Reihenentwicklung an, so folgt wie oben bei drei Variabeln

>PH=0 (mod A)

und weiter, da dieser Ausdruck bei Anwendung des Q-Prozesses ver-
schwindet (vgl. 1 e. Hilfssatz ¢)

>PH =0,
so daB die Reihenentwicklung lautet:
Z=A-DPH + A 3SPH, +---+ A° SPH,_.
Nun erbidlt man offenbar fir den Q-ProzeB
. o 0 &
R =}2 (5;; 5y 3“5)”“ (uvw),,
&Ry
und fir einen PolarenprozeB

3 R u
2"&32}' ”_‘Zysgi: Tt

Setzt man speziell £ =, =§=1, & =& =--- =, =0, so wird y,=uz,,
v, =Y, w,=2z, und Z(§, 1, £} geht tiber in f(u, v, w) = f(z, ¥, 2). Da
nun die Q:nwemiung des Q Prozesses auf Z = f die Determinantenfak-
toren’ (wow),;, = (2y2), hermrbrmgt, und diese durch die Polarenprozesse

2 Y ii: nicht beeinfluft werden, so hat. man, weil die H,, - - -+, H, durch
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spezielle Polarenprozesse ans Q(Z), - - -, Q°(Z) entstehen, aus der Reihen-
entwicklung gefunden )

flz, y, 2=0 (modd. (xyz),,,).

Hiermit ist, wenn man fiir £ wieder y und fiir z wieder dy schreibt, be-
wiesen, daB jede Identitdt g¢(y;, p,;) =0 dem Modul der dreireihigen
Determinanten (y y dy),,, angehort.

Wenn wir jetzt eine solche dreireihige Determinante mit [y,p,], be-
zeichnen, wo der dulere Index ¢ anzeigt, daB die inneren Indizes ¢, £, I

fiir andere o immer andere Tripel von verschiedenen Indizes bedeuten, so
haben wir fiir jede Form g’des Moduls die Darstellung

9,0 = (Y, ay) (Y. pu)s + @, d) [yl + - - - + €, 3y [y, 2]

=03

7

Nun konnen wir aber nur solche g gebrauchen, die in den p,, homogen
vom zweiten Grade sind; daher sind die @ offenbar homogen vom ersten
Grade in den dy. Wir miissen nun diese dy mit den y so vereinigen,
daB Determinanten p,, entstehen; und dies ist nur auf zwe/ Weisen mog-
lich. Entweder tritt ein dy aus einem ¢ heraus und vereinigt sich mit
den y in [y,p,]. Dann wird man, etwa mit dyy; p;,] beginnend und
passende Bestandteile ans vier @ zusammenfassend, notwendig zu dem

Ausdruck 2(:; D+ PP+ Do)

also zu einem Ausdruck (5) gefiihrt. Oder ein dy vereinigt sich mit
einem y in ¢ und zu diesem Produkt tritt notwendig ein analoges Pro-
dukt aus demselben @ hinzu, und dies fiihrt offenbar zu einem Ausdruck
{(6). Also entstehen in der Tat alle Identititen g(y;, p,,) =0, welche in
den p,. homogen vom zweiten Grade sind aus den Identititen (5) und (6)
durch Zusammenfassung met Multiplikatoren, die Funktionen von y allein
sind. Daher bilden die linken Seiten von (5) und (6) einen Modul fiir die
Tdentitiiten 9(¥; ) = 0.

Nun konnen wir ankniipfend an eing Arbeit von Herrn Fischer®) so-
fort zeigen, daf durch die Normierungen (5&) und (6a) das Linienelement
(1) emdeutlg bestimmt ist. Bezeichnen wir ndmlich mit %( ¥, p) die Ge-
samtheit der Terme vop (1), die in den y homogen von Dzmensmn
sind, so gehdrt g, zur Restschar R(g), welche von den nach dem Modul
M(o) der Identltaten 9,(y, ) kongruenten Formen je eine ausgezeichnete
enthalt, Die Identitiiten 9,(y, p), die in den y homogen von ¢*%, und also

in den ( ) Variabeln y und p homogen von (g -+ 2)** Dimension sind,

¥} Crelles Journal 140, S. 48—81 {besondea_cs $ 2 und das Theorem anf S. 33,
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bilden némlich einen Modul M (p), tind zwar sind, wie wir sahen, fir den
Modul M(0) die Formen der Basis

(5) 20(D) = Pisbps F PirDos + P Piy

und fiir den Modnl M(o) (¢=>1) die Formen einer homogenen Basis
3% 7 (¥, p) = yj(pél: P+ PP+ Pii,)

(6) ve(¥ B) = Y, BsPoe F U DB + Y, Pit Pri

aus (5%) und (6) werden alle Funkfionen des Moduls M(e) (0 = 1) mit
homogenen Funktionen (¢ — 1) Grades der y zusammengesetzt. Weil nun
wegen der Normierungen (5a) und (6a) die ¢, den Differentialgleichungs-

systemen 2 )
%(2:%) Po(p) =0 fir o=0

o G
wnd gy 5) 982 =0, (s, ap)ov@(y,p) 0 fir o =1

genfigen, so gehdren sie nach dem Fischerschen Theorem tatsichlich zur
Restschar; und folglich ist jedes ¢, und also auch das Linienclement durch
die Normierungen (Da) und (6a) eindeutiy bestimmd.

Der Normierung (5a) entspricht folgende Identitit™) zwischen den
Vierindizessymbolen fiir beliebige Koordinaten

(5b) (¢k, rs) + (ir, sk) + (is, kr) =
Die Kriimmungsform ist also hinsichtlich der den Gleichungen (3) ent-
sprechenden Identititen zwischen den p’, schon normiert. — Der Nor-

mierung (6a) entspricht, wie wir in § 2 zeigen werden, folgende Identi-
tat: Bezeichnet man (vgl. Formel (4)) das Aggregat der vier zweiten Ab-
leitangen im Vierindizessymbol (¢k, rs) mit (4%, 7s], so ist identisch

' [ik, st E,tr] | oik, .
(61) {zaxs}+a{z r}+ [z rs} — 0%
wie man durch Bechnung sofort bestatxgen kann. — Ubrigens enthilt
(5b) die Relation
(Bb*) [ek, rs] + [iv, sk] + [és, kr] = O

Es mdgen hier noch gleich einige Beziehungen zwischen den ¥, .,
und (3%, rs), welche aus der Umstellung oder Gleichsetzung der Indizes
folgen, znsammengestellt werden. Aus der formalen Bildung von (1)
folgt, daB

(7) ik T %Sk@,sr = n,s& %&r,éi und ﬂsak,n = %&z’,r: = gsik,.vr
ist. Entsprechend folgt aus der Definition der (if, rs):

i

*) Christoffel 1. ¢. S. 55, oder Lipsechitz, Crelles J. 70, 8. 101f,
_ **) Dies ist ein Teil der Identitit von Bianchi. Rendiconti della R. Ace. dei
Linget (3)11, (1902), §. 3.



Differentialinvarianten bei quadratischen Differentialformen 297

(7a) (2k, rs) = (k1i, s7) = (rs, ik) = (sr, ki) und

ik, rs) = — (ki, rs) = — (ik, s7).
Endlich sollen die GroBen %, ,,, %B;;,, und die P mit 3 oder 4 gleichen
Indizes, die zwar in (1) nicht auftreten, da, wo sie im folgenden vor-
kommen, O bedeuten — (hierdurch schreiben sich manche Formeln ein-

facher) —, wihrend die entsprechenden Vierindizessymbole (74, rs), (¢k, r7)
und die mit 3 oder 4 gleichen Indizes nach Definition simtlich = O sind.

§ 2. Vorbereitende Untersuchungen.
Setzen wir das Linlenelement (1) in die Gestalt:

2) ds® = szk dy;dy,,

so finder wir fiir die &;, und b;, indem wir von der SchiuBbemerkung
des § 1 Gebrauch machen,

QS) b =1+ 2%10 icYo Yo bd =2 S‘Bz’g,?:o YYs>
wo in den Summen ¢ und ¢ unabhingig voneinander die Werte 1,2, .-, n
durchlaufen. Mit Hilfe dieser Formeln kann man die Vierindizessymbole
(¢k, rs) als Potenzreihen der y ausrechnen und feststellen, wie sich deren
Koeffizienten aus den Koeffizienten der gegebenen Potenzreihen P, . zu-
sammensetzen.

Zunichst ergibt sich fiir die Determinante B des Linienelementes (2):

(9 B=14 (B)(y). + (%)2(?/)4 + o+ (B s
und fiir die Unterdeterminanten
(9a) B;=1+ @)@+ -+ Bcs Whu_s,

By =B+ + B @2
- Hier soll, wie auch im folgenden, (f),(y), ein Polynom m** Dimension
in den y, dessen Koeffizienten in den Potenzreihen B von ** Dimension
sind, bedeuten. Da nun ferner das Dreiindizessymbol

; ik
(10) ?_zz = "‘2 B, k0 Yo "“2 %i@,kl Yo

2 faagzo,ka a$ig,l€ 09‘8;0 ko \{

oy, 3y, oy, | %Y

ist, also die Gestait hat.
(102) [ ]= @ + (52) 3
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so erbalt man fiir den zweiten Teil

{1k, s} 92 !fv([zr]rlsj [w][kﬂ)

des Riemannsehen ermdmessymbols (4%, rs), wenn wman noch ' nach

~

Potenzen von y entwickelt (eine Entwicklung, die fiir hinreichend kleine
¢ sicher konvergiert, weil fiir y, =0 B=1 w1rd).

) (it s =B+ By (0) 00 + (), 00
+ B+ B (2), W + B (5, 0 +

Dagegen ergibt sich fiir den ersten Teil

. ‘87, o%b b Rl
k rs§} = 07 9% f‘ —_ 0 T Lr -
{Z ? } ayL ¢ Y, + 0 Y.0Y, Y0y, 0 Jz Ys

des Vierindizessymbols (ik,rs)*) mit Benutzung der Normierung (da):

\ . . 3$jk,r1) as‘Br ig ’ as‘Ez‘l' 20 6‘S‘Br
(12) [ik,rs)=86%P, ., + 32( 2, T+ 2?; ¢~ ﬁy: v a;k_g) Y,

O
~

.J_. 2 3 %i(; ra B $bq.§ v '}328'(1,30 azg;ko,rﬁ}
oyeaJ, 29,9y, Y 0y, 09,09,

3)

und also formal. .
(18) ik, 751 = B+ (50), 00 + (prgs ), @)

Wir nennen nun die Koeffizienten der Glieder m* Ordnung in den
Potenzreihen P, ., kurz Koeffizienten ' Ordnung, und bezelchnen das
Glied 0** Ordnung mit e, ,.,. Daon kénnen wir (11) und (13) aueh so
schreiben:

(11a) (3h, 75} = (9} + w)s + {9)ut -

wo {y}, ein Polynom m** Grades in den y ist, dessen Koeffizienten Poly-
nome aus Koeffisienien 0% bis (m—2Y Ordnung der P sind, — und
ferper unter Beachtung von (12)

'(13a). [k, rs] = 6a,y, ,, + (o) + (ol + {yk +-

wo [y], ein Polynom m*® Grades in'y ist, dessen Koefﬁmenten aus Koef-
fizienten von genau W' Ordnung der B linear mit rationalen Zahlfaktoren
gebildet sind.

Seien nun die Riemannschen Vierindizessymbole als Potenareihen der
¥, gegeben, deren Entwicklungskoeffizienten die mib bekannten ratiopalen

* Ee ist also Gk L) =Tik, va] + {ik, r3).
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Zahlfaktoren multiplizierten Ableitungen der (3%, rs), gebildet fiir den
Punkt O(y,—0), sind. Dann lehren die Formeln (11a) und (13a) fol-
gendes:

Das Glied 0** Ordnung von (i%, rs) ist gleich 6« ,,; denn setzt man
y, =0, so verschwinden in (13a) und (11a) alle iibrigen Glieder. —
m-malige Differentiation und Nullsetzen der y, liefert links in (11a) und
(13a) einen Koeffizienten m"" Ordnung von (ik,rs), rechts eine lineare
Verbindung von Koeffizienten m** Ordnung der % (aus (13a)), vermehrt
um ein Polynom ans Koeffizienten 0% bis (m — 2)%** Ordnung der P (aus
(11a)). Nimmt man letztere als bekannt an, so erhilt’ man ein System
von linearen Gleichungen mit rationalen Zahlkoeffizienten fiir die Koeffi-
zienten 7" Ordnung der P, deren ,rechte” Seiten sich aus den Koeffizienten
m™ Ordnung der (4%, rs) und den Koeffizienten 0% bis (m — 2)** Ord-
nung der B zusammensetzen. Die Anzah! dieser linearen Gleichungen fiir
die Koeffizienten m** Ordnung der P ist genan so groB, wie die Anzahl
dieser Koeffizienten. Da sich nun (s. o.) die Koeffizienten 0** Ordnung
der B, ,, eindeutiy bestimmen lassen, folgt aus dem Vorhergehenden, daB
sich sukzessive die Koeffizienten m*" Ordnung der P aus den Koeffizienten
m* und (m— 2)** bis' 0°* Ordnung der (i, rs) eindewiig berechnen lassen
werden, wenn man nachweisen kann, daB die Determinante des lineaven
Gleichungssystéms == 0 ist. Dieser Nachweis aber ist auf dem bisher ein-
geschlagenen Wege nicht moglich, weil man sehr bald, wegen der immer
groBer werdenden Anzahl von Gliedern bestimmter Ordnung allen Uber-
blick verliert. Iech werde deshalb im folgenden Paragraphen mich einer
etwas verdnderten Methode bedienen, jedoch die Hauptresultate dieses
Paragraphen wieder benutzen.

Nur folgendes sei hier noch bemerkt. Die Zahlfaktoren der ,linken®
Seiten der linearen Gleichungen zur Berechnung der Koeffizienten der P
rihren allein' ans (13a), nicht aus (11a) her. Die ,linken“ Seiten dieser
Gleichungen sind aber in der Weise voneinander abhiingig, wie es die
Identititen (6b) und die daraus durch Differentiation abgeleiteten an-
zeigen. Deshalb verschwinden die Determinanten nnd es konnte scheinen,
als ob sich die Koeffizienten der  nicht eindeutig bestimmen lieBen.
Nimmé man aber die ans den Normierungsbedingungen (6a) fiir die Koef-
fizienten der P sich ergebenden Bedingungen statt der abhingigen Glei-
chungen hinzn und beriicksichtigt, daB es ebemso viele unabhingige Bedin-
gungen (6a) wie Identititen (6b) gibt, so wird die Eindeutigkeit: wieder
hergestellt werden. Die Richtigkeit dieser Behauptung habe ich in den
einfachsten Fallen direkt nachweisen konnen; allgemein folgt sie riick-
wirts aus dem Resultat von § 3. Dies ist das Entsprechen (6a) und (6b),
von dem ich in § 1 sprach.
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§ 3, "Bestimmung des Linienclementes aus der Kriimmungsform.

Ieh schreibe zunichst das Linienelement in Riemannschen Normal-
koordinaten fiir das Folgende zweckmiBiger in der Gestalt:

(t4) ds? *—»2 dy + Zm, oty Vit i YY1 Y2 G AWz (W AW,

(ak,r&)é

wo (e m};_‘z. die m® Ableitung voun $,; ,(y) nach y;, v, - - - ¥, g
bildet fiir y, = O bedeutet und A4, --- 2, alle Kombinationen der Ele-
mente 1,2, 3, ---, 2 zu je m mit Wiederholung und Beriicksichtigung
der Anordnung durehlduft. (e, ..), . ..z, 1st-also konstant und bis auf
einen Zahlfaktor ein Koeffizient ' Ordnung von %, . .(9)

(14) ist eine quadratische Form der Differentiale dy, und werde mit
@{dy, dy) bezeichnet. Dann bedeniet ¢(dy, dy) dieselbe quadratische
Form in den Differentialen 0y, und @(dy, dy) die Polarform beider. Jetzt
kann man nach der Vorschrifs Riemanns in seiner Pariser Preisarbeit®)
die Krimmungsform X fiir das Linienelement ds® = @(dy dy) unter Be-
nutzung des Kalkiils mit Differentialen oder ‘Variationen™*) so bilden:

15 K = #¢(dy, dy) — ‘)dﬁqa(dy, dy) + d*g(dy, dy),

mit der Forderung, daB die zweiten Variationen d0 Y, d’y;, 0%y, aus den
drei Bedingungen
(153} Blp(d, d) ""' 2d99(d; D} =0,

Dy(s, 8) — 209(3, D) =0,

wo D eine belichige Variation bezeichnet, bestimmt werden. (Die in (15)
scheinbar auftretenden dritten Variationen heben sich gegenseitig weg.)
Bildet mansnun (15) nnd (15a) fiir die quadratische Form

@) ds* = gp(dy, dy) = 2 () dy, dy,,

so liefert, wie -man sofort sieht, (1) erstens Glieder, welche lincar in den
sweilen Ableitungen der by, sind wed als Foktoren wur erste Variationen dy
und 0y haben und zweitens Glieder, welche nur erste und nulite Ab-
leitungen der b,;, aber mindesiens. eine zweite Variation enthalten, —
wihrend {15a) als nullzusetzende Faktoren der swillkiirlichen Dy, Aggre-

. B
et i

* Werke, 2. Aufl,, S 402
Yy Dieser wyrde aufer von Riemarmn (1. e) besonders von Lipschitz (Crelles
Joumal, Bd. 70, 71, 72, 82) benntzt.
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gate liefert, deren Glieder nwr erste und nullte Ableifungen der b, ent-
halten. Daraus folgt: wenn man mit Hilfe von (15a) die zweiten Varia-
tionen ans (15) eliminiert, so bleiben dabei diec Glieder von (13) voll-
kommen unverindert, welche die hichsien (zweiten) Ableitungen der b,
enthalten; und dies sind zugleich die Glieder von (15), welcke, wenn man
(15a) noch nicht angewandt hat, nur die ersten Variationen dy und dy
enthalben. Man kann daher (15) und (13a) zusammenziehen, indem man
unter Benutzung des Kongruenzzeichens schreibi:

(16) K=06%¢p(d,d)—2ddep(d, 8) + d®¢(d,d) (mod niedrigere Glieder),

wo unter needrigeren Gliedern diejenigen verstanden sein sollen, welche
niedrigere Ableitungen der b, als die hochsten jeweils vorkommenden ent-
halten. Die niedrigeren Glieder haben, unter Beriicksichtigung der Bil-
dungsweise (15) allein, mindestens eine zweite oder hohere Variation der
y, als Faktor, wihrend die hochsten Glieder nur erste Variationen als
Faktoren besitzen.

In demselben Sinne kann man fir die m* kovariante Ableitung (vgl.
Teil I, § 1) der Kriimmungsform K auch schreiben:

an K = om+2p(d, d) — 2d0*+ g(d, 8) + d*0* (4, 9)
(mod niedrigere Glieder).

Nun bilden wir diese m* kovariante Ableitung fiir das Linienelement (14),
also fiir Riemannsche Normalkoordinaten und setzen y, = 0. Wir finden:

(K"‘*))moz——“@"‘“’z o @), Ys o Y2, (Y8Y), (YY),

(ehyrs)l

T ‘ 1
(18) —2a0"*r > (i i Yn Ya 949 (30 Y),,

(ik,r8)i

t g2 Am El 1
e d*9 ;);E (azlars)zx”' Zmylx U yim(yay\)’k(‘Qja‘zj)?"r
(tRy7rs) 2
(mod niedrigere Glieder),

wo 'die Summe nur noch iiber ¢k, rs und die i geht, aber m fest ist.
Denn die Glieder, welche in den y, von hdherer als (m -+ 2)** Dimension
sind, verschwinden wegen y, = 0, weil nach Ausfithrung der Variationen
mindestens ein y, mit keinem Varlatlonszelehen versehen ist, und die
Glieder, welche in den y, von niedrigerer als (m + 2)*" Dimension sind,
enthalten notwendig eine héhere als die erste Variation, sind also ,nied-
rigere“ Glieder, so daB also nur noch die Glieder, welche in den y, von
(m+ 2)** Dimension sind, fiir uns von Belang sind.

‘Bei- Ausfiihrung der Differentiationen in (18) haben wir nur Glieder
mit ersten Variationen zu berficksichtigen. HEs kommen aber in der
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zweiten und dritten Summe solche Glieder, welche einen freien Faktor-dy;,
enthalten, nicht in Betracht, da dann notwendig ein verschwindender
Determinantenfaktor (0ydvy), , auftritt; es konnen also nur Faktoren

0y, - - - 0,,(dy 8y),, (dy 8y),,
vorkommen. Hierbei dreht sich in der zweiten Summe das Vorzeichen
um, da dort zunichst der Faktor

0y, - -- 0y, (8ydy),. (dydy),,
auftritt und (dy dy),, = — {dydy),, ist. Also wird

(19) (K(m))_/ 0= 2 (“;1 roldy--dpy ayﬁ byl (dnjéJ)zb (dJay)rs]

(2k,7s)4

Cln + -m+ 5::

wm!

(mod niedrigere Glieder),

WO €4 s Comps Cs,n DOSttIve Zahlkoeffizienten sind, welche angeben, wie oft
CGn jeder der drei Summen von (18) durch m-malige Differentiation der
Term dy, - 8y,,(dydy), (dy dy),, enisteht; ihre Summe kann also nicht
verschwinden. Die Gleichung (19) enthalt jetzt als rechts hingeschriebene
Glieder genaw die Glieder hochster Ordnung von (K®) _,; denn die
(m + 2)" Ableitungen der b,, fiir y, = O sind lineare Verbindungen der
Koeffizienten 7" Ordnung der $(y) (vgl Formel (8)), und diese treten
allein in (19) auf, und an den Gliedern hochster Ordnung ist bei unserem
Verfahren nichts geindert worden, wihrend die Glieder niedriger Ord-
nung verschwunden sind.
Ist nun andrerseits die Riemannsche Kriimmungsform

(20) K = D(ik, rs)(dy 8y).. (dy 8},

Gk, ro)
dadurch gegeben, daB die (ik, rs) als Potenzreihen der Normalkoordinaten
y, bekannt sind, s0 kann man vollkommen eindeutig alle kovarianten Ab-
leitungen von K fiir y, = O berechnen; denn dazu sind nur Differen-
tiationen notig. Ist namlich

o

1 ([ )
1) K- 2 o B sy 12 Y2 Yi - 32, (B 09),, (Ay 09),,
(ikyrs)i
s0 folgt- m=0
) (K(m)) E S’ P - ( i f!)zx”‘zmé\yll - 01 Jlm(dy é\y):): {djay)rt} M-

(,1 Ryr a) i
(mod niedrigere Glieder),

wo'c, analoge Bedentung hat, wie oben ¢ .6 ,,6; .- Denn die mit hoheren
Vanatmnen ‘behafteten Glieder .babett Ja zuniichst niedrigere als m* Ab-
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leitungen der Vierindizessymbole als Faktoren, und diese (vgl. Formel (4))
enthalten nicht die (m + 2)*" Ableitungen der b,,, wie es die hingeschrie-
benen Glieder tun.

Trotzdem kann man (22) noch nicht mit (19) vergleichen. Denn (22)
ist aus (20) gewonnen, wo i die Vierindizessymbole auch niedrigere Glieder
hinsichtlich der Ordnung der Ableitangen von b, eingegangen sind; denn
bei Bildung der Vierindizessymbole sind die Eliminationsbedingungen (15a)
benutzt worden. Es fragt sich nun, ob man dicse niedrigeren Glieder,
welche also von niedrigercn als (m -+ 2)** Ableitungen der ), herstammen,
aus (22) abspalten kann.

Diese Frage werden wir bejahen und damit das in Rede stebende
Theorem, wie folgt, beweisen: Angenommen die Koeffizienten nullter bis
(m—1)* Ordnung der % seien schon berechnet, dann lassen sich auch
die Koeffizienten m** Ordnung fiir ein als normiert vorausgesetztes Linien-
element (1) eindeutig berechnen. Wir haben nimlich in § 2 bereits aus-
einandergesetzt, daB das Vierindizessymbol (¢k, r5) aus zwel Teilen [¢Z, rs]
und {ik, s} besteht, und folglich auch seine m*» Ableitungen fiir y, —0,
also die (% ,,), .., aus zwel Teilen bestehen, von denen der erste nur
Ableitungen (m + 2)“* Ordnung der b,, enthilt, wihrend der zweite aus
solchen Ot bis (m + 1)** Orduung gebildet ist. Zugleich haben wir damals
nachgewiesen (Formel (11a)), daB die Koeffizienten m** Ordnung dieses
zweiten Teiles {ik, rs} sich aus Koeffizienten 0%* bis (m — 2)** Ordoung
der P zusammensetzen. Diese zweiten Teile der Koeffizienten m*™ Ord-
nung der (ik, rs) und somit auch die in den (%, ,,), ., noch enthaltenen,
von Gliedern niedrigerer Ordnung herriithrenden Bestandteile sind daher
nach der Voraussetzung unseres jetzigen Induktionsschlusses bekannt.
Spaltet man sie ab, so erhilf man

(23) (K(m))y=oz{ 2( SN J,x--'3?12,,‘@?5y)u.(dy3?/)n},f;",

(Ek,rsyi . . .
(mod niedrigere Glieder),

wo wie in (19) die hingeschriebenen Glieder gemau diejenigen hdchster
Ordnung in den Ableitungen von &, sind. Nimmt man endlich noch die
rechte Seite vonr (19) als so normiert an, wie es die Bedingungen (5a)
und (6a), wenn man dort y; durch dy, ersetzt, verlangen, wihrend (23) in
sich normiert ist, weil es die hochsten Glieder der normierten Krimmungs-
form (vgl. die Formeln (5b¥ und (6b)) unverindert enthilt, — und be-
trachtet man dann (19) und (23) als Formen™) der dy, und dy;, so ergeben
alch durch hoefﬁmentenvero'lelchunc die (@ ,.); .. ;o ¢indeutig aus den

Im

¥) Die von uns benutzten Differentialformen sind ja bekanntlich invariante Bil-
dungen.
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reduzierten (1% ), . . Erinnert man sich noch, daB wir in § 2 zeigten,
daB sich die Koeffizienten nullter Ordnung der B, ,, direkt bestimmen
lassen, so ist unser Theorem bewiesen.

In Formeln ergibt sich aus (19) und (23)

(94)' ' (d- ) - 8 (]l.zc ) .
- = CRra/iy - 2in sk, rs/sy - Ay
' 0t ot G " {Polynom aus Koef-

— (o) o fizienten nullter bis
Clomt Copt €5, 0 el T Y (g 2Yer Ordnung
von K.
Es ist also ein Koeffizient m* Ordnung von B, . gleich dem entsprechen
den Koeffizienden m*c Ordnung von (ik, rs), multipliziert mit einem posiivem
Zahlenfaltor, der fir alle Koeffizienten m*” Ordnung derselbe ist, das Ganze
vermehrt um ein Polynom aus Koeffizienten vom hochstens (m— 2 Ordnung
der Vierindizessymbole. Fir die Koeffizienten nullter und erster Ordnung
fallt dies Polynom fort, und man hat einfach

Ckrs = Vo %zkr.
1 ( 1L,r: =7 (Ld rc)/?
WO o= und y = 19 ist. Hierans folgt sofort, daf, wenn der Raum
das KrimmungsmaB8 O hat, das Linienelement (1) die Gestalt:

ds* 22 dy?

bat, also ein ,Euklidisches ist

(24a)

Teil IL
§ 1. Die Christoffelschen Differentialkovarianten G_ Gy, G5 -- .

Mit der Riemannschen Kriimmungsform X hingt aufs engste die von
Christoffel in seiner Abhandlung ,Uber die Transformation der homo-
genen Differentialansdriicke zweiten Grades“¥) abgeleitete Differentialform
G, zasammen. Fihrt man namlick in

K = X (ik, rs)(dz, 8%, — dz,8z,) (dz,0z,— dz,dz,)
neue Differentiale Dz und Az ein, und setzt vorsus, da8 ‘alle vier Diffe-
rentiale dz, 8z, Dz, Az kogredient seien, so ist das Christoffelsche

G = 2 (k, rs)(dz,0¢, — dz,02) (Dz,Az, — Dz, bz,)**),

*) Crelles Journal 70, S. 478, u, S. 241§,
*) Gensn genommen muf man noch mit — }; multiplisieren um Christoffels

6‘ ‘Zu erhalten.\Dieaor Faktor -—-%— stammt daher, da8 das von mir im Ansch}qs
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2

oot

. . . ¥ 73 . .
wo in der Summe sowohl ¢% als auch rs die ( ) verschiedenen Kombi-

nationen zweler Indizes durchliuft. Hierfiir kann man offenbar unter Be-
achtung der SchluBbemerkungen von I, § 1 auch' sehreiben

G, = >(k, rs)dz dx,Da, Az,
wo in der Summe i, k, 7, s unabhingig voneinander von 1 bis » laufen,

oder indem man die Bezeichnung zwecks Verallgemeinerung in ersicht-
licher Weise dndert:

N 1 2 3 4

Diese quadrilineare Differentialform der vier zu den dz;, kogredienten

1 2
Systeme von Differentialen: dz;, dz;, f?xz, gxi jst bekanntlich eine Diffe-
rentialkovariante des Linienelementes ds® = J'a,, dz,dx,.

Aus (25) kann man bekanntlich nach folgendem Verfahren, welches
dem ven Riemann in seiner Preisanfgabe angegeben entspricht®) und ein-
facher ist als das Christoffelsche, eine unbegrenzie Reihe weiterer multi-
linearer Differentialformen herleiten. Sei

n

(26) » .—2 (zl lq ) llt 1 \xi‘z Tt d\:1:1710

"

Q.w

eine m-fach lineare Dzﬁerentralform. Dann bilden wir

a4 1 2 "
27) oG, 2 Wt g 00,00, da,

T e

3 1 4 n
+ E (4 ---1,)00x 02, --- O,
i ligr -dpy

1 2 e
+ E (41---4,) 0,00, -0z, + -

Aus- (27) eliminieren wir nun die zweiten Differentiale d‘(gxl mittels der
Bedingung:

ar-Riemann (1. ¢.) henutzte Vierindigessymbel (7%,.7s) gerade das.— —;— fache des won

Christoffel bénntzten Vierindizessymboles (%, rs) ist. — Da der Faktor — ~1~ fir die
folgenden Untersuchungen ganz unwesentlich ist, werde ich die oben hmge&hnebene
Differentialform einfach. mpit G, und die darans abgelpiteten mit G, G,, - -~ bezsichnen,

wobei dann-eben zu beachien ist, daf man noch mit — }- multiplizieren muf, um die

Christoffelschen Bﬂdungen zu erhalten.
¥ Vgl. auch Lipschitz, Crelles Jourral 72, S. 1

Maithematische Annalen. LXXIX, - 20



3066 H. VerveiL

28y D 2 a:;, 6:3;&.%5;—.5?2 a;r0z; Dy, — 62 a;ykéx,,,ka = Q,

die genau der Bedingung (1‘5 a) entspricht und als nullzusetzende Faktoren
der willkiirlichen Dz, die Bedingungen liefert:

(29a) Z‘a 38z, +2; iy ;axox =0

oder nach Multiplikation mit ° ‘ und Summation nach %:
(29D) 60‘3;, +Z{Z;, } dzr,6x2,, = 0.

Setzt man nun die zweiten Differentiale aus (29b) in (27) ein, so erhilt
man die (m -+ 1)fach linea¥e Differentialform

1 2 m
_2’//"..." y ‘
(30) Gy = > {0ty --10,) 02,0z, oz, _--- 0z, , wo offenbar
.. - - 3(% &t ly,)
I el ) 7IL
(31) {0y tnl) = 33,

__2[‘“1 Ui i)+ P G )+ + T G- D))

Die so erhaltenen Differentialformen G; Gy - - - sind zufolge ihrer Bildungs-
weise, ebenso wie G, Differentialkovarianten. Das Gesetz, nach dem die
Koeffizienten (24,45 - - - 4,) aus den Koeffizienten (4,4, - - - ¢,) gebildet wer-

m.
den, nennt man kovariante Differentiation.
Wir machen nun aus, da man, bevor man aus &, , den Ausdruck
m+1

G, .s bildet, in G, ,,:% durch %, , und 8z, durch 0z, ., ersetzt, also:
a1
(303’) an+1 =2(7’1 ™ m+1>a\“° : ax 6xzm+1)
o imel
WO (4 -~ ipbpy1) = (b4 1%  * * 3,) ist, schreibt. Dann ist leicht zu sehen,

3 v
daB, wenn man in G, 4:13‘1 und 0 durch 4 und die @brigen 0 einfach
durch 8 ersetzt, man das erhilt, was in I, § 3 als m* kovariante Ablei-
tong der Krummungsform K bezeichnet wurde. Denn nach unserer Aus-
machung fiber die Numerierung ist zunichst (vgl. auch Formel (7a)):

'(iiizis’z;{ i5 Tt ‘im-{\—-!) = (izﬂ‘i‘;’f.l‘s?'uj?s T 'lm+4)' = (1:2219433} by - ?:m+4)

= (8B Py Tg, 15 " ~ i a)

* Vgl Christoffel, 1. ¢. S. 36, 57.
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und sonach kommen in G, ., die ersten vier Differentiale in der Ver--
‘bindung vor:

&

1 1z 3 4 3 4
7 y S
(0x, 02, — dx, 0x))(0z, 0z, — dz, dx,).

k21

Wenn man nun noch die ¢ in der angegebenen Weise uméndert, hat man

(80b) GF. (= E;(iliiiﬂii? s lpga) 0% - - ax"mﬂ(d”cha% —dz 0z,)-
2 Y+
1 . (dxz_; P} x; — d x, ) x‘;) = K (m),

§ 2. Einfiihrung von Normalkoordinaten und Bestimmung des
Linienelementes aus den (G,),._,.

Um den genauen AnschluB an I, § 3 zu gewinnen, wollen wir jetzt
Riemannsche Normalkoordinaten einfithren. Zunichst sieht man, daB in
der Bezeichnungsweise von I, § 2 das Christoffelsche Dreiindizessymbol
zweiter Art ik By, ik

| U -2 %L
die Gestalt hat r

o & L AN 0% ,
32) {1 = Bl + (5), @+ Betds+ B (5), @+ -

oder . _
(32a) ) = D+ e+ <+

wo <y>, ein Polynom m®* Grades in y bezeichnet, dessen Koeffizienten
aus einem i den Koeffizienten (m — 1y Ordnung der B linearen Tedl
und einem i den Koeffizienten vullter bis hichstens (m — 3) Ordnung der
B ganzen rationalem Teil bestehen.

Nun unterscheidet sich unsere jetzige Bildung (30b), die wir ersicht-
lich auch schreiben konnen:

(33) K 32(":75??5; Ay oedy) 3?/11 T 5?izm<dy 0y)i(dydy),,
(ikyrs)2

von der Bildung (22) dadurch, daB wir hjer, von K ausgehend, mnach
jeder Variation sofort die zweiten Differentiale mit Hilfe von (29b) eli-
miniert haben, wihvend dies dort nicht geschah, sondern die hoheren
Differentiale zu den Gliedern niedriger Ordnung gerechpet wurden, — ab-
gesehen davon, daB wir damals g, =0 setzien. Man kann aber, wenn
die kovarianten Ableitungen K, K® K@, ... fir y,=0 bekannt sind,
sukzessive die anf der rechfen Seite von (22) hingeschriebenen Terme
finden, also von (33) die Terme abspalien, die durch die Elimination der
héheren Differentiale mittels (29%) hinsugekommen sind.

Dies sieht man so ein; Bildet man vom Riemannschen Vierindizes-
symbol ausgehend nach Vorséhrift (31) sukzessive die Klammersymbole

20%
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‘bis zu (skrs; 4,4, - - ~4,), indem -man jedes Klammersymbol mur dureb
die Riemannschen Vierindizessymbole, die Christoffelschen Dreiindizes-
symbole zweiter Art und die Ableitungen beider ausdriickt, so findet man,
wie man durch Induktionsschluf sofort bestitigt,

(\.34;) (ik} rs; 1'12'2 T Zt,;;} o g A

> (Jy;"'pa:&m..g) }&‘y’“ b i;ym"l 2

wo ‘® ‘eine.ganze rationale Funktion seiner -Argumente: der Riemannschen
Vierindizessymbole B und ibrer Ableitangen-bis-zu den (m — 1)*® und der
Christoffelschen Dreiindizessymbole C und ihrer Ableitungen bis zu den
(m— 1)*® ist; und zwar ist jedes Glied von ® linear in einer der nullten bis

7e—1
(m— Ly Ableitungen der Vierindisessymbole R. -Speziell. hat jedes 2 2

~om=—1
o
gerade ein C als Faktor. Setzt man noch g, = 0, so findet man wegen
(82a) mit der Bezeichnung von Formel (21)

(35) (ikyr'g; 2’12'2"‘"A'm)y=0=(kik,ra)Zli.f--lm“i_ IF(Ew Rl:"'7Bm-2§ %0} sﬁn"'y %m—-z)?
wo ¥ eine ganze rationale Funkfion seiner Argumente bedeutet und B,
bzw. B, Koeffizienten »** Qrdnung der B und P bedeuten.

Hier steht nun links ein bekapnter Koeffizient von (K@) _,, rechts
ein gesuchter von Formel (22), vermehrt um ein Polynom aus Koeffi-
zienten der R.und P von niedrigerer als m** Ordnung. Nimmt man .da-
her zum Zweeke eines Induktionsbeweises an, daB bereits alle Koeffizienten
der Vierindizessymbole bis zur (s —1)* Ordnung aus den Koeffizienten
ven (K-%) _, bis (K),_, bestimmt sind, und somit nach I, § 3 auch
alle Koeffizienten der P bis zur (s — 1)*® Ordnung bekannt sind, so lehrt
Formel (35), daB man aus den Koeffizienten von (K™) _, bis (K),_,,
d. h. aus den Koeffizienten von (G, ,),_, bis (G,),_, alle Koeffizienten
von (22) eindeutig bestimmen kann. Fir m = O hat man einfach:

{:353) ()i‘k) rs)y:(} = kik,rs'

““Hiermit ist der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der Formen-
reihe G,, G, Gy, - - -, gebildet fiir y, =0 uwnd zwischen den’Koeffizienten
nullter, erster, zweiter - - - 'Ordnung der Riemannschen Kriimmungsform
atifgedsckt. — Man' kann dso aus der®Formenreihe G, Gy, Gy, - - -, ge-
Wildet fiir y,= 0, sowohl die Riemannsche Kritmmumngsform, als auch das
Tiiienelement in Riemannschen Normulkoordinaten eirideutiq “bevechmen, wnd
zivar die* Glicder willfer bis m* ™ Ordnung, wenn (G, bis (G, . ), be-
kannt sind.

“Wir kntipfen hier gleich noch folgende Bemerkung an: Sind statt
TG )o(6y), - - -8d inf. die™“Formen

, @(R oR MR, 00 TN
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(Gos (Gs)ys -~ 5 (Gyodo wnd G5,

und zwar G, .; nicht nur fir y, =0, sondern fir alle Werte y; gegeben,
0 Lamz man gleichfalls die Riemannsche Kriimmungsform K und das
Linienclement eindeutig berechnen. In der Tat: Aus (G,), bis (G, ,), kann
man, wie wir oben.sahen, die Glieder nullter bis m'* Ordnung der P und
von K berechnen. Ferner kann man aus G, , ;- sukzessive (G, 5)p, (G poos
(G, 7)o, - - - mit Hilfe von Formel (31) berechnen. Denn man kennt ja nach
Voramssetzung die (m+5)-Indizessymbole als Potenzréihen der y; vollstindig
und wegen (32a) auch die Entwicklungen der Christoffelschen Dreiindizes-
symbole, soweit man sie braucht: Um nimlich etwa G, 5, , fir ;=0
aus @G, ; sukzessive fiir p=1, 2, .- zu berechnen, braucht man die
Glieder nullter bis p** Ordnung von Gm +5 und die Gheder nuljter bis
(p — 1)** Ordnung der Dreiindizessymbole oder wegen (32a) die Glieder
nullter bis (p——i%)“’ Ordnung der %P; und diese sind ja nach dem wieder-
holt schon angewandten Indukiionsschluf bereits bekannt.

§ 3. Das Christoffelsehe Aquivalepztheorem.
Sind-zwei quadratische Differentialformen
F='2aikdx@dxk und F’=2a;‘,dx;dx'§

mit,-picht - verschwindender Determinante ineinander transformierbar, so
.daB,- wenn man !

£36) z, =@, (@, 2, - ) und folglich
(37) dz, — gidxl—i- o B = S

setzt, F' in F’ iibergeht, dann folgen, wenn mana zur Abkiirzung

(38) g: =

‘schreibt, aus der Gleichung F = F", die .identisch in den 2" und dz’ er-
fiillt sein muB, die ZTransformationsrelationen
(39) 2~aikug€ US = G5

ik
Da . die .G, kovaxiante: Differentialformen . gegeniiber der Transformation
(36) (87) sind, folgen, wenn man das aus F gebildete

Gm :;r .S- ; (217/3 e, d{l}ﬁ dxi, “es dxz

iy * )y

und das aus F° gebildete
G, —2@«3 cwY dz) dz] -4z,

[0
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setzt, aus der Beziehung G, = G, die weiteren Transformationsrelationen:

(40) D) Gy -+ )t i - wm = oy - - a1,

ity iy

Die bisherigen Untersuchungen sind ganz allgemein giiltig. Fiir das
Folgende mu8 jedoch eine wesentliche Einschrinkung gemacht werden.
Man muB nimlich unterscheiden, ob eine quadratische Differentialform
(d. i. ein Linienelement und somit auch der durch dieses definierte Raum)
Automorphien gestattet oder nicht. — Die Automorphien nun kénnen

1. in endlicher Zahl,

2. In unendlicher Zahl ohue kontinuierliche Gruppe,

3.-in unendlicher Zahl mit konfinuierlicher Gruppe
sowie in Kombinationen dieser drei Falle vorhanden sein.

Im Falle 1. (von endlich vielen Automorphien des ds?) zerfallen die
Punkte des Raumes bekanntlich in drei Klassen. Ein Punkt kann nimlich

a) Fixpunkt fiir alle Automorphien der Gruppe sein,

b) Fixpunkt fiir die Automorphien einer Untergruppe sein,

¢) sich bei allen Automorphien (auBer der identischen) #ndern.
Auch im Falle 2. und 3. sind dhnliche Fallunterscheidungen méglich; doch
bediirfen wir ihrer fiir das Folgende nicht. Es seien jedoch noch einige
Literaturnachweise gegeben. Die moglichen kontinuierlichen Gruppen der
Transformation eines Linienelementes in sich sind fiir den R, durch
Christoffel ¥), von Mangoldt**) und Killing***), fiir den R; durch Bianchi¥)
aufgestellt worden.

Wir schlieBen nun fiir das Folgende, ebenso wie Christoffel, der jedoch
pur an den Fall 3. zu denken scheint, alle quadratischen Differentialformen,
welche eine Antomorphie gestatten, von der Betrachtung aus. Dann beweisen
wir folgendes von Christoffel in seiner Arvbeity{) aufgestellte Theorem:

., Wexm durch die Tramsformationsrelationen, welche zu den Gleichungen
(41) F=F,G =G/ G=G - G=G

gehiren, die Werte der Unbekannien x und u ohne Widerspruch villig be-
stimmt sind, und diec namlichen Werte der Unbelamnten auch moch den
Transformationsrelationen, welche sich aus der néchstfolgenden Gleichung

L4
Gp+1 =G, 4

%) Abhandlungen der Berliner Akademie 1868, S, 1191

**) Crelles Journal 94, S. 271
9 Crelles Journal 109, S. 121 {f. bes. 149.

) Memorie della Societd Ttuliana delle Science (detta dei XL) (3) 11, S. 267,
++) Crelles Journal 70.
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ergeben, geniigen, so sind sugleich alle fir die Trapsformation von F in F*
erforderlichen Integrabilitiitsbedingungen erfiillt, und es wird allgemein

2 axz .8

Y%
Den Beweis fiibrt Christoffel durch Untersuchung der Integrabilitits-
bedingungen. )

Wir fiihren ihn in folgender Weise: Hat man aus den Transforma-

tionsrelationen, die zu den Gleichungen (41) gehoren, irgend zwei zu-
sammengehdrige Wertesysteme x,, #,, - - -, #, und z,, 2, - - -, z, ermittelt,
so mache®* man diese zu Nullpunkten von Riemannschen Normalkoordi-
natensystemen O(y,, ¥, -+, ¥,) und O(y/, %) ,--- ¥, ), deren Orientierung
man beliebig wihlen kann. Dann ist, wenn der Ursprung O und die
Orientierung des Normalkoordinatensystems einmal fest gewihlf sind,
der Ubergang von den (z,, 2, - -, #,) zu den (y,, 4s, - - - 4,) eindeuntig
und eindeutig umkehrbar; das Gleiche gilt fiir den Ubergang von den
(=, 2, z)) zu den (y,, g/z s Y ) Vun denke man sich alle anf-
tretenden Dlﬁerentlalformen in Normalkoordinaten ausgedriickt, was ich
durch Querstriche andeuten will. Prrechnet man nun weiter aus den zu
den Bedingungen:

(42> (F‘) = (F,>07 (G;)e = (§ />o, (G, )o (C’ia’)o; Ty (E )o = (@ ’>o

(fiir 5, =0 bzw. y = 0) gehorigen Transformatmnbrelatmnen dle Werte

der @, welche, wenn die Transformation moglich ist, gleich 8 y’ sein
@&

miissen, und also die Orientierung der y, Achsen gegen die y. Achsen
geben; dann kennt man unter der Annahme ihrer Moglichkeit diejenige
orthogonale Transformation®), welche, wenn man O mit O vereinigt denkt,
das System O(y,, ¢, - - -, ¥,) mit dem System O'(y,", ¢,’, -+ -, ) zur Deckung
bringt. Man kennt also auch die Beziehungen:

(43) h=T0 w ) =Dy, und

(44) 5’3‘” = Da,ay,.

Zeigt sich nun, daB die Glemhung
(45) G, @

p+LT Gp,+12‘ '
wenn man (43) und (44) einfithrt, identisch in den 4 und dy’ erfillt ist,
dann st die Transformation von F in F” méglich. Denn aus den linken

*) Die erste Gleichung (42) lantet niimlich Zdy = D'dy,*, und daher sind
die @ konstant. o
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bzw. rechten Seiten von (42) und (45) kann man, wie am Schlusse des
vorigen Paragraphen festgesteilt wurde, eindewtig die Linienelemente F
bzw. F” berechnen und diese werden durch (43) (44) ineinander trans-
formiert, und auBerdem ist, ‘wie wir sahen, der Ubergang von F zu F
und ebenso der von F’ zu F’ eineindeutig.

Dieser Satz behilt, wenn man nur das Wort ,volligh durch ,endlich
vieldeutig“ ersetzt, anch in den bisher ausgenommenen Fall 1. (wo das
Linienelement endlich viele Automorphien gestattet) seine volle Bedeutung.
Man hat sich dann nur fiir eine bestimmte der endlich vielen mdglichen
Transformationen zu entscheiden; alsdann bleibt der Beweis wortlich der-
selbe, nur dafB, falls O zur Klasse b oder ¢ gehért, die Zuordnung der
Punkte O und O und, wepn O zur Klasse a oder b gehdrt, die ortho-
gonale Transformation von O(y,,---,9,) zu O(y',--+y,) endlich viel-
deutig ist.

Im Falle von unendlich vielen Automorphien verliert jedoch der Satz
seine Bedeutung, da man nie auf bestimmte Transformationsrelationen
kommf, wie weit man auch in der Gleichungskette (41) fortschreitet.

Gottingen, im Juli 1918



