
L~ber Folgen analytischer Funktionen. 
(Erg~nzung zur Arbeit im 100. Band.) 

Von 

F. Hartogs in Miinchen und A. Rosenthal in Heidelberg. 

In w 6 ihrer Arbeit im Band 100 der Mathematischen Annalen haben die 
Verfasser ats ,, t~-Menge" jede beschr~nkte, abgeschlossene Punktmenge der 
xy-Ebene  bezeichnet, auf welcher x und daher anch jede stetige Funl~ion 
yon x m~d y dutch Polynome yon z ( =  x + i y) gleichm~Big approximiert 
werden kannl), andrerseits als ,fl-Menge" jede Punktmenge der xy-Ebene, 
auf welcher jede Funktion yon x und y der Klasse 0 oder 1 (ira Baireschen 
Sinne) dttrch Polynome yon z (gleich- oder ungleicl~gBig) approximiert 
werden lrann, mad haben daselbst zu der Frage, wie diese beiden Arten 
yon Mengen geometrisch (bzw. mengentheoretisch) charak~risiert werden 
kSnnen, "einige Untersuchungen beigesteuert. Nach AbschluB ihrer Arbei~ 
ist es ihnen weiterhin gelungen, nachzuweisen, dab jede beschrdnkte, abge- 
schlossene Punktmenge M, welche die Ebene nicht zerlegt ~ und das ~'~dchen- 
marl Null hat, eine a-Menge sein muff. Abet auch dutch dieses Ergebnis 
wurde die Frage nach dem Charakter der r nicht abschlieBend 
beantwortet, wie schon daraus hervorgeht, da~ jede ungescklossene Jordansche 
Kurve, einerlei ob ikr Flgchenmal~ Null ist oder nicht, eine a-Menge dar- 
stellt. Herr M. L a v r e n t i e f f ,  auf dessen in den Comptes Rendus ersc~'enene 

1) Erw~hnt seA, dab (wie leicht naehzuweisen) in dieser Definition, ohne ihre 
Tragweite zu ~ndern, die Worte ,beschr~nkte, abgeschlossene" sowie , x  und daher 
auch" gleichzeitig fortgelassen werden diirfen (wobei unter ,stetige Funktion yon x 
und y" nach wie vor eine auf der betre~ende~ Punktmenge stetige Funktion zu ve~ 
stehen ist). 

~) Wird diese Voraussetzung fo~gelassen, so ist eine gleichmii~ige Approximation 
yon x dutch Polynome yon z selbstverst~ndlich nicht mehr mSglich (vgl. Fullnote 36 
tier friiheren Arbe2t), wohl abet eine solche dutch ra$ionale Funktionen yon z; siehe 
im Folgenden Nr. 8. 
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Note ~) die Ve~fasser schon in ihrer damaligen Arbeit hingewiesen hatten 
und dem einer der Verfasser auf dem Kongre~ in Bologna yon dem obigen 
Resultat Kenn~nis gab, hat diesem inzwischen unter Ubersendung einer 
Skizze seines Beweises mitgeteilt, daI~ (wie die Veffasser bereits vermutet 
hatten) die Einschr~nl~ung beziiglich des Fl~chenmal~es der Menge M ersetzt 
werden kSnne duxch die, dal~ M ein linienha]tes Kontinuum sei. Hierdu_rch 
erh~lt darm die Frage nach dem mengentheoretischen Charaktex der a-Mengen 
tats~chlich ihre abschliei~ende Bean~wortung; denn mit Anwendung des 
Satzes yon S. 2334) folgt daraus, da~ die a-Mengen identisch sind mit den 
nirgends dichten, beschrSnkteu, abgeschlosseneu Mengen, welche die Ebene 
nicht zerlegenS). Da nun abet die Untersuchungen des Herrn Lavrentieff 
auI ganz anderen Methoden berahen und viel weitergehende und kompli- 
ziertere Hilfsmittel benStigen, so schien den Veffassern eine VerSffentlichung 
ihres eigenen, f~iiheren und auf i~uBerst einfachem Wege sich ergebenden 
Resultats doch noch gerechtfertigt zu sein. 

Beziiglich der fi-Mengen sei in diesem Zusammenhang noch folgendes 
bemerk'%: Sobald nachgewiesen is~, da~ jedes llnienhafte, die Ebene nicht 
zerlegende Kontinuum eine a-~Ienge darstellt, t~i~t sich au/ Grund der 
Untemuchungen der Veffasser (siehe die S~ze S. 235 und 260) auch die 
Frage nach dem mengentheoretischen Charakter der abgeschlossenen e) fl- 
Mengen sofort beantworten, und zwar sind diese letzteren dann charak- 
terisiert als die]enigen abgeschlossenen Mengen, die als Vereinfgungsmengen 
yon ( h6chstens ) abzShlbar vielen a- Mengen dargestellt werden kSnnen:). 

Daraus folgt dann noch, daft clem Ausspruch auf S. 236 der friiheren 
Arbeit nunmehr die folgende abschliel~ende~e Form gegeben werden lrann: 
, F  o ist dann und nur  dann eine fl-Menge, wenn (/i~r die Menge der 

a) Sur un probl~me de M. P, MonJeL Par. C. R. 184 (1927), p. 1634. 
~) Die angegebenen Seitenzahlen beziehen sich, wenn nicht anders bemerkt, 

stets auf die frtihere Arbeit der Verfasser. 
5) 0der auch mit denjenigen nirgends dichten, beschr~i~kten, abgeschlossenen 

Mengen~ deren einzelne ~Stiicke ~ (Eneykk d. math. Wiss. H C 9a, S. 902) die Ebene 
nicht zerlegen. 

6) Allgemeiner lassen sich (wie aus dem Satze des Textes sofort folgt, da jede 
abgeschlossene Teitmenge einer fl-Menge wieder eiue/~-Menge ist) diejenigen fl-Mengen, 
we~che zuglei~h ,F~-Mengen" (d. h. Vereinigungsmengen yon hSchstens abz~hlbar vielen 
abgeschlossenen Mengen) s/nd, charakterisieren als die Verein/~an~jsmc~gen van (h~chstens) 
abzfitdbar vielen e~-Men~era [DaI~ keineswegs jecle fl-Menge (auch nicht jede auf tier 
x-Achse geIegene) eine F~-Menge zu sein braucht, ergibt sich leicht bei Benutzung 
eines Satzes yon Hausdorit (Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 809, letzter Satz ffir ~ = I)]. 

~) DaB es nirgends dichte, beschr~mkte, abgeschlossene Mengen (und sogar solche, 
die mit der Begrenzung eines einfach zusammenh~ingenden Gebietes ident~isch sind) 
gibt, welche cliese FAgenschaft n/cht besitzen (also nicht fl-Mengen sind), ist auf 
S. 258--259 tier/fftheren Arbeit bemexkt. (VgL dasetbst auch S. 238 sowie Fufinote 47.) 
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zu F o -~ C komplementgren Gebiete ~ )  die ,Bedingung B" er/iillt ist." 
Denn ist die Bedingung B flit die Gebiete ~ erfiillt, so ist gem~ de~ 
auf S. 258 angegebenen Umiormtmg der Bedingung B s) Fo darstellbar als 
Vereinigungsmenge yon (hSchstens) abz~ihlbar vielen abgeschlessenen Mengen, 
welche die Ebene nicht zerlegen, also (da F o nirgends dicht) yon a-Mengen 
and daher nach S. 235 selbst eine fl-Menge. 

1. Unter Benutzung der mitte]s der Gleichungen 

x = 0 c o s ~ ,  y~osinq~ 

eingefiih_rten Potarkoordinaten 0, 9 werde das fiber ein beIiebiges quadrier- 
bares 9) Flhchenstiick f der xy-Ebene erstreckte Doppelintegral f f d e d ~  
zu~ g_bkiirzung als ,Pseudoinhalt" f* dieses Ftgchenstficks bezeictmet. Das- 
selbe hat stets einen positiven (yon cler Wahl des NuI]punkts abh~ngigen) 
Weft. Ftir den Kreis um den Nlfllpunkt mit dem Radius r i s t  f * =  2 ~ r. 
Fiir ein Flgchenstiick f, das augerhalb dieses Kreises liegt, hat man (wenn 
f zugleieh den Inhalt desselben bezeichnet) 

f =  f f  od~d9 ~= f f r d 0 d q  = r f* 
und somit 

f*<~ f 
7" 

~igr jedes beliebige Fl5chenstigck f gilt (unabhgngig von der Wahl 
des Nullpunktes) die Beziehung 

f * <  6 ]/~. 

Denn beschreibt man um den Nullpunkt einen Kreis mit dem Radius 

r = V2~ und bezeictmet mit fl den innerhalb, mit f~ den augerhalb des- 

selben gelegenen Bestandteil von f, so ist 

r * = r : +  * < < 

2. ~ einen beliebigen, von endlich vielen ze]rirJfizierbaren Kurven he- 
aP aQ grenzten Bereich 9) ~ der xy-Ebene gilt, wenn die Funktionen P, Q, ~y, ax 

in ~ stetig sind, die bekannte Beziehung 

aQ 
Pdx-~ Q d y =  ~ ay) dxdy,  

�9 (1 )  

8) Wegen der Erset~barkeit yon/" durch/'o vgk das in Fu6note 95 der friiheren 
Arbeit C~sagte. 

9) Es kommen bei dea" naehherigen Anwendung bloB Polygonfli~chen in Betracht. 
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wobei das erste Integral fiber die Begrenzung I des Bereiches ~ im posi- 
Liven Sinne zu erstrecken ist. 

W~hl~ man 

P =  x-~-iy' Q = i P - -  ix  
x + i y  ' 

so ergibg sieh 

f . ff'dx@ x ( d x + i d y ) = z  - - : -  
(lJ (~) 

zungchst unter der Voranssetzung, dal] ~ den Nullpunkt nicht enth~ilt, 
Die Gleichung beh~lt abet aueh dann, wenn der Nullpunkr im Innern yon 
liegt (oder auch aaf dem Rande yon ~ ,  was jedoch fiir die folgenden Be- 
trachtungen belanglos ist), ~ re  Giittigkeit unver~ndert bei. Denn zerlegt 
man in diesem FaIle ~ in zwei Teilbereiche, deren erster ein Kreis um 
den Nullpmakt ist, so gilt die GIeichtmg flit jeden der beiden Teilbereiehe 
(mad zwar sind flit den ersteren beide Seiten der Gleiehung, wie sich dutch 
Anwendung yon Pola~koordinaten sofort ergibt, gleieh Null). 

Allgemehl hat  man also, wenn man noch x -~- i y = z, x o ~- i Yo = zo 
setzt, flit jeden Bereieh ~ der z-Ebene die Beziehung 

f X - %  d z = : i  ~Fd~x_ dy. 
z - - z o  dd z--so 

( l) ('~) 

3. Sei M eine in der z ( =  x ~ - i y ) - E b e n e  gelegene beschr~inkte, ab- 
geschlossene Punktmenge, deren FlgchenmaB gleich Null ist. Es exis~iert dann 
eine ein- oder mehrfach zusammenh~ingende 1)olygonfl~che ~ ,  welche M 
ganz in ihrem Innern enth~lt and deren Inhalt kleiner ist als das Qua&at 
einer vorgeschriebenen positiven GrSge e. 

Wird der Rand dieser Polygonflgche mit p bezeictmet, so stellt 

1 fxe  

infolge der Stefigkeit des Integromden eine ira Innern yon ~ reg, ut~re an~  
ly~isehe Ftml~ion yon z o dar, und es gilt,, wenn z o = ~  o + i y o einen be- 
liebigen inneren Punkt~ yon ~ bezeidmet: 

v, (zo) - xo=  gg -~J : -  Zo az = ~ 3 J  
(~) (~) 

oder, indem man mittels der Gleiehungen x --  x o ~ ~ cos ~0, y --  Yo----- Q sin q~ 
zu Polarkoordinaten iibergeht: 

v,(Zo)- Xo= ff e-' ded . 
($) 
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Der absolute Betrag des letzteren Integrals ist abet hSchstens gleieh dem 
Pseudointmlt yon ~ ,  also ~ 6 e und somit schliel]lich 

iiir alle z innerhatb g .  
Ist  nun go eine im Innern yon g gelegene Polygonil~che, welche M 

ebenfalls noch enth~lt, so existieren ~~ rationale Funktionen yon z, de~en 
Pole auBerhalb go liegen und die sich in ~o yon ~f(z) um weniger als 
, unterscheiden. Damit ist also bewiesen, dab x - -  und daher 11) auch 

~ede au/  M stetige Funlaion yon ~ und y - -  au/  M dutch rationale 
Fun~ionen  yon z gleich~ifl ig approximiert  werden kann. 

Fiigt man nun noch die weite~e u hinzu, dal~ die Punkt- 
menge M die Ebene nicht zerlege, so kSnnen die Polygonfl~chen g und go 
als einfach zusammenh~ngend angenommen werden, was zur Fo]ge hat, 
daI~ in go eine gleichmii$ige Approximation yon y~ (z) durch ganze rationale 
Funktionen von z mSglich ist. Damit ist dann nachgewiesen, dab M in 
diesem t~alle eine a-Menge ist. 

xo) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), S. 229. 
~) Vgl. Fu•note 35 der friiheren Arbeit. 

(Eingegangen am 1. 12. 1930.) 


