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Der Dimensionsbegriff und der analytische Bau physikalischer
Gleichungen.

VYon

T. EBRENFEST-AFANASSIEWA in Leiden.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist aus den iiblichen Redewen-
dungen {ber die ,Dimensionen” und die ,Homogeneitit® physikalischer
Gleichungen den rein mathematischen Inhalt herauszuschilen und zu
systematisieren.

Es stellt sich heraus, daB gewisse analytische Einschrinkungen, welche
man, von den Dimensionsbetrachtungen ausgehend, allen physikalischen
(Meichungen zumutet, in vielen Fillen gar nicht bestehen.

Da diesbeziigliche unrichtige Behauptungen auf der Verwechslung
gewisser Begriffe beruhen, so soll vor sllem fiir eine terminologische
Trennung dieser Begriffe gesorgt werden.

§ 1.

Einleitende Aussagen und Terminologie.

Wir legen folgende terminologische Festsetzungen (1, 2, 3, - ) und
Aussagen (4, B, C, - - ) zugrunde:

1. Eine GroBe messen heiBt, ihr Verh#ltnis zu der Einheit feststellen.

2, Unter Einheit wird ein Spezialwert derselben Grofe verstanden.

(A) WeiB man eine gewisse GroBenart in einer bestimmten Einheit
zu messen, 80 kann man sie in jeder beliehigen Einheit messen.¥)

3. Das Resultat der Messung einer GréBe nennen wir eine Grofenzahl.

(B) Eine GroBenzahl kann aus zwei verschiedenen Griinden variieren:

*) Hat{ man sinen Spezialwert G einer Grbfe durch die Einheit E™ gemessen
und dabei den Wert g, erhalten, und will man nun eine andere Einheit E” gebrauchen,
so hat man dieselbe zunfichst durch die Einheit E’ zu messen und dane durch dig
so erhaltene Zahl ¢ die g, zu dividieren. Der Quotient )

gibt den Wert der GroBe G in der Einheit E” ausgedricks.
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wegen Anderung der zu messenden Spezialwerte der GroBe und wegen
Anderung der Einheit. }

4. Anderung der GroBenzahl wegen Anderung der GriBe nennen wir
materielle Anderung. i

5. Anderung einer Zahl wegen Anderung der Einheiten nennen wir
formelle Anderung.

(C) In einer physikalischen Gleichung treten auBer den GroBenzahlen
noch andere Zahlen auf, welche von den materiellen Anderungen der
Zahlen nicht abhingen.

(D) Bei willkiirlicher Anderung der Einheiten hort eine physikalische
Gleichung, im allgemeinen auf, giiltig zu sein. Durch passende gleich-
zeitige Anderung der in (C) erwihnten Zahlen kann sie aufrecht erhalten
werden, Diese Zahlen unterliegen also formellen Anderungen.*)

6. Eine Zahl, welche formelle Anderungen erleidet ohne eine GroBen-

zahl zu sein, nennen wir formelle Variable.

7. Das Verhiltnis % = £ zweier Spezialwerte einer Variablen nennen

wir Ubergangsfaktor.

8. Einen Ubergangsfaktor, welcher eine materielle Anderung definiert,
nennen wir maleriellen Faktor.

9. Einen Ubergangsfaktor, welcher eine formelle Anderung definiert
nennen wir formellen Faktor.

(E) Man kann die Einheiten verschiedener Arten voneinander ab-
héngig machen.

(F) Es ist zu unterscheiden zwischen folgenden zwei Arten von , Ab-
bingigkeit” der Einheiten voneinander:

&) Definition einer einzelnen Einheit einer GroBenart dureh bestimmte
Einheiten anderer GroBenarten.*¥)

b) Abhéngigkeit des formellen Faktors einer GréBe von den formellen
Faktoren anderer Grofen.*¥)

Bestehen zwischen den formellen Faktoren &, &, -, &, &, 1, Epypye-
der Zahlen &, 2, , -, &, %, 4, - - 2 Beers folgende Beziehungen:

*) Vel §9.
**) Beispiele: 1. Definition der Masseneinheit als Masse eines Kubikeentimeters
Wasser. .

2. Definition der Fldcheneinheit als Fliche eines Quadrates, deren Seite einen
Zentimeter betrigt.

***) Beispiele: 1. Wenn man die Massencinheit als Magse der Kubikéimheit
Wasser definierte. ™

2. Wenn man, aus beliebiger Flicheinheit und Zentimeter als Lingeneinheit
ausgehend, sich verabredete, die anderen Flicheneinheiten so an die Léngeneinheiten
anzupassen, daf die Beziehung zwischen den Uberga.ngsfaktoren stets dieselbe whre:
9=2% wo ¢ — formeller Faktor der Fliche, 2 — formeller Faktor der Linge whre.

»
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gk+1 — é;‘u gal“ . a’lk’

1)

Ek-{-r — gi‘rl g“ri L gzrk

wo &, Eyy -+ & als unabhanglg betrachtet werden, und «;, beliebige kon-
stante Zahlen sind, so nennen wir:

10. Die Zahlen 2, 2, -, z, — Grundrariable.

11. Die Zahlen z, ., -+ x,,,, - abgeleitete Variable.

12. Die Gleichungen (1) — Dimensionsgleichungen.

13. Eine Zahl «;, — Dimension der Zahl z; in bezug auf die Grund-
variable z,.

14, Die Gesamtheit der Einheiten, welche simultan gebraucht werden,
— Einheitenwahl.

15. Das System der Verabredungen iiber eine bestimmte urspriing-
liche Einheitenwahl und iiber die Regeln fiir den Ubergang zu einer an-
deren Einheitenwahl (d. h. iiber die nidhere Form der Dimensionsgleichungen)
— FEinheitensystem.

16. Die Gesamtheit der Dimensionsgleichungen (ohne Verabredung
iiber die urspriingliche Einheitenwahl) — Dimensionssystem.

Wir bhaben die Begriffe vom Messen, Dimension, Einheitensystem . ..
mdglichst abstrakt und allgemein eingefiihrt, ohne uns um die reellen Be-
dingungen des Messens und des Verleihens von Dimensionen-an verschie-
dene GroBen zu bekiimmern. Wir wollen uns auch weiter an diese
Allgemeinheit halten und erst spater zusehen, ob das faktisch angenom-
mene Einheitensystem durch ein einheitliches Prinzip aus allen mdglichen
durch uns definierten Systemen auszuzeichnen sei.

§ 2.
Allgemeine Begriindung der Dimensionsgleichungen.

Da wir ganz allgemein. vorgehen wollen, kinnen wir versuchen die
Beziehungen zwischen den formellen Faktoren noch allgemeiner zu fassen,
als es durch die Gleichungen (1) angegeben ist.

Dabei stoBen wir aber sofort auf eine recht allgemeine Forderung,
welche einem jeden einigermaBen verniinftigen Einheitensystem auferlegh
werden muf und welche unbedingt zu der Gleichungsform (1) fihrt.

Es seien némlich

" e, @ e
-x?'—-—§1, ~m—2,——§2,~--,
ree x’lll ”.
’ ’”
'7’1 Ly

formelle Faktoren, welche durch Gleichungen
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§k+1 = %(gl: . gk):
(2) Coe
Eeyr= N P ‘gk)
miteinander verbunden sind, wobei die gleichen oberen Indexe die gleich-

zeitig gebrauchten Faktoren bezeichnen mdgen.
Wir verlangen, dafl wenn

§' 5 B
1 ’ o ‘Ek"
die zwei konsekutiven Serien der unabhangigen ﬁbergangsfaktoren sind,
welche von den Werten z,, - - -, ,” zu den Werten 2,”, - -, z” gefuhrt
haben, so dafB
EF=E8" i B =&

ist, die Ubergiinge der abgeleiteten Variablen iiber die Faktoren
Eiary By Beny Bhns oo 5 Bary Bns - o

von den Werten xy41, Zxts, - - 5 zk’+,, .++ zu denselben Werten

"’ frr

xk-}-l) xlc—}-ﬂ; ° wk+r; cre
fiihren, wie der unmittelbare Ubergang iiber die Fatoren

Ervi=o 8 s =08 D).
Dieses ist aber der Ausdruck dafur, daf die Glelchungen (2) es gestatten,
daB die betreffenden Substitutionen eine Gruppe bilden. Wir verlangen
also, daB
i b ded Ek+1=§k+lgx+2) "'§§f+r=§k+r‘§k+r5

. &8 EE ) =&, gk)‘?r(gx )" )

sei, welches zu den Beziehungen fiihrt:

q7,.(§1, . &k) — garl %rs :'rk’
wo nur noch die Exponenten ¢, - -, o, willkdrlich sind.
Wir konnen dieses Ergebnis folgendermafen formulieren:
Satz I Als Begrindung fir dic Dimensionsgleichungen kann die
Forderung angesehen werden, daf die Substitutionen, welche dem Einheiten-
wechsel entsprechen, eine Gruppe bilden.

§ 3.
Homogeneitiit.
Das folgende bezieht sich anf Ubergangsfaktoren, deren Natur beliebig
(sowohl formell als materiell) sein mag.
Wir nennen
17. Homogene Funktion, eine Funktion H(z,,:--;x,), welche bei
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Multiplizieren jeder Variable 2, mit einem Ubergangsfaktor §, der Bedingung
geniigt:
(3) H(x &y, -y 2,k) =9y, &) Hzy, -y 3,). ‘
18. Homogene Gleichung, eine Gleichung, welche nach Ubertragung
aller ihrer Glieder auf eine Seite die Form annimmt
H=0,
wo f eine homogene Funktion ist.
Satz IL Im Fulle, wo die simtlichen Ubergangsfaktoren &, .- &,
voncinander unabhdngig sind, st
H=LP,
wo I von den Variablen z,, - - -, 2, unabhinmg und P ein Potenzprodukt

> vy, e e
P= Ty T Ty

ast.

Satz 1L*) Im Falle, wo zwischen den Ubergangsfaktoren §,, - -, &,
DBezichungen bestchen, ist es notwendiy, damit die Gleichung (3) erfiillt sei,
daf diese Deziehungen auf die Form

o= g :M,
(1%) ) .o
by, =B
suriickfithrbar seien.

Satz IV.*) Destehen swischen den Ubergangsfaktoren Gleichungen von
der Form (1%*) und ist die Gleichung (3) erfiillt, so hat die Funkiion
H(z,, - - x,) die Form:

&) H(z,-2) =P, - xﬂ)«a( IR PP, =Y.

u. L amk? T e ark)
z7 E afr x3

wo k ein ton den z, unabh&ngiyer Koeffizient, P(z,,---, x,) ein Potenz-
produkt, ® eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente ist.
Folgerung. Die Funktion @(E,---, &) in der Gleichung (3) hat

die Form

@&, )= P, 8),
wo P(§,,--- t,) dieselbc Funktion shrer Argumente ist, wie P(x,, .-, x,)
in Gleichung (4).

19. Wenn nach Ersetzen der §, , ,, &, .4, - -+ in der Funktion ¢(§,,- -, §,)
durch die unabhiingigen Ubergangsfaktoren &,,--- §,, gemiB den Glei-
chungen (1*), in dem so erhaltenen Potenzprodukte der Faktor § in der
Potenz o, vorkommt, so sagen wir, daB die Funktion H(z,,---,§,) in
bezug auf z, von der Ordnung e, sei.

*) Vgl. A. Federmann, Einige allgem. Methoden der Integr. part. Diffarentialgl.
erster Ordnung. Iswestija St. Petersb. Polytechn. Inst. 16 (1911), 5. 97 (russisch).
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20. Gleichungen von der Form (1*) zwischen den Ubergangsfaktoren
nennen wir bedingende Gleichungen.

21. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche homogen ist unter Be-
riicksichtigung der bedmgenden Gleichungen, nennen wir bedingt homogen.

Bemerkung. Was in den mathematischen Untersuchungen gewhn-
lich eine ,homogene Funktion® gemannt wird, ist ein Spezialfall von be-
dingt homogener Funktion, welcher folgender spezieller Form der Glei-
chungen (1%*) entspricht:

===k,
Satz V. Bleibt eine Gleichung
f@, - 2,)=0
invariant gegeniiber der Substitution
2, = § x4,

©) Zy = &3y,

wobei gwischen den &, DBezichungen bestehen, so lipt sie swch stels auf eine
bedingt homogene Funktion zurickfiihren.®)

Folgerung. Soll die Substitution (b) irgend welche Gleichung tnvariant
lassen, so konnen zwischen den entsprechenden Substitutionsfaktoren §,--+ &,
keine anderen Bezichunger bestehen aufer den Gleichungen (1%).

Bemerkung I. Wir sehen hieraus, daB die Forderung, daf§ die for-
mellen Anderungen eine Gleichung zw1schen den Variablen z,,--, x, in-
variant lassen sollen, auch als Grundlage fiir die Dimensionsgleichungen
betrachtet werden kann. Die (tesamtheit der Sitze III und V fithrt also
zu derselben Form von Beziehungen zwischen den formellen Faktoren,

wie der Satz I. Dieser letztere ist aber allgemeiner, denn er liBt die

*) Es miissen die Bezichungen bestehen:
o1 =01, &),
(2% e e e e
§;¢ =q)n—k(§1) Tt gk)~
Losen wir die Gleichung f==0 in bezng auf z,:
(a) xn=F<x19"" Zyoi)e
Soll sie invariant bleiben bei der Substitution (6), so haben wir
5".’12,, =F( TLys o §n-x Z,-1)
oder, gemiB (2% und (a):
q)n—k(gl LI ] gk)F(xu M ] xn—l) = F(§1 Tyr-ty gn—l &, 1)1

welches nichty anderes ale eine Gleichung von der Form (8) ist. Also ist (a) eine
homogene Gleichung.
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Exponenten ¢, vollkommen frei, indem die Forderung der Invarianz einer

gegebenen Gleichung, natiirlich, auch die Exponenten priizisiert.
Bemerkung II. Mit dem Satze V ist noch nicht gesagt, daB die

gegebene Gleichung selber schon die homogene Form haben muB:
Beispiel. Die linke Seite der Gleichung

A GB
T T ]
(@) GB, #8, ~ Y

wo A und %— irgend welche bedingt homogene Funktionen nuilfer Ord-

2
nung sind, B, und B, einzeln geaommen aber dieser Bedingung nicht ge-
niigen, ist offenbar nicht homogen.
Sie ist aber folgenden Gleichungen #quivalent:

(b) 4+ GB,—GB, =0,
B,

welche beide bedingt homogen sind.
Satz VI. Ist eine Gleichung oder ein System von Gleichungen bedingt
homogen, st
_ '
r d x;:‘ b

wnd sind &, &, £, die Ubergangsfaktoren resp. von &, &, &,, S0 mufS unter
den bedingenden Gleichungen notwendigerweise auch die folgende enthalten sein:

®) L=

Y
&

§4.

Kann man zu einem gegebenen System von bedingenden Gleichungen
die allgemeinste Form angeben, auf welche sich jede entsprechende be-
dingt homogene Gleichung zuriickfithren 14Bt, so kann man auch umge-
kehrt nach jenem System von bedingenden Gleichungen fragen, welches
eine gegebene Gleichung invariant 1aBt.

Eine spesiellere Forderung ist sofort zu erfilllen: solche bedingende
(leichungen aufzustellen, gegeniiber welchen jedes einzelne Gllied der ge-
gebenen Gleichung eine homogene Funktion sei und zwar so, daB alle
Glieder von derselben Ordnung seien. Fassen wir alle Potenzprodukte ins
Auge, welche als einzelne Argumente in der gegebenen Gleichung suf-
treten. Bezeichnen wir mit

Py(z), By(®), -+ Pul®)

Muathematisgohe Annalen. LXXVIL. 18



266 T. ERRENFEST.

diejenigen unter ihnen, welche als Faktoren vor den einzelnen Gliedern
stehen, (als Spezialfall davon muf auch die Einheit betrachtet werden),
und mit
P,1(@); Ppys(®), -y Pry (@)
alle diejenigen, welche irgend wie anders auftreten.*)
Dann geniigen unserer Forderung folgende bedingende Gleichungen:

O Pi(§) = By (§) = - - = P,(5),
(®) P =1 Frps(® =15 Py (H) = 1.
Es kann vorkommen, daB das einzige Losungssystem, welches diese Glei-
chungen zulassen, lauter Fins sind:
f—f— ==L

Damit ist aber nicht gesagt, daB die gegebene Gleichung in bezug auf
keine bedingenden Gleichungen invariant bleiben konne; es ist noch denk-
bar; daB sie auf eine andere Form reduzierbar wire, welcher eine geringere
Anzahl von Gleichungen (7) und (8) entsprechen.

Beispiel. Es seien im Beispiel zu der Bemerkung IT des § 1 unter
A, B, und B, folgende Funktionen verstanden:

A=uxmx, B =2, B;=u,.
Dann entsprechen der Form (a) und auch der Form (b) folgende Glei-
chungen (7) und (8):
§E=1, =1, &=1,
welche das einzige Losungssystem zulassen
§1=1; €2=1; §s=1-
Hingegen der Form (c) entsprechen die Gleichungen

gxgz—_“l; i_:'_"17

aus welchen die bedingenden Gleichungen
gl = EE g
gs = gg

mit einer unabhingigen Variablen (£,) folgen. Es zeigt sich somit, daB
unser Problem nicht immer leicht in seiner allgemeinsten Form zu be-
antworten ist.

*) Z. B. in der Gleichung:
2+t L ytYat—142=0

P=z Po=u® P=y®, P, =1; m=4,
By=yb P=zx? r=2.

sind
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§ 5.

Die entsprechenden Betrachtungen k&nnen uns dienen um den Uber-
blick iiber die Herleitung neuer Gleichungen auf Grund von Dimensio-
nierung ihrer Variablen zu verschaffen. Wir haben nur noch eine leicht
zu beweisende Tatsache zu beachten:

Satz VII. Ist eine Gleichung Folgerung eines bestimmien Gleichungs-
systems und sind alle thre Konstanten durch dieses Gleichungssystem voll-
kommen definiert, so ist sie bedingt homogen in besug auf dieselben be-
dingenden Gleichungen, wie das gegebene Gleichungssystem.

Bemerkung I. Enthilt die betreffende Folgerung solche Konstanten,
welche nicht auf Grund von gegebenmen Gleichungen zu berechnen sind
(etwa Integrationskonstante), so kann es vorkommen, daB die Homogeneitit
dieser Gleichung durch die Mitvariation dieser Konstanten erreicht wird —
dann aber kann man nicht beurteilen, wie die Gesamtheit der Variablen
allein in ihr auftritt.

Beispiel. Es sei die Gleichung

dix
e + krz=0
gegeben und es sei ihr Integral gesucht. Die bedingende Gleichung hier ist:

;g,-au’ii.

Der Faktor ¢ hebt sich heraus, und man erhilt eine bedingende Gleichung

1

2

- =%% d.h k=1,
welche auf gar keinen Zusammenhang zwischen der Variablen x und den
Variablen ¢ und % hinweist.

In Wirklichkeit besteht aber die Gleichung

(9) x = A Sin k¢ + B Cos ki,

welche deshalb der Willkiirlichkeit des Faktors £ nicht widerspricht, weil
bei seinem Einfiihren auch die Konstanten 4 und B mitvariieren.

Bemerkung II. Aus dem Satze IV, § 3, folgt, daB die unbestimmte’
Funktion ® in der gesuchten homogenen Gleichung um so mehr Argumente
enthilt, je mehr bedingende Gleichungen man hat. Die gesuchte Gleichung
wird also um so mehr umschrieben, je weniger bedingende Gleichungen
man hat.*)

*) Man hat dann mebr Freiheitsgrade, nach welchen man die Abhingi«éii’é!t
zwischen den Variablen priifen kann.
18*
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Hat man also die gegebenen Gleichungen nicht geniigend geschickt
aufgeschrieben, so erhilt man bei Anwendung der Methode des § 4 mehr
als notig bedingende Gleichungen (7) und (8).

Fiigt man zu den bedingenden Gleichungen des gegebenen Systems
noch weitere bedingende Gleichungen — aus irgend welchen anderen Ge-
sichtspunkten — hinzu, so vermindert man wiederum die Bestimmtheit
der Losung.

§ 6.
Materielle und formelle Homogeneitiit.

Nun wollen wir die Ubergangsfaktoren nach ihrem Ursprung unter-
scheiden.
22. Bedeutet die Transformation

z =&,

zy = & 2y,

eine materielle Anderung, so nennen wir die bedingenden Gleichungen
zwischen den Ubergangsfaktoren — Modellgleichungen.

23. Eine den Modellgleichungen geniigende Transformation — Modell-
tromsformation.

24, Die Gesamtheit von Losungen =z, x,,--- welche durch eine
Modelltransformation aus der Gesamtheit von Lésungen z,, 2, --- erhalten
wird — Modell dieser letzteren.

25. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche bedingt homogen in be-
zug anf Modellgleichungen ist, nennen wir materiell homogen.

12*, Bedeutet die Transformation

x =&z,
zg' =&y T,

eine formelle Anderung, so sind die bedingenden Gleichungen zwischen
den Ubergangsfaktoren nichts anderes, als Dimensionsgleichungen.

26. Eine den Dimensionsgleichungen entsprechende Transformation
nennen wir formelle Tramsformation.

27. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche bedingt homogen in be-
zug auf Dimensionsgleichungen ist, nennen wir formell homogen.

§ 7.

Versteht man unter den £ materielle Faktoren, so bildet der Satz VII,
§ b, die Grundlage der Modelltheorie, von der der bekannte Satz von
Froude eine Spezialisierung ist.
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Versteht man unter den £ formelle Faktoren, so kann der Satz VII
die Grandlage fiir die Ableitung der Gleichungen aus der Betrachtung
der Dimensionen bilden. Sind ndmlich die Dimensionsgleichungen so ge-
wihlt, daB alle Gleichungen, von welchen die gesuchte Gleichung eine
Folgerung ist, sich als formell homogen erweisen, so fallen offenbar die
entsprechenden Modellgleichungen mit den betreffenden Dimensionsglei-
chungen — oder, wenigstens, mit einem Teil dieser Dimensionsglei-
chungen — zusammen. Und die Dimensionsbetrachtungen fithren ebenso
gut zu einem richtigen Resultate, wie die Modelltheorie.*)

Aus der Bemerkung II des § 5 folgt aber, daB man mit Riicksicht
auf die Bestimmtheit des Resultates die iiberfliissigen bedingenden Glei-
chungen vermeiden muB. Der rechnerische Unterschied zwischen den
Modell- und den Dimensionsgleichungen ist aber der, daB zu jeder Gruppe
von @leichungen zwischen den Grifenzahlen eigene Modellgleichungen
gehdren, hingegen die Dimensionsgleichungen —-ihrem Wesen pach —
ein fir allemal gegeben werden; sollen sie der formellen Homogeneitst
aller grundlegenden Gleichungen entsprechen, so werden sie offenbar sehr
zahlreich sein, und werden somit, im allgemeinen eine unndtige Unbe-
stimmtheit in das Resultat hineintragen.

§ 8.

Immerhin kann man, bei Berticksichtigung der Ausgangsgleichungen,
fehlerfrei, wenn auch nicht mit dem groBtméglichen Erfolg, die Dimen-
sionsbetrachtungen anstatt der Modelltheorie anwenden. (Natiirlich mit
dem Vorbehalt, der durch die Bemerkung I, § 5 ausgedriickt ist.)

Deshalb ist es angemessen nach einer solchen Spesialisation von
Dimensionsgleichungen zu fragen, welche diesem Standpunkte entspriche.

Nehmen wir an, daB alle physikalischen Gleichungen sich auf eine
bestimmte Gruppe von Gleichungen zuriickfiihren lassen. Dann hétte man
einfach die Modellgleichungen aufzustellen, welche dieser gesamten Gruppe
entsprechen und die Dimensionsgleichungen identisch mit diesen Modell-
gleichungen zu machen.

Es konnen folgende Hindernisse im Wege stehen:

a) Man hat noch nicht so eine grundlegende Gruppe von Gleichungen
gefunden.

b) Man hat keine Garantie, daB sie endlich sei, und auch da8 die
Anzahl der Grundvariablen endlich sei.

*) Gewdhnlich wird aber die formelle Homogeneit4t der Ausgangsgleichungen
nicht untersucht, und man operiert 80, als ob jede Gleichung an und ftir sich homogen
sein sollte, was keine Begriindung hat.
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¢) Sollte die betreffende Gruppe gefunden sein, so kann es sich er-
geben, daB die entsprechenden Modellgleichungen entweder alle oder,
wenigstens, einige der Faktoren £ zu Fins machen. Dieses wiirde heiBlen,
daB man die Einheiten der entsprechenden GroBen nicht #ndern diirfte
ohne die Invarianz einiger Gleichungen zu zerstdren. Mit anderen Worten,
es ist deakbar, daB kein Dimensionssystem zu finden sei, gegeniiber welchem
alle physikalischen Gleichungen okne Ausnahme formell homogen wiren.

8§ 9.
Die Rolle der formellen Variablen.

Sind die Gleichungen zwischen den GroBenzahlen nicht formell homogen
in bezug auf ein gegebenes Dimensionssystem, so konnen sie noeh immer
formell homogen gemacht werden, wenn man sich entschlieBt zu dem System
der formell veriinderlicken Zahlen noch passend gewdhlte formelle Variablen
2w adjungieren.

Dieses kann immer dadurch erreicht werden, da man jene Potenzen-
produkte ins Auge faBt, welche in § 4 besprochen worden sind, und die
vor ihnen stehenden Koeffizienten formell variieren laBt.

Es sei
(10) kPy(2) = Q,(z, k)

Setzt man dann in den Gleichungen (7) und (8) @z, ;) an Stelle
von P,(x) und beachtet die noch so beliebig gegebenen Dimensionsglei-
chungen, so lassen sich die formellen Ubergangsfaktoren x, der Koeffi-
zienten k, immer als Potenzprodukte der formellen Faktoren der Grund-
variablen so berechnen, da8 die Gleichungen (7) und (8) befriedigt werden.

Auf diese Manier wird eine Gleichung von beliebigem analytischen Bau
bei einem bdelicbigen Dimensionssystem formell homogen.
 Satz VIIL Jeder Koeffizient k,, welcher als Faktor irgend ein Potenz-
produkt P,(x) begleilet, kann als Poteneprodukt von Spezialwerten der in die
Gleichung eintretenden Gripensahlen dargestellt werden.*)

* In der Tat, es sei @', @, -+, &, irgend ein System von Spezialwerten der
Variablen x,, - -, #,. Es sei ’
(11) Py, Tay s T =OH Py Ky Pyy -k, Pr) =0
die gegebene Gleichung, wobei
P ajinaftt o
bedeute. Nennen wir
Pl —afiag g,
Zn

Y= 71
Tn

P;(y) . ygil ygz‘e .. .yziﬂ‘



Dimensionsbegriff und Bau physikalischer Gleichungen. 271

§ 10.

Untersuchung des speziellen in der Physik hergebrachten
Dimensionssystems.

Es herrscht die allgemeine ﬁberzeugung, daf alle Gleichungen der
Physik nicht anders als homogen sein kdnnen und daB die Dimension
einer GroBe in enger Beziehung zu ihrem Wesen und zu ihrer funktio-
nellen Abhiingigkeit von anderen Groflen stehe. DaB das hergebrachte
Dimensionssystem dieser Uberzeugung nicht entspricht, kdnnen folgende

Beispiele zeigen:
(a)

wo f die Gravitationskraft, » Abstand zwischen den zwei anziehenden
Punkten, m, und m, ihre Massen bezeichnen.

Da Linge, Masse upd Zeit im hergebrachten System Grundvariable
sind, so kenn man in der Dimensionsgleichung

mm
fen

2
p=%g

welche #quivalent ist zu der Gleichung

£=x§

den formellen Faktor x des Koeffizienten % nicht gleich 1 setzen. Er
muf vielmehr sein

Multiplizieren und dividieren wir jedes Argument k; P, mit P, dann nimmt (11) die
Gestalt an:
Fk,P'Py), Py Py, -, k. P P.y) =0.
Andert man die Einheitenwahl, so verindern sich die Ausdriicke P;, F;, k;. Es bleiben
aber unverindert die Ausdriicke Py(y). Also bleibt die Gleichung bestehen, wenn
die Ausdriicke
U=k, P
dieselben Zahlenwerte behalten, die sie bei der urspriinglichen Einheitenwahl erhaltes
haben, d. h. wenn stets
k __U{x"'a“a{"“:z w"”‘m

ist.

Daraus folgt fiir die formellen Ubergangsfaktoren x;

%, _.gl a1 g-“u g—a',n

Wir haben somit &, als eine formelle Variable und zugleich als Funktion' der Spmla
werte der Gr&Benzahlen dargestellt.
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also ist & eine formelle Variable und die Gravitationsgleichung ist michb
homogen,

(b) w=%3

wo w Zentralwinkel, » Strahl des Kreises, S Bogenlinge bezeichnen.
Die entsprechende Dimensionsgleichung lautet:

=1z

denn S und ¢, als Lingen, haben beide denselben formellen Kaktor, der
sich kiirzt. Somit muB der Koeffizient & notwendigerweise formell variabel
sein. Und faktisch, obwohl man den Winkel als eine ,reine Zahl® zu be-
zeichnen pflegt, behandelt man ihn als eine Grundvariable, denn man #ndert
seine Einheit, und zwar unabhiingig von allen anderen!

(© y = A Cos 22" (t 4 B)

wo y Ablenkung eines schwingenden Punktes aus seiner Ruhelage, ¢ Zeit
bedeuten.

A und B sind nichts anderes als formelle Variablen, welche nur un-
mittelbar als Spezialwerte der GroBenzahlen y und ¢ gedeutet werden,
gemiB dem Satz VIII des § 9.

T wird entweder unmittelbar als Spezislwert der Zeit gegeben oder,
wenn man die Gleichung (¢) als Integral erhilt, auf Grund der entsprechen-
den Differentialgleichung als Funktion gewisser anderer GroBenzahlen be-
rechnet.

Das hergebrachte Einheitensystem liefert also wicht dasjenige, was man
thm zumutet. Die pkysikalischen Gleichungen sind im hergebrachten Dimen-
sionssystem durchaus nicht alle formell homogen.

§ 11.
Ist ein ,,wahres Dimensionssystem méoglich?

Es fragt sich, ob nicht doch ein solches System zu finden wiire,
welches alle (leichungen der Physik formell homogen macht. Im § 8
haben wir ein solches System charakterisiert.*) Abgesehen aber von den
erstgenannten Hindernissen ((@) und (b)), welche, vielleicht, nur provisorisch
wiren, zeigt schon das Beispiel (b) des § 10, daB das letzte Hindernis (c)
nicht zu beseitigen wire: wir haben auch mit solchen Gleichungen zu tunm,
bei denen die formellen Variablen auf keine Weise zu heseitigen sind.
Man kann die Anzahl solcher Gleichungen unbestimmt erweitern. So

*) So ein System wiirde wohl als das ,,wabre“ anerkannt sein in dem Sinne,

wie es z. B. Foppl meinte. F8ppl: Einfihrung in die Maxwellsche Theorie der
Elektrizitit, 1894, S. 119.
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z. B. alle Gleichungen, durch welche eine GroBe als mathematisch homo-
gene Funktion nullter Ordnung von GroBen einer und derselben Art
definiert wird. Oder solche, wo mehrere Glieder verschiedener Ordnung
von einer und derselben GriBe vorkommen. Und da man immer solche
Formen von physikalischen Objekten denken kann, die durch derartige
Gleichungen zwischen den Koordinaten definiert werden, s¢ bat man kein
Recht Gleichungen von solchem Bau aus der Physik auszuschalten.

Beispiel. y=ax 4+ b2? wo y und z rechtwinklige Koordinaten
einer reellen gebogenen Messingstange sind.

Es ergibt sich also: es dst kein Dimensionssystem moglich, bei welchem
alle Gleichungen der Physik formell homogen wiren.

§ 12
Zur Entstehung des hergebrachten Dimensionssystems.

Um die irrige Auffassung betreffs Dimensionen, von welcher in § 10
die Rede war, vollig zu tiberwinden, ist es zweckmiBig, ihrem Ursprung
nachzugehen.

Das hergebrachte Einheitensystem ist entstanden, in Verband mit der
praktischen Forderung: die meisten GroBen indirek! zu messen und zwar
auf Grund von Gleichungen, welche sie mit einer geringen Anzahl leicht
meBbarer Grifen verbinden.

Es ist daher zweckmiiig gewesen die elementarsten Gleichungen,
welche zur Berechnung der abgeleiteten geometrischen und mechanischen
GroBen dienen, zugleich auch dazu zu gebrauchen, um deren Einheiten
festzulegen. Dieses ist dadurch geschehen, daB die Dimensionsgleichungen
for diese GroBen mit den jenen Gleichungen entsprechenden Modellglei-
chungen zusammenfallen. Damit ist erreicht, einerseits die formelle Homo-
geneitat dieser Gleichungen, andererseits, da} die Einheiten der abgeleiteten
Variablen bei jeder Einheitenwahl stets auf dieselbe Weise durch die
Einheiten der Grundvariablen beschrieben werden.*)

*) Beispiele: 1. Wenn [, und I, die zwei Lingenabmessungen eines Recht-
eckes und s dessen Flécheninhalt bezeichnen, 8o ist bei dem allgemeinsten Einheiten-
system
) g==i, 010,
wo k eine formelle Variable ist.

Die Modellgleichung daszn lautet:

(a) 6=
Die Dimensionsgleichung:
®) 6 =2x 2%

Da aber im hérgebrachten Dimensionssystem x, == 1 gesetzt wird, so fallen die Qlei:
chungen (a) und (b) zusammen. Es sei beachtet, daB in der Geometrie das “Wort
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Die Dimensionsgleichungen fiir die folgenden GroBen werden konsekutiy
mit dem Bestreben aufgebaut, daf die Gleichungen, in welchen man zum
ersten Male auf sie stoBt, wiederum formell homogen seien. Auch hjer
hingt es mit dem praktlschen Zweck zusammen, die Einheiten dieser
GroBen méglichst einfach durch die Binheiten der Grundvariablen zu de-
finieren. Auf diese Manier werden im BewuBtsein Vieler die Begriffe

,Messen” . .. ,GroBenzahl berechnen®; , Einheitendefinition“ ...  GroBen-
definition®; ,,matenelle Anderung der GroBenzahl®... ,formelle Anderung“
,Dimension® . .. ,,Wesen der Grofie” miteinander verschmolzen. Man ey-

wartet, daB in Analogie zu den genannten elementaren geometrischen und
mechanischen GroBen auch fiir alle weiteren GroBen auBSer Dimensions-
gleichungen auch Modellgleichungen bestehen miissen und zwar von gleicher
Form wie die Dimensionsgleichungen, welches auf die Existenz von ent-
sprechenden Gleichungen zwischen den Grofenzahlen hinweisen wiirde.

DaB diese Brwartung vollig unbegriindet ist, sollte schon daraus er-
sehen werden, daB faktisch mehr als ein Dimensionssystem sich ohne jeden
rechnerischen Widerspruch hat durchfiihren lassen — né@mlich die beiden
Systeme elektromagnetischer Einheiten.

Wir haben aber in § 9 gesehen, wie man auch ein beliebiges Ein-
beitensystem ohne rechnerischen Widerspruch durchfiihren kann und dabei
bei der illusorischen Uberzeugung von der formellen Homogeneitit aller
physikalischen Gleichungen bleiben kann. (Satz VIIL)

Auch ist die Ansicht, als ob jede Grifle, welche man augenblicklich
noch nicht direkt zu messen versteht, fiberhaupt eine ,,Dimension® besitzen
miisse, ein MiBverstindnis: Die Aussage (A) des § 1 konstatiert, daB wie.
man auch eine gegebene GroBe faktisch ansgemessen haben mag, man
ithre GroBenzahl doch immer in bezug auf eine willkiirliche Einheit um-
rechnen kann. Diese letztere Einheit braucht also in keinem Verband mit
den iibrigen zu stehen.

»Dimension* noch einen anderen Sinn hat, welcher eben nicht zu den formellen,
sondern zu den materiellen Anderungen Beziehung hat.
2. Wenn v Geschwindigkeit, » Linge, ¢ Zeit bezeichuet, so ist

(k) v=Fk, %%c
Die entsprechende Modellgleichung ist:
(@) =5
T
Die Dimensionsgleichung ém allgemeinen System:
(b) Q E ‘nz ,g. .

T

Im hergebrachten System x, =1 und somit fallen auch hier die Gleichungen (a) und
(b) zusammen.
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§ 13.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die sehr verbreitete Methode die
Form noch unbekannter Gleichungen zwischen GriBen, deren Dimension
schon festgelegt ist, auf Grund der Homogeneititsforderung festzustellen,
keine Basis hat und im allgemeinen zu Fehlern fiilhren kann. DaB man
trotzdem so oft gute Resultate erhilt, hangt zum Teil damit zusammen,
daB viele Gleichungen Folgerungen jener sind, auf welchen man das Ein-
heitensystem aufgebaut hat, welche also formell homogen sind; zum Teil
aber beruht es darauf, daB man auf eine geschickte Weise, unbewuft von
den im Satz VIII erwihnten Spezialwerten der Variablen Gebrauch macht.*)

*) Beispiele: 1. Man nimmt nie Anstof daran, daB die Konstanten 4 und B
in der Gleichung (c¢) des § 10 formell variabel sind, weil man sie leicht auf eine
physikalische Manier deuten kann. Wie wire es aber. wenn man so eine Gleichung
allein auf Grund von Dimensionsbetrachtungen zu erraten hitte?

9. Man kommt zu einem richtigen Resultat, wenn man die Schwingungszeit T
eines schweren Pendele uls Funktion seiner Lange ! und der Beschleunigung des
Schwerefeldes g auf Grund von Dimensionsbetrachtungen feststellen will — aber nur
im hergebrachten Dimensionssystem (siche Appell: Mécanique rationnelle, p 81, T. I).
Sollte zwischen den formellen Faktoren r von T, 1 von 7 und y von g z. B. folgende
Dimensionsgleichung bestehen:

(anstatt von

und wollte man eine gleiche Modellgleichung daraus erschliefen, so wirde man auf
folgende Beziehung kommen:

(8) T=kll

g

anstatt anf B
l

(b) T=F, ]/3 .

Der Fehler wiirde nicht in der Annahme einer anderen Dimensionsgleichung,

sondern in dem Identifizieren der Modell- mit der Dimensionsgleichung bestehen.

'Es jst aber auch ein solches schwingendes System nicht ausgeschlossen, in
welchem die Schwingungsperiode T mit einer Lénge ! und einer Beschleunigung g
gerade durch die Gleichung:(a) verbunden wire. Dann aber wilte im hergebrachten
System der Koeffizient %, formell variabel,

3. Es sei von einem festen Abstande a eine absolut elastische Kugel auf eine
absolut elastische Ebene fallen gelassen. Sie wird periodische Schwingungen asiben.
Die Schwingungsperiode T wird offenbar Funktion folgender GrdBen sein: a,.r (Ab-
stand des Systems vom Erdzemtrum), m (Masse der Erde). Man versuche diese-Be-
ziehung auf Grund von Dimensionsbetrachtungen festzustellen.
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§ 14,
Zusammenfassung.

Wir kommen zu folgenden Behauptungen:

1. Die allgemein verbreitete I“Iberzeugung, daB alle physikalischen
(leichungen homogen (in unserer Terminologie ,formell homogen¥) seien,
ist unrichtig: in vielen Gleichungen kommen solche Zahlen vor, welche
ohne Funktionen von GréBenzahlen zu sein, bei Einheitenwechsel variieren
miisgen.

2. Dieses wird oft deshalb iibersehen, weil jede derartige Zahl als
Funktion von Spezialwerten der Gro8enzahlen gedeutet werden kann.

3. Adjungiert man zu dem System von GroBenzahlen noch diege
formellen Variablen, so kann die Forderung der formellen Homogeneitst
keine Schranken mehr auf die Form der physikalischen Gleichungen suf-
erlegen.

4. Die Uberzeugung, daB die Dimension einer Zahl auf ihre funktio-
nelle Abhingigkeit von irgend welchen GroBenzahlen hinweisen konne, ist
ebenfalls unrichtig.

5. Sie beruht auf Verwechslung der Begriffe, die wir mit den Worten
,materielle” und ,formelle“ Homogeneitit bezeichnen.

6. Nur insofern die Modellgleichungen der gesuchten Gleichung mit
den Dimensionsgleichungen ibereinstimmen, konnen diese letzteren zur
Feststellung dieser Gleichung dienen.

1. Aber auch dann gibt im allgemeinen die Modelltheorie bestimmtere
Resultate.

8. Sowohl Dimensions- als auch Modellbetrachtungen laufen auf nichts
hinaus, wenn die gesuchte Gleichung Konstante enthilt, die nicht aus den
Gleichungen zu berechnen sind, von denen die gesuchte eine Folgerung ist.

9. Es ist kein Einheitensystem méglich, bei welchem alle Gleichungen
der Physik frei von formellen Variablen wiren.¥)

10. Es ist gar nicht notwendig die Variationen der. Einheiten ver-
schiedener GirdBen voneinander abhingig zu machen (den GriBen ,Dimen-
sionen“ zuzuschreiben).¥)

11. Geschieht es doch, so kbnnen die Bezichungen zwischen diesen

Variationen nicht anders als durch Potenzproduktgleichungen (Dimensions-
gleichungen) ausgedriickt werden.

Leiden, den 15. Mirz 1915,

*) Vgl. T. Ehrenfest-Afanassjewa, Uber die Willkiirlichkeit bei Dimensionierung
phys. GroBlen. Math. Naturwissensch. Bl 1905.



