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Der Dimensionsbegri f f  und der ana ly t i sche  Bau phys ika l i scher  

Gleichungen.  

"gon 

T. EnmZWFZsT-AFAsASSJZWA in Leiden. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist sus den iiblichen Redewen- 
dungen fiber die ,,Dimensionen" und die ,,Homogenei~t" physikaliseher 
Gleichungen den rein mathematisehen Inhalt herauszuseh~len und zu 
systematisieren. 

Es stellt sich heraus, dab gewisse analy~isehe Einschr'~nkungen, welehe 
man, yon den Dimensionsbetrschtuhgen ausgehend, allen phystkalischen 
G~leiehungen zumutet~ in vielen Fiillen gar nicht bestehen. 

Da diesbezligliche unrichtige Behanptungen auf der Verweohalung 
gewisser Begriffe beruhen, so soll vor sllem f~r eine terminologische 
Trennung dieser Begriffe gesorgt werden. 

w 

Einleitende Aussagen und Terminologie. 

Wir legen folgende terminologische Festsetzungen (1, 2, 3 , . . . )  und 
Aussagen (A, B, C , . . . )  zugrunde: 

1. Eine GrS•e messen heil3t, ihr Verhiiltnis zu der Einheit feststellen. 
2. Unter ~Einheit wird ein Spezialwert derselben GrSfie verstanden. 
(A) Weil~ man eiae gewisse Gr~l~enart in einer bestimmten Einheit 

zu messen, so kann man sie in jeder beliebigen Einheit messen.*) 
3. Das Resultat der Messung einer GrSl3e nennen wit eine Grb~enzchl. 
(B) Eine GT~Benzahl kann aus zwei verschiedenen Grfinden variieren.: 

*) Ha~ man einen Spezialwer~ G einer G z ~ e  durch die Einheit ~ "  gemesse~ 
und dabei den Weft g, erhalten, und will man nun eine andere Einhei~ E "  gebrauchdn: 
so hat man dieselbe zun~ehst dutch die Einheit E '  zu messen und dann dutch d~  
so erhaltene Zshl e~" die g~ zu dividieren. Der Quotient 

g , ,  _ g, 
~1-.-. ~- - -  

gib~ den Were, der G~l~e G in dez Einheit E" ausgedrfiekt. 
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wegen .~nderung der zu messenden Spezialwerte der G r ~ e  und wegen 
_~nderung der Einheit. 

4. _~derung der GrS~enzahl wegen Anderung dec GrS~e nennen wir 
materidle Anderung. 

5. Anderung einer Zahl wegen ~nderung  der Einheiten nennen wir 
formelle Anderung. 

(C) In einer physikalischen Gleichung treten auBer den GriiBenzahlen 
noch andere Zahlen auf, welche yon den materiellen Anderungen der 
Zahlen nich~ abh~ngen. 

(D) Bei willkfirlieher J~derung  tier Einheiten hSrt eine physikalisehe 
Gleichung, im aUgemeinen auf, gtiltig zu sein. Durch passende gleich- 
zeitige Anderung der in (C) erwKhnten Zahlen kann sie aufrechi erhalten 
werden. Diese Zahlen unterliegen also formellen Anderungen.*) 

6. Eine Zahl, welche formelle Anderungen erleide~ ohne eine Griil~en- 
zahl zu sein, nennen wit formelle Variable. 

7. Das VerhMtnis x~ = ~ zweier Spezialwerte einer Yariablen nennen 
Xl 

wir Ubergangsfaktor. 
8. Einen Ubergangsfaktor~ welcher eine materielle Anderung definier~, 

nennen wir materiellen Faktor. 
9. Einen Obergangsfaktor, welcher eine formelle _~nderung definiert, 

nennen wir [brmellen .Faktor. 
(E) Man kann die Einheiten verschiedener Arten voneinander ab- 

hiingig machen. 
(F) Es ist zu unterscheiden zwisehen folgenden zwei Arten yon ,,Ab- 

hiingigkeW' der Einheiten voaeinander: 
a) Definition einer einzelnen Einhei~ einer (~rii~enart dutch bestimmie 

Einheiton anderer Oriil~enarten.**) 
b) Abh~ngigkeil des formellen Faktors einer GrSBe yon den formellen 

Fal~oren anderer GrSBen.***) 
Bestehen zwischen den formellen Fak~oren ~1, ~ ,  "", ~ ,  ~k+l, "', ~k+~,"" 

dot Zahlen xx, x~ , .  �9 x~, xk+1, �9 �9 -, xk+~, �9 �9 �9 folgende Beziehungen: 

�9 ) Vgk S 9. 
�9 *) Beispiele:  1. Definition der Masseneinhei~ aIs ~asse eines Kubikzentime~ers 

Wasser. 
2. Definition der Fl~cheneinheit als Fl~ehe eines Quadrates, deren Sei~e e~uen 

Zentimete~" be~itg~. 
�9 **) Beispiele: 1. Wenn man die ~asseneinheit als Masse der K u b i k ~ i ~  

Wasser definierte. 
2. Wenn man, aus beliebiger Fllicheinheit und Zen~imeter als L~ngeneinheit 

ausgehend, sieh verabredete, die anderen Fl~eheneinheiten so an die Li~ngeneinheiten 
anzupassen, dal~ die Beziehung zwisehdn den ~bergangsfaktoren stets dleselbe w~re: 
cp ~ ;~, we q~ -- formeller Faktor der Fl~tche, ~ , -  formeller Faktor der Li~nge wl~re. 
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= . . .  

2 ~k , 

(1) 
o . . . . .  . . 

we g,, ~,~,-" ", ~ als unabhiingig betraehte~ werden, und ~;~ beliebige kon- 
stante Zahlen sind, so nennen wit: 

10. Die Zahle~ x 1, x ~ , . . . ,  x k - -  Grundvariable. 

11. Die Zahlen x~+~, . . . ,  x k + r , . . ,  abgeleitete Variable. 
12. Die ~leichungen (1) - -  Dimensionsgleichungen. 

13. Eine Zahl a~ - -  Dia~ension der Zshl x~ in bezug auf die Grund- 
variable x^. 

14. Die Gesamtheit der Einheiten, welche simultan gebraucht werden, 
,Einheitenwahl. 

15. Das System der Verabredungen fiber eine bestimmte ursprfing- 
liche Einheitenwahl und fiber die Regeln ffir den ~bergang zu elner an- 
deren Einheitenwahl (d. h. fiber die n~ihere Form der Dimensionsgleiehungen) 
- -  ~inheitensystem. 

16. Die Gesamthei~ der Dimensionsgleichungen (ohne Verabredung 
fiber die ursprfingliche Einheitenwahl) - -  J)imensionssyste~n. 

Wit haben die Begriffe veto Messen, Dimension, Einheitensystem . . .  
mSglichst abs~rakt und allgemein eingeffibrt, ohne uns um die reellen Be, 
dingungen des Messens und des Verleihens yon Dimensiondn-an verszhi~- 
dene (}rSl~en zu bekitmmern. Wit wollen uns auch wei~er an dieso 
AUgemeinheit halten und ers~ sp~ter zusehen, ob das faktisch angenom- 
mene Einheitensystem durch ein einheitliches Prinzip aus allen m~glichen 
dutch uns definierten Systemen auszuzeichnen sei. 

w  

Allgemeine Begriindung der Dimensionsgleichungen. 

Da wir ganz allgemein, vorgehen wollen, k~nnen wir versuchen die 
Beziehungen zwischen den formellen Faktoren noch allgemeiner zu fassen, 
aIs es dutch die Glelchungen (1) angegeben ist. 

Dabei stofien wlr aber sofor~ auf eine rech~ allgemeine Forderung, 
welehe einem jeden einigermal~en vernfinf~igen Einheitensystem auferle~ 
werden mul~ und welehe unbedingr zu tier Gleichungsform (1) ~tthrt. 

Es seien niimllch 
/ ? ~ " = ~ 1  ; x,' = ~ 2 ; . . . ,  

�9 X 2  

t r t  t H  

�9 , - -  i ;  == ~ ; " "  xl xt 

formelle Faktoren, welehe dureh Gleichungen 
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= ~1(~1,"" ~) ,  
' V k §  "7 

(~) . . . . . . .  

f~ § = ~ ( f , . . . ,  f~) 

miteinander verbunden sind, wobei die gleiehen oberen Indexe die gleich- 
zeitig gebrauchten Faktoren bezeichnen mSgen. 

Wir verlangen, da~ wenn 
! ~ / , ' '  ", ~k , 

t f  ~1 , ' " ,  ~-~" 

die zwei konsekutiven Serien der unabhiingigen ~Tbergangsfaktoren sind, 
welche yon den Werten xl; ..  ., x k" zu den Wer~en x 1'', .- .~ xk'" geftihrt 
h.aben, so dai~ 

v pt ? f l  

ist, die Uberg~nge der abgeleiteten Variablen fiber die Faktoren 
~;+~, ~ ; ~ ;  ~;§ ~ A ~ ; ' '  "; ~;+~, ~ ; ~ ;  - "  

yon den Werten xk'+l,, x~'+~, . . . ,  x;+~, . . .  zu denselben Wer~en 
~vt  X H r  . . f t t  . ~ �9 

Z k + l ~  k + 2 ~  "~ Z k + r ~  

ffihren, wie der unmitf~lbare Ubergang fiber die Fatoren 
~*+1 = ~,(~*, '"  ", ~*) ; ' "  "; ~*+~ = ~A~* ,"  ", ~*). 

Dieses is~ aber der Ausdruck duffir, dab die Gleichungen (2) es gestattea, 
dal3 die betreffenden Su~astitutionen eine Gruppe bilden. Wir  verlangen 
al~o, dal~ 

~ * §  ,, . .  , ,, ~ + ~ . + ~ ;  "; ~ * + r = L + , ~ + ~ ;  " ' "  
d. h. dai~ 

v t~ v t �9 
~ A ~  ~ , ,  . . - ,  ~ ~")  = ~o~(~, , . . . ,  ~ ' )~ , (~ , " ,  � 9  ~")  

sei, welches zu den Beziehungen ffihrt: 
�9 . ~ a r k  ~ ( ~ , , . ,  ~)  = ~? ,  ~ ? ' ~ . . . , ~  , 

we nur noeh die Exponenten a ~ ,  . . . ,  a~  wiUkttrlieh ~ind. 
Wir kSnnen dieses Ergebnis folgendermai~en formulieren: 
Sa tz  I. Als Bcgrii~z&,ng fiir die 2)imensionsgleichungen kann die 

.Forderung anqesehen werden, daft die Substitutionen, we~che dem Einheiten- 
weehsel entsIrrechen , eine Grup2e bilden. 

w  

Homogeneit~t .  

Das folgende bezieht sieh auf Ubergangsfaktoren, deren Natur beliebig 
(sowohl formeU als materiell) sein mag. 

Wir nennen 
17. Homogene _Funktion, eine Funktion H(x l , . . .~ , x~) ,  welche bei. 
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Multiplizieren jeder Variable xi mit einem Oberl~ngff~'tor ~ der Bodingung 
genllgt: 
(S) ~r(x,~, , . . . ,  x ,L  ) =- ~ (~ , , . . . ,  L)H(xI,"" ", x,). 

18. Homogene Oleichu~g, eine Gleichung, welehe naeh ~ b e ~  
aller ihrer Olieder auf eine Seite die Form annimmt 

H - - 0 ,  
wo H e i n e  homogene Funktion ist. 

Satz Ik ]m _halle, wo die siimtlichen [Jbergangsfakt.oren ~ t , ' " ,  ~n 
voneinander ~mabMingi!l sind, ist 

H =  I~P, 
wo k yon den Variablen x~, . . . ,  x. unablu3"ngig und P ein Poleneprodukt 

fits 1"--- x[' , ? . . . x .  
ist. 

Satz lII.*) Im l'hlle, wo zwischen den Ubergangsfaktoren [t, "" ', ~, 
Betdehungen bests.hen, ist es ~ohcendi:l, damit die Gleichung (3) erfiillt sei, 
daft diese Begiehungen auf die Form 

(1.) . . . . . . .  
ar  I ~:ar. k 

~kJr r  ~1 " ' "  ,Vk 
~riickfiihrbar seien. 

Satz IV.*) Bestehen gwischen den {Jbergan.qsfaktoren Gleichungen yon 
der Form (1") und ist die Gleichung (3) erfiglt, so hat die Funktion 
H(xl, " ", x.) die Form: 

( ~,+, f:_+,_ (4) n ( x l ,  . . . ,  x.)  - 1~PCx,, . . . ,  x,)  ,t, \ @ , . . .  ~ , , ,  , -,"~ . . .  -.~'~'", 

w o k  ein yon den x, unab~,uj~er Koq~zient, P (x t , . . . ,  x,) ein Potenm- 
produkt, �9 eiHe willkiirliehc Funktion ihrer Argumente ist. 

Folge rung .  Die Funktion cp([~,..., ~,) in der Gteichwng (3) hat 
die Form 

~ , , . . . ,  ~.) - ~(~ , , . . . ,  ~,), 
wo P(~I , ' "  ", ~.) diesdbe Funldimz ihrer Argumente ist, wie P(xl ,  . . . ,  x,) 
in Oleiohun9 (4). 

19. Wenn naeh Ersetzen der [t+~, [~+s, "'" in der Funktion ~([x,..., ~,) 
dutch die unabh~mgigen Obergangsfaktoren ~ , . . . ,  ~,  8emil$ den Glei- 
chtmgen (1"), in dem eo erhaltenen Potenzprodukte der Faktor ~ in der 
Potenz g~ vorkommt, so sagen wit, dab die Funktion ]ir(z~, . . . , ~ , )  in 
bozug auf x~ yon do" Ordnung ot~ sei. 

�9 ) Vgl. A. Federmann, Eiuige allgem. Methodea der Integr. part. IK(fmqmti~k 
er~ter Ordaung. Iswe~tija St, Petereb. Polyteelm. Inst. 16 (1911), 8. 9V (rmdmh). 
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20. Gleichungen yon der Form (1 ~) zwischen den ~bergangsfaktoren 
nennen wir bedingende Gleichungen. 

21. Eine Funkt ion,  resp. Gleichung, welche homogen is~ under Be- 
riicksich~igung der bedingenden Gleiehungen, nennen wit  bedingt homogen. 

B e m e r k u n g .  Was in den mathematischen Untersuchungen gewShn- 
lich eino ,,homogene Funk~ion" genann~ wird, is~ ein Spezialfall yon be- 
dingt homogener Funkt ion,  welcher folgender speziener Form der Giei- 
chungen (1") en~sprich~: 

= . . . . .  

Sa tz  V. Bleibt eine Gleichung 

f(x , . . .  = 0 

invariant gegeniiber der Substitution 

Xl t --~- ~l Xl~ 

(5) z :  = 

wobei ~wischen den ~, Beziehungen bestehen, so l~i/3t sie sich stets auf eine 
bedingt homogene _Funktion zuriickfiihren. * ) 

F o l g e r u n g .  Soll die Substitution (5) irgend wdche Gleichung invariant 
lassen~ so kSnnen zwischen den entsprechenden Substitutionsfaktoren ~i,'" ", ~,,. 
keine andere~ 2?eziehungen bestehen aufler den Gleichungen (1"). 

B e m e r k u n g  I. Wir  sehen hieraus, dab die Forderung,  dab die for- 
mellen Anderungen eine Gleichung zwischen den Variablen x t , . . . ,  x~ in- 
varian~ lassen sollen, auch als Grundlage fiir die Dimensionsgleichungen 
botrachtet werden kann. Die Gesamtheit tier Siitze I I I  und V fiihr~ also 
zu derselben Form yon Beziehungen zwischen den formellen Faktoren, 
wie der Sa~z I. Dieser letztere ist abet allgemeiner, denn er liil]t die 

*) Es mfissen die Beziehungen bestehen: 

~,.1 = ~1 (~, "", ~), 
(2") . . . . . . . .  

L~sen wir "die Gleichung f ~-~ 0 in bezug auf x~: 

0') xn = F(xl, .. ', x~_ ~). 
Soll sie invariant bleiben bei der Subs~itutlon (5), so haben wir 

~nx. ~-F(~, x I, .--, ~ - I  x.-1) 
oder, gemtli (2*) und (a): 

~ - ~ ( ~ ,  ..., ~k) F(xl, ..., x~_~) ~ F(~ xt,-" ", ~,-~ x~_ 1), 
~velehes nichts anderes .,ls eine Gleichung yon der Form (8) is~. Also is~ (.,) ein8 
homogene Gleiehung. 
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Exponenten a~ vollkommen frei, indem die Forderung der Invarianz einer 
gegebenen Gleiehung, natiirtieh, auch die Exponenten pr'~zisiert. 

Bemerkung II. Mit dem Satze V is~ noch nieht gesagt, dal~ die 
gegebene Gleichung selber sehon die homogene Form haben mug: 

Beispiel. Die linke Seite der Gleichung 

A GB~ 
(a)  G B,  § 1 - -  a ~ ,  ---- 0 

Bl 
wo A und ~- irgend welche bedingt homogene Funktionen huller Ord- 

nung sind, B 1 und B~ einzeln geaommen aber dieser Bedingung nicht ge- 
niigen, ist offenbar nicht homogen. 

Sie ist aber folgenden Gleichungen iiquivalent: 

(b) A + GB~ -- GB~ = O, 

BI 

welche beide bedingt homogen sind. 
Satz VI. Ist eine Gleichung oder ein System yon Gleichungen bedingt 

homogen, is~ 
d n X i 

x~ ~ dx~I , 

und sind ~,, ~h, ~ die ~bergangsfaktoren resp. yon x~, xh, x,, so muff unter 
den bedi/agenden Gleichungen notwendigerweise auch die folgende enthalten sein: 

(6) ~, = ~,. 

w 

Kann man zu einem gegebenen System yon bedingenden Gleichungen 
die allgemeinste Form angeben, auf welche sich jede entsprechende be- 
dingt homogene Gleichung zuriickfiihren lgBt, so kann man such umge- 
kehr~ nach jenem System yon bedingenden Gleichungen fragen, welches 
eine gegebene~Gleiehung invsrian~ lgB~. 

Eine spezid&,re Forderung ist sofort zu effiillen: solche bedingen~e 
GMchungen aufzustellen, gegentiber welchen jedes einzelne Glied tier ge- 
gebenen Gleichung eine homogene Funktion sei und zwar so, da~ ~lle 
Glieder yon derselben Ordnung seien. Fassen wit alh Potenzproduk~ ins. 
Auge, welehe als einzelne "Argumente in der gegebenen (~leichung suf- 
trehm. Bezeichnen wit mi~ 

Mathematisohe A~nalon. LXX~IL 1S 
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diejenigen unter ihnen, welehe als Fak~oren vet den einzelnen Gliedern 
stehen, (als Spezialfall davon muff aneh die Einheit be~raehte~ werden), 
und mit 

. . . ,  

alle diejenigen, welehe irgend wie anders auftreten.*) 
Dann geniigen unserer Forderung folgende bedingende Gleiehungen: 

( 7 )  = . . . . .  

Es kann vorkommen, dab das einzige Li~sungssystem~ welches diese Glei- 
r zulassen, lauter FAns sind: 

~, --- ~i~ . . . . .  .ll. = I .  

Dami~ is~ aber nieht gesagt, dal~ die gegebene Gleichung in bezug auf 
keine bedingenden Gleichungen invarian~ bleiben kiinne; es ist noeh denk- 
bar; dag sic auf eine andere Form reduzierbar wiire, welcher eine geringere 
knzahl yon Gleichungen (7) und (8) entsprechen. 

Beispiel.  Es seien im BeispieI zu der Bemerkung II des w 1 unt:er 
A, /71 und /?~ folgende Funktionen vers~anden: 

A =  xlx~, B, = x .  B2 = xs. 

Dana entsprechen der Form (a) und aueh der Form (b) folgende Glei- 
chungen (7) und (8): 

welche das einzige Liisungssystem zulassen 

Hingegen der Form (c) en~spreehen die Gleichungen 

~1 f~ = 1,  ~ -:  1,  

aus welchen die bedingenden Gleichungen 

rail einer unabh~ngigen Variablen (~) folgen. Es zeig~ sich somi~ dab 
unser Problem nich~ immer leieht in seiner allgemeinsten Form zu be= 
antwor~en isL 

sind 

*) Z. B. in der Gleichung: 

x +  x~d  ~ + v ' Y J - ~ - I  + ~ =  o 

.P~--x, P~=x5 ~ , = y ;  ~ ,~1 ;  m-----4, 
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w  

Die entsprechenden Betrachtungen k~nnen uns dienen um den Uber- 
blick tiber die Herleitung neuer Gleichungen auf Grund yon Dimensio- 
nierung ihrer Variablen zu verschaffen. ~Vir haben nut  noch eine leicht 
zu beweisende Tatsaehe zu beaehten: 

Sa tz  VII. Ist eine Gleichung 2'olgerung eines bestimmten Gleichungs- 
systems und sind alle ihre Konstanten dutch dieses Gleichungssystem voll- 
kommen definiert, so ist sie bedingt homogen in bezug auf dieselben be- 
dingenden Gleichungen, wie das gegebene Gleiehungssyslem. 

B e m e r k u n g  I. Enth~lt die betreffende Folgerung solehe Konstanten, 
welche nicht auf Grund yon gegebenen Gleichungen zu berechnen sind 
(etwa Integrationskonstante), so kann es ~orkommen, daft die ~Iomogeneiti~t 
dieser Gleichung dutch die Mitvariation dieser Konstanten erreicht ~ird 
dann aber kann man nicht beurteilen, wie die Gesamtheit der Variablen 
allein in ihr auftritt. 

Be i s p i e l .  Es sei die Gleichung 

d2x 
dt---~ q- k~x ~ 0 

gegeben und es sei ihr Integral gesucht. Die bedingende Gleichung hier ist: 

212 

Der Faktor ~ hebt sieh heraus, und man erhiilt eine bedingeade Gleichung 

l d .h .  k v - ~ l ,  

welehe auf gar keinen Zusammenhang zwischen der Variablen x und den 
u t u n d  k hinweis~. 

In Wirklichkeit bestehg aber die Oleichung 

(9) x ~ A Sin k t t  .B Cos kt, 

welehe deshalb der Willkfirlichkeit des Faktors ~ nicht widerspricht, weil 
bei seinem Einfiihren aueh die Konstanten A und B mitvariieren. 

B e m e r k u n g  II. hus  dem Satze IV, w 3, folgt, dab die unbestimmte" 
Funktion �9 in der gesuehten homogenen Gleichung um so mehr Argumente 
enthiilt, je mehr bedi~gende Gleiehungen man hat. Die gesuehte Gleiehuilg 
wird also um so mehr umsehrieben, je weniger bedingende Gleichungen 

man ha~.*) 

�9 ) Man ha~ dann mehr Freiheitsgrade, nach welchen man die Abh~ng~:~f~ 
zwischen den Variablen prfifen kann. 

18" 
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Hat man also die gegebenen Gleichungen nicht gentigend geschickt 
aufgeschrieben, so erh~ilt man bei Anwendung der Methode des w 4 mehr 
als nStig bedingende Gleichungen (7) und (8). 

Fi~g~ man zu den bedingenden Gleichungen des gegebenen Systems 
noch weitere bedingende Gleichungen -- aus irgend welehen anderen Ge- 
sich~spunkten - - h i n z u ,  so vermindert man wiederum die Bestimmtheit 
der LSsung. 

w  

Materielle und formelle Itomogenei~t. 

Nun wollen wir die Obergangsfa~oren nach ihrem Ursprung unter- 
scheiden. 

22. Bedeutet die Transformation 

x(  -- ~1xl, 

x( ~ ~x~, 
. . ~ . 

eine materieUe .~nderung, so nennen wir die bedingenden Gleichungen 
zwischen den ~bergangsfaktoren - -  Modellgleichungen. 

23. Eine den Modellgleichungen gen~igende Transformation - -  ModeU- 
~ransformation. 

24. Die CTesamtheit yon LSsungen xj', x~' , . . ,  welehe dutch eine 
l~[odelltransformation aus der Gesamtheit yon LSsungen Xl, x,~ ... erhalten 
wird ~ Moddl dieser letzteren. 

~5. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche bedingt homogen in be- 
"Lug auf ModeUgleichungen ist, nennen wit materidl homogen. 

12". Bedeutet die Transformation 

xl' = ~I x l ,  

�9 * * * 

eine formelle Anderung, so sind die bedingenden Gleichungen zwischen 
den Ubergangsfaktoren nichts anderes, als Dimen~ionsgteichungen. 

26. Eine den Dimensionsgleichungen entsprecheude Transformation 
nennen wir for'~nelle Transformation. 

27. Eine Funk~ion, resp. Oleichung, welche beding~ homogen in be- 
zug auf Dimensionsgleichungen ist, nennen wit formdl homogen. 

w 

Yersteht man unter den ~ materielle Fak~oren, so bildet der Satz VII, 
w 5, die Grundlage der Mode~the~'ie, yon der der bekannte Sa~z yon 
Froude eine Spezialisierung ist. 
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Versteht man unter den ~ formelle Faktoren, so kann der Satz VII 
die Grand]age fiir die Ableitung der Gleichungen aus der Betrachtung 
der Dimensionen bilden. Sind n~imlich die Dimensionsgleichungen so ge- 
wiihltj daf3 alle Gleichungen, yon welchen die gesuchte Gleiehung eine 
Folgerung ist, sich als formell homogen erweisen, so fallen offenbar die 
entsprechenden Modellgleichungen mit den betreffenden Dimensionsglei- 
c h u n g e n -  oder, wenigstens, mit einem Teil dieser Dimensionsglei- 
chungen - -  zusammen. Und die Dimensionsbetrachtungen fiihren ebenso 
g~  zu einem richtigen Resultate, wie die Model]theorie.*) 

Aus der Bemerkung II des w 5 folgt aber, dal3 man mit R~cksicht 
auf die Bestimmtheit des Resultates die fiberfl~issigen bedingenden Glei- 
chungen vermeiden muff. Der rechnerische Unterschied zwischen den 
Modell- und den Dimensionsgleichungen ist aber der, dal~ zu jeder Gruppe 
yon Gleichungen zwischen den GrSffeuzahlen eigene Modellgleichungen 
geh~lren, hingegen die Dimensionsgleichungen - - i h r e m  Wesen nach - -  
ein ffir allemal gegeben werden i sollen sie der formellen Homogeneit~t 
aller grundlegenden Gleichungen entsprechen, so werden sie offenbar sear 
zahlreich sein, und werdon somit, im al.lgemelnen eine unn6tige Unbe- 
stimmtheit in das Resultat hineintragen. 

w 

Immerhin kann man, bei Ber~cksichtigung der Ausgangsgleichungen, 
fehlerfrei, wenn auch nicht mit dem grSfftmSglichen Effolg, die Dimen- 
sionsbetraohtungen anstatt der Modelltheorie anwenden. (NatiJrlich mit 
dem Vorbehal~, der durch die Bemerkung I, w 5 ausgedriickt isL) 

Deshalb ist es angemessen nach einer solohen Spezialisatio~ yon 
Dimensionsgleichungen zu fragen, welche diesem Standpunkte entspr~iche. 

Nehmen wir an, dab alle physikalischen Gleichungen sich auf eine 
bestimmte Gruppe yon Gleichuvgen zuriickfiihren lassen. Dann h~itte man 
einfach die Modellgleichungen aufzus~ellen, welche dieser gesam~en Gruppe 
ent~prechen und die Dimensionsgleichungen identisoh mit diesen ModeI1- 
gleichungen zu machen. 

Es kSnnen fo]gende Hindernisse im Wego stehen: 
a) Man hat noch nicht so eine grund]egende Gruppe yon Gleichunga~. 

gefunden. 
b) Man hat keine Garantie, dab sie endlich sei, und auch dab die 

Anzahl tier Grundvariablen endlizh sei. 

*) GewShnlich wird abet die formelle Homogeneit~t der Ausgangegleiehm~g~a 
nieht untersucht, und man operiert so, als ob jede Gleichung an und tiff sich homog~m 
ee~ sollte, was keine Begzfindung hat. 
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c) Soll~e die betreffende Gruppe gefunden sein, so kann es sich er- 
geben, dai~ die entsprechenden Mode]lgleichungen entweder alle oder, 
wenigstens, einige der Faktoren ~ zu Eins maehem Dieses wiirde hei~en, 
dab man die Einhei~en der entsprechenden GrSt3on nicht ~ndern diirfte 
ohne die Invarianz einiger Gleichungen zu zerstSren. Mit anderen Worten, 
es ist de.~kbar~ dab kein Dimensionssystem zu finden sei, gegeniiber welchem 
aUe physikalischen Gleichungen ohne Ausnahme formell homogen w~iren. 

w  

Die Rolle der formellen Yariablen. 

Sind die Gleichungen zwischen den GrSBenzahlen nicht formell homogen 
in bezug auf ein gegebenes Dimensionssystem, so kSnnen sie noch immer 
formel], homogen gemacht werden, wenn man sich entschlieBt zu dem System 
der formell veriinderlichen Zahlen noch passend gew~ihlte formelle Variablen 
zu adjungieren. 

Dieses kann immer dadurch erreicht werden, da~ man jene Potenzen- 
produkte ins Auge fa~t, welche in w 4 besprochen worden sind, und die 
vor ihnen s~ehenden Koeffizienten formell variieren l~t~t. 

Es sei 
( lo)  k P (x) = Q.(x, k,). 

Setzt man dann in den Gleichungen (7) una (8) Q~(x, k~) an Stelle 
yon /)~(x) und beachte~ die noeh so beliebig gegebenen Dimensionsglei- 
chungen, so lassen sich die formeUen Ubergangsfaktoren ~ der Koeffi- 
zienten k~ immer als Potenzprodukte der formeUen Faktoren der Grund- 
variablen so berechnen, dab die Gleichungen (7) und (8) befriedigt werden. 

Auf diese Manier wird eine Gleichung yon beliebigem analytischen Bau 
bei einem beliebigen Dimensionssystem formell homogen. 

S a t z  VIII. Jeder Koeffizient Ic~, wdcher als l~a~tor irgend ein Potenz- 
produkt P~(x) begleitet, kann als _Potenzprodukt yon S~pezialwerten der in die 
Gleichung eintretenden Gr6flenzahlen dargesteUt werden.*) 

*) In der Tat, es sei xl' , x~', ..., x~ irgend ein System yon Spezialwerten der 
Variablen x~, �9 �9 -, x n. Es sei 
(lX) ~(x,, x , , . . . ,  ~,) ~ r P,, k ,P , , . - . ,  ~P,)=-0 

die gegebene Gleichung, wobei 

bedeute. Nenaen wir 

xa 
Yl, -- x~' 
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w I0. 

Untersuchung des speziellen in der Physik hergebrachten 
Dimensionssystems. 

Es herrscht~ die atlgemeine ITberzeugung, dab aUe Gleichungen der 
Physik nicht auders als homogen sein k~innen und dab dis Dimension 
einer Gr~iBe in enger Beziehung zu ihrem Wesen und zu ihrer funktio- 
uellen Abhiingigkeit yon anderen GrtiBen stehe. DaB das hergebrachh) 
Dimensionssystem dieser ~Tberzeugung nicht entspricht, kiinnen folgende 
Beispiele zeigen: 

(a) f = k ~, 

wo f die Gravitationskraf~, r Abstand zwisehen den zwei anziehenden 
Punkten, m~ und m.~ ihre Massen bezeichnen. 

Da Liinge, Masse und Zeit im hergebrachten System Grundvariable 
sind, so kann man in der Dimensionsgleiehung 

F2 

welche ~iquivalent is~ zu der (}leiohung 

den formellen Faktor x des Er 

muff vielmehr sein 
Koeffizienten k nicht gleieh 1 setzen. 

Multiplizleren und dividieren wir jedes Argument k~P, mit .P(, dann nimmt (11] die 
Gestalt an: 

~(k~ P, 'P~ (y), ~-, P , '  P~(y), . . . ,  z~,. P;P~(~)) = o. 

.~ndert man die Einheitenwahl, so ver~ndern sich die Ausdrficke Pi, Pi', k~. Es bleiben 
abet unver~nder~ die Ausdr~ieke P~(y). Also bleibt die Gleichung bestehen, wear 
die Ausd_dicke 

dieselben Zahlenwerte behal~.en, die sie bei der ursprfinglichen Einheitenwahl erhalten 
haben, d. h. wenn stets 

ist. 
Daraus folgt fttr die formellen 0bergaugsfaktoren x~ 

~,--- ~ - ~ -  K ~ -  . . .  ~ . .  

Wit haben somit k~ alB eine ~ormelte Variable und zugleich eL! Fu~tioa: der 8pezlal, 
wer~e tier C-r6~enzahlen dargestellt. 
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also ist k eine formelle Variable und die Gravitationsgleichung is~ nicht~ 
homogen. 
(b)  o--k s 

we w Zentralwinkel, r Strahl des Kreises, S Bogenl~inge bezeiehnen. 
Die entspreehende Dimensionsgleiehung lautet: 

dea~a S und ~, als Liingen, haben beide denselben formellen Faktor, der 
sieh kilrz~. Somit mul3 der Koefflzient/c notwendigerweise formell variabel 
sein. Und faktiseh, obwoM man den Winkel als eine ,,reine Zahl" zu be- 
zeichnen pflegr behandelt man ihn als eine Grundvariable, denn man iindert 
seine Einheit, und zwar unabhiingig yon allen anderen! 

27r (o) y ffi A Cos (t + B) 

wo y hblenkung eines schwingenden Punktes aus seiner Ruhelage, t Zeit 
bedenten. 

A und B sind nichts anderes als formelle Variablen, welehe nur un- 
mittelbar als Spezialwerte der Griil~enzahlen y und t gedeutet werden, 
gem~il~ dem Satz VIII des w 9. 

T wird entweder unmittelbar als Spezialwert der Zeit gegeben oder, 
wenn man die Gleiehung (e) als Integral erh~lt, auf Grund der entspreehen- 
den Differentialgleiehung als Funktion gewisser anderer GriiBenzahlen be- 
reehnet. 

39as hergebrachte Eiazheitensystem liefert also nicht dasjenige, was man 
ihm zumutet. Die pkysikalischen Gleichungen sind im hergebrachten ~imen- 
sionssystem durchaus nicht alle formell homogen. 

w 11. 

Ist ein ,,wahres" Dimensionssystem m~glich~ 

Es f r ~  sich, ob nicht doch ein solehes System zu flnden w~re, 
welehes alle Gleichungen der Physik formell homogen machO. Ira w 8 
haben wir ein solehes System eharak~erisierk*) Abgesehen abet yon de~ 
erstgenannten Hindernissen ((a) und (b)), welche, vieUeicht, nur provisorisc h 
wiiren, zeig~ schon das Beispiel (b) des w 10, dab das letzte Hindernis (c) 
nlch~ zu besei~igen w~re: wit haben auch mit solchen Gle.iehungen zu tun, 
bei denen die formellen Variablen auf keine Weise zu beseitigen sind. 
Man kann die Anzahl solcher Gleiehungen unbestimmt erweitern, So 

*) So ein System wiirde wohl ale das ,~vahre" anerkannt sein in dem Sinne, 
wie es z. B. F~ppl meinte. FSppl .  Ein~hrung in die Maxwellsche Theorie der 
Elektrizit~.~, 1894, S. 119. 
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z. B. alle Gleichungen, dutch welche eine Gr6Be als mathematisch homo- 
gene Funktion nullter Ordnung yon Gr61~en einer und derselben Art 
definiert wird. Oder solche, wo mehrere Glieder versehiedener Ordnung 
yon einer und derselben GrSl3e vorkommen. Und da man immer solche 
Formen yon physikalischen Objekten denken kann, die dutch derartige 
Gleiehungen zwischen den Koordinaten definier~ werden, so hat man kein 
Recht Gleichungen yon solchem Bau aus der Physik auszusehalten. 

Beispie l .  y--- ax + bx ~, wo y und x reehtwinkllge Koordinaten 
einer reellen gebogenen Messingstange sin& 

Es ergib~ sich also: es ist kein Dimensionssystem m6glich, bei wdchem 
alle Gleichungen der Physik formell homogen w~iren. 

w 12. 

Z u r  ] E n t s t e h u n g  des h e r g e b r a c h t e n  Dimensionssystems. 

Um die irrige _kuffassung betreffs Dimensioaen, yon welcher in w 10 
die Rede war, vSllig zu Ilberwinden, is~ es zweekm~Big, ihrem Ursprung 
nachzugehen. 

Das hergebrachte Einheitensystem ist en~standen, in Verband mit der 
praktischen Forderung: die meisten Gr~Ben indirekl zu messen und zwar 
auf Grund yon Gleichungen, welehe sis mit einer geringen Anzahl leicht 
mel~barer GrN~en verbinden. 

Es ist daher zweckm~i~ig gewesen die elementarsten Gleichungen, 
welche zur Berechnung der abgeleiteten geometrischen und mechanischen 
GraVen dienen, zugleieh aueh dazu zu gebrauehen, um deren Einheiten 
fest~degen. Dieses ist dadurch geschehen, dab die Dimensionsgleichungen 
ftlr diese (~rN3en mit den jenen Gleiehungen entsprechenden Modellglei- 
chungen zusammenfa'llen. Damit is~ erreicht, einerseits die formelle Bomo- 
genei~t dieser Gleiebungen, andererseits, da~ die Einheiten der abgeleiteten 
Variablen bei jeder Einheitenwahl s~ets auf dieselbe Weiss dutch die 
Einheiten der Gruudvariablen beschrieben werden.*) 

*) Beispiele: 1. Wenn l~ und lj die zwei L~tngenabmessungen sines Recht- 
eckes und s dessert F1Rcheninhalt bezeichnen, so ist bei dem allgemeinsten.Einheiten- 
system 
(.) s •- ~ Z1 Zj, 
wo k eine formelle Variable ist. 

Die Modellgleiehtmg dazu lautet: 
(a) a "= ~'. 
Die Dimensionsgleichung: 
Co) a----~X~. 
Da aber im hdrgebrscl~ten Dimensionssystem ~ ~ 1 gesetzt wizd, so fallen die Giei~ 
ehungen (a) und (b) zus~mmen. F.s eei beaehtet, dais in der Geomstzie 'd~ Wort 
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Die Dimensionsgleichungen ffir die folgenden GrSfien werden konsekutiv 
mit dem Bestreben aufgebaut, da6 die Gleiehungen, in welchen man zum 
ersten Male auf sie st513t, wiederum formell homogen seien. Aueh bier 
hiingt es mit dem praktischen Zweek zusammen, die Einheiten dieser 
Gr~iBen m~iglichsi einfach durch die Einheiten der Grundvariablen zu de- 
finieren. Auf diese Manier werden im Bewul3tsein Vieler die Begriffe 
,,Messen"... ,,GrSl~enzahl berechnen"; ,,Einheitendefinition"... ,GrSl3en- 
definition"; ,,materieUe Anderung der GrSBenzahl" ... ,,formelle Anderung"; 
,,Dimension'S... ,,Wesen der GrSl~e" miteinander verschmolzen. Man er- 
wafter, dal3 in Analogie zu den genannten elementareu geometriseheu und 
mechanischen GrSl~en auch fiir alle weiteren GrSi}en aul~er Dimensions- 
gleichungen auch Modellgleichungen bestehen miissen und zwar yon gleicher 
Form wie die Dimensionsgleichungen, welches auf die Existenz yon ent- 
spreehenden Gleichungen zwischen den Griil~enzahlen hinweisen wiirde. 

Dal~ diese Erwartung vSllig unbegriindet ist, sollte schon daraus er- 
sehen werden, dab faktisch mehr als ein Dimensionssystem sich ohne jeden 
rechnerischen Widerspruch hat durchffihren lassen - -  n~mlich die beiden 
Systeme elektromagnetischer EinheRen. 

Wit haben aber in w 9 gesehen, wie man auch ein beliebiges Ein- 
heitensys~em ohne rechnerischen Widerspruch durchffihreu kann uud dabei 
bei der illusorischen Uberzeugung yon der formellen Homogeneitilt aller 
physikalischen Gleichungen bleiben kann. (Satz VIII.) 

Auch ist die Ansicht, als ob jede GrSl~e, welche man augenblicklich 
noch nicht direkt zu messen versteht, tiberhaupt eine ,,Dimension" besitzen 
miisse, ein Mil~verstiindnis: Die Aussage (A) des w 1 konstatiert, dal~ wie. 
man auch eine gegebene Grii~e faktisch ausgemessen haben mag, man 
ihre GrSi~enzahl doch immer in bezug auf eine willkiirliche EinheR um- 
rechnen kann. Diese letztere Einheit braucht also in keinem Verband mlt 
den iibrigen zu stehen. 

,,Dimension" noch einen anderen Sinn haL, welcher eben nich~ zu den formellen, 
sondern zu den materlellen Anderungen Beziehung hat. 

2. Wenn v Geschwindigkeit, x LRnge, t Zeit bezeichne~, so is t  

(**) v = k, _d_x. 
d t  

Die entspreehende Modellgleichung ist: 

T 

Die Dimensionsgleichung im allgemeinen System: 

(b) (p = ~, -~. 

Im hergebrachten System z~ ----- 1 und somit fallen aueh bier die Gleichungen (a) und 
(b) zusammen. 
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w 13. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dab die sehr verbreitete Methode die 
Form noch unbekannter Gleichungen zwischen GriiBen, deren Dimension 
schon festgelegt ist, auf Grund der Homogeneitiitsforderung festzustellen, 
keine Basis hag und im allgemeinen zu Fehlern fiihren kann. Dal~ man 
trotzdem so of~ gute Resultato erhiilt, hiingt zum Tell damit zusammen, 
dag viele Gleichungen Folgerungen jener sind, auf welchen man das Ein- 
heitensystem aufgebant hat, welche also s homogen sind; zum Tell 
aber beruht es darauf~ dal~ man auf eine geschickte Weise, unbewuBt yon 
den im Satz VIII erwiihnten Spezialwerten der Variablen Gebrauch macht.*) 

*) B e l s p i e l o :  1. Man nimmt hie Anstog daran, dag die Konstanten A urJd B 
in tier Gleiehung (c) des w 10 formell variabel sind, well man die leieht auf eine 
physikalische Manier deuten kann. Wie wi~re es aber, wenn man so eine Gleichung 
allein auf Grund yon Dimensionsbetrachtungen zu erraten h~tte? 

2. Man kommt zu einem richtigen [~esulta~, worm man die Sehwingungszeit T 
eines sehweren Pende]s als Funktion seiner LSnge | u n d  der Beschleunigung des 
8chwerefeldes g auf Grund yon Dimensionsbetrachtungen feststellen will - -  aber nut 
im hergebrachten Dimensionssystem (siehe A p pe l l :  M~eanique zatlonnelle, l~ 91, T. I). 
Sollte zwischen den formellen Faktoren v yon TI it yon l and ~ yon g z. B. folgende 
Dimensionsgleichung bestehen: 

1 

(ans ta t t  yon  

and wollte man eine gleiche Modellgleiehung daraus erschliegen, so w~irde man auf 
folgende Bez~ehung kommen: 

l 
(a) T = k~ 

anstat~, auf 

Der Fehler w/irde nicht in der Annahme einer anderen Dimensionsglelchung, 
sondern in dora Ideutifizleren der Modell- mit der Dimensionsgleichung bestehen. 

E s  ist aber auch ein solches schwingendes System nicht ausgeschlossen, in 
welchem die Sehwingungsperiode T mit einer L~nge 1 und einer Besehleunigung g 
gerade durch die Glelchuug" (a) verbunden w/~re. Dann abet w:~re im hergebrach~ 
System der Koef~zient kl formell variahB1. 

3. Es sei yon einem festen Abstande a eine absolut elastische Kugel auf eine 
absolut elas~ische Ebene fallen gelassen, Sie wlrd periodische Schwingungen suasion. 
Die Schwingungsperiode T Wird offenbar Funktion folgender Gr~Ben sein- a . r  (Ab- 
stand des Systems veto Erdzentrum), m (Masse der Erde). Man versuehe diese Be- 
ziehung auf Grund yon Dimenslonsbetrachtungen festzustellen. 
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14. 

Zusammenfassung. 
Wir kommen zu folgenden Behauptungen: 
1. Die allgemein verbreitete ~berzeugung, dab alle physikalisehen 

Gleiehungen homogen (in unserer Terminologie ,,formell homogen") seien, 
ist unrichtig: in vielen GIeichungen kommen solehe Zahlen vor, welehe 
ohne Funktionen yon GrSl]enzahlen zu sein, bei Einhei~enwechsel variieren 
mfissen. 

2. Dieses wird oft deshalb ilbersehen, well jede derartige Zahl als 
Fun~ion yon Spezialwerten der GrSSenzahlen gedeutet werden kann. 

3. Adjungier~ man zu dem System yon GrSBenzahlen noeh diese 
formellen Variablen~ so kann die Forderung der fbrmellen Homogenei~t 
keine Sehranken mehr auf die Form der physikalisehen Gleiehungen auf- 
erlegen. 

4. Die ~berzeugung, da$ die Dimension einer Zahl auf ihre funktio- 
nelle Abh~ngigkeit yon irgend welchen GrSSenzahlen hinweisen kSnne, ist 
ebenfalls unriehtig. 

5. ~ie beruh~ auf Verwechslung der Begriffe, die wir mit den WorSen 
,,materielle" und ,,formelle" HomogeneitKt bezeichnen. 

6. Nur 'insofern die Modellgleiehungen der gesuchten Gleichung mit 
den Dimensionsgleichungen ~tbereinstimmen, k~nnen diese letzteren zur 
Feststellung dieser Gleichung dienen. 

7. Aber auch dann gibt im allgemeinen die Modelltheorie bestimmtere 
Resultate. 

8. Sowohl Dimensions- als auch Modellbetrachtungen laufen auf nichts 
hinaus, wean die gesuehte Gleiehung Konstante enth~lt, die nieh~ aus den 
Gleiehungen zu berechnen sind, yon denen die gesuehte sine Folgerung ist. 

9. Es ist kein Einheitensystem mSglich, bei welebem alle Gleictaungea 
der Physik frei yon formellen Variablen w~tren.*) 

10. Es ist gar nieh~ notwendig die Variationen der. Einheiten ver- 
sehiedener GrSBen voneinander abh~ngig zu maehen (den GrSBen ,Dimen- 
sionen" zuzusehreiben).*) 

11. Geschieht es doch, so kSnnen die Beziehmagen zwisehen diesen 
Variationen nieht anders als dureh Potenzprodukf4jleiehungen (Dimensions- 
gleiohungen) ausgedrtiekt werden. 

Le iden ,  den 15. M~rz 1915. 

*) Vgl. T. Ehrenfest-Afanassjewa, ~[ber die Willkfirlichkeit bei Dimensloniezun~ 
phys. Gr~flen. Ma~h. Naturwissensch. B1. 1905. 


