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Die Erreichbarkeit. 

Die i m w  1 des vorstehenden Aufsatzes im Gebie~e I kons~ruier~e 
Pseudomannigfal~igkei~ 7 besi~z~ die Eigenschaf~, dab je zwei Punk~e ihrer 
linken Seife sieh dutch einen in beliebiger N~he yon 7 verlaufenden, 
J +  7 au~erhalb seiner Endpunkte nich~ ta'effenden Weg verbinden lassen, 
und dab jeder Punk~ ihrer rechten Seite sieh dareh einen auSerhalb seiner 
Endpunkfe o r § 7 nieh~ ~reffenden Weg mi~ dem Punk~e P verbinden l~$t. 
]~thin wird I yon ~, in hSchstens zwei Gebiete zerlegt. 

lqaeh w 4 des vors~ehenden Aufsa~zes mu$ jedes Polygon, yon dem 
kein Eckpunkt und keine Teils~recke in Y,+ or~" liegt und keine Sei~e 
eine (n--2)-dimensionale Grundseite yon J:, + J~" ta'iff~, mi~ Y~ + J ,"  eine 
gerade Zahl yon Kreuzungspunkten aufweisen, sodal~ die linke und die 
reeh~e Seite yon S, durch J:, + Jr" voneinander getrenn~ werden. Dann 
abet werden aueh die hnke and die rechte Seibe von 7 dutch ~ + J "  
voneinander ge~renn~, sodas yon y -k  or" ein endliehes~ die rechte Seite 
yon 7 en~haltendes Gebiet 1~ bestimm~ wird. Dieses Gebie~ I~ is~ ein 
Te'dgebie~ yon I~ und nach der im vors~ehenden Aufsatu, e ~,Beweis der 
Invarianz des n-dimensionalen Gebie~s c' angewandten Methode t~1~ sieh 
zeigen, dab die Grenze yon ~r nai~ o r"+  ~, identisch is~. 

Ebenso wird yon Y A- J" ein die !~nke Seite yon y en~halt~xles Teil- 
gebiet ~ yon I bes~immt, dessert Grenze mit J '  q- 7 iden~iseh is~. 

In  diese zewei Gebiete 1~ und I~ wird I van r zerlegt. 
Sei Q ein willkfirlieher Punk~ yon ] ;  ~or'~ ~J', sJ', . . .  eine solehe 

Folge yon Q enthal~enden~ gegen Q konvergierenden ~nmdsimplexea yon ~,, 
dereaa jedes im lnnern des vorangehenden enflaalten ist~ Zu jedem ~,J" kon- 
sta~ieren wit eine M~nnigfal~igkei~ ~76 welehe I in ~Z~ und ~I~ zerleg~, und 
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wit sorgen dafiir, dab emersei~ die verschiedenen ] einander nicht ~reffen, 
sodafl ~+i/~ in ~/~ enthalten is~, und audererseits ~ flit u n b e s ~ t  
wachsendes lo gleiehm~iltig gegen Q konvergier~. 

In jedem Gebiete ~ verbinden wit ~7 und ~+~7 durch einen Weg ~(~, 
und in jedem ~7 verbinden wit den Endpunkt yon ~_l(~ und den k~Cangs- 
punkt yon ~ dutch einen Weg ~ .  Alsdann bflden die ~a und ~q zu- 
sammen einen in I naeh Q f~hrenden einfachen Kurvenbogen, soda~ wir 
bewiesen haben: 

Satz 1. 3-eder Punkt einer Jordanschen Mannigfaltigkeit ist sowohl 
fiir das innere wie f'~r das ~iuflere Gebiet erreichbar. 

Die Schoenfliessche Erwei~erung des Jordanschen Salzes bleib~ mithin 
im n-dimensionalen Raume in Kraft. Sie verlier~ bier aber ihre in der 
Ebene best~hende Umkehrbarkeit~ denu diese Umkehrung wiirde folgender- 
maflen lauten: 

t~ine geschr~nkte abgeschlossene 2unktmenge, wdc~ im 1~ zwei Gebiete 
bestimmt, und yon der jeder I~unkt fiir jedes dieser Gebiete erreichbax ist, 
isl eine J-ordaz~sche Mannigfaltigkeit. 

Um einzusehen, dal~ dieser Sa~z schon fin dreidimensionalen Raume 
nich~ mehr zulriff~, betrachte man die Gesamtheit F der in zylindrischen 
Koordinaten durch fotgende Formeln bestimmten Punk~mengen: 

(1) 1 > Q > 0 

(2 )  i > > o 

(3 )  q = i 

(4)  = o 

(5 )  ,o = o 

z = 2 + cos ~ -{- (1 - - V ~ )  sin -~. 

z = - 2 - cos ~ - (1 - l ~  sin ~ .  
q 

2 -~ cos ~ ~ z ~ -- 2 -- cos ~. 

3 _ > z ~ l .  

-- l ~ z_> -- 3. 

Diese sbgeschlossene Punktmenge F zerlegt den t~aum in zwe4 Gebiete, 
~ d  jeder Punkt yon F ist fiir jedes dieser Gebiete erreichbar, iber  ein 
gegen den Punkl H (Q = 0, z = 2) konvergiexender Punkt yon F lii~ 
sich i n / ~  nich~ durch einen g e g e n / t  konvergierenden einfachen Kurven- 
bogen mit H verbinden~ sodafl F ke~e Jordansche Fl~che ist. 

w  

Die Unbewalltheit. 

Sei G e'me abgeschlossene Punk~menge des R ~ , ~  eia yon G be- 
stimmtes Gebiet, Q und Q" zwei erreichbare Punkte der Grenze yon ~,  
/c ein Q und Q" innerh~lb {~ verbindender einfacher Kurvenbogea, M das 
Maximum der Ent-fernungen, wetche die zu b g v ] a S ~  Pnnkte v0~ Q 
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und yon Q' besitzen, m das Minimum yon M ~ir die verschiedenon bei 
gegebenen Q and Q' mSglichen Wah]en yon k. Diese GrSBe m bezeichnen 
wit mit ScJaoenflies als die Wegdistanz yon Q und Q' fiir das Gebiet (~. 
Wenn diese Wegdistanz mit der Entfernung yon Q und Q' gegen Null 
konvergiert, so werden wit G ftir das Gebiet @ unbewallt nennen. 

( G  G') ,  "" �9 ein  sol ho Folg  m J ]i genden 
Punkt~paaren, daft der Abstand yon Q$ und Q~" fiir unbeschr~ink~ wachsen- 
des ~ gegen Null konvergiert. Zu jedem Paare (Q~, Q/) kSnnen wit ein 
dieses Paar in seAnem l~nexn enfl~altendes Grundsimplex ~ ,  und zu jedem J~' 
ein y~ in solcher Weise kons~ruieren, da~ die Breiten sowohl yon J /  wie 
yon ~ fiir u n b e s c ~  wachsendes/o mater jede Grenze herabsinken. Im 
Gebie~e 1~ ziehen wit einfacho Kurvenbogen Z~ resp. Z~' yon 7# nach Q~ 
resp. Q~, bezeAchnen flare Anfangspunkte mit ~ resp. ~ ' ,  mad verbinden 
in 7~ die Punkte ~ und ~ '  durch einen Weg %. 

Alsds.nn bflden ~ ,  ~ '  und % zusammen einen O~ und Q~' innerhalb l 
verbindenden einfachen Kurvenbogen, dessen Breite fiir unbeschr~nkfi 
wachsendes ~ unter jede Grenze herabsinkt, d.h. es gilt: 

Satz 2. ~,ine J'ord~sche Mann~gfaltigkeit ist sowold f@r das innere 
wie fiir das iiuflere Gebiet unbewallt. 

Auch dieser Satz ist fiir die Ebene yon Schoenflies bewiesen worden. 

w 

Die Zweiseitigkeit. 
SeA J1, ~ ' , ' "  ", J /  eine solche geschlossene Kette yon Elementen 

yon J ,  in welcher je zwei aufeinaude~blgende eAne (n--2)-dimensionale 
Seite gemeinsam haben. Wit bezeichnen die yon J~ und J~+l gebitdete 

w~Ilen wit 4 ,  und dementspreehend nach Math. Ann. 71, S. 108 flit Jt 
und nach ibid. S. 101 ffir ~ '  und ~Ji" einen positiven Sinn der Indikatrix, 
und verbinden einen im Innengebiete I liegenden Punlr~ Pi und einen im 
Augengebiete E liegenden Punk~ P, durch solche Wege tl, t ~ . . . ,  it, 
dab jedes t, die Mannigfaltigkeit J nur in Punkten yon 'Y~'-h  triffK 
Ftir diese t~ nehmen wit die gieh~ung yon/a t nach P, als die positive an~ 
und wit bezeichnen das yore im positiven Sinne durchlaufenen t~ mit dora 
im negativen Si,~e durchlauI~nen t~+~ gebildete Polygon mi~ w~. 

Zu jedem J~' rosp. ~+1~' k~ wir nach der Methode des vor- 
stehenden Aufsatzes ein 7~, ein j ~  und ein Y~ resp. ein ~+ff~, ein ~+lJ,~ 
und ein ~+tY~, wobei wir annehmen diiffen, dab t~ yon den 7 nur 7~, 
~+W~ und ~ - x ,  "and yon den J:, nut 5,~, ~+x$~ und ~T,,$_ x t r i~ ,  dab 
kein Ec]cpunkt und keine Teilstrecke eines t~ in einem der 7 oder ,:. liegt, 
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mad dab keine Sei~e eines tp oine (n--2)-dimensionale Grundsei~e yon 
einem der 7 oder .g~ trifft. 

Alsdann is~ die Differenz der Anzahlen dot posi~iven und der nega~ivon 
Kreuzungen mit 371 entweder sowohl ~ ~1 wie ffir i~ gleich Jr 1, oder 
sowohl fiir h wie fiir i~ ~Ieich -- 1, sodaB fiir hinreiehend groBes ~ der 
Grad yon ~J,l in bezug auf w~ dasselbe Vorzeichen hat wie der Grad 
yon ~,~ in bezug auf w~. Mithin hat ffir hinreichend gro$es v aueh der 
Grad yon j ~  in bezug auf w~ dasselbe Vorzeichen wie der Grad yon j,~ 
in bezwg-~auf wl. 

Wenn wir nun welter die positive Indikatrix yon J~' aus der posi- 
riven Indikatrix yon ~" herleiten, so find.en wit in derselben Weise, dal~ der 
Grad yon j,~ in bezug auf w~ dasselbe Vox~eichen hat wie der Grad yon j ~  
in bezug auf w~. Indem wit so fortfahrend schlie~lich zu J~' zartick- 
kehren~ wird einerseits fiir Jx' eine neue positive ][ndikatrix bestimmt, 
anderersei~s aber finden wi G dab dor Grad yon j,.~ in bezug auf w~ sein 
ursprtingIiches Vorzeichen behalten hat. Mithin is~ die neue positive 
Indikatrix yon J~" mit der urspriinglichen iden~isch. 

Hiermi~ ist bewiesen: 
~ine Jordansche Man~igfaltigkeit ist eine zweiseitige Mannig- Satz 3. 

fah~gkeit. 

w  

Die 0rduung  der Jordanschen Gebiete. 

Wir w'~hlen sowohl ffir J wie ffir den 1~ einen positiven Sinn der 
Indikatrix, sc3alagen um einen nich~ in J liegenden Punk~ A eine Kugel x~  
welche wir zur Besfimmung ihrer loositiven Indikatrix als Grenze ihres 
Innern betrachten, und bilden J durch Projek~don aus A eindeu~ig und 
stetig auf z~ ab. Den Grad dieser Abbildtmg nennen wit die Ordr~ung 
yon A in bezug auf 3:. Sie ist flit hinreichend groBes v iden~isch mit der 
Differenz der hnzahten der positiven und der negativen Kreuzungen mi~ 3~ 
eines aus dem Unendlichen nach A gezogenen Weges, yon dem kein 
Eclrpuakr und keine Teilstrecke in J~ lieg~ und keine Seite eine (n--2)-  
dimensionale Grundsdte yon J~ trifle. Sie kann sich bei stetiger Bewegnng 
yon A in endlicher Entfernung yon aT nicht gndern, sodaB wir yon einer 
Ordnung des Inne~gebie~ und yon einer Ordnu~g des Auflengebietes is 
bezug auf J sprechen kSnnen*). 

Liege A im Inneugebie~e, so kSnnen wit naCh A aus dem Unend- 
lichen einen Weg ziehen, der yon 3" nur J ' - - j  ~iff~. Dieser Weg liefert 
fiir die Ordnung des lnnengebietes sofor~ _ 1. 

*) VgL J~H~lamard in dem aufS. 97 mad 305 dieses Anualenba~de-~ zi~ie~cn Buph~. 
21" 



3,0,4 L . E . J .  Baouw~a. 

Im &ul~engebie~e aber kann man A leieht in soleher Weise bestimmon, 
dab die Bildmenge yon J" ~icht ~ r a l l  dicht in x~ liege. Die Ordnung des 
Aagengebie~es is~ somit gleieh Null, und wir spreehen aus: 

Sa~z 4. In bezug auf eine ~orda~che Mannigfaltigkeit hat das Innen- 
gebiet die Ordnung +_ 1, das Aufieagebiet die Ordnung ~Vull*). 

w  

Die veral lgemeinerte  Indikat r ix .  

Sei a eine eineindeu~ige und stetige Abbildung einer gesehlossenen 
zweiseitigen n-dimensionalen Mannigfal~igkeit bh auf eine gesehlossene 
zweiseitige n-dimensionale Mannigfaltigkeit ~z, c der Grad dieser Abbit- 
dung, S t ein solehes Gnmdsimplex yon ~ ,  dessert Bild S~ innerhalb des 
Innensimplexes (vgl. MaCh. Ann. 71, S. 102) eines Elementes ~ yon ~ 
liegt, J~ der Umfang yon S~ ~ das Bild yon J~, a~ elne simpliziale 
Approximierung yon a, ~ ,  die entsprechende simpliziale Approximierung 
yon J~, P~ eln zum Innern yon S x gehSriger Punlv~ ~ das B~ld yon/)1. 

Wenn dann r dureh a~ mi~ einem hinreiehenden Grade der Genauig- 
keii approximiert wird~ so wird fiir einen aus P~ naeh der Grenze yon 
gezogenen Weg, yon dem kein Eekpunkr und keine Teilslreeke in J~,. 
lieg~ und keine Sei~e eine (n--2)-dimensionale Grundseite yon ~ ,  trifft, 
die Differenz der Anzahlen der positiven und der nega~iven Kreuzungen 
mi~ ~ ,  gleieh _+ c sein. Dieselbe Zahl ist abet n a c h w  4 gleieh • 1, 
sodat~ siah herausstellt: 

Sa~z 5. ~ine eineinde~tige und stetige Beziahung zwischea zwei ge- 
schlossenen zweiseitigen n-diznensionaJzn Mannigfaltigkeiten besitzt entweder 
den Grad + 1 ode," den Grad --1"*).  

Wit bezeiehnen nunmehr mi~ ~ eine wiUkiirliche in einem Elemente 
yon 9~ en~haltene und sieh innerhalb eines Elementes ~ yon ~ abbilden~le 
Jordansehe Mannigfaltigkei~, kons~ruieren zu ihr dem vors~ehenden kuf- 
satze gem~B ein jx und ein 7~ w~hlen im Innengebie~e yon ~ + ~'" ein 

*) Dieser Sa~z wird bei Hadamard 1. c. ohne Beweis ausgesprochen. 
Dieses Theorem wird yon Herrn Lebesgue bei der Herleitung seines Exist~nz- 

sa~,es dar ,,vari~t~s enlacges" (C. R.~ 27 mars 1911) stillschwe~gen4 vo~ausgese~zt, 
Der Begriff des ibbildungsgrades e l~i~ sieh unmi~telb~r auf eineindeu~ige 

mad s~ige Beziehungen zwischen einem zweisei~igen n-dimensionalen Gebie~e 
und einem ~-dimensionalen Gebie~ f% ~iber~agen. Aueh b/ez kann e nur die Wer~e 
-~- 1 und - - I  bes~zen. F~/ls abet ~ einsei~g w~-e, m~te e nach S. 106 dieses 
Annaienbandea gleieh Null sein, sodal~ hiermi~ die Invarianz der Zwei- rvs~. JF~insei~ig- 
k ~  bew~en i~. 
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solches Simplex S1, yon dem eine (n --1)-  dimension~le Sei~ /h in ~'I 
liege, bezeichnen die yon den iibrigen (~--1)-dimensionalen Sei~en yon S 1 
gebfldete Punk~menge mi~ /~, den~ Umfang yon S~ mi~ s~, mad 
w~hlen im Innern yon S 1 einen Punkt -P1. 

Wit w~hlen die positive Indika~rix yon ~ in solcher Weise, dab die 
Orduung yon/P1 iu bezug auf ~ gleieh + I wird, bestimmen die positive 
Indika~rix yon 71 + Ji" mi~tels der yon Ji', die yon 71 + ~ "  mi~els der 
yon Jl", die yon s 1 mittels der yon 7i + Ji", ~ die yon 7 i -  hi + k~ + Ji"  
mi~els ~er  yon ~".  

Die Ordnung eines Punktes in bezug auf 71 + Jl" l ~ t  sich mi~els 
der J:~ + 3"(., und die Ordnung in bezug auf 71 -- hi + kl + J~" in ana- 
toger Weise definieren. In bezug auf s~ ist alsdann die Ordnung yon /)1 
gleieh + 1, in bezug auf 71 + J~' resp. 7, -- h~ + k~ + J~" gleieh Null 

Die Bilder yon P~, ~ ,  71, d:i~, J~ ,  J~'~, hi, ]:i, sl bezeichnen wit mi~ 
P~, d~, 7~, J:-o~, ~'~, d~'~', h-o, k-o, s-o; als positive Indika~rizen yon so, 7 ~ + J ,  
7-o -- h2 + k-o + ~ "  wiihlen wir die Bilder der positiven Indikatrizen von 
si, 71 + ~ ' ,  71 -- hi + ki + J ( ' ;  die Ordnung in bezag auf 7~ + J-o" resp. 
72-- h-o + k-o + ~ "  defiuieren wir mi~tels der simplizialen ipproximierungen 

Wenn nun a den Grad + 1 r e s p . -  1 b~sitzt, so ist die 0rdnung 
yon jo0 in bezug auf s~ ebenfalls gleich + 1 r e s p . -  1; in berag auf 
7-o + J (  resp. 72 -- h-o + k~ + ~ "  ist uber die Ordmung yon B~ gleich Null, 
denn veto Umfange yon ~ l~l]t sieh ein 7-o + J~' resp. 72 -- h~ + k~ + d~" 
nich~ treffender Weg nach /)l ziehen. Mithin ist die Ordnung yon ~P. in 
bezug auf J~ gleich + 1 + 0 + 0 = + 1 resp. gleieh -- 1 + 0 + 0 = -- 1, 
und wit haben folgende Eigensehaf~ bewiesen: 

Satz  5a. ~ einer eineindeutigen und stetigen l?eziehung ~wisvhe~ 
~wei geschlossenen zweiseitigen n-dimensionalen Mannigfaltig'l'l'l~ten sind i~ 
bezug auf einander entslarechende hinxeichend kl~r~e Jordansche Mannigfaltig- 
keiten die Ordnungen der entsprechenden Innengebiete ei/aa~Mer gleich oder 
o~tgegengesetzt, je naehdem der AbbiMungsgrad + 1 oder -- 1 betr;icfl. 

Wenn wir ehle hinreichend kleine Jordansehe Ma~nnlgS~ul~igkeit, in 
bezug auf die das Innengebiet die Ordno_ug + i besitzt, als ,In~llkatrix" 
bezeichnen, kiimaen wir also im ersten Falle yon einer Beziehung mir 
invarianter Indikatcix, im zweiten FaUe yon einer Beziehung mit Um- 
kehxung der Indikatrix sprechen. 

Mithin kSmaea wit den Fixpunk~satz alex eineindeu~igen und stmtigea 
KugeRransformationea r jetz~ in folgender Form ausspreehe.u: 

VgL Math. Ann. 71, S. 11~. Der bier au~ der Be~r~h~ung e~ue8 Ve~f~feldes 
gewo~nene Satz 3 ]i~t sJch auch in unmi~elbarem Anschl~ au $, 105 b c ~ n ~  
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Jede ei~deuth~e ~r,~d ste~e Transformation einer K~gel gerader Di- 
mensionenzafd m~t invazianter Indikatr~x oder einer Kugel u~gerader Dimen- 
sionen~ah~ mit Umkehrung der lndikatrix besitzt sicher einvn ~'ix~unkt. 

w  

Die Invarianz des lbbildungsgrades. 

Seien #1, #2, #~ geschlossene zweiseitige n-dimensionale ]~annigfaItlg- 
keiten, a~ eine eindeutige und stetige Abbildung c~ t~ Grades yon ,~ 
auf #,, er elne e~udeu~ge und s~e~ige Abbildung c~ t~ Grades yon ~ 
auf #~, r die durch ~ und ~ bestimmte Abbfldung yon ,u~ auf ~ .  

Wi t  betrach~en die Grundsimplexe yon #~ als ihre Elemente, und 
w~hten die simplizialen Zerlegungen yon #~ und die Innensimplexe yon #.~ 
und ,u~ in solcher Weise, dab in einera gewissen Innensimplexe yon ~ 
ein nur yon Innensimplexen yon #, bedecktes Gebiet exis~iert. In diesem 
Gebie~e is~ dann eine dutch gewisse simpliziaIe Approximierungen yon ~e 
und %s bestimm~e Bildmenge yon /~ mit einer dutch eine gewisse modi- 
fizier~e simpliziale Approximierung yon ~ bestimmten Bildmenge yon #~ 
iden~isch. Mith~n ~st c~s = ~ X c.~, d. h. [~r eine Eolge yon Abbild'~n#en 
ist der Grad des Prod~ktes #le~ch dem t~rod~e der Grade. 

Je~zt l ~ t  sich die auf S. 106 dieses Annalenbandes often gelassene 
Frage nach der Invarianz des Abbildungsgrades, d .h .  nach tier Unab- 
h~ngigkeit des AbbiIdungsgrades yon der Wahl  der Elemente und Messungs- 
skalen, mi~ Hilfe des Resul~ates des w 5 ertedigen. 

Eine zweiseibige Mannigfaltlgkei~ iv anderer Weise ~ssen kommt 
n~mlich darauf hinaus, dab zwischen dieser und einer anderen Mannig- 
faltigkei~ eine eineindeutige und stetige Beziehung herges~ellt wird. Diese 
Beziehung besitzt aber nach w 5 entweder den Grad + 1 oder den Grad --  1. 

Sei nun al~ eine eindeutige und stetige Abbildung c12 t~ Grades einor 
gesehlossenen zwelseitigen n-dimensionalen Mannigfal~igkei~ ~x auf e~ne 
geschlossene zweiseitige n-dimensionale Mannigfal~igkeit ~ ,  und sei c~' 2 
der Grad yon eq~ f~ir eine ne~v Messungsaz* yon ~ und V~. Diese neue 
Messungsart bestimmt ers~ens eine Mannigfaltigkeit #8 und eine kbbfldung 

mit~ets de~ Bemerkung, d~B eine Transformation ohne Fix-punkt sich in die ant~podische 
Transformation der Iden~it~ stetig fiberffihren I~B~, n~mlich dutch Bewe_@mng jedes 
Punktes auf dem kiirzes~en seine beiden Lagen verbinclenden GroBkreisbogen. 

Ieh benu~e diese Gelegenhei~, um damuf hinzuweisen, dab P. Bold den dutch 
Fotgerung 2 a~sge~-ek~n besonderen Fall yon Satz 3 (S. 11~) sehon in Bd. 127 des 
J. f. M~th. ausgesprochen h ~  ohne freilich den Beweis a~szufGb_~n. 
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c~ ~ Grades yon 9~ auf ~1 (c81 ~-:J: 1), zwei~ens eine Maan ig~ igke i~  ~ 
mad eine Abbildung cs~ ~ Grades yon p~ auf 9~ (c~ = :J: I), and wir haben 
dem Obenst~henden gem~iB: 

Mithin gilt: 
Sa t z  6. Der Abbildungsgrad ist eine I~vari~te der A~ug~ysis S~tus. 


