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1~ Tefl. 

]Die Kugelfuaktionen sis Liisungen v on homogenen Integral- 
gleichungen 2. Art, mtt einer! Wfllk~rHehen ~mktion der 

F~ntfernung zweier Punkte auf der Kugel als Kern. 

Es soU l~er die ~rage behande~t worsen, wie man im AnschluB an 
die aUgemeine Theorie dot Integralgleichungen die Theorie der Kugel- 
funk~ionen entwiokeln kann, w. onn man homogene Integrslgleiehungen 
2. Ar~ betracht~t, bei denen eine beliebige Funkfion*) der Enffernung 
zweier Punk~ auf der Kugel als Kern suffiX. Dabei woUen wit uns der 
E/nfsckhei~ halber suf ste~ige Funk~ionen der Enffernung besohr~.nken; 
es stud sber such dsnn dabei gleich alle diejenigen F~lle miterledig~, bei 

*) Vgl. das yon Hilber~ angegebene BeiBpiel: (}raudztige einer allgemeinen Theorie 
der Integralgleichungen. Gt~tt. Naclxr. 190~, S. 241. 
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denen eine endliche Iteration des ursprfing]ichen Kerns eine stetige Funk- 
tion der Entfernung ist. 

Um im folgenden die Ausdruckswelse zu erleichtern~ f~hren wlr zu- 
n~iehst ftlr einen seit jeher in der Theorie der Kugelflmktionen gebrauchten 
Begriff eine eigene Bezeiehnung ein. Sei A ein beliebiger Punkt auf der 
Kugel. Wlr denken uns ihn als Pol eines Koordinatensystems, das aus 
Meridianen und Parallelkreisen bes~eht. Sei u die Poldis~anz~ v die geo- 
graph/sche Liinge, �9 (u, v) eine beliebige integrable Ftmktion des 0rtes 
auf der Kugel. Die F~nktion 

Srr 

r (u, v) dr 
0 

bezeichnen wir als die , Verstfifung de,; .Fun~io~ in be#ug auf den Punkt A". 
Ira' Punkt A ist der Wert der Funkgion und der Weft ihrer Versteifung 
derselbe. 

Ist eine Funktio.n bereits so besohaffen~ da~ sie lii~gs Mler Parallel- 
kreise, die zu einem Punkt A als Pol geh~ren~ konstant ist~ so wo].len 
wir von e iner - . f~ '  de~ . P ~  A steife~ FwMd~m" spreehen. 

:Es sei nun 2'(X)eine beliebige stetige Funktion im Intervall ~I -C x~ I 
uad deuten wir x als den Kosinus der sph~irischoa Entfernung zweier 
Pu~l~ 'auf~aer Kdgel~:mit den K~)ordina~n uv bzw, ~'v'. Wit s~ellen uns 
di~ .&u~.:di~ ~.Ei~ensehsften des Systems d~ Eigeafunktioaen tier 
t n ~ ~ e h ~ g e n  

0 0 

zu ermitteln. 
Nach Erlediguag eines klelnen ttflfssatzes werden wir unter I. zeigea: 

Das normierte Orthogonalsystem der steifen Eigeufunktioaen, die zu clieser 
In~egralgleichung gehSren, kann stets aus solchen Funktionen zusammen- 
gesetzt werden, dis einer gewissen Funktionalgleichung genfigen, die besagt, 
dab sioh die l~unktionen durch den ProzeB der VersteiiCung ])is auf einen 
kbns~anten multiplikatlven Fsktor reprocluzieren. Unter II. wird bewiesen, 
da~ diese Funktionen Polynome 's/rid, wenn man sls Variable den Kosinus 
der sphgrisehen Enffernung nimmt; unter HI., dsl} diese Polynome der 
Differentialgleiehung der Kugelfunktionen genilgen~ woraus die Identit~i~ 
dieser Polynome mi~ den Legendresehen Polynomen hervorgeht. Unter IV. 
~wird be wiesen: des normierte 0rthogonalsystem aller Eigenfunktidnen.kann 
aus SeJchen Funktlonen zusammengesetzt werden, die als ~Eigenf~o~e b 
yon Integralgleiehungen auflreten, in denen der Kern ein Legend~esei~e~ 
P01y/~om des Kosinus der Entfernung zweier Punkte .ist. 



Hi t f s sa t z :  Seien f(x) und ~p(x) zwei im Intervall - - 1  ~ x ~ 1 de- 
~finierte integrable Funktionen yon x, dann gilt stets die folgende Gleiehung: 

1 ~ z  

- -1  0 

+I 2z 

- -1  0 

:Der Beweis folg~ unmittelbar aus der folgenden geometrischen Deutung. 
Es bedeu~e auf der linken Seite der Gleichung x' den Kosinus der Pol- 
<tis~anz, v die geographisehe L~inge in ~inem Koordinatensystem mit dem 
~ - - . ~ f . a t s  Pot. Auf der rechten Seite der Gleiehung habe x' und v 
dieselb~ :B~deutung in einem Koordinagensystem mit dem Punkg B als Pol. 
.x sei der Kosinus der sphiirischen Entfernung der Punkte .4 und B. Wit 
deuten ~0 als eine ftir den Punkt A, f als eine ftir den Punkt B steife 
Funktion des Ortes auf der Kugel. Nun stellt sowohl die linke als aueh 
�9 die rechte Seito das fiber die ganze Kugel erstreckte Integral des Pro- 
duktos der Funktionen f und 9 ~ dar, woraus die Richtigkei~ der Gleichung 
.erhellt. 

I. Zun~ichst zeigen wir, wenn r irgendeine Eigenfunktion der 
Integralgleiehung (i) ist, so ist auch jede u yon r eine 
Eigenf-n~ion. In der Tat erhalten wit, indem wit auf beiden Seiten der 
~leichung nach v integrieren, durch 2~ dividieren und auf der rechten 
~eite die Integrationsfolge vertausche-: 

2re 

• (u, v) dv 
0 

Nun ist aber das Integral in der eckigen Klammer yon v' unabhgngig 
und somit erhalten"wir: 

~rg 

0 

- ~ f [ f r ( o o ~  sinusinu'cos(v--v'))dv] El f *(u',r .inu'd'. 
0 0 0 

Nun vertausehon wit noeh auf der rech~en Soite der (~leichung di~ Buch- 
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staben v und v', dana k6nnen wit diese Oleichung auch folgenderm~en 
anschreiben: 

J ~  

f ,(...)dv 
0 

tt  ~ n  I ~  

- t dv]  d d  - / {/F(eos,, cos,,'+ sin, sin,,'eos(v-r f r }sinCd.', 
0 0 0 

und in dieser Form der Oleiehung ist in der Tat zu ersehen, dais die 
Versteifung yon ~) ebenfslls der Integrslgleichung (1) genttgt. 

Wenden wir uns nun der Betrachtung der steifen Eigenfunktionen 
zu und setzen'wir cos u ~- x, cos u ' - -  x', v -- v ' - -  6, so liiBt sich die 
Integralgleichung, der die steifen Eigenfunktionen gentlgen, aueh so 
schreiben: 

+1 2tg 

( la)  ( p ( x ) = ~ . j - [ j / ; ( x x ' - t -  VlS'X']/1--X ~' cos 6)dO]~(x ' )  dE. 
--1 0 

Die Versteifung yon ~.(x) filr einen beliebigen Punkt der Kugel muB 
naeh dem eben bewiesenen Satz ebenfalls eine zu ( la)  geh6rige Eigen- 
funktion sein, also es muB die Funktion 

2rt 

0 

ebenfalls der Gleiehung ( la)  gentigen. 
Es seien nun die Funktionen 9~t, % , . . . ,  ~,. ein vollst~ndiges und 

nomiertes Orthogonalsystem der zu einem bestimmten Eigenwert ,t ge- 
h6rigeu Eigenfunk~ionen. Es m~Jgen also die Gleiehungen gelten: 

+1 

f tp , (x )  (pk(x) d x  ~ 1 fiir i -- k ,  
--1 

+1 

/9~,(x)  9~(x)dx =. 0 fib i + k.  
- -1 

Die Versteifungen der q~, mUssen sich nun ale lineare Kombinationen 
der % darstellen lassen. Es muB sich also ein System yon m s yon x un- 
abhiingigen Gr~Ben 

i - -  1, 2, . . . ,  m 
A~, 

-- 1, 2,..., m 
emgeben lassen, so dab die Gleiehungen 

Szr le ---- m 
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identisch in X und x' effttllt sin& Multiplizieren wir nun yon den {~lei- 
chungen (2) die z ~ Oleichung mit ~(x) und die k'* Gleichung mit ~(x~ 
und integrieren wir yon x----~ 1 bis x----+ I, so erhalten wir unter Be- 
ziicksichi~gung uuseres Hilfssatzes 

A~, = A,~. 

Jetzt wenden wir auf die quadratische Form 

1 

da#.HaUl~h~ihSenthe0r4m a~...::ES: liiBt sich demnach zu den Griil~en A~ 
~ ~em~.:~bn Or'61~n :r find%n; die die Or~hogonali~tsrelationen 

Z 
1 = I r  

Z s ~ i ~ 0  f~ir i + k  

erf/illen und die Eigenschaf~ haben, dab die oben angeschriebene quadra- 
tisehe Form, wenn man fiir die ~ 

h = m  

k = l  

elnse~z~ in dine quadratisehe Form yon der Gestalt 
k ~ m  

tibergeht. Dureh diese Transformation geht das system der Gleichungen (9} 
fiber in 

2~ 

,f 
0 

Se~zen Wit X ~ 1, so erhalten wir 
(3) =..& 

Da die Funktionen ~x(x) das vollst~ndige und normier~e Orthogonal- 
system der zu einem bes~immten Eigenwer~ ;~ gahiirigen. Eigenf~ktionea 
bilden, so gilt dies auch yon den Funktionen T~(x), somi~ ilnden wit: 
Das normierte Orthogo~alsystem der steifen .Eigenfunktionen. der lntegra~ 
gleichung (1) bzw. das normierte Orthogo~alsystem dec Eigenfunk~ionen dec 
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Gleichung (1 a) kann man stets arts solchen Ftmldionen t m s a m m ~ e ~ ,  die 
tier folgenden Fu,tk~nalgleichung gmiigm: 

(4) 

| i t  

f P(x) P(x3. , )  1 P ( x x ' + ] / 1 - ' x ' V l ' - ~  ~ eos~) d~-,-  ................. 
0 

II. Um nun zu zeigen, dab die Funktionen P(z) Polynome sein mflssen, 
gehen wir folgendermalten vor. Zu jeder der Funktionen P(x), die ja als 
Eigenfunktion einer Integralgleichung mit stetigem Kern selbst stetig sein 
milssen, liiltt sich offenbar eine solche ganze rationale R(x) Funktion 
finden, so daft 

1 

j ' R ( x )  P(x) dx -- c + 0.**) 
- - 1  

Unter Be~cksichtigung unseres Hilfssatzes und der Funkfionalgleichung (3) 
erhalten wir dann flir 

1 ~ 

- - I  0 

l 

= = , I  . . . .  PC~) - ~ P ( x )  ' 
- -1  

*) Schon ohne einen analytischen Ausdruck f~ir P(x) zu kennen, kann man too- 

fort aue dieser Gleichung entnehmen, dab fltr [ x ! ~  1: P ( i i  ~ 1 gelten muw und 

zwar folgendermaBen: Wenn P(x) keiue Konstante int, io haben P(x) und 

e(~x" + yi---~-, y~ - ~" , co,~)- v[x, x'] 

fSr x [ ~  1 auf der Kugel zwei verschiedene 8ysteme yon Niveaukurven. Also gibt 

es keine zwei yon Null vemchiedene Gr{ifen (~1 und a~, fiir die O t P x  + C s P ixY]  
identlsch gleich Null ist. Quadriert man nun diesen Ausdruck und integriert man 
dann fiber die ganze Kugel, so erhRlt man somit eine pomitiv definite qu~dratische 
Form der C 1 und C s . Die Bedingung, die dsnn die Koeffizienten der Form erfflllen, 
liefert dann die behauptete Ungleichung. 

**) Aus Gleichung (4) kann man anch unmittelbar entnehment dsB P(x) entweder 
eine gerade oder eine ungerade Funktion (d. h. 1)(x)== Jr-P(--x)) sein muff. Setzt 

man nRmlich z ' = -  I so Iblgt: ~(x) ~ ( - - z )  und indem man jetzt diese Glei- , ~p~- p(_~) 
chung quadriert mad ~wischen den Grenzen --  1 und + 1  integriert, folgt (P(1)) I -  (P(-1))* 
also P ( x ) ~ q - P ( - - x ) .  Ferner folgt aus ($) unmittelbar P ( 1 ) ~ 0 .  Unter Bentltzung 
dieser beiden Tatzachen und der Stetigkeit yon P(x) ksnn man leicht zeigen, daft 
man flit B(x) eine Potenz yon x withlen kann. (YgL den Hilfssatz und Zusstz zu 
Beginn des zweiten Tefles.) 
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::& t~ P(z)  gen~tg~ der Integralgleichung 

(5)  ( )ffi 
1 ~ 

i cos ~)dV)P(x~)dx'.*) 
- - 1  0 

Wenn /~(x) eine ganze rationale Funktion yon x ist, so mul~ aueh 

0 

eine ganze .rationale Funktion der Variablen x und x' sein. Um dies ein- 
zusehen, brsucht man sich blol~ zu erinnern, dab fiir jedes ungerade n. 

�9 i~t. . .  Dah~.falle~ bei 
Wenn aber 

f ( c o s  ~)- d~ -- 0 
0 

der Integration die Glieder mit der Wurzel weg. 

+ x', 
0 

eine ganze rationale Funk~ion in x und x' ist, dana ist die rechte und 
mi~hin auch die linke Seite der Gleichung (5) eine ganze rationale 
Funktion yon x. 

III. Nun woUen wir zeigen, dat~ die Funktionen 2(x) der Differential- 
gleiehung der Kugelfunktionen genfigen m~issen. Wir sttitzen uns dabei 
~ f  folgeade bekannte geome~r~s~he Bedeutung des zwei~en Differential- 
:~rameters , .  Leg~n wit am e~e~a Pu~kt .A. e~er Kugel einen kloinen 
Kreis k~ d.esse~. Pankte:.. yon A" . . . . .  die sph~irisehe Distanz ~ haben. Bilden 
wi~ nun den Mi~elwert einer zweimal s~etig differenzierbaren Funkt'ion r 
]~ags k und sub~rahier~ w i t  l~iervon ~len Were yon r in A, dividieren 
. ~ s e ,  Diffea~t~;~e]i  ~ mad m ~  .~ri~ d ~ n  den' Grenz~bergang zu 
~ . . 'D~r . ' .~b :geb i ld~e ,  ~renzwe~ ist ein V ~ ' - d e s  -zweiten Differential- 

*) Die Ta~sac~e, dab es ]t~in~ ste~ige FunkfiO~i h(x ~) ~geben kRnn-, so daS"~ffz 
1 

-~lle :P(~), die (~l~ieh~ng /~P(x) h(~ ----- 0 gelten wiirde, ergibt sich mimittelbsr aus der 

Tatssche, ds~ tier Kern'f~(xx'-t- ~ ~ ' ~ 6 ~  ~) d~m/nd~s~n#einen~gen"- 
wer~ k~.  e. 

N) W~irde man. ~ e s e  F, i g e ~ s f ~  des -~o iSau  ~ t i ~ l ~ ~  .~l~. D e ~  
nifion ffir ihn beautsen, .so g~be ~s. auch l~ual~'unem~ ~ . n k ~  i~ ..jbd.~a Punkt~i& 
Kugel zweimal stetig differenzier~sr sind, t~oizdem. ~tl~atl ~dn'en .z~eit~m Di~e~en~L- 
parameter besitzen. 
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Bilden wit nun nach dieser Vorschrift den zweiten DifferentiaIpara- 
meter yon P(x) in einem Punkt, ffir den x ~ x' ist. Setzen wir cos 6 ~ ~,. 

si~ ~8 
dsnn erhalten wit unter Berticksichtigung yon lira 

J--O 

~=i I - -  ~ 

und wf~gen "der Funktionalgleichung ffir P(z) erhalten wir, wean wir an- 
nehindn P(z ~) + O: 

ip(~) i 

('~'P(~))~=~' = 4 lim .P(1) 
/-'(x') ~ = i i-- ~' - "  

Da B(x) eiue ganze rationale Funktion ist, ergibt sich der gesuchte Grenz- 
weft dutch Differenzieren yon Ziihler und Nenner 

P(x') --- -- 2 \~(i~o)U~_-z ' 

also ein yon x" unabhiingiger Weft,  den wit mit -- K bezeichnen wollen.. 
Wenn P ( x ' ) ~  0 ist, so ist,. wie wit aus der Gleichung (4) scMieBen 
k6nnen, auch die Versbifung 
mithin is~ aueh der Wert des 
gleioh Null. 

In beiden FMlen gilt also: 

oder ausffihrlich 

(6) 

yon T(x)  fitr x = x' gleich Null un& 
zweiten Differentialparameters fiir x = x" 

a(P(x))  + K P ( x )  = 0 

d~u(x) 
a(1--x2) dx 

a x  + K l='(x) = O . 

Aus den Oberlegungen des vorigen Abschnittes wissen wit, dab P(x)  ei~ 
Polynom sein muB. Wean nun n der Grad des Polynomes ist, so folgt,. 
indem man den Koefllzienten yon x" in (6) gleich Null setzt: 

K----- n(n + 1). 

.gierdurch ist die Identitiit der Funktionen ~-~ mit den Legendresche ~ 
Polynomen naehgewiesen. 

IV. Was nun die niche steffen Eigenftm~ionen der Inbgralglei~hung ( ~  
betriff-~, so wollen wit .folgendes zeigen: . 

:Man kann das v011stiizt~lige normierf~. Off~hogonalsys~om der .E.!~,.~a~- 
's der Inf, egralgleichung (1) aus solehen Funktionen Z ~ , , ( ~ , , ~  
sammensetzen, .die .der Integralgleiehung 
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gtmllgen, wobei dk" d~ Fliichenelement auf der Kugel bodeutet und das 
.lute~rsl auf der rechten Seite fiber die ganze Kugel zu erstrrecken ist. 
Mit anderen Worten: Jede Eigenfunktion (I) der s (i) er- 
weist sich als due endliche Summe yon Funktionen,' die den I_utegral- 
gleichungen (7) und (1) gentigen. Aus I. wissen wir bereits, dal3 sich die 
gersteifung jeder Eigenfunktion yon (1) in eine endliche nach Funktionen 
P,(cos u) fortschreitonde Reihe entwicke]n lgi~t. Da die Funktionen ~,(cos u) 
die Orthogonalifiitsrelation efftillen, so bestimmen sich die Koeffizienten der 
Reihe nach Fouzierscher Art und wit erhslten somit fiir jede Eigenfunkiion 
,lib folgende Identitiit: 

= 

O ~,=1 

~Se~ze~i, ~ nim hierin ~ -  O, so erhal~en wit: 

1 

'Da wir aber nun joden beliebigen Punkt auf der Kugel als Pol ansehen 
~kS-nen, erhaiten wir: 

2' ~ (u',~,')/',(co~ucosu + sinu sin u'cos (~--v')) d/() P,  (i). 

Nun ist leicht einzusehen, dab die einzelnen Glieder der Summe auf der 
reohten Seito den Integralgleichungen (7) und (1) genilgen. In der Tat, 
multiplizieren wit die Funktionalgloichung (4)ft tr  P,(x) mit P,(x') und 
s wir yon - -1  bis + 1, so erhalten wit: 

'+1 J~ 

--1 0 

oder 

~sa) / ' ,(eosu) .e,,(1) j / ,  =- ~= (zosu cos~,'+ sinu si.au" cos(v-,.,'))/:',(,~os,,) d/r 

P,(cosu) ist demnach Eigenfimkfion yon (7) und-der Eigonwer~ ,~ ~ ' 

Nach. I. is~ P~(cosu) auch Eigenfunl~ion yon (1). Wouw~nun eine steif9 
Funktion Eigenfim~ion einer Integralgleichung ist~. in.~der, der Kern eine 
Funktion" der Entfernung zweier .Punkte ist, s o  ist~sie es natfirliels .fiir 
jede beliebige Lage der Punkte, ftir die sie steff is~f d. It. 

P,(cos u cos u' + sin u ~in u' cos (~- ~')) 
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�9 v' auch Eigenfunktion yon (7) und (1) und mithin ist fiir alle Werte u, 
isg es aueh 

wenn ~/(u'~ v')" bine ganz b'eliebige in~egrable Funk~ion is~. Se~zen wir 
fiir ~ ein, so is~ der gewfinschfe Naehweis erbrach~. 

P'[D-":i~ iib~igens der einzige Eigenwer~ yon (7). Man kann n~i~nlieh 2~ 
den Inhalt; der Gloiehung (8) aueh so ausdrtieken: Die Iteration des Kernos 
tier' iJit4gralgle{r (7) ist dem Kern selbs~ proportional und der Pro- 

2~ 
porfionalitii~sfaktor is~ P(li" Wenn man bei einem symmetrisehea Kern 

.tier iterierte Kern zum urspr~inglichen Kern proportional is~, dann is~ 
immer nur ein Eigenwert vorhanden. Der grbBeren Obersieht]iehkei~ 
wegen zeigen wit dies nur fLir das eindimensionale (~ebie~. In der Tat 
folg~ aus 

b 

f 
( I  

b 

ds = k . K(,', O, 

indem man die erste dieser Oleichungen mit K(r , s )ds  mul~ipliziei, t and 
yon a his b integrier~, unraitteIbar 

1 
k 

Mit diesen Feststellungen haben wir jetzt auch f~ir die nieht steifen 
Kugelfunktionen den Ansehlul~ an den iibliehen Aufbau der TheorJe dbr 
Kugelfunktionen erreieht. Wir deuten daher die Fortsetzung des Aufbaus 
nut kurz an. Indem man 

/~,(eos u cos u" + sin u sin u' cos (v --  v')) 

in eine Fouriersche Reihe in bezug auf die Variable v entwiekelt~ erhiil~ 
man, da jedes Glied f~ir sieh genommen eine Eigenfunktlon yon (7) dar:' 

�9 stellt~ die bilineare Formel fiir diesen Kern. Wenn n der Grad des Poly- 
nomes / ' , (z )  is% so i~  die" Zahl der ~lieder der bilinearen Formel 2n + L 
Iadem man die beidea Seiten der Gleiehung der bilinearen Formel quadrier~ 
und hiasieh~lieh der Variablen u, v und u', v' fiber die Kugel in~egrier~. 

�9 ergibg sieh: 
8~= ~n +___/, 

.und semiS; 

Mathematlsche Annatea. LX:XVII 10 
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2. Teil. 

~ber  eine ange~iiherte l)arstellung einer beliebigen s tet lgenFunktlom 
des 0rtes auf tier Kugel durch eine endliche Reihe yon 

Kugelfunktionen. 

In diesem mad im 3. Toil der Arbeit wird folgender Hilfssatz aus- 
geniitzt: 

Hilfssatz:  Wenn f(x) eine beliebige im Intervall 0 ~ x ~ 1 stetig@ 
Funlrtion bedeutet, so gilt stets die Beziehung: 

1 

y ,  

Beweis:. Die obige Behauptung ist gleichbe&utend damit, da$ 

! 

lira (n+ 1) f ( f (x )  -- f(1)) x" d~: ---- 0 
tt to 0 

ist. F,s sei nun t eine beliebig klein gew~ihlte positive Zahl, dann gibt  
es immer wegen der Stetigkeit yon f(x) sins positive Zshl ~, so dab flit 
alle x im Intervall 

1 - ~ _ < x < 1  

t t  
I f (x )  - f(1)l < u 

~s gilt somit such far. alia Werte von~,~ 

1 

!~t aber I f (x ) -  f(1)l klsiner als sine rests Zah'i~".~; so wird  

O 

Wrfllli; man f i u n ~  i~o, da$ 

so wird 
+ 1 ~ '  !g~.~ n > 1~(l--~), 
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und somi~ ergib~ sich 
1 

l(,~ + 1)f  (f(x) - f(1)) ~ dx  I < e. 
0 

Z u s a t z :  Wenn f(x)  eine im Intervall - -  1 ~ x  < 1 ste~ige Funktion 
bedeutet ,  erh~l~ man: 

+ 1  1 

~i~ ~/'~(') + f~-')~,,, ~ -  aim ~ f f(~) + f(-~) ~", e~ - f(') + f ( -  ' )  
- - 1  0 

1 

+~ d x  ~ lira ( 2 h - t - 1 ) f  f(~) - - f ( - - x )  x ~ +  ~ d x  
h = ~  2 

+ 1  

l i~  h (x) -- f(--x) xS h 
J,--*o 2 

- - 1  0 

f(1) - -  f (  - 1) 

und weg~,n 
4-1 

f(x) + f(--x) x2h+ 1 d x  --- 0 
2 

--1 

+ 1  

- -  f(--  x) xV , f(x> 

- -1  

ergiht: sich 

d x  ~ 0 

+ 1  

h ~ c s  - 1  

Ftihren wir nun bei der Berechnung des Integrals 

l . f ,  , 
~ r  ( u , v ' ) ( c o s u e o s u ' + s i n u s i n u ' c o s ( v - - v ' ) ) ' d k '  

eine Koordinatenh'ansformation dutch, bei der der Punkt u, v in den Pol 
:ibergeht, bezeichnen wir die neuen Koordinaten mit ~, ~ und ist 

0( - ,  ~) -_ r ~), 

so goh~ das obige Integral itber in 

+ 1  f r~  
r ,,"D 

,) - j  r d.] (oo  .), d(oo, .), 
- -1  0 

wobei der Ausdruck im Innern tier eckigen Klammer die Verstoiflmg 
yon �9 ffir den Punkt mit don Koordinaten u, v ist und als eino s~etigo 
Funktion yon cos ~ aufgefafl~ werden kann. Somit ergibt sich auf Grund 
des Hilfssatzes und Zusatzes: 

h ~ o o  

I 0 "  
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oder denken wir uns wieder das ursprilngliehe Koordinatensystem 
geflthrt 

(1) lira h f r v {co, + co, ~l~+I}dk'ffi~ ap(u, v), 
I m - s  J 

wobei tilt cos i~ sein Ausdruck in uv und u'v' 

cos R - -  cos u cos u' + sin u sin u" cos (v -- v') 

einzusetzen ist. 
x* liiBt sieh nun bekanntlieh folgendermaBen 

yon Legendreschen Polynomen entwiekeln: 

ein- 

in eine endliche Reihe 

- - p , _ s ( z )  

+ ( '2n- 7) (~':+ 1) ~, , -  1) . ~ ~_,(x)..  -) 
wobei  

P,,(z) 
v . ( x )  ffi v,.(~) 

das Legendresehe Polynom bedeutek Ersetzen wir nun (cos ~)s h bzw. (cos ~)2 h + i 
dutch ihre Entwieklung naeh Legendreschen Polynomen, so erhalten wir 
unter den Limeszeiehen eine endliche Reihe yon Laplacesehen Kugelfunk- 
tionen, die filr passend gro8 gewiihltes h mit beliebig vorgegebener Ge- 
nauigkeit die Funktion �9 angeniihert darstellt.*) 

Filr den speziellen Fall, dal~ ~ die Variable v nieht enthiilt, wollen 
wir fllr ~ : F(cos u) setzen. Dann k6nnen wir die Gleichung (1) auch folgen- 
der maBen anschreiben: 

+I  2g 

- h f + g i  ::-x' x', 

+ I  J~ 

-~ aim h~l~'~(X') E ~XX' -!- ] , /1-  .,~'V1-,2:; '*~I cos l))~lh+ ldy "] d.,T'. 

Da die AusdrUcke rechts yore Gleichheitszeichen Polynome (vgl. 
1. Teil, HI) sind, so liefert uns diese Formel auch einen Beweis des 
WeierstraBschen Satzes, dal~ sieh jede stetige Funktion mit beliebig vor- 
gegebener Genauigkeit durch ein Polynom angeniihert darstellen l~J~t. 
. '  Wit  wollen noeh eine Angabe machen fiber den Grad der Genauigo 

keit, die die bier angegebene hnngherung einer beliebigen stetigen Funk- 
tion �9 des Ortes auf ,der Kugel dutch eine endliche nach Laplsce'scben 
Kugelfunktionen fortschroitenden Reihe besitzt. Dabei woUen wit abet 

*) Die Konvergens ist eine gleiehmi~ige, ds man f~r die Gr58en M und ~ solche 
Wert~ wlhlen k ~ n ,  die yon u und ~ unabh~ngig sin& 
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auBer der Stefigkeit von.r  noch. eine zweite Voraussetzung machen. Wir 
wollen n~nlieh annehmen, dab flit jeden beliebigen Punkt A auf der 
Kugel jener Quotient, dessen Grenzwert filr ~ == 0 mit 4 multipliziert~ 
(vgl. 1. Tei], III) den Weft des zweiten Differentialparameters yon r in 
.A ergab, flit alle Werte yon ]r die kleiner als eine feste positive Or~i6e ~ 
sind, eine endliche. Schranke K nicht iiberschreitet: 

Wenn also 2' (cos ~) die Versteifung yon r fitr A darstellt, so besagt; 
di'ese,. ~.or~ussetzung, da~ f~r I d [ < ~o 

1 F(1)--F(oos ~I 

sein sol1. 
VermSge des Taylorschen Lehrsatzes gilt aber die Ungleichung 

cos 8 < 1 cos ~o ~, 
2 

" -  C 0 S ~ 0 ~ '  

Es l~i~t sich also in diesem Fall auch stets eine GrSBe K linden, so dab 
flit alle Werte 0 < ~. ~ ~o die Ungleichung gilt:. 

Somit erweist sich unsere Annahme alsidentlsctl mit der Voraus- 
setzung, dal~ die Versteifung yon q~ fitr einen beliebigen Punkt .4, auf- 
gefaBt ale Funktion des Kosinus der sphiirischen Entfe rnung yon A, im 
Punkte A die Lipschitzsche Bedingung erfiille. DemgemiiB werden wh- 
also bei der Betrachtm~g des in unserm Hilfssatz vorkommenden Integrals 

1 

(,~ + 1 ) f ( f ( x ) -  fc1)) x- dx 
0 

auBdr der Stetigkeit yon f(~) voraussetzen, da[~ ftir alle positiven Werte y, 
die klein~ sls. ein bestimmtes % sind, die Ungleichung gelte: 

:t f(1) - f(1 - ~ ) 1 <  k~. 
Und indem wir das Intbgr~wieder zerlegen, 

erhalten wir die fiir aUe Werte 0 ~ ~ ~ % giiltige Absct~itzung~ 
1 

("+ I f  ( < + 
o 
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W~blen~: wir nun ~ so, dal~ der Ausdruck auf der rech~en Seite der 
bbigen:Ungleichung ein Minimum wird, dann erhiilt: man fttr 

Es ist dann 

V k ,q=.l-- ~(n~ F~). 

lira ~ =, O. 

Also kann man sicher n so groB w~hlen, dab ~ kleiner als % auss 
Ffir die Absch~zung des obigen In~egrds erh~lt man dam~: 

I 
1 1 + - -  1 

. . . .  - . "  �9 

(1  " k ,, 1 - . ~ -  

Nun ist: 
1 +  1 1 

- . 

tim -=/~. ,l=,, lg (n) 

Somit erhal~en wit fiir hinreichend groB gew~ihlte Wer~e yon n die Un- 
gleichungen: 

t 

If( l )  "-- nff{x)x"dxl<(k q-s)lg (n). 
n 

o 

Wenn nun f(x) eine im Intervall - - 1  ~ x _~ 1 s~e~ige Funkiion isl und 
sowohl fitr x - - 1  als auch fiir x ~ -  1 die Lipschitzsche Bedingung 

I f(:ti + f(.- ~) 
2 

+ 1  

--  h" f(x) +2f(--  z) Zl a dx  .< (k -.~ e) 2h 

1 fO-) i - f{-  ~} 
+ 1  

- h / f ( = }  - .f{- x) x, h 
- - I  

wobei e eine beliebig kleine posit:ire ZaM bedeuteb. 
Hieraus ist zu ersehen, dab under der gemach~en Vorausse~zung die 

Di~erenz der Funktion 0 und  ihre~ hnn~herung durch die angegebene 
Reihe Laplacescher Kugelfunktionefi flit hiareichend groi~ gewiihlte Wer~e 

lg (2h) wird. yon h kleiner als ( K + ~ )  .~k .. . 
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3. Teil. 

Beweis der Konvergenz tier Entwicklung einer stetigen Funktion 
naeh Legendreschen Polynomen, wenn die Koefflzienten tier 

Entwicklung nicht negativ sin& 

Ein yon Mercer aufges~ell~es Theorem besagt, dab die bilineare Formel 
stets dann konvergiert, wenn der Kern stetig ist und seine Eigenwerte 
positiv sin&*) Wenn nun bei der Entwicklung yon einer Funktion ~'(z) 
nach Legendreschen Polynomen alle Entwicklungskoeffizienten nicht negativ 
sind, so sind aUe Eigenwerte yon 

.F(cos u cos u' + sin u sin u' cos (v -- v')) 

positiv, also mul~ die bilineare Formel ffir diesen Kern konvergieren und 
das ist damit identisch, da$ die Entwicklung yon /~'(x)nach Legendre- 
schen Polynomen konvergieren muB. Es mag jedoch einigermaBen um- 
stiindlich erscheinen, wenn man sich beim Beweis dieser Behaup~ng auf 
den so aUgemeinen Mercerschen Satz st~itzt, daher erscheint es mir nich~ 
iiberfliissig, fiir diesen Satz einen einfachen direkten Beweis zu erbringen. 

Aus der bereits angegebenen Reihenentwicklung fitr ~ nach Legen- 
dresehen Polynomen k~nnen wir unmittelbar entuehmen: Wenn alle 
Koeffizienten der Entwicklung nach Legendreschen Polynomen nicht nega- 
fir sind~ d. h. wenn fiir alle ~, die Ungleichung gilt 

+ 1  

so muB auch ffir alle h 

p,(x) az > o, 
- - I  

+ 1  

fF (x )  (x'" + x'"+')dx > 0 
- - I  

also mu~ auch nach dem Hflfssatz veto 2. Teil und dem Zusatz 
+1 

lira h f F(x) (x '~ + x 'n+~) dx •ffi ~'(1) ~ 0 
h = ~  - -1  

sein. Da abet nun such ftlr die Funktion 
m 

wobei 
+ 1  

2 p,(x)  dx 
- - I  

*) Ein einfacher Beweis dieses Ss~zes wurde yon A. Kneser gegeben. Rendiconti 
di Circulo di Palermo Bd. 87 (1914), S. 169. 
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ist, alle Koefllzienten der Entwicklung nicht negativ sind, so folgt: 

o. 

Und mit RUcksicht auf die bekanntv (und im 1. Teil der Arbeit bewiesene) 
Ungleichung (vgl. die An.re. S. 141) [p,(x) l ~ 1 folgt, daft unter den ge- 
maehten Voraussetzungen die lteihenentwicklung der Funktion F(x) nsch 
Legendreschen Polynomen absolut und gleichmiiBig konvergier~ 

Zum Schlusse mSchten wir noch die Bemerkung hinzufilgen, dab sich 
aUe in dieser Arbeit angestellten ~berlegungen sehr leicht auf die trigono- 
metrischen Funktionen iibertragen lassen. 


