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1. Teil.

Die Kugelfunktionen als Losungen, von homogenen Integral-

gleichungen 2. Art, mit einer: wﬂlkﬁrlichen Funktion der
Entfernung zweier Punkte auf der Kugel als Kern.

Es soll hier die Frage behandelt werden, wie man im AnschluB an
die allgemeine Theorie der Integralgleichungen die Theorie der Kugel-
funktionen entwickeln kann, wenn man homogene Integralgleichungen
2. Art betrachtet, bei denmen eine beliebige Funktion®) der Entfernung
zweier Punkte auf der Kugel als Kern auftritt. Dabei wollen wir uns der
Einfachheit halber auf stetige Funktionen der Entfernung beschrinken;
es sind aber auch dann dabei gleich alle diejenigen Félle miterledigt, bei

*) Vgl. das von Hilbert angegebene Beispiel: Grundziige einer allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen. Gtt. Nachr. 1904, 8. 241,
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denen eine endliche Iteration des urspriinglichen Kerns eine stetige Funk-
tion der Entfernung ist.

Um im folgenden die Ausdrucksweise zu erleichtern, fiihren wir zu-
n#chst fiir einen seit jeher in der Theorie der Kugelfunktionen gebrauchten
Begriff eine eigene Bezeichnung ein. Sei 4 ein beliebiger Punkt auf der
Kugel. Wir denken uns ihn als Pol eines Koordinatensystems, das aus
Meridianen und Parallelkreisen besteht. Sei # die Poldistanz, v die geo-
graphische Liénge, ®(u,v) eine beliebige integrable Funktion des Ortes
auf der Kugel. Die Funktion

n
—21; f & (u,v) do
0
bezeichnen wir als ‘die , Versteifung der Funktion tn besug auf den Punkt 4%.
Im' Punkt 4 ist der Wert der Funktion und der Wert ihrer Versteifung
derselbe. ‘

Ist eine Funktion bereits so beschaffen, daf sie lings aller Parallel-
kreise, die zu einem Punkt 4 als Pol gehSren, konstant ist, so wollen
wir von einer-,fiir den Punkt A steifen Fumktion® sprechen.

Es sei nun F(x) eine beliebige stetige Funktion im Intervall -1 L2 <1
und deuten wir « als den Kosinus der sphérischen Entfernung zweier
Punkte ‘auf der Kagel mit den Koordinaten uv bzw. w'v’. Wir stellen uns
die’ -Amfgnbe, :die Higenschaften des Systéms der Eigenfunktionen der
Iudegralileichin gen

14 3x
M &) - /‘Lf { fF(cosu cosu'+ sinu sinu’ cos(v — "))  (w, v’) d'v’} sinw’ du’
0 0

zu ermitteln.

Nach Erledigung eines kleinen Hilfssatzes werden wir unter I. zeigen:
Das normierte Orthogonalsystem der steifen Eigenfunktionen, die zu dieser
Integralgleichung gehtren, kann stets aus solchen Funktionen zusammen-
gosetzt werden, die einer gewissen Funktionalgleichung gentigen, die besagt,
daB sich die Funkiionen durch den Proze8 der Versteifung bis auf einen
konstanten mulfiplikativen Faktor reproduzieren. Unter II. wird bewiesen,
daB diese Funktionen Polynome ‘sind, wenn man als Variable den Kosinus
der sphiirischen Entfernung nimmt; unter IIL, daf diese Polynome der
Differentialgleichung der Kugelfunktionen genilgen, woraus die Identitit
dieser Polynome mit den Legendreschen Polynomen hervorgeht. Unter IV.
wird bewiesen: das normierte Orthogonalsystem aller Eigenfunktionen kann
aus solchen Funktionen zusammengesetzt werden, die sls Elgenfunktlo’nen
von Integralgleichungen auftreten, in demen der Kern ein Legendiesches.
Polynom des Kosinus der Entfernung zweier Punkte -ist.
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Hilfssatz: Seien f(x) und ¢(z) zwei im Intervall —1 <2 <1 de-
finierte integrable Funktionen von x, dann gilt stets die folgende Gleichung:

ftp (z) {f;(x:v—l— VI—2*VY1—%"7 cosv) dv} dz’

='f+;(x') {f:(:vx'—{- V1i—a2Y1—2" cosv) dv} ax.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der folgenden geometrischen Deutung.
Es bedeute auf der linken Seite der (Heichung z' den Kosinus der Pol-
distanz, v die geographische Linge in einem Koordinatensystem mit dem
Ponkf..£ als Pol. Aunf der rechten Seite der Gleichung habe #" und o
-dieselbe Bedeutang in éinem Koordinatensystem mit dem Punkt B als Pol.
.z sel der Kosinus der sphirischen Entfernung der Punkte 4 und B. Wir
deuten ¢ als eine fiir den Punkt A, f als eine flir den Punkt B steife
Funktion des Ortes auf der Kugel. Nun stellt sowohl die linke als auch
die rechte Seite das iiber die ganze Kugel erstreckte Integral des Pro-
duktes der Funktionen / und ¢ dar, woraus die Richtigkeit der Gleichung
-erhellt.

I. Zunichst zeigen wir, wenn ®(u,v) irgendeine Eigenfunktion der
Integralgleichung (1) ist, so ist auch jede Versteifung von ®(u,v) eine
Eigenfunktion. In der Tat erhalten wir, indem wir auf beiden Seiten der
{tleichung mnach v integrieren, durch 2z dividieren und auf der rechten
Seite die Integrationsfolge vertauschen:

2n
1
ﬁf(b(“’ v)dv
X An S
= f ftb(w.vr) fF(cosu cosw’+ siny sin# cos(v—-v))dv] ar’ }smu dw’.

Nun ist aber das Integral in der eckigen Klammer von v’ unabhingig

und somit erhalten wir:
8
= f & (u,v) dv

=).f fF(cosucosu+smusnnu cos(v—v"))dv [—f(b(u )dv qmu'du".

Nun vertauschen wir noch auf der rechten Seite der Gleichung die Buck-
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staben v und v/, dann konnen wir diese Gleichung auch folgendermaBien

anschreiben:
in
—L f & (u,v)dv
in

- }.f fF(cosu cos '+ sinu sinu’'cos(v— v)) ftb(u,v) dv] av’ }smu'du,

und in dieser Form der Gleichung ist in der Tat zu ersehen, daB die
Versteifung von & ebenfalls der Integralgleichung (1) geniigt.

Wenden wir uns nun der Betrachtung der steifen Eigenfunktionen
zu und setzen wir cosu =2, cos ¥ =2', v — ¢’ = 7, so liBt sich die
Integralgleichung, der die steifen Exgenfunktlonen genligen, auch so

schreiben:
+

1 2
(1a) @)= lf[ /I"(xx'+ V1—2'Y1—2* cos ) dv](p(:c') dz'.
%6

Die Versteifung von ¢(z) fiir einen beliebigen Punkt der Kugel muf
nach dem eben bewiesenen Satz ebenfalls eine zu (1a) gehorige Eigen-
funktion sein, also es muB die Funktion

2n
é};f(p (x2’+ V1—2'Y1— 2% cos §) do
‘o

ebenfalls der Gleichung (1a) gentigen.

Es seien nun die Funktionen ¢,, ¢,, - --, @,, ein vollstindiges und
normiertes Orthogonalsystem der zu einem bestimmten Eigenwert 1 ge-
hirigen Eigenfunktionen. Es modgen also die Gleichungen gelten:

+1
[o@) p@)dw =1 fir i=F,
-1

+1
ftp,(x)%(x)dx=0 fir k.
=1

Die Versteifungen der ¢, miissen sich nun als lineare Kombinationen
der @, darstellen lassen. Es muB sich also ein System von m? von z un-
abhingigen GroBen

4 te=1,2,...,m
o v=12.m
angeben la.ssen, so daB die Gleichungen

(2) s!’R[‘cp,(ar::c’+'V1 — 2 Y1—2 cos ©) db -ZA‘,CP,(:D)

vyl
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identisch in z und & erfilllt sind. Multiplizieren wir nun von den Glej-
chungen (2) die & Gleichung mit ¢,(z) und die %* Gleichung mit g,(z)

und integrieren wir von # = — 1 bis # = + 1, 80 erhalten wir unter Be-
riicksichtigung unseres Hilfssatzes
A.‘k = Aki‘

Jetzt wenden wir auf die guadratische Form

ZmZ A, 9.9

dus Hauptacksentheorem . “Es’ liBt sich demnach zu den GroBen A,
ti SyslensiVou GroBen ¢; findén; die die Orthogonalititsrelationen

I=m
E guep=1 fir i=kF,
l=1-,[‘

i=m

28,,’-5”=-O fir i<k

l=1“

erfilllen und die Eigenschaft haben, daB die oben angeschriebene quadra-
tische Form, wenn man fiir die g,

k=m

‘Ps=255kpfc

k=1

einsetzt, in éine quadratische Form -von der Gestalt

Sia,z;
k=1

tibergeht. Durch diese Transformation geht das System der Gleichungen (2}
iber in

2n
(2a) 2—1—“ka (xz'+VI—aVY1—2" cos¥) 45 = 4, P,(2).
0

Setzen wir # = 1, 30 erhalten wir
C) P () = 4, B,(1).

Da die Funktionen ¢, (z) das vollstindige und normierte Orthogonal-
system der zu einem bestimmten Eigenwert i gehorigen: Eigenfunktionen
bilden, so gilt dies auch von den Funktiomen P,(%), somit finden wir:
Das normzerte Orthogonalsystem der steifen Ezgenfunktwm der Integral~
gleichung (1) bzw. das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen der
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Gleichung (1a) kann man stets aus solchen Funkiionen susammensetsen, die
der folgenden Funktionalgleichung geniigen:

2
e e DL P
4) ;;JP(xx +V1—2tY1—2" cos 6) d7 = ﬂ%(—l»-)(@-‘)

II. Um nun zu zeigen, daB die Funktionen P(z) Polynome sein miissen,
gehen wir folgendermaBen vor. Zu jeder der Funktionen P(z), die ja als
Eigenfunktion einer Integralgleichung mit stetigem Kern selbst stetig sein
miissen, liBt sich offenbar eine solche ganze rationale R(z) Funktion
finden, so daB

[ R(@) P(z) dz = c + 0.%)

Unter Beriicksichtigung unseres Hilfssatzes und der Funktionalgleichung (3)
erhalten wir dann fir

1 2n
fP(:v)( /R(zx’+ Vi—z*Y1T=2" cos %) dﬁ)da:'
et 0

1

2n P(z) P(x") N 3.+  2mC _

*) Schon ohne einen analytischen Ausdruck fir P(x) zu kennen, kann man so-
P(x) |
B(1) * <1 gelten muB, und
zwar folgendermaBen: Wenn P(x) keine Konstante ist, so haben P(z) und
Plar' + Y1 —2Y1—a' ¥ cost) == Plx, x|
fir {x|==1 auf der Kugel zwei verschiedene Systeme von Niveaukurven. Also gibt

es keine zwei von Null verschiedene GréBen C, und C,, fir die C, Pz -+ C, P[zZ]
identisch gleich Null ist. Quadriert man nun diesen Ausdruck und integriert man
dann iber die ganze Kugel, so erh&lt man somit eine positiv definite quadratische
Form der C, und C;. Die Bedingung, die dann die Koeffizienten der Form erftillen,
liefert dann die behauptete Ungleichung.

**) Aus Gleichung (4) kann man auch unmittelbar entnehmen, da8 P(z) entweder
eine gerade oder eine ungerade Funktion (d. b. P(x) = 4 P(—~2x)) sein muB. Setzt
P@x) P(—=z)
P()~ P(—1)
chung quadriert und zwischen den Grenzen —1 und +-1 integriert, folgt (P (1))*mm (P(~1))?
also P(z) = + P(—ax). Ferner folgt aus (8) unmittelbar P(1)==0. Unter Benfitzuig
dieser beiden Tatsachen und der Stetigkeit von P(x) kann man leicht zeigen, daB
man fir R(z) eine Potenz von z wihlen kann, (VgL den Hilfssatz und Zueatz zu
Beginn des zweiten Teiles.) '

fort aus dieser Gleichung entnehmen, daB fir |z | < 1:

man niémlich ' = —1, so folgt: und indem man jetzt diese Glei-
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:d b P(x) gendigt der Integralgleichung

(5) P(z)= 1{%) (fR(:va;’-}- V1—2® Y1—2" cos 17) dw‘)) P(a') da'. ¥)

Wenn R(x) eine ganze rationale Funktion von z ist, so muB auch

in
fR (z2’ +V1—1at V1—a™ cos 7)dv
o

eine ganze rationale Funktion der Variablen z und z’ sein. Um dies ein-
zusehen, braucht man sich bloB zu erinnern, daB fiir jedes ungerade n .

f (';os 8)rdo =0

‘iet., Daher falle bei der Integration die Glieder mit der Wurzel weg.
Wenn aber

in
fR(xx’+ Y1=23y1— 2" cos 7) dv
0

eine ganze rationale Funktion in z und 2’ ist, dann ist die rechte und
mithin auch die linke Seite der @leichung (5) eine ganze rationale
Funktion von z. .

III. Nun wollen wir zeigen, daB die Funktionen P(x) der Differential-
gleichung der Kugelfunktionen geniigen miissen. Wir stiitzen uns dabei
aaf folgende bekannte geometriseche Bedeutung des zweiten Differential-
sparameters, - Lagen wir um einen Punkt .4 einer Kugel einen kleinen
Kreis &, dessen Punkte von A4 die. sphiirische Distanz ¢ haben. Bilden
wir nun den Mittélwqrt einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion ¢
langs k und subtrahieren wir hiervon den Wert von @ in 4, dividieren
disgo: Differons doreh 4* wad machen Wwir dein den' Grenzitbergang zu
<38, "Dér:4b gebildete. Grenzwert ist ein Vicrbel-des zweiten Differential-
‘patariotors von ¢ in 4.%¥)

' % Die Tatsache, daB es keine stetige Funktion h(x) geben kiinn, so da-filr
1
alle P(2) dis Qleichung f‘P(x) % () = O gelten witrde, ergibt sich unmittelbar aus der
-=1
in . . Y - WL . ,
Tatsache, daB der Kern f h(xx’ + Y1—aTY1—a 1 'cos ¥) v mindeetens eimen Eigen-
wert “hat. e
) Wiirde man diost Eigemschaft des sweiten Differentinlpatsaretors als. Defi-
pition fiir ihn benutzen, .80 ghibe es. anch Funktionen, die-nicht in jedem ?unkt'ffiet
Kugel zweimsl stetig differencierbar sind, trotzdem. Uberail sinen gweiten Differentinl-
parameter besitzen.
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Bilden wir nun nach dieser Vorschrift den zweiten Differentialpara-
meter von P(z) in einem Punkt, fiir den # = 2’ ist. Setzen wir cos d = §,.

dann erhalten wir unter Berticksichtigung von hm a’é‘ =1
o fP(gx’ +VI—EVY1—z%cos?)ds — P(x)
(A-‘P(x))m=h’= 4113 : 1 — g! ’

und" wégen der Funktionalgleichung fiir P(x) erhalten wir, wenn wir an-
nehmen P(z') == 0:

PG _
BPWyew _ 4 jim 2O
T P@) dim S

Da P(x) eine ganze rationale Funktion ist, ergibt sich der gesuchte Grenz-
wert durch Differenzieren von Zihler und Nenner
AP®D),cy o8 (PE)
per =~ 27 5w,
also ein von 2’ unabhingiger Wert, den wir mit — K bezeichnen wollen..
Wenn P(a) = O ist, so ist, wie wir aus der Gleichung (4) schlieBen
konnen, auch -die Versteifung von P(z) fir # =2 gleich Null und
mithin ist anch der Wert des zweiten Differentialparameters fiir z = 2~
gleich Null.
In beiden Fillen gilt also:

A(P@)+ KEP(x)=0

oder ausfiihrlich
d(l —zx? d—g—g@-

(®) T+ EP(2) =

Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnittes wissen wir, daB P(z) ein
Polynom sein muB. Wenn nun # der Grad des Polynomes ist, so folgt,
indem man den Koeffizienten von z* in (6) gleich Null setzt:

K=n(n+1).
Hierdurch ist die Identitdt der Funktionmen %% mit den Legendreschex
Polynomen nachgewiesen.

IV. Was nun die nicht steifen Eigenfunktionen der Integralgleichung (1)
betrifft, so wollen wir folgendes zeigen:

Man kann das vollstindige norm.lerte Orthogonalsystem der Ezgpn&
funktionen der Integralgleichung (1) mus solchen Funktionen ¥ {,,(u,q}u Za-
sammensetzen, die der Integralgleichung

() Y, (uv)=1 f P, (cosu cosu’'+ sinw Sinu’ cos (v—1v?)) ¥, (4, 2) dk'
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genligen, wobei dk’ das Flichenelement auf der Kugel bedeutet und dag
Integral auf der rechten Seite iiber die ganze Kugel zu erstrecken ist.
Mit anderen Worten: Jede Eigenfunktion ® der Integralgleichung (1) er-
weist sich als eine endliche Summe von Funktionen, die den Integral-
gleichungen (7) und (1) gentigen. Aus I wissen wir bereits, daB sich die
Versteifung jeder Eigenfunktion von (1) in eine endliche nach Funktionen
P (cos u) fortschreitende Reihe entwickeln 1a8t. Da die Funktionen P ,(CO8 )
die Orthogonalititsrelation erfiillen, so bestimmen sich die Koeffizienten der
Reihe nach Fourierscher Art und wir erhalten somit fiir jede Eigenfunktion
die folgende Identitit:

——f(b(u v)dv= 2 (fd)(u v) P,(cos u) dk) P (cosu).

Setzer. wir non hierin % = 0, so erhalten wir:

7 m

(®mo= 135 2, (J ©(0) P,(cos u) dk) P,(1).

1—1

Da wir aber nun jeden beliebigen Punkt auf der Kugel als Pol ansehen
konnen, erhalten wir:

P (u,v) = 51; 2 ( f & (w,0") P,(cosucosw’+sinu sinu’ cos (v —v"))dkK ) P,(1).
v=1

Nun ist leicht einzusehen, daB die einzelnen (lieder der Summe auf der
rechten Seite den Integralgleichungen (7) und (1) genfigen. In der Tat,
multiplizieren wir die Funktionalgleichung (4) fir P(x) mit P,(z") und
integrieren wir von — 1 bis + 1, so erhalten wir:

321

{8) ——f fP (za' +V1—a? Y1—a"* cosb) dv}P (2ydz = 11;2“3
oder

(8a) P,(cosu) = P v(1) f P, (cosu cosw'+ sinu sinu’ cos(v—9") P,(cosw) d¥.

P,(cosu) ist demnach Eigenfunktion von (7) und der Eigenwert ist (1)

Nach L ist P,(cosw) auch Eigenfunktion von (1). Wenn-nun eine stelfe
Funktion Eigenfunktion einer Integralgleichung ist,.in.der.der Ketn eine
Funktion' der Entfernung zweier . Punkte ist, so ist-sie es natiirlich, filr
Jjede beliebige Lage der Punkte, fiir die sie steif ist, d. h.

P, (cosu cos u’ + sinu sin u’ cos (v 9))
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ist fiir alle Werte «/, " auch Eigenfunktion von (7) und (1) und mithin
ist es auch .
fP,(‘cosu cos «” + sin u sin 4’ cos (v — ")) W (W' v') dk,

wenn ¥ (v, v’): eine ganz belicbige integrable Funktion ist. Setzen wir ®
fir ¥ ein, so ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

e (1) ‘tst tbrigens der einzige Eigenwert von (7). Man kann nimlich

den Inhalt der Gleichung (8) auch so ausdriicken: Die Iteration des Kernes
der Integralglemhung (7) ist dem Kern selbst proportional und der Pro-

portionalititsfaktor ist —5— P (1) Wenn mun bei einem symmetrischen Kern
der iterierte Kern zum urspriinglichen Kern proportional ist, dann ist
immer nur ein BEigenwert vorhanden. Der groBeren Ubersmhthchkelt
wegen zeigen wir dies nur fiir das eindimensionale Gebiet. In der Tat

folgt aus
b
}'fK(s: et)dt=g(s),

[E(,5) E(s,9yds = k- K(r, ),

indem man die erste dieser Gleichungen mit K(r,s)ds multipliziert and
von a bis b integriert, unmittelbar
_1

Mit diesen Feststellungen haben wir jetzt auch fiir die nicht steifen
Kugelfunktionen den AnschluB an den iiblichen Aufbau der Theorie der
Kugelfunktionen erreicht. Wir deuten daher die Fortsetzung des Aufbaus
nur kurz an. Indem man

P, (coswu cosu’ - sinu sinu’ cos (v —v))
in eine Fouriersche Reihe in bezug auf die Variable v entwickelt, erhiilt
man, da jedes Glied fir sich genommen eine Eigenfunktion von (7) dar-
-stellt, die bilineare Formel fiir diesen Kern. Wenn n der Grad des Poly-
nomes P, (z) ist, so ist die’ Zahl der Glieder der bilinearen Formel 2n + 1.
Indem man die beiden Seiten der Gleichung der bilinearen Formel quadriert
und hinsichtlich der Variablen w, v und ', tber die Kugel integriorf,
-ergibt sich:
8 72 = 2n 41

p(1) = /2

Mathematische Annalea. LXXVII 10

and somit
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2. Teil

Uber eine angeniherte Darstellung einer beliobigen stetigen Funktiom
des Ortes auf der Kugel durch eine endliche Reihe von
Kugelfunktionen.

In diesem und im 3. Teil der Arbeit wird folgender Hilfssatz aus-

geniitzt:
Hilfssatz: Wenn f(z) eine beliehige im Intervall 0 < <1 stetige:
Funktion bedeutet so gilt stets d1e Beziehung:

lim » n f(x) z* dx = f(1).

R=00

Beweis: Die obige Behauptung ist gleichbedeutend damit, da

lim (n+1) [ (f@) — 1)) 2" dz = 0

ist. Es sei nun & eine beliebig klein géwahlte positive Zahl, dann gibt
es immer wegen der Stetigkeit von f(x) eine positive Zahl %, so daf fr

alle z im Intervall
1—9<L2L1

Es gilt somit_auch fiir alle Werte von.»

(41, f (70—~ ) amaa] 2

Ist aber |f(z) — f(1)| Kleiner als eine feste Zahl' B so wird

1=y

’ (n4- l)f(ﬂa#«’— FELYY dx% <M1 x ntt
Wahlé man fun % 60, daB
o5 2M
n+ 1> gy

50 wird |
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und somit ergibt sich
1
| (s + 1) [ (flo) — 1) & dz| < c.
o .

Zusatz: Wenn f(z) eine im Intervall —1 <z <1 stetige Funktion
bedeutet, erhilt man:

lim % fﬁli——f(—”‘)xn dz = lim 2k f f(“>+f< @) +12) you gy L (O 1D

d=o

Yita B o G = lim (25 -+1) ff(w)—f(—x) 21 dg

R=c0

) —7(-1)

und wegen 2

+1
ff(x) +2f(—"“’) 2+ Jp = 0

b

+1
fﬂw__—_—:é_t(:_@ xﬁh da = O
ergibt. sich
+1 o
lim § f£(2) (&% + 2%+%) dis = £(1).
h=w %,

Fithren wir nun bei der Berechnung des Integrals

;1;' [ & (u', v") (cos u cosu’ -+ sinu sinu’ cos (v — v))* dF’

eine Koordinatentransformation durch, bei der der Punkt u, v in den Pol
_ibergeht, bezeichnen wir die neuen Koordinaten mit #,% und ist

P (u, v) = (7, 7),
so geht das obige Integral iiber in

;}W—fCT) (@, ©) (cos %)* dk =f[§1;f¢(ﬂ, 7) di)‘] (cos %) d(cos &),

wobei der Ausdruck im Innern der eckigen Klammer die Versteifung
von ¢ fiir den Punkt mit den Koordinaten «, » ist und als eine stetige
Funktion von cos % aufgefaBt werden kann. Somit ergibt sich auf Grund
des Hilfssatzes und Zusatzes:

}im h | ® (7, %) (cos u?* + cos ah+l) gk = (®)ieo)

10*
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oder denken wir uns wieder das urspriingliche Koordinatensystem ein-
gefthrt

¢)) limh | &, v") {cos #* + cos #?*+1}dk = & (u, v),

=00
wobei fiir cos # sein Ausdruck in v und u'v’
CO8 % == COS% COS% -+ sinu sinw cos (v—v’)
einzusetzen ist. ,
2" 1aBt sich nun bekanntlich folgendermaBen in eine endliche Reihe
von Legendreschen Polynomen entwickeln:

2 = gt (@ D@ + =3 2 )

+ @D (@)
wobei p
(@)

das Legendresche Polynom bedeutet. Ersetzen wir nun(cos#)** bzw.(cos#)!*+?
durch ihre Entwicklung nach Legendreschen Polynomen, so erhalten wir
unter den Limeszeichen eine endliche Reihe von Laplaceschen Kugelfunk-
tionen, die fiir passend groB gewihltes & mit beliebig vorgegebener Ge-

nauigkeit die Funktion ® angenéhert darstellt.*)
Ftir den speziellen Fall, daB & die Variable v nicht enthilt, wollen

wir flir ®: F(cosu) setzen. Dann konnen wir die Gleichung (1) auch folgen-
der mafien anschreiben:

+1 in
F(z) == lim hfF(a:’) [ﬁxw’ +V1—2*V1—2"% cosv)** dv | da’
Amoo 1 0

+1 25
+ lim h‘jF(x')[ ﬂxx' +V1—2Y1—2"% cos v)”‘“dv] dax'.
Amew Uy o

Da die Ausdriicke rechts vom Gleichheitszeichen Polynome (vgl.
1. Teil, 1II) sind, so liefert uns diese Formel auch einen Beweis des
WeierstraBschen Satzes, daB sich jede stetige Funktion mit beliebig vor-
gegebener Genauigkeit durch ein Polynom angenéhert darstellen laBt.
-+ Wir wollen noch eine Angabe machen iiber den Grad der Genanig-
keit, die die hier angegebene Anniherung einer beliebigen stetigen Funk-
tion ® des Ories auf der Kugel durch eine endliche nach Laplace’schen
Kugelfunktionen fortschreitenden Reihe besitzt. Dahei wollen wir aber

*) Dio Konvergent ist eine gleichma8ige, da man fiir die Gr8en M und 7 solche
Werte wihlen kann, die von % und v unabhingig sind.
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auBer der Stetigkeit von .® noch.eine zweite Voraussetzung machen. Wir
wollen nidmlich annehmen, daB fiir jeden beliebigen Punkt A4 auf der
Kugel jener Quotient, dessen Grenzwert fiir 0 = 0 mit 4 multipliziert
(vgl. 1. Teil, IIT) den Wert des zweiten Differentialparameters von @ in
A ergab, fiir alle Werte von || die Kleiner als eine feste positive GroSe d
sind, eine endliche- Schranke K nicht {iberschreitet:

Wenn also F' (cos d) die Versteifung von ¢ fiir 4 darstellt, so besagt
diege. Yoraussetzung, daB fiir |d| < d

| FQ)—F(con d)| ;
el < g

sein soll. _
Vermoge des Taylorschen Lehrsatzes gilt aber die Ungleichung

cos § <1 — 2% g1
(1 — cos 6)2
cos J,

0% <L
Es 1iBt sich also in diesem Fall auch stets eine GroBe K finden, so daB
fiir alle Werte 0 < ¢ < 0, die Ungleichung gilt:
F (1) — F'(cos d) SE

1-—cosd

Somit erweist sich unserée Annahme als identisch mit der Voraus-
setzung, daB die Versteifung von ® fiir einen beliebigen Punkt 4, auf-
gefaBt als Funktion des Kosinus der sphirischen Entfernung von 4, im
Punkte 4 die Lipschitzsche Bedingung erfiille. DemgemiB werden wir
also bei der Betrachtung des in unserm Hilfssatz vorkommenden Integrals

o+ 1) [ () — 10) 2 d

auber der Stetlgkelt von f(z) voraussetzen, dafb fiir alle positiven Werte 7,
die klemé“l2 815 oin bestimmtes 7, sind, die Ungleichung gelte:

[F) — L= n)| < k.
Und indem wir das Int'e‘gral-’:v'viéckr zerlegen ,

TR
ST
erhalten wir die fiir alle Werte 0 << 5 < 7, giiltige Abschitzung.

+1) | [(F@ ~ f0) 22 dz| < ey + ML~y +2
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Wihlen: wir nun 5 so, daB der Ausdruck auf der rechten Seite der
6bigen “Ungleichung ein Minimum wird, dann erbilt man fiir 4

I—meﬁ'

lim y = 0.

n=w

Es ist dann

Also kann man sicher n so groB wihlen, daB 4 kleiner als %, ausfillt.
Fiir die Abschitzung des obigen Integrals erhdlt man dann:

vyt
(n+l}'\j(f(g’¢)-—f(l))x”dx‘gk(l—]/m_(_’;%ﬁ_)_*_(;__l_;_l) ‘Ml o

Nun ist:
1

1
"( "M(n+1) + n+1) B4 "..,

Ig (n)
n

Somit erhalten wir fiir hinreichend groB gewihlte Werte von n die Un-
gleichungen:

1
. 1
(1) = n [ Fe)ande | < (k+) B2
§
Wenn nun f(z) eine im Intervall — 1<z <1 stetige Funktion ist und

sowohl fiir ze=1 als auch flir z=—1 die Lipschitzsche Bedingung
erfillt, erha.lten wir fiir hinreichend groBe Werte von h die Ungleichungen :

fa)+ f(—1 : — ) g (2h
‘ O+ £ )_h.ff(w)+2f( fx.hdxk(k%) L}

\f(l)«'-.-gf(— N _ ff(w) fi—2) x,,,“dx' < (k+2)BER

wobei & eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet.

Hieraus ist zu ersehen, daB unter der gemachten Voraussetzung die
Differenz der Funktion ¢ und' ihret Anniherung durch die angegebene
Reihe Laplacescher Kugelfanktioner fiir hinreichend groB gewihlte Werte

von h kleiner als (K 4¢) £~ lg (%) wird.
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3. Teil.

Beweis der Konvergenz der Entwicklung einer stetigen ¥Funktion
nach Legendreschen Polynomen, wenn die Koeffizienten der
Entwicklung nicht negativ sind.

Ein von Mercer aufgestelltes Theorem besagt, daB die bilineare Formel
stets daon konvergiert, wenn der Kern stetig ist und seine Eigenwerte
positiv sind.¥) Wenn nun bei der Entwicklung von einer Funktion F'(z)
nach Legendreschen Polynomen alle Entwicklungskoeffizienten nicht negativ
sind, so sind alle Eigenwerte von

F'(cos u cosw + sinu sin %’ cos (v —v"))
positiv, also muB die bilineare Formel fiir diesen Kern konvergieren und
das ist damit identisch, da8 die Entwicklung von F(zx) nach Legendre-
schen Polynomen konvergieren muB. Es mag jedoch einigermafen um-
stindlich erscheinen, wenn man sich beim Beweis dieser Behauptung auf
den so allgemeinen Mercerschen Satz stiitzt, daher erscheint es mir nicht
itberfliissig, fiir diesen Satz einen einfachen direkten Beweis zu erbringen.

Aus der bereits angegebenen Reihenentwicklung fiir 2 nach Legen-
dreschen Polynomen k{nnen wir unmittelbar entnehmen: Wenn alle
Koeffizienten der Entwicklung nach Legendreschen Polynomen nicht nega-
tiv sind, d. h. wenn fir alle » die Ungleichung gilt

[ F@) p,(2) dz 2 0,

so muf auch fiir alle &
+1
fF(x) (2" 4 232+ ) dx > 0
-1
also muB auch nach dem Hilfssatz vom 2. Teil und dem Zusatz

+1
lim b [ F(z) (2% +2%+1) dz = F(1) 2 0
=1

h=eo

sein. Da aber nun auch fiir die Funktion

F(z)— D o, p,(),

wobel

+1
a,= 2! (F@) p,(@) ds
-1

*) Ein einfacher Beweis dieses Satzes wurde von A. Kneser gegeben. Rendiconti
di Circulo di Palermo Bd. 87 (1914), S. 169.
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ist, alle Koeffizienten der Entwicklung nicht negativ sind, so folgt:

F(1) —Zm a,>0.
1

Und mit Riicksicht auf die bekannte (und im 1. Teil der Arbeit bewiesene)
Ungleichung (vgl. die Apm. 8. 141) |p,(2)! <1 folgt, daB unter den ge-
machten Voraussetzungen die Ieihenentwicklung der Funktion F(z) nach
Legendreschen Polynomen absolut und gleichmiBig konvergiert.

Zum Schlusse mochten wir noch die Bemerkung hinzufiigen, daB sich
alle in dieser Arbeit angestellten Uberlegungen sehr leicht auf die trigono-
metrischen Funktionen iibertragen lassen.




