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Ober eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisfSrmiger 

Bereiche. 

Von 

GEOItO PICK in Prag. 

~ 

Das sogenannte Schwarzsche Lemma*) besagt, daft eine Funktion w 
yon m, welche im Innern des Einheitskreises reguliir und absolut kleiner 
als Eins ist, und flit ~ -  0 verschwindet, fltr I zl <~ 1 die I~elation 

i w  r 

befolgt.**) Mit anderen W orten: bei der yon einer solchen Funktion be wirkten 
konformen Abbildung werden die Entfernungen yore Mittelpunkt verkttrzt. 
Grttnden wir nun auf den Einheitskreis eine kreisgeometrische Mal3bestim- 
mung, bei welcher die Orthogonalkreise des Einheitskreises kttrzeste Linien 
sind, und die N.-E. Entfernung (nicht-Euididische E.) in bekannter WeiJm 
als LogariLhmus eines Doppelverhiiltnisses erklKrt wird,***) so wird die 
N.-E. Entfemung eines Punktes rail dem Radiusvektor Q yore Nullpunkt 
gleich 

log 1 4- o 

und man sieht, dab das Schwarzsche Lemma auch iiquivalent ist mit der 
Aussage, dab bei unserer konformen Abbildung die N.-E. Entfernungen 
yore Nullpunkt verkth'zt werden. 

�9 *) Vgl. stwa Carath~odory, Math. Ann. 7"2, insb. S. 110. 
**) Mit Ausnahme eines weiter unten bezeichneten Falles. 

***) Wenn h, k die Schnittpunkte des durch zt, zz b~timmten Orthogonalkreisu 
mit dem Einheitskreis sind, so wird 

(z, -- h) (z ,  - -  k) 

als N.-E. Distanz yon ~1, ~z bezeichnet. Vgl. Poinc~r~, Acta Math. l, S. lif., wo eine 
der~t ige MalSbestimmung wohl zum erstenmal i ~  fuuktionentheofetische Zwecke ver- 
wendet ist. 
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Im Ausnahmefall gilt Folgendes: Wenn fiir irgend einen Punkt z* 
die Distanz yore Nullpunkt erhalten bleibt, 

lw*l--I *I, 
so finder das flit alle Punkte stat~ und die Funktion ist jene bes~immte 
lineare Funktion, welche (]as Innere des Einheitskreises schlicht auf sich 
selbst so abbildet, dab der NuUpunk~ in den NuIlpnnkt und ~* in den 
vorgeschriebenen Punkt w* iibergeht. Auch in dieser Aussage kanu flit 
Distanz N.-E.-Distanz gesetz~ werden. 

Wir unterwerfen nun die z- und die w-Ebene unabh~ngig voneinander 

linearen Transs ersetzen also ~ etwa [lurch 7 + c?~ und w durch 
v '+ r  

-~ '+  ~'w" Aus dem EinheRskreis werden dabei beliebige Kreisscheiben 

K,, Kw; wir wollen diesen Terminus auch dann festhalten, wenn das Ge- 
bier sich ins Unendliehe erstreckt, also eine Halbebene oder das ,,~ul~ere" 
eines Kreises ist. Dem Nullpunkt des Einheitsk-reises kSnnen dabei be- 
liebige Punkte. im Inneren der Kreisscheiben K~, K ,  entsprechen. Bei 
solcher linearen Transformation bleiben die N.-E.-Entfernungen invarian~ 
wobei na~iirlich nachher dis Randlinien yon JYo und Kw als MaBlinien zu 
nehmen sind. Die urspriingliche Funktion verwandelt sich in eine Funk- 
tion, die" innerhalb der Kreisscheibe K s ohne wesentliche Singularitiit ist, 
und daselbs~ nut Werte annimmt, die innerhalb der Kreisscheibe K~ liegen. 
Dabei werden also die 2r irgend welcher Punkte verkiirzt, 
es sei denn, dab e/he und folglich alle N.-E.-Entfernungen ertialten bleiben, 
und die Funktion dann die Kreisseheibe K~ sehlicht auf~die Scheibe K~ 
a~bbiIdet. Erleiden nun die N.-E.-EiI~fernnngen Verkfirzung, so gilt Gleiches 
~6n r unehdli:dh~kleinen solchenEn~ernungen~ das heist yon den N.-E.- 
Bogenelementen, und daher, indem man integriert, yon der N.-E.-Liinge 
irgend welcher Kurvenbogen. Also gilt folgender Satz: 

Wenn die 2'unktion w yon ~, innerhalb der Kreisscheibe K s frei yon 
wesentlichen Singularitdten ist und nut Werte annimmt, die innerhalb der 
Kreisscheibe K w liegen, so werden alle _~.-E.-Entfernungen, 2~.-.E.-Bogen- 
elemente und ~.-JE.-Bogent~ngen bei der konformen Abbildung dutch w ver- 
kiir~t, es sei d~nn~ daft irgend due solche Abmessung unge~ndert bleibt; in 
diesem Falle bleiben alle Marie ~tngeiindert~ und die _Funktion ist linear und 
bildet K,  auf K~ schlicht ab. 

Man kann zu den aufgeziihlten MaBen selbstverst~ndlich auch das 
N.-E.-Fl~ichenma6 hinzufiigen, welches ja aus dem Linienmai~ abgeleitet 
ist. Aus dem obigen Satz folgt aul~erd~'m: 

Ordnet eine .Funktion der bezeichneten Art dem Weft ~, den Weft w~ 
su, so liegt der einem beliebigen ~-Weft entsprechende Weft yon w in einer 
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Kreisscheibe, welche w~ z~tm iT.-E.-Mittelpunkt und die N.-E.-JEntfernung 
yon ~ und ~ zum N.-E.-Radius hat. Liegt w auf dem l~and dieser Scheibe, 
so ist die _Funktion linear. 

DaB zu jeder Lage yon w I in der Kreisscheibe auch wirklich Funk- 
tionen gehiiren, schlie6~ man leicht so. Es sei ~ gemiiB lz~l< 1 beliebig 

w 1 gewiihR., und w~ beliebig gem~tB !wll ~ I~ll- Dann ist w ~ z~ z eine 

Funktion, die den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas gentigt und 
fiir z----~1 den Weft w I annimmt. Das iibertriigt man leicht auf den 
a[!gemeinen Fall. 

Man kann diese Siitze start aus dem Schwarzschen Lemma aus einem 
Satz yon Carathdodory*) herleiten, welcher sich hierdurch als im Wesent- 
lichen dem Schwarzscheu Lemma ~quivalent zeigt. Der Satz besagt, da$, 
wenn 

1 
w =-~-}-  a~z + . . .  

im Einheitskreis konvergiert und daselbst positiven Realteil besRzt, 

sein mul~, wobei das Gleicbheitszeichen nut ffir gewisse lineare Funktionen 
~tat~l~. Das Geb~6t :fflr w is~ also hief die Halbebene der positiven Real- 

; 2 ~,. 
E.-Bogenelemente ffir diese Punkte durch 21dzr, 21d~ ]' geg~ben sind, und 
erf~hrt also zuniichs~, daft die Bogenelemente bei ~----0 verktirzt werden. 
Dutch lineare Transformation yon s und ebensolche yon w gelangt man 
wieder zu beliebigen Kreisscheiben K, und Kw, uud es ergibt sich, dal~ 
alle Bogenelemente bei dot Abbildung verkiirzt werden. Hieraus abet folgt 
dutch Integration das Gleiche fiir die Bogenl:s yon Kurvenstiicken, 
und dann such fiir die Entfernungen. Man gewinnt so aUe die obigen 
S~tze wieder. Gleichzeitig aber erkennt man, dab diese S~4tze nur den 
Erst~n aus einer nicht abbrechenden Folge you SRtzen ausmacheu, die man 
erhalten wird, indean man die ganze Folge tier S~tze you Carathdodory 
tiber die Reihenkoeffizienten positiver harmonischer Funktionen kreisge 0- 
metrisch veraUgemeinert. ~Iber den Erfolg dieser Verallgemeinerung miichte 
ich bei anderer Gelegenhei~ berichten. 

Der Vorzug, welchen die entwickelt~en neuen Formulierungen bssitzen, 
beruht, abgesehen yon ihrer Invarianz gegentiber Kreisverwandtschaften 
(linearen Transformationeli), in tier guten ~bersicht fiber Absch~t2fingen 
b'ei' konformen Abbildungen, die "sie dadurch gewithren, da$ man-ohi~ 

*) Vgl. Carsth~odory, Rend. d. Palermo~2, S. 193ff. 
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weitere Vorbereitung gleich~eitig an den verschiedenen St, ellen des Gebiets 
yon ihnen Gebraueh machen kann. Ein Beispiel der Anwendung wird 
diesen Vorzug deutlich machen'. 

~ 

Schot~ky*) hat bewiesen, da$ eine fiir I zl < 1 regul~re Funktion f(z), 
welche innerhalb des Einheitskreises die Werte Null und Eins nieht an- 
nimmt, far Izl < Q ( Q <  1) absolut genommen unter einer nur yon If(0)l 
und Q abh~ingigen Sehranke bleibt. Landau**) hat gezeigt, dab eine solche 
Schranke noeh besteht, wenn man auch f(0) zu variieren erlaubt, und 
nut  die Bedinffungen- 

I f(O)l < R ,  f(O) + O, f(O) + 1, 

fes~hiilt. Die Sehranke ist dann durch den willkiirlich angenommenen 
positiven Wert  R und dutch p allein gegeben. Mit diesen Siitzen befassen 
sieh die nachfolgenden Oberlegungen. 

Durch die (~leichung 

= f ( z ) ,  

in welcher ~ (w) die el!ipti~:he 
~odulfunktion bedeutet, ist 
w fiir I zl < 1 als reguliire 
Funktion yon z erkliirt, wenn 
man noeh fiber den W ~ e ~  
yon w an irgend .einer Stelle, 

~ a  fti~ z--~O, verfagt. Wi t  
wollen annehmen, dab w o dem 

*) Vgl. Schottky, Berl. Ber. 1904, S. 1244ff. 
**) Vgl: Bohr und Landau, G~tt. Nachr. 1910, insb. S. 309. 

***) Das unendliche Oebiet zwischen den beiden ~uBern ver~ikalen Oeraden und 
oberhslb der Halbkreise. Es sei bemerkt, dab die Figur schematisch gezeichnet ist, in 
Wirklichkeit is~ die obere Begreazungslinie des doppelt schraffierten Gebietes T O viel 
starker nsch oben gew01bt, und entsprechend auch die obere Begrenzungsllnie des 
schraffierten Oebietes T. 

= + I ~ ----- o ~ ----- + I sogenannten Fundamental- 
raum***) angeh~r~ (vgl. Fig.). 

Die Wer~e yon w geh~ren insgesamt der positiven Halbebene (Halbebene 
der positiven Imagin~rteile) an. Also sind die S~tze yon w 1 in der Form 
anzuwenden, dab K~ mit dora F~inhei~skreis, K'~ mit der positiven ttalb- 
ebene identifiziert wird. Es liegen~ somit die zu irgend einem z im Kroise 
mit dem Radius ~ urn den Nullpunkt zugeh~irigen Werte yon w in einem 

Kreis um w o m i t  dem N.-E. Radius log 1 + o in bezug auf die Achse der 1--Q 
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reelten Zahlen als Ma~linie. Dieser Kreis liegt ganz im Innern der posi- 
riven Halbebene, und folglich ha~ [~(w)l in ihm ein Maximum, welches 
auf der Peripherie sta~L-finden muB. Die A.uffmdung der scharfen Schra~w 
fiir den Schottkyschen Satz ist damit auf eine gew6hnliche Maximumaufgabe 
far eine Funktion einer reellen Variablen zuriickgefiihrt*). 

Erlaubt man jetzt f(0) in der angegebonon Woise zu variieren, so 
ist w o auf einen Tell T O des Fundamentalraums eingeschr~inkt, wetcher 
(siehe Figur) nach oben dureh die Linie 

I (w)l 
abgesehlossen ist, wiihrend unten nur die drei Eekon selbs~ auszusohligSen 
sin& (Wit wollen uns dabei auf die Annahme /~ > 1 besehr~inken.) Es 
ergibt sich der YariabilitiRsbereieh T ft~r w~ indem man das Oebiet kon- 
s~ruiert, das yon s~imtliehen Kreisen am die Punkte yon T Omit  dora 

1 ~-e bedeckt wird. Man hat also nur zum Rand yon T O N.-E. Radius log i------~ 

die N.-E. Parallelkurve mit der Distanz log 1-!-q zu zeichnen, um die 

Begrenzung yon T zu erhalten. Diese Parallelkurve besteht aus zwei 
Kreisbogen durch 0 u n d - - 1 ,  bzw. dutch 0 und ~1~ welche mit den 
beiden durch die gleichen Punkte hindurchgehenden Halbkreisen den 
Winkel 9~ bilden~ der dutch 

tg ~- -~ 0 

bestimmt is~; ferner aus zwei dutch - -1  bzw. -t-1 hindurchgehenden Ge- 
raden, welche mit der Richtung der Achse des Imagin~en denselben 
Winkel ~ einschlieBen i schlieBlich aus der Parallelkurve des oberen Raudes 
yon T o. In dem so begrenzten Gebiet T hat I~(w) l ein wirldiehes Maxi- 
mum. Da niimlich die in den unteren Ecken zusammenlaufenden Be- 
grenzungsstiicke die reeUe Achse unter yon Null verschiedenem Winkel 

~g 

treffen (es is~ ~ < T ,  weft ~ < 1), so ig~ X(w) in genilgender NRhe der 

anh~ren Ecken innerhalb T beliebig wenlg yon 0 bzw. yon 1 verschieden. 
Da nun /~ > 1 vorausgesetzt ist, kann man die Umgebung dieser Ecken 
aus dem Gebiet ausschlieBen, ohne dat~ die obere Schranke yon ]~.(w) l sioh 
i~nder~, also das Oebiet durch ein abgeschlossenes ersetzen. Das Maximum 
yon IX(w)[ finder auf dem oberen Tell der Begrenzung start, weft IX(w)I 
auf Parallelen zur Achse der imagin~ren Zahlen nach oben zunimmk 
Auch diese Schran~enbestimmung ist hiermit auf eine gew6hn~he Maximum- 
aufgabe einer Funktion einer redlen Veri~nderlichen ~uriic~efiihrt. 

*) Der Weft yon w, tier das Maximum liefert, is~ aus der Gleichung 

i~ { ~- d~ (w--Wo)(W--~o) } 

zu bestimmen, wie man leicht ausreehnet. 
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Eine Ann~herung an dieses Maximum, das hei]~ eine unscharfe obere 
Sehranke, kann man auf folgende bequeme Weise erhalten. Die Kurve 
I~t(w)l ~ R ha~ im Fundamentalraum ihren hSchsten Punkt auf der 
imaginiiren Achse. Man ziehe durch diesen eine Parallele zur reellen Achse. 
Sie begrenz~ einen Teil des Fundamentalraumes, den wir To* nennen 
wollen, und der T o ganz enth~lk Die ParaUelkurve ffir die l~.-E.-Distanz 

t + q yon der Berandung yon To* begrenzt ein Gebiet T*, welches log 1- -e  

nach oben geradlinig abgesehlossen ist und zwar yon einer zweiten Paral- 

lelen zar reellea &chse, deren Ordinate das 1 § der Ordinate der 1--~ 
:e~sten'ist.::Auf~die~dr Oeraden finder das Maximum yon [~(w)! in T* 
itil~, und ~Zwa~ ~in ~ ihrelt Schnittpaukten mi~ den geradlinigen Begrenzuags- 
teilen des Fundamentalraumes. Um das Maximum zu finden, hat man 
~lso zuii~ehst u, o aas der (~leichung 

als rein imaginiire Zahl zu bestimmen uad dana 

t ( 1 ,  t+e-wo) 
1 - - e  

auszurechnen. Dies ist die gesuchte Schranke. 

P r a g ,  26. Februar 1915. 


