G. Pick. Konforme Abbildung kreisfdrmiger Bereiche. |

Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger
Bereiche.

Von

Geore Pick in Prag.

1.

Das sogenannte Schwarzsche Lemma®*) besagt, daB eine Funktion w
von #, welche im Innern des Einheitskreises reguléir und absolut kleiner
als Eins ist, und fiir # = O verschwindet, flir |2| < 1 die Relation

HE

befolgt. **) Mit anderen Worten: bei der von einer solchen Funktion bewirkten
konformen Abbildung werden die Entfernungen vom Mittelpunkt verkirzt.
Griinden wir nun auf den Einheitskreis eine kreisgeometrische MaBbestim-
mung, bei welcher die Orthogonalkreise des Einheitskreises kiirzeste Linien
gind, und die N.-E. Entfernung (nicht-Euklidische E.) in bekannter Weise
als Logarithmus eines Doppelverhiltnisses erklirt wird,*™*) so wird die
N.-E. Entfernung eines Punktes mit dem Radiusvektor ¢ vom Nullpunkt
gleich

lOg L + ?

und man sieht, daB das Schwarzsche Lemma auch #dquivalent ist mit der
Aussage, daB bei unserer konformen Abbildung die N.-E. Entfernungen
vom Nullpunkt verkiirzt werden.

%) Vgl. etwa Carathéodory, Math. Ann. 72, insb. 8. 110.

**) Mit Ausnahme eines weiter unten bezeichneten Falles.

***) Wenn £, k& die Schnittpunkte des durch 2,, 7, bestimmten Orthogonalkreises
mit dem Einheitskreis sind, so wird

(8, —h) (5, — &)

log .- 28

g (5, — &) (2, —B)

als N.-E. Distanz von ¢, z, bezeichnet. Vgl. Poincaré, Acta Math.I, 8. 1ff, wo éine
derartige MaBSbestimmung wohl zum erstenmal fiir funktionentheofetische Zweoke ver-

wendet ist.
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Im Ausnahmefall gilt Folgendes: Wenn fiir irgend einen Punkt o*
die Distanz vom Nullpunkt erhalten bleibt,
|ow*]| = !Z*l,
so findet das fiir alle Punkte statt und die Funktion ist jene bestimmte
lineare Funktion, welche das Innere des Einheitskreises schlicht auf sich
selbst so abbildet, daB der Nullpunkt in den Nullpunkt und ¢* in den
vorgeschriebenen Punkt «* iibergeht. Auch in dieser Aussage kann fiir
Distanz N.-E.-Distanz gesetzt werden.

Wir unterwerfen nun die z- und die w-Ebene unabhiingig voneinander

. . 48
linearen Transformationen, ersetzen also ¢ etwa durch £2¢ und w durch
’ +-p2’

o
%» Aus dem Kinheitskreis werden dabei beliebige Kreisscheiben

K,, K, ; wir wollen diesen Terminus auch dann festhalten, wenn das Ge-
biet sich ins Unendliche erstreckt, also eine Halbebene oder das , AuBere
eines Kreises ist. Dem Nullpunkt des Einheitskreises konnen dabei be-
liebige Punkte im Inneren der Kreisscheiben K, K entsprechen. Bei
solcher linearen Transformation bleiben die N.-E.-Entfernungen invariant,
wobei natiirlich nachher die Randlinien von K, und K, als MaBlinien zu
nehmen sind. Die urspriingliche Funktion verwandelt sich in eine Funk-
tion, die innerhalb der Kreisscheibe K, ohne wesentliche Singularitit ist,
und daselbst nur Werte annimmt, die innerhalb der Kreisscheibe K, liegen.
Dabei werden also die N.-E.-Entfernungen irgend welcher Punkte verkiiret,
es sei denn, daB eime und folglich alle N.-E.-Entfernungen erhalten bleiben,
und die Funktion dann die Kreisscheibe K, schlicht auf*die Scheibe K
abbildet. Erleiden nun die N.-E.-Entfernungen Verkiirzung, so gilt Gleiches
von den unendlich kleinen solchen Entfernungen, das heiBt von den N-E.-
Bogenelementen, und daher, indem man integriert, von der N.-E.Liinge
irgend welcher Kurvenbogen. Also gilt folgender Satz:

Wenn die Funktion w von z innerhalb der Kreisscheibe K, frei von
wesentlichen Singularititen ist und nur Werte annimmt, die innerhalb der
Kreisscheibe K, liegen, so werden alle N.-E.-Enifernungen, N.-E.-Bogen-
elemente und N.-E.-Bogenlingen bei der konformen Abbildung durch w ver-
kiirast, es sei dénn, daf3 irgend eine solche Abmessung ungedndert bleibt; in
diesem Falle bleiben alle Mafe ungedndert, und die Funktion ist linear und
bildet K, auf K, schlicht ab.

Man kann zu den aufgeziihlten MaBen selbstverstindlich auch das
N.-E.-Flichenma8 hinzufiigen, welches ja aus dem LinienmaB abgeleitet
ist. Aus dem obigen Satz folgt auBlerdém:

Ordnet eime Funktion der beseichneten Art dem Wert 2, den Wert w,
su, so liegt der einem beliebigen z-Wert entsprechemde Wert von w in einer
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Kreisscheibe, welche w, sum N.-E.-Mittelpunit und die N.-E.-Eniferpung
von 2, und ¢ zum N.-E.-Radius hat. Liegt w auf dem Rand dieser Scheibe,
so st die Funktion linear.

DaB zu jeder Lage von w, in der Kreisscheibe auch wirklich Funk-
tionen gehoren, schlieBt man leicht so. Es sei 2, gem#B |2,| << 1 beliebig

gewdhlt, und w, beliebig gemdB |w,| <|z|. Dann ist w ———:iz eine
‘ 1

Funktion, die den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas geniigt und
fiir # =2, den Wert w, snnimmt. Das iibertrigt man leicht auf den
allgemeinen Fall.

Man kann diese Sitze statt aus dem Schwarzschen Lemma aus einem
Satz von Carathéodory®) herleiten, welcher sich hierdurch als im Wesent-
lichen dem Schwarzschen Lemma #quivalent zeigt. Der Satz besagt, daB,
wenn

1
=—§—+alg+..o

im Einheitskreis konvergiert und daselbst positiven Realteil besitzt,
ey | £1

sein muB, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir gewisse lineare Funktionen
statthad Das Geb“i’ét fidr w ist also hier die Halbebene der positiven Real-

teile, und o 1st fur 2=0, w= —;— Man erkennt lelcht daf die N.-

E.-Bogenelemente fdr dlese Punkte durch 2|dzf, 2| dw} gegeben sind, und
erfahrt also zundchst, daB die Bogenelemente bei 2 = O verkiirzt werden.
Durch lineare Transformation von z und ebensolche von gelangt man
wieder zu beliebigen Kreisscheiben K, und K, und es ergibt sich, daf
alle Bogenelemente bei der Abbildung verkiirzt werden. Hieraus aber folgt
durch Integration das Gleiche fiir die Bogenlingen von Kurvenstiicken,
und dann auch fiir die Entfernungen. Man gewinnt so alle die obigen
Sitze wieder. Gleichzeitig aber erkennt man, daf diese Sdtze nur den
Erstén aus einer nicht abbrechenden Folge von Sitzen ausmachen, die man
erhalten wird, indem man die ganze Folge der Sitze von Carathéodory
iber die Reihenkoeffizienten positiver harmonischer Funktionen kreisgeo-
metrisch verallgemeinert. Uber den Erfolg dieser Verallgemeinerung mochte
ich bei anderer Gelegenheit berichten.

Der Vorzug, welchen die entwickelten neuen Formulierungen bositzen,
beruht, abgesehen von ihrer Invarianz gegeniiber Kreisverwandtschaften
(linearen Transformationent), in der guten Ubersicht iber AbschitZungen
bei' konformen Abbildungen, die ‘sie dadurch gew#hien, daf man-ohuné

*) Vgl. Carathéodory, Rend. d. Pa.lermo"/z, S. 193 1.
1‘
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weitere Vorbereitung gleichseitig an den verschiedenen Stellen des Gebiets
von ihnen Gebrauch machen kann. Ein Beispiel der Anwendung wird
diesen Vorzug deutlich machen.

2.

Schottky*) hat bewiesen, daB eine fiir | 2| < 1 regulire Funktion f(2),
welche innerhalb des Einheitskreises die Werte Null und Eins nicht an-
nimmt, fir |2| < ¢ (¢ <1) absolut genommen unter einer nur von |f(0)]
und ¢ abhiéingigen Schranke bleibt. Landau*¥*) hat gezeigt, daB eine solche
Schranke noch besteht, wenn man auch f(0) za variieren erlaubt, und
nur die Bedingungen-

l[FOISR,  fO)+0, [fO)+1,
festhilt. Die Schranke ist dann durch den willkiirlich angenommenen
positiven Wert B und durch ¢ allein gegeben. Mit diesen Satzen befassen
sich die nachfolgenden Uberlegungen.
Durch die Gleichung

l’(w> = f1 (#),
in welcher 1(w) die elliptigche
2=R  Modulfunktion bedeutet, ist
w fir |2] <1 als reguldre
Funktion von z erklirt, wenn
man noch iiber den Wex 78,
von % an irgend einer Stélle,
‘ebwa ftir #=+0, verfiigt. Wir
wollen annehmen, dafl w, dem
sogenannten  Fundamental-
raum **¥¥) angehdrt (vgl. Fig.).
Die Werte von w gehoren insgesamt der positiven Halbebene (Halbebene
der positiven Imaginirteile) an. Also sind die Sitze von § 1 in der Form
anzuwenden, daB K, mit dem Einheitskreis, K, mit der positiven Halb-
ebene identifiziert wird. HEs liegen somit die zu irgend einem z im Kreise
mit dem Radius ¢ um den Nullpunkt zugehdrigen Werte von w in einem
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Kreis um w, mit dem N.-E. Radius log iiz in bezug auf die Achse der

*) Vgl. Schottky, Berl. Ber. 1904, S. 12441,
**) Vgl. Bohr und Landau, Gott. Nachr. 1910, insb. S, 309.
¥**) Das unendliche Gebiet zwischen den beiden #uBern vertikalen Geraden und
oberhalb der Halbkreise. Es sei bemerkt, daB die Figur schematisch gezeichnet ist, in
Wirklichkeit ist die obere Begrenzangslinie des doppelt schraffierten Gebietes I, viel
stdrker nach oben gewdlbt, und entsprechend auch die obere Begrenzungslinie des
schraffierten Gebietes T -
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reellen Zahlen als MaBlinie. Dieser Kreis liegt ganz im Innern der posi-
tiven Halbebene, und folglich hat |A(w)| in ihm ein Maximum, welches
auf der Peripherie stattfinden muB. Die Auffindung der scharfen Schramke
fir den Schotthyschen Satz ist damit auf eine gewdhnliche Mazimumaoufgabe
fir eine Funktion einer reellen Variablen suriickgefihrt™).

Erlaubt man jetzt f(0) in der angegebenen Weise zu variieren, se
ist w, auf einen Teil 7|, des Fundamentalraums eingeschrénkt, welcher
(siche Figur) nach oben durch die Linie

|2()| = B
abgeschlossen ist, wihrend unten nur die drei Ecken selbst auszuschlieBen
sind. (Wir wollen uns dabei auf die Annahme R > 1 beschrinken,) Es
ergibt sich der Variabilitdtsbereich T fiir w, indem man das Gebiet kon-
strulert, das von sémtlichen Kreisen um die Punkte von 7, mit dem

N.-E. Radius log :—j}g bedeckt wird. Man hat also nur zum Rand von T,

die N.-E. Parallelkurve mit der Distanz log{-i—s zu zeichnen, um die

Begrenzung von 7' zu erhalten. Diese Parallelkurve besteht aus zwei
Kreisbogen durch 0 und —1, bzw. durch O und +1, welche mit den
beiden durch die gleichen Punkte hindurchgehenden Halbkreisen den
Winkel ¢ bilden, der durch
tg 5 =e

bestimmt ist; ferner aus zwei durch — 1 bzw. 41 hindurcligehenden Ge-
raden, welche mit der Richtung der Achse des Imaginéiren denselben
Winkel ¢ einschlieBen; schlieBlich aus der Parallelkurve des oberen Randes
von T,. In dem so begrenzten Gebiet T' hat |A(w)| ein wirkliches Maxi-

mum. Da némlich die in den unteren Ecken zusammenlaufenden Be-
grenzungsstiicke die reelle Achse unter von Null verschiedenem Winkel
treffen (es ist @ < -;i, weil ¢ < 1), so ist i(w) in geniigender Nahe der
unteren Ecken innerhalb T beliebig wenig von O bzw. von 1 verschieden.
Da nun R > 1 vorausgesetzt ist, kann man die Umgebung dieser Ecken
aus dem Gebiet ausschlieBen, ohne daB die obere Schranke von |i(w)| sich
indert, also das Gebiet durch ein abgeschlossenes ersetzen. Das Maximum
von |A(w)| findet auf dem oberen Teil der Begrenzung statt, weil |A(w)|
auf Parallelen zur Achse der imaginiren Zahlen nach oben zunimmt.
Auch diese Schramkenbestimmung ist hiermit auf eine gewdhnliche Mawimum-~
aufgabe einer Funktion einer recllen Verinderlichen suriickgefiihrt.

*) Der Wert von w, der das Maximum liefert, ist aus der Gleichung

m{";" é‘%(w'—wo)(w_wo)}=o

zu bestimmen, wie man leicht ausrechnet.
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Eine Annéherung an dieses Maximum, das heiBit eine unscharfe obere
Schranke, kann man auf folgende bequeme Weise erhalten. Die Kurve
|A(w)] = R hat im Fundamentalraum ihren hdchsten Punkt auf der
imagindren Achse. Man ziehe durch diesen eine Parallele zur reellen Achse.
Sie begrenzt einen Teil des Fundamentalraumes, den wir 7,* nennen
wollen, und der 7, ganz enthilt. Die Parallelkurve fiir die N.-E.-Distanz

log 1—!—9 von der Berandung von T,* begre.nzt ein Gebiet 7'* welches

nach oben geradlinig abgeschlossen ist und zwar von einer zweiten Paral-
lelen zur reellen Achse, deren Ordinate das 1 + 9-fa,che der Ordinate der

efsten isk. Auf’ dieser Geraden findet das Ma.xunum von |A(w)| in T*
statt, und zwar in ihren Schnittpankten mit den geradlinigen Begrenzungs-
teilen des Fundameéntalraumes. Um das Maximum zu finden, hat man
also zundchst w, aus der Gleichung

A(wy) = — R
als rein imaginéire Zahl zu bestimmen und dann

(1 + Li‘l wo)

auszurechnen. Dies ist die gesuchte Schranke.

Prag, 26. Februar 1915.




