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Methoden von solcher Allgemeinheit wie die Theorie der Integral-

gleichungen haben, wenn man sie auf physikalischeProbleme — die Integral-
gleichungen auf Schwingungsvorginge — anwendet, ihre Aufgabe damit
nicht erschdpft, daB sie ermdglichen, in jedem konkreten Einzelfall die Er-
scheinungen bis in ihre letzten Details rechnerisech zu verfolgen — nur
die einfachsten und am einfachsten zu realisierenden solcher Einzelfille
diirfen ja vom physikalischen Standpunkt ein besonderes Interesse bean-
spruchen, und die erweisen sich oft speziellen Ansifzen direkter zuging-
Lich —; vielmehr sollen diese Methoden, wenn ich nicht irre, vor allem
das leisten — was kein spezieller Ansatz zu leisten vermag —: die einem

Mathematische Annalen. LXXI. - 29
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groBen Komplex von Erscheinungen gemeinsamen Ziige ausfindig zu machen.
In diesem Sinne habe ich mir in der vorliegenden Arbeit die Aufgabe
gestellt, mit den Methoden der Integralgleichungstheorie folgenden Satz zu
beweisen: Schwingungsvorginge, deren Gesefomdfyigkeit sich in einer linearen
Differentialgleichung vom Typus der gewohnlichen Schwingungsgleichung aus-
sprichi, besitzen, unabhingig von der geometrischen Gestalt und physikalischen
Beschaffenheit der (als endlich ausgedehnt vorausgesetzten) Riume, in denen
sie sich abspiclen, im Gebiet der hohen Schwingungszahlen alle wesentlich
ein und dasselbe ,Spekitrum®. AuBer dem mathematisch einfachsten Rand-
bedingungen (welche das Verschwinden der Amplitude oder ihrer normalen
Ableitung am Rande verlangen) betrachte ich wegen ihres physikalischen
Interesses als weiteres Beispiel (§ 6) die Hohlroumstrahlung, die sich in
einem beliebig gestalteten, von einer vollkommen spiegelnden Hille ein-
geschlossenen Vakuum ausbildet, und weise nach, daB die Dichtigkeit,
mit der die Spektrallinien hier im Gebiet der hohen Frequenzen auf-
einanderfolgen, dem Volumen des Hohlraums proportional, im iibrigen
aber (asymptotisch gesprochen) von der Gestalt der begrenzenden Hiille
unabhiingig ist. Dieser Satz ist erforderlich, um die Jeanssche Strahlungs-
theorie (bei deren Begriindung sich ihr Urheber auf einen parallelepipe-
dischen Hohlraum beschrinkte) allgemein durchfiihren zu kénnen.*)

Die einfachen, fiir alle Kerne giiltigen Resultate des § 1 sind es,
welche die Inangriffnahme der bezeichnetea Untersuchungen ermdglichen;
sie bestimmen eindeutig den Weg, auf welchem der Beweis zu fiihren ist.
Im § 2 werden jene Sitze dazu verwendet, die asymptotische Verteilung der
Eigenwerte solcher Kerne festzustellen, wie sie in den folgenden Ab-
schnitten eine Rolle spielen werden. §§ 3—6 enthalten die Anwendungen
auf partielle Differentialgleichungen, namentlich auf die gewdhnliche
Schwingungsgleichung Au + 1u = 0, fiir den Fall von zwei und drei un-
abhingigen Variablen.*¥)

*) AuBer der Originalarbeit von Jeans (Phil. Mag. 1905, 6. Ser., 10, p. 91—98)
vgl. den Vortrag von H. A. Lorentz auf dem Internationalen Mathematiker-Kongresse
in Rom 1908. Lorentz hat auch (in dem vierten seiner Gottinger Vortrige ,Uber
alte und neue Fragen der Physik) den hier in § 6 bewiesenen Saiz als eine aus
physikalischen Griinden plausible Vermutung ausgesprochen. Uber die einfachsten
Falle, in denen sich der Beweis durch direkte Berechnung der Eigenwerte erbringen
148, handelt die Leidener Dissertation von Friulein BReudler. Das analoge Pyoblem
im Gebiet der Akustik (das in der vorliegenden Arbeit gleichfalls seine Erledigung
findet) hat A. Sommerfeld auf der Naturforscher-Versammlung zu Kénigsberg 1910 -
[Physikalische Zeitschrift 11 (1910), S. 1061] aufgeworfen.

**) Eine kurze Note iber den Gegenstand dieser Arbeit habe ich bereits in den
Gottinger Nachrichten (math.-pbys. Klasse, Sitzung vom 25. Febr. 1911) versffentlicht.
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§ 1
Beziehungen der Eigenwerte zweier Kerne K’', K" zu den Eigen-
werten der Summe K'+ K”. Approximation eines Kerns durch
bilineare Kombination von endlichvielen Funktionen einer Variablen.

Die Betrachtungen dieses und des nichsten Paragraphen beziehen sich
auf lineare Integralgleichungen, deren Kerne symmefrisch sind und von
solcher Art, daB fiir sie die gewdhnliche Fredholm-Hithertsche Theorie
giiltig ist. Wir machen also fiir den symmetrischen Kern

K(s, 1) = K(t, ) (a<i<0)
etwa die Voraussetzung, daB das Integral

‘ j]'bK? dsdt

endlich sein soll. An Stelle der einen Variablen s und der einen Variablen ¢
kann auch je eine Reihe von Variablen s,s;---s;, bez 4,4,---4, d. h. je
ein Punkt (s) bez. () in einem Raum von % Dimensionen treten. Beide
Punkte (s) und (£) variieren dann in demselben Gebiet J des h-dimensio-
nalen Raumes; fiir ds oder df hat das Volumelement dieses Raumes ein-
zutreten, und die Integrationen erstrecken sich, statt iiber das Intervall (ab),
immer {iber das gegebene Gebiet J. Der Einfachheit des Ausdrucks halber
operieren wir aber im folgenden zunichst nur mit einer Variablen s und
einer Variablen 2.

Die Eigenwerte von K(s,f) bezeichne ich, indem ich sie nach der
GroBe ihres absoluten Betrages anordne, mit¥)

et AR AP APPSO
in dieser Reihe soll jeder Eigenwert so oft vertreten sein, als seine Viel-
fachheit angibt.
9:(5); 93(5) 5(8); -

mdge das System der zugehdrigen normierten Eigenfunktionen sein (die
nur soweit vorhanden sind, als noch x,==0 ist); es bestehen also die
Gleichungen

() — f K5, 8) g0 dt = 0,

» b
f(pfds=1, fqzhcpids-——-() (b1,
3 1
* Besitzt K nur endlichviele, etwa m Eigenwerte ;1—, -L, RN —:‘L, s0 setzen
Wil %, 41 = kg4 = - =0; eine entsprechende Festsetzuné gilb fiir dle anf 8,444

eingefihrten GroBenreihen X, %.
29*
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und jede REigenfunktion des Kerns K setzt sich aus endlichvielen der
Funktionen ¢,(s) linear zusammen. Ferner ist

5 b
SR asat = nP+ mP a4 - in inf.

Die nicht-negativen unter den Zahlen =, x,, --- bezeichne ich in der
Reihenfolge, wie sie in dieser Reihe auftreten, mit
und die zugehdrigen Eigenfunktionen mit
+ +
P1(8), Pa(s), -+
Die nicht-positiven unter den x,, %, - -- heiien %, %, --- und die zu-

gehorigen Eigenfunktionen g, (s), @.(s), ---. Auf die hier festgesectzte
Numerierung beziehen sich auch Ausdriicke wie diese: erster Eigen-

wert (;1:) , reziproker n** positiver Eigenwert (;'c,,) usf.

Ferner setze ich
(K1 =% 1(5) 9.8 + % §2(8) (&) + - - + + %,8,(5) 9 (D), (KT =0).

&
Fir alle Funktionen 2(s), fir welche f 2ids < 1 ist, erfiillt die zu K(s,¢)
gehorige quadratische Integralform ‘

b b
Koy = [ [ K(s, tya(s) o(t) ds dt
die Ungleichung °f
K@ L u.
Das Reziproke des ersten positiven Eigenwertes von K — [K! ist = %, 1
Baben wir es mit verschiedenen Kernen zu tun, so unterscheiden wir
sie durch obere Indizes: K', K”, K* usw. Die Groflen x, ¢(s), usw,
welche zu diesen Kernen gehren, werden dann durch dieselben, oben an-
gehiingten Kennzeichen unterschieden.
Die Resultate dieses Paragraphen beruhen auf dem folgenden einfachen
Lemma. Ist k,(s,t) irgendeine bilineare symmetrische Kombination

D'k, 0,9 0,0) (p="F,)
£2,9=1

aus n belicbigen quadratisch integrierbaren’™) Funktionen ®,(s), so ist der

&
* D. b. f®3ds soll endlich sein.
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erste positive FEigenwert von K — k, nicht grofer als der (n-+ 1)* positive
Eigenwert von K.
Beweis. Ich bilde durch lineare Kombination der Eigenfunktionen

él(s), ?;32(3), RN 67,, +1(8) von K eine Funktion z(s):
x(s) = 7, ‘31 (8) + 2 672(5) p i o Y ‘;..H(S) ’
welche die » linearen Gleichungen
b
S o) 0,(s)ds = 0 (p=1,2,n)
erfiillt; dabei kann ich eine solche Normierung vornehmen, daf

b
fxzdssxf—{- A R AL |
wird. Fiir diese spezielle Funktion z(s) kommi

S GsHamai=0
also ‘

b

(E(5,8) — b, (5,0} 2() a2 ds dt = [ K(s, ) 2(s) 2(t) ds d

e

a

-

__ + 2 + 2 + 2 +
kXN SRR SRR R IRE -

Damit ist das Lemma bereits bewiesen.
Eine erste wichfige Folgerung formulieren wir als
Satz L Fiir die Summe K zweier Kerne K', K" ist

(1) ;ém-i-ni»-l -_—é—-;;;ni-l-*- ;Z'i'l) (2) ;m+n+1>;:m+1+§’u’+1,
(3) l%+ﬂ+11§{ﬂ’m+1 1“,!_*_1‘

Beweis.. Aus den fiir alle z(s), deren Quadratintegral <1 ist, gil-
tigen Beziehungen

ffK’ (50 z(s) 2(D) ds dt < %),

ff K"(s,)(s) z(t) dsdt < %"
folgt durch Addition

b b
f f K(s,H)z(s)a() dsdt < % + %,
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also insbesondere fiir z(s) = @, (s):

<y’ + 4"
Wenden wir diesen SchluB, statt auf X' und K”, auf
~[KT, wd K- [K;
an, so erhalten wir fiir den ersten positiven Eigenwerf von
E*~ K—{[K'], + [K"]}
die Ungleichung
;l*é ;Zn+1 + §:+1 .
Da aber nach unserem Lemma
;21* = ;“m +a+l
ist, ergibt sich daraus (1).
Die Ungleichung (2) folgt aus (1), wenn wir diese auf den Kern
— K= (—K") + (— K") anwenden.
(8) ist eine Folgerung aus (1) und (2). Sind unter den Zahlen
%'y -+ , %, nimlich m* positive, m negative enthalten und unter den

Zahlen %", ---, %, im ganzen n* positive und »~ negative, so gibt es nach

(1) und (2) hochstens m* + n* Zahlen %, welche > |#, 41| + |#r 1] sind,
und unter den Zahlen % finden sich hdchstens m~ -+ #~, deren absoluter
Betrag oberhalb dieser Grenze liegt. Insgesamt kommen unter den abso-
luten Befriigen der x also hochstens (m*+n*) -+ (m™+#7), d.i. hochstens
m -+ n vor, die diese Grenze iibersteigen. Daraus folgt (3).

Wihlt man insbesondere K'= K —%,, K”"=1F, und beachtet, daf
der (n-1)* reziproke Eigenwert von %, gewil = O ist, so schlieBt man
aus L den (das Lemma, von welchem wir ausgingen, verallgemeinernden)

Satz IL  Der m* positive Eigenwert von K — k, ist nicht grifler als
der (n+m)* positive Eigenwert von K; der m* negative Eigenwert von
K —Fk, ist nicht Kleiner als der (n-m)*® negative Figenwert von K; der
absolute Betrag des wm* Eigenwerts von K —k, ist nicht gréfer als der
absolute Betrag des (n+ m)* Eigenwerts von K.

Der letzte Teil dieses Satzes liefert insbesondere das Resultat, daB die
Quadratsumme der reziproken Eigenwerte von K — %,

S %np1 - %ape oo
ist, und damit den auf anderem Wege schon von E. Schmidt bewiesenen*)

*) Math. Ann 63 (1907), S. 467ff. Man darf wohl behaupten, daf der hier ge-
gebene Beweis tiefer in das Wesen der Sache eindringt als der Schmidische; hier
zeigh sich niwmlich; der wahre Grund dafir, daB die Qua.dra.tsumme der reziproken
Eigenwerte von K, groBer ist als die Quadratsumeme »3, , 4 x2,, 4+ -, ist der, dad
Jjedes einzelne Glied jener ersten Quadratsumme groBer ist als das entsprechende Glied
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Satz III. Sucht man K(s,t) mittels solcher Kerne k,(s,t), welche durch
bilineare Kombination von hichstens n Funktionen © (s) entstehen, zu approxi-
mieren, so lift sich der Wert des Fehlerinfegrals

b &

JI{K(S: ) — k,(s,0)}*ds dt

aa

nicht unter

%21t uipe+ -
herabdriicken.

Aus 1. ergeben sich auch solche Sitze wie dieser: daB, wenn der
Kern K, um den es sich handelt, noch in stetiger Weise von einem Para-
meter « abhiingt, * und % stetig mit « variieren. Dabei geniigt es, die
stetige Abhingigkeit des Kernes K = X(s,¢|e) = Ko von « lediglich in
dem Sinne zu verlangen, dab

mff(Ka—Ka)ﬂdsdt_

=24 g

sein soll. Um den Beweis zu fiihren, nehme man in den Ungleichungen
von Satz I fir K’ den Kern Ke, fir K’ dagegen Ko — K, und
setze n = 0.
Satz IV. Bidet man aus K miltds einer ableilungsweise stetigen
Funktion p(s), die den Bedingungen
0<p, Zlp(s)| <P, (o, Py Konstante)
geniigt, den Kern K' = K(s, D p(s)p(8), so gilt
% P X < %, PR
Zum Beweise reicht es offenbar aus, die zweite dieser Ungleichungen,
und zwar unter der Annahme P,= 1, darzutun. Ist 2(s) irgendeine stetige
Funktion, deren Quadratintegral <1 ist, so tbersteigt unter dieser An-
nahme auch das Quadratintegral von p(s)z(s) niemals den Wert 1, und
also ist

f f (K(s,8) — % 51() $1() ~ - - - — %,a(5) $u(D)} -2(8) 2(5)- 0 () 2(8)- s dt
<%

Der reziproke erste positive Exgenwert von

K(s, )pE) 2@ — D % 26 :(5) - 28) $40)

der zweiten Summe. E. Schmidts Satz bezieht sich tibrigens auf beliehige (unsym-
metrische) Kerne; aber auch unser Beweis 188t sich anf diesen allgemeineren Fall so-
gleich ibertragen, .
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ist also <%,.,, und daraus gestattet das Lemma, die zu beweisende Un-
gleichung zu erschlieBen.
Satz V. Ist (a,b,) ein in (ab) enthaltenes Intervall, so ist der n* positive,
2u dem Kern
K@ (a<<b,)

gehisrige Bigenwert wicht Kleiner als der w* positive, zu
K(s,%) (agj <3)

gehirige, und der w* negative sum Intervall (a,b,) gehirige Eigenwert wicht
grofer als der n* megative zum Intervall (abd) gehorige.

Diese Behauptung ist ein spezieller Fall von Satz IV. Um das zu
erkennen, braucht man nur diejenige Funktion p(s) zu bilden, die im
Intervall (a,b,) den Wert 1, auBerbalb dieses Intervalls den Wert O be-
sitzt. — Lassen wir also das zugrunde gelegte Intervall, das bisher (ab)
war, kontinuierlich zusammenschrumpfen, so flichen die Eigenwerte 2 vom
Punkte 1 =0 fort. DaB dieser Prozef stefig vor sich geht, ist durch die
Bemerkungen auf S. 447 gewihrleistet. Zieht das Intervall sich schlieB-
lich auf einen Punkt zusammen, so konvergieren alle Eigenwerte gegen
(+ oder —) oo.

§ 2.

Invarianz der asymptotischen Eigenwertverteilung gegeniiber
Addition von Kernen mit diinnerer Eigenwertverteilung.
Eigenwerte eines stetig differenzierbaren Kerns.

Aus den eben hergeleiteten Sitzen ergeben sich mannigfache Folge-
rungen iiber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte, wie hier an
einem zwar speziellen, aber fiir die nachfolgenden Untersuchungen iiber
Differentialgleichungen sehr wichtigen Beispiel gezeigt werden soll.

Satz VL Gilt fiir die positiven Eigenwerte von K’ das Gesetz

. of)
lim nyx, =1,
n=

hingegen fiir die positiven wie negativen Eigenwerte von K”

lim n%, =0,
so haben die positiven Eigenwerte von K = K’ -+ K" asymptotisch die gleiche
Verteilung wie die von K, d. h. es ist

limni, =1.

B=R
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Beweis. Es sei h eine feste ganze positive Zahl. .Aus Sabz L folgt

% 4 Ny n beliebig;
K+ 1) i S Hhnti T Fusd (j==1 2 ga}'}
Die Voraussetzungen ergeben demmach . 1437

hmsupnx <h+1

R=00

Wenden wir andererseits Satz I. auf K'= K 4 (— K"} an, so kommt
;‘zbi-l)n-i-j _g ;ku-i-j - 9_‘;-{»1,

o + h

llr’:l-;lff no-u, ; z—_*—_-i .

Da # jede noch so groBe ganze Zahl bedeuten kann, muf in der Tat

und daraus folgt

lim nk, = 1
sein. e
Falls man durch irgendwelche einfache Reihenentwicklungen (Taylorsche
Reihe, Fouriersche Reihe oder dergl) eine gute Anniherung an den ge-
gebenen Kern K (s, f) mit Hilfe eines Kernes von dex Axt %, (s,?) erlangt
hat, liefert der Schmidtsche Satz eine Abschitzung der Quadratsumme
%241+ %313+ --- und damit auch von |x,| nach oben. Wir beweisen z B.
Satz VIL Ist K(s,f) im ganzen Quadrat a <s,t < b (einschlieflich
des Randes) stetig nach i differenzierbar, so st

lim n%x, = 0.

Wir teilen das Intervall ¢ < s < b ebenso wie a <1< b je in n gleiche
Teile, Dadurch zerfillt das Quadrat @ <s,¢< b in #* gleiche Quadrate.

Die Wertunterschiede von %J-f in jedem einzelnen dieser Quadrate seien
dem absoluten Betrage nach < ¢,; nach Voraussetzung konnen wir diese

Zahl ¢, fiir jedes » so wihlen, daB lim &, = 0 wird. In jedem der n? kleinen

Quadrate wihlen wir einen Punkt, doch so, daB in zwei Quadraten, die
symmetrisch in bezug auf die Diagonale s =7 zueinander liegen, sym-
metrische Punkte gewdhlt sind; inshesondere miissen wir also in einem von
dieser Diagonale durchschnittenen Quadrat den zu wihlenden Punkt auf
der Diagonale annehmen. Ist q eines der #® Quadrate und s, ¢, der in
ihm gewahlte Punkt, so entwickeln wir K(s,?) im Bereich dieses Quadrates
nach Potenzen von s — s,, t — #,, wobei wir freilich die Taylorreihe schon
mit den linearen Gliedern abbrechen. Wir bekommen dann, wenn 4, B, ¢

die Werte von K, %K, 3315 Punkte s,, #, bedeuten, in q:

o | E(s,1) — [4+ Bls—s,) + CE— )| < 26,22

Wir bezeichnen mit &,(s) (A= 1,2,.--,2) die % anktwnen, welehe in ,}e
einem der n gleichen Texlmtervaﬂe von (ab) den Wert 1, in den ibrigen
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den Wert O haben, und mit &, ,(s) (h=1,2,--,n) die n Funktionen,
welche in je einem der # Teilintervalle = s, in den iibrigen = O sind.
(4) 1aBt sich dann so deuten, daB wir K(s,¢) durch einen aus den
2n Funktionen ®,(s) (h=1,---,27n) in symmetrischer Weise bilinear kom-
binierten Kern k,,(s,¢) soweit angeniihert haben, daB (abgesehen vielleicht
von denjenigen Punkten (s, #), die auf den Teilungslinien liegen) tiberall

| K (5,) — haa(58)] < 22 (0 —a),
also jedenfalls

b5 b
S (E—k,yasat < 20— ay

ist. Mithin Yefert Satz Il
]{m W01+ #dre+--)=0.

Nun ist aber
farr+2ire+ oo ininf 2l o 4 owdy 2 nud,

hm #wxk=0.

Man kann die Voraussetzungen dieses Satzes dahin erweitern, daB
man stetige Differenzierarbeit des Kernes nur im Innern des Quadrates
verlangt, auBerdem aber die Konvergenz des tiber das ganze Quadrat zu
erstreckenden Integrals von %?)2 fordert. Wir benutzen dabei den

Hilfssatz#): Ist u(s,t) irgendeine im Innern des Quadrates 0 <s, t<¢
nach beiden Argumenten stetig differenzierbare Funktion, fiir welche

fﬁdsdt= 0
ffuﬁdsdt< ff }d dt.

Diesger Hl]fssatz gibt daruber Auskunft, wie weit sich in einem
Quadrat eine willkiirliche, stetig dlﬁ'erenmerba,re Funktion » mittels einer
Konstanten v, annihern 138t, wenn als MaB der Anniherung das Quadrat-
integral des Feblers benutzt wird. Die beste derartige Anngherung erhilt
man nimlich, falls man fir die Konstante ¢, den Mittelwert von 7-an-
nimmt. Daon erfillt « =v — v, die Voraussetzung des Hilfssatzes, und

es kommt
f (v — v, dsdt < [f } dsdi.
&0

- ™ Er ish die Verallgemeinerung einer .von Scheeffer fiir Funktionen « von einer
Variablen anfgestellten Ungleichung.

folglich

ist, go ist
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DaB der Grad der erreichbaren Anniherung von den Werten der 1. Diffe-
rentialquotienten abhiingig ist, ist selbstverstindlich; das Wesentliche des
Hilfssatzes liegt darin, daf lediglich das Infegral diber die Quadratsumme
der beiden 1. Differentialquotienten auffritt.

Um den Beweis zu fiihren, stellt man sich das Variationsproblem,
das Dirichletsche Integral

(i @y asa

unter den Nebenbedingungen

ff;zdsdt= 1, ff;dsdt= 0
] (U]

zu einem Minimum zu machen. Wenn dieses Variationsproblem eine
Losung besitzt (Dirichletsches Prinzip), so muB die Losung w einer Diffe-
rentialgleichung von der Form

() .g.;?‘ + %{;L{- yu =0 (y konstant)

geniigen und die normale Ableitung von w am Rande des Quadrates ver-
schwinden. Der kleinste, von O verschiedene, zu dieser Randbedingung
gehorige Eigenwert » von (B) ist aber y = %‘; Indem man die willkiir-
liche Funktion # in eine Fouriersche Cosinusreihe®)

u=2Am”cos?c—’fs cosﬁ;t (4go=0)
myn=0
entwickelt, kann man diesen Gedankengang vom Dirichletschen Prinzip

(dessen Zulissigkeit hier vielleicht zu Zweifeln AnlaB gibe) unabhiugig
machen. Man erhdlt dann nimlich die Identititen

JIETTEED RS PSS N

] a0 n0
ff{(ﬁ) + @Y asar =" 3 a2, om0 + 2> 4w
& 5 =

+ ?2_32*‘4-20 me.
m==0

*) D.h. pach den zn der angegebenen Randbedingung gebdrigen Figenfunktionen
-von (5).
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Ein analoger Satz gilt auch, wenn wir das Quadrat von der Seiten-
linge ¢ durch ein behebxges Rechteck ersetzen. In dem in der Ungleichung

auftretenden Fa.ki:or —; hat man dann unter ¢ die groBere der beiden

Seitenlingen des Rechtecks zu verstehen.

Um den Hilfssatz auf K(s,t) anzuwenden, teilen wir wieder das
Quadrat D:a <5, ¢ < b in »? gleiche Quadrate. In jedem einzelnen dieser
Quadrate g konnen wir K(s,f) durch seinen Mittelwert C; so gut an-
nihern, daB

ff(K(s,t)-— )’dsdt<(b ff }dsdt

wird. Dadurch ist K(s, ) in ganz £ durch symmetrisch-bilineare Kom-
bination der oben eingefiihrten » Funktionen ®,(s) (h=1,2,..-,n) soweit
approximiert, daBl das Quadmtintegral des Fehlers

b — a)? 2(b 2A
=(n,,,‘?ff 58 fasar— 5. X a)ff )asat =35

ausfilll. Daraus wiirde zunichst mift
n2(’¢f+1+”3+2+ .- ~)§2A

folgen. Man kann aber in {0 ein kleineres konzentrisches Quadrat ¥
zeichnen, sodaB £ in £% und einen schmalen Rahmen R = £ — OF zer-
fallt. Wahrend » {iber alle Grenzen wichst, soll * nicht gelindert werden.
Fir diejenigen Qunadrate q, welche in ¥ liegen, kinnen wir dann wie
friher die Aunngherung weiter treiben, indem wir auBer der Konstanten
auch noch die linearen Glieder der Taylorreihe beriicksichtigen. Wir er-
halten dapn

lim sup "32("22«»4—1'?' vt ) < 2@;a)i[/v(%§)gd3dt:
n=o A

und da der Rahmen R von vornherein beliebig schmal genommen werden
konnte, muf in der Tat

lim #2(x3 41+ #4852+ - ) =0 und folglich lim n%x, =0

sein. ¥)
Analoge Untersuchungen lassen sich im zweidimensionalen Falle an-
stellen. Es sei

(s,8,) in oJ
K(3,8,, t;%5) [(t: £) in J”]

* Wir wiren hier durch Benutzung der Fourierschen an Stelle der Taylorschen
Reihe etwas rascher zum Ziele gekommen. Wir brauchen aber die m Text gewihlte
Beweisfithrung zur Erledigung des zweidimensionalen Falla,
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ein symmetrischer Kern, fiir den in ganz JJ die Differentialquotienten
%% R %}1{7 stetig sind. JJ bedeutet denjemigen abgeschlossenen Bereich im
2

vierdimensionalen s,s;, 4 %, - Raum, der durch die Bedingungen
(8,8) in J, (4t in J

definiert ist. Wir wollen zunichst voraussetzen, dab J aus endlichvielen,
etwa A, kongruenten Quadraten zusammengesetzt ist. Indem wir jedes
dieser Quadrate in %® gleiche kleinere Quadrate einteilen und diese Teilung
sowohl in der (s;s;)-, als auch in der (4, %,)-Ebene ausfilhren, geht darans
eine Einteilung von JJ in A*n* kongruente (vierdimensionale) Wiirfel
hervor. In jedem dieser Wiirfel wihlen wir unter Wahrung der Symmetrie
in bezug auf die ,Diagonale® (s,s,) = (},%,) einen Punkt (s,%5,°4°4°) und
entwickeln K im Bereiche dieses Wiirfels nach Potenzen von s, —s,° 5,— 8,7
4, — t% t,— t,° brechen diese Entwicklung aber bereits mit den linearen
Gliedern ab. Dadurch gelingt es, K durch symmetrisch-bilineare Kombi-
nation von 3An® Funktionen soweit zu approximieren, daf das iiber ganz

JJ erstreckte Quadratintegral des Fehlers < jT":(nm 5,—0) wird Es

ist also T
man(xlii+%2i04+--)=0, lmnx,=0.

R=oe

Indem wir unsern Hilfssatz auf vier Dimensionen tibertragen, gelangen
wir zu dem Ergebnis, daf fiir das Bestehen dieser Limesgleichung nur

erforderlich ist, daB die Differentialquotienten %-?: , %—lt—( im Innern von JJ
1 2

stetig sind, wenn auflerdem das tiber ganz JJ zu erstreckende Integral

von (%%)2—5- (%%)2 konvergigrt.

Jst die Begrenzung von J kein ,Treppenpolygon®, so miissen wir J
durch Quadrate auszuschopfen und uns mit dem Exhaustionsrest durch
irgendwelche Schitzungen abzufinden suchen. Ich nehme an, da8 die Be-
grenzung von J aus einer rektifizierbaren Kurve von der Linge L hesteht.
Wir iiberdecken die ganze sys,-Ebene in der bekannten Weise mit einem

Quadratnetz von der Seitenlinge %~ Den ,Exhaustionsrest” R, welcher
von J nachbleibt, wenn man alle ganz im Innern von J gelegenen Qua-
drate-des Quadratnetzes entfernt, hat einen Flicheninhalt < %-*} Wenn

der Kern K in ganz JJ zwischen endlichen Grenzen lige, wiirde also
n? ff‘/:TK’dsldsgdtl dt,
Ry Rn

* Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse (2° éd., Paris 1893), I, B. 107, oder S. 455
dieser Arbeit.
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absolut fiir alle # unterhalb einer festen Schranke bleiben. Ich will hier
nur voraussetzen, daf

(6) tim n- [ [[E2ds s, dt, dty=0
. n=od Rn R”
ist.
Statt eines Quadrainetzes von der Seitenlinge —”1— bediene ich mich

jetzt eines solchen von der Linge ;1;, Die ganz innerhalb J gelegenen

Quadrate dieser Einteilung, deren Anzahl hichstens o - #* ist, lassen sich,
wie sogleich niher ausgefilhrt werden wird, derart zu Rechtecken mit

lauter Seitenlingen < %— zusammenfassen, daf sich die Anzahl solcher

Rechtecke hochstens auf (J + 8L)»® belduft. Diese Rechtecke bezeichne
ich in irgendwelcher Numerierung mit ¢; (i = 1, 2, --+). Zur Vereinfachung
der Schreibweise denke ich mir J 4+ 8L < 1. Nunmehr spalte ich K in
einer von dem Index % abhiingigen Weise in zwei Teile

K= E® 4 K.

%
K® soll, wenn (ss;), (4,%,) beide in dem Exhaustionsrest E. gelegen
sind, mit K iibereinstimmen, fiir alle andern Wertequadrupel (s,5;, %1%;)
aber = 0 sein. Es ist also

G+ Go)+ .. = f TS fK"dsldsgdtldtg,
nt. (5 <n2ffffK2dsldsgdt at,
Rz

und zufolge der Voraussetzung (6), in der wir % durch n? ersetzen,

(7 lim n?% = 0.

BR=®

folglich

Um K® anzunshern, bedienen wir uns der Funktion ®,(s;s,), die in
g, gleich 1, im dbrigen = O ist, und einer Funktion ¥,(s;s,), die, falls
(8:5) in R gelegen ist, durch den Mittelwert

ffK(s1 852 b 1y) A1, 4ty
%

St a

%

erklirt wird und fiir andere Punkie (5;s,) gleich Null ist. Dann wird
nach unmserm (auf Rechtecke ﬁberfmgenen) Hilfssatz fir alle (31 sy) In R

f ([ EGs )~V i< 2 f 1G5y + G5 auan,

/
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f f f (K (55, Ly ty) — Wi(s,8,) ) 2dt, dt, ds, ds,

_,,nffff }dtldtgdsldsg

Wenden wir die v1erd1mensmnale Verallgemeinerung jenes Hilfssatzes auf
die Parallelepipede g,9, im Raum von vier Dimensionen an, so stellf sich
heraus, daB wir durch symmetrisch-bilineare Kombination der hochstens
2n? Funktionen ®,(s,s,), ¥,(5,5;) den Kern K@ soweit annihern konnen,
daf das Integral des Fehlerquadrats

_Mffff }dt,dtgdsldsz 24

wird. Demnach ist
® ont- () < 28, ] < VA

Durch die gleiche SchluBweise, wie sie uns zum Beweis von Satz VI
diente, erhalten wir aus (7) und (8) die Ungleichung

lim sup n/%,| < 4VA.

Es braucht nicht noch einmal auseinandergesetzt zu werden, wie man
daraus auch die schirfere Beziehung
lim nx, =0
gewinnen kann. B
Wohl aber bleibt noch die Konstruktion der Rechtecke g, zu be-

schreiben. Zunichst nehme man eine Einteilung in Quadrate von der
Seitenlinge -;; vor; die ganz im Innern von J gelegenen dieser Quadrate
rechne man zu den Rechtecken ¢ ; ihre Anzahl ist hochstens Jn® Die
Anzahl derjenigen Quadrate der %—Teﬂung aber, welche Punkte mit der
Randkurve € von J gemein haben, ist hochstens 4 Ln (wir setzen dabei
n > % voraus). Bildet man niimlich”die ganze Zahl
m=[Ln]+1
und teilt € in m gleiche Bogen (deren Lénge also — % < % ist), so kann ‘

ein einzelner dieser Bogen hochstens mit je vier Quadraten Pankte gemein
haben. Da ferner von den hdchstens vier Quadraten, in die ein solcher
Teilbogen eintritt, mindestens eines mit einem derjenigen Quadrate identisch
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ist, in die der nichstfolgende Teilbogen eintritt, brauchen wir pro Teil-
bogen auf hochstens drei Quadrate zu rechumen. Die gesuchte Anzahl der
an € anstoBenden Quadrate ist also

<3m<3Ln+ 3 L4Ln¥)
Wir betrachten jetzt ein einzelnes der Quadrate @ von der Seiten-
linge -3—, das Punkte mit € gemein hat, und nehmen mit ihm eine feinere

Teilung in Quadrate von der Seitenlinge ,’—f—,— vor, die in »n Schichten von

je n Quadraten iibereinander liegen. Ich entferne von diesen kleineren
Quadraten alle diejenigen — ihre Anzahl heiBe H —, welche an € stoBen.
Dadurch, daB aus einer einzelnen Schicht 2 Quadrate entfernt werden,
zerfillt diese Schicht in héchstens % - 1 Rechtecke. Der Rest, der von @
nach Entfernung der H kleinen Quadrate nachbleibt, besteht daher aus
hachstens H + n Rechtecken, von denen wir jebzt nur diejenigen als Recht-
ecke ¢, beibehalten, die im Innern von J liegen. Fiihren wir diesen ProzeB

fir alle Randquadrate @ der %-Teﬂung aus, so bekommen wir aus diesen
hochstens

DH+ 5 DL ALw +n-4Ln~ 8L}
Q Q

Rechtecke g;.

Es #ndert an unseren Betrachtungen nichts, wenn J nicht von einer
einzigen Kurve begrenzt, sondern ein von endlichvielen rektifizierbaren
geschlossenen Linien berandefer mehrfach zusammenhingender Bereich ist.

Auch kann man untersuchen, welche schirferen Aussagen sich tiber
die Verteilung der Eigenwerte machen lassen, falls der Kern nicht nur
einmal, sondern zweimal, dreimal usf. differenzierbar ist.**) Ich beschrinke
mich jedoch hier auf dasjenige, was zum Studium der Eigenwertverteilung
von Differentialgleichungen 2. Ordnung erforderlich ist.

§ 3.

Asymptotisches Gesetz der Eigenwerte der gewiéhnlichen
Schwingungsgleichung in der Ebene, fiir die Bandbedingungen

w="0 und 2% —0.
on

Satz VIII. Hs set J ein von endlichviclen geschlossenen rektifizierbaren
Kurven begrenztes chenes Gebict vom Flicheninhall J. Die 2u diesem Ge-

% Diese Uberlegung rithrt von Herrn C. Jordan her, L c. 8. 107,
**) Vgl. meine oben zitierbe Noite in den Gotlinger Nachrichten.
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biet J und der Randbedingung w = O gehirigen Eigenwerte 1, der Dif-
ferentialgleichung

Aud1u=0
wachsen, wenn man sie threr Gréfe nach anordmet, mit dem Indexr m so
ins Unendliche, daf

Jim 2 =

1 iz
wird.

Es sei gestattet, in diesem Paragraphen die innerhalb .J variierenden
Punkte nicht mit (s;s,), (44,) wie bisher, sondern mit {zy), (§%) zu be-
zeichnen. Aw ist der Dlﬁ'erentlalausdruck Pu st ay“- Die Eigenwerte 4,,
welche simtlich positiv sind, sind zugleich Elgenwerte eines symmetrischen
Kerns

5w Glay, &) [(z9) in J, (¢n) in T,
der zu J gehorigen ,Greenschen Funkfion 1. Art“. Dieselbe existiert fiir
jedes beliebige, ganz im Endlichen gelegene Gebiet J, wie man in bekannter
Weise zeigt, indem man J etwa durch Bereiche J®(n=1,2, ... in inf),
deren jeder nur aus endlichvielen Quadraten besteht, ausschopft. Schreiben wir

G=lgy—4, r=V@E+6-1}
so ist fiir jeden festen, innerhalb J gelegenen Punkt (zy) 4 hinsichilich
(£7) eine in J regulire Potentialfunktion, deren Randwerte mit denen
von lg — iibereinstimmen. Nehmen wir an (was ja offenbar keine Ein-
schrinkung ist), dab die Entfernung irgend zweier Punkte von J stets
< 1 ist, so muB lg% eine Majorante von @, d. h.

9) 0<6<igy, 0<A<LIg -
sein. Beschreibt man um den festen Punkt (zy) einen Kreis { vom

Radius ¢,, dessen Peripherie noch ganz innerhalb J liegt, so ist diejenige
Funktion w von (&%), welche auBerhalb dieses Kreises — lg }1— , im Innern
von ¥ aber konstant, némlich = lgg— ist, eine in J iiberall stetige, mif
abteilungsweise stetigen ersten Diﬁ‘eréntialquotienten versehene Funktion,

welche dieselben Randwerte wie A besitzt. Folglich ist nach dem Dirich-
letschen Prinzip

ff ) dkdn <ff 29 dgan

dfdny
?&

§2z-1g

Mathematische Annalen. LXXIL. 30
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Bezeichnet ¢ = g(zy) die kiirzeste Entfernung des Punktes (zy) vom Rande
des Gebietes oJ, so haben wir damit die Ungleichung

(10) ff[ ]dgdq<2azlg——

Wenn man Bedenken frigt, diese Schlufiweise auf das Gebiet J selbst
anzuwenden, so ist sie doch far Bereiche von der Art J® sicher zulissig,
und das gentight bereits, um die Ungleichung (10) herzuleiten.

Sie lehrt, daB die wesentliche Voraussefzung, um aus § 2 fiir die
reziproken Eigenwerte «, von A die Limesgleichung

(11 lim ne, =0
erschlieBen zu kénnen, — némlich die Voraussetzung, daf das Integral

ffff 5 Jdedn dzay <2ftff1g du dy)

konvergiert, — hier erfiillt ist. Aber auch die akzessorische Bedingung (6)
trifft fiir den Kern A4 zu. Spaltet man nimlich das iiber den Exhaustions-
rest R, erstreckte Integral

S raan géf (g rydgdn

. . . . . . ) 1
go In zwei Teile, daB man zuerst iiber den innerhalb des Kreises || < >

darauf iiber den auBerhalb dieses Kreises gelegenen Teil von R, integriert,
so ergibt sich

[fﬁd&dﬂé% 5 +gny]+ (lg%)i[nfd%dnéMang)s’

wo die Konstante M weder von » noch von der Lage des Punktes (xy)
abhingt. Folglich wird

ff&rfﬂdi dydzdy < 4LM(I_§;)2.
Rp Rn

Um also Satz VIII zn beweisen, konnen wir zufolge der oben be-
wiesenen Limesgleichung (11) und dem Wortlaut des Satzes VI den Kern

éln: G(zy, &) durch den einfacheren
1, 1 . .
solg - [(zy) in J, (&) in J]

ersetzen. Die reziproken positiven Eigenwerte dieses Kerns bezeichne ich
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mit %,, oder, wo die Abhiingigkeit vom Gebiete J zum Ausdruck kommen
soll, mit %,(J). Wir haben zu zeigen, da8

(12) lim nk, =

ist.

Sind J’, J” zwel je aus endlichvielen kongruenten Quadraten be-
stehende Gebiete, von denen das eine, J', in J enthalten ist, wihrend
das andere, J”, J numfaBt, so ist nach Satz V.

%, (I L #y(T) L2, (T,
Wenn nun die Tatsache (12) fiir Gebiete o/, die aus endlichvielen kon-
gruenten Quadraten bestehen, erwiesen ist, so wird

limn () =L,  lmn-h() =,
n=0o0 n=
also

.. J’
h;n;:onf.n-;'c,‘(ef)gﬁ, hm sup. - % (J)__ém

Da wir aber dafiir Sorge tragen konnen, daB sich die Flicheninhalte J', J”
um beliebig wenig von J unterscheiden, so muf dann auch

. + J
}zlg:on ' xﬂ(J) iz

sein. Wir diirfen also beim Beweise von (12) annehmen, daB J aus
endlichvielen kongruenten Quadraten ¢, besteht. Die Seitenlinge der g,
konnen wir dabei = 1 setzen; dann bedeutet J ihre Anzahl.

Wir spalten jetzt 517—‘ lg —;— in mehrere Teile:

1 1 0 ! by
ﬂ1g7=—_K<)+2]_{m_

KO igt = % Ig —:—, wenn (zy), (£n) in einem und demselben der J Quadrate ¢
gelegen sind, sonst =0, K@) (1 <h<i<J) ist = é—l;lg %, wenn (2y) in

4, (E1) In ¢, oder (zy) in g, (n) in ¢, liegt, sonst = 0. Wenn die
Quadrate _q,, und ¢; nicht aneinanderstoBen, ist selbstverstindlich

lim 5%, = 0

(die %, nehmen mit wachsendem n dann sogar stirker ab als jede noch
80 hohe Potenz von %) Diese Limesgleichung besteht aber auch, wenn

4,, 4; aneinandergrenzen. Dazn ist nur die Feststellung nétig, daB das
Integral

L1105+ Gy onsn =[] [ tense

30%
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konvergiert. Konnen wir fiir K© die Gleichung

. + J
O =
ilm n- %, ’

erweisen, so wire damit auch die Richtigkeit von Satz VIIL dargetan.
Nun ist aber klar: wenn

+ + +
X 1(00), %2(00), xsfoo)’ [N

die Reihe der reziproken positiven Eigenwerte des Kernes

(13) gt (o<§’”<1)

ist, so lautet die Reihe %,©, %, .- ., so:

+ + + +
320, 5,09, 3,09, 0 %8(00)7 oy %00, R0, B0 L %00 L
R —_— ———i——— ot st m—. ————

J mal J mal J mal
Daher kommt alles darauf an, einzusehen, dalB
(14) lim 55,09 = L.

Bezeichnet g die zu dem Einheitsquadrat und der Randbedinguno’
u=0 gehorige Greensche Funktion, so werden die Eigenwerte von ;- g, jeder
in seiner richtigen Vielfachheit, durch die Formel

—1.28...
72 (m?+ u?) [fz= 1’ 2’ 5’]

geliefert. Wiirde %,©? den reziproken #° (positiven) Eigenwert von 2%‘ g
bedeuten, so ergibe sich aus dieser Darstellang auf Grund einer bekannten
einfachen ,zahlengeometrischen® Betrachtung das asymptotische Gesetz (14).
Da aber die Differenz
1
g —9=0a

die Eigenschaft besifzt, daB das sowohl nach £ als nach zy tiber das Ein-
heitsquadrat erstreckte Integral von

da\? | féa\?
) + G
konvergiert, so indert der Umstand, daB in Wahrheit % ¢% die reziproken

positiven Eigenwerte von (13) bedeutet, nichts an dieser Tatsache (14).
Damit ist Satz VIIL bewiesen.

Von anderen Randbedingungen will ich hier noch diejenige be-
sprechen, welche verlangt, daB die normale Ableitung am Rande 2 =0
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ist, and dabei annebmen, daf die Randkurve € des Gebietes J stetige
Kriimmung besitzt. Die zugehrige Greensche Funktion zweiter Art

1
H=lg-+B
wird bestimmt, indem man fiir ein festes (zy) B als eine solche regulire
Potentialfunktion der Variablen (§7) in J wihlt, da die nach der (inneren)
Normalen » genommene Ableitung von B gleich der um EE vermehrten

normalen Ableitung von lg 7 ist, und eine dabei zur Verfiigung bleibende
additive Konstante so nimmt, daBl das um € erstreckte Randintegral von

H, f H(zy;s)ds, =0 wird. Dann ist B symmetrisch, und man findet
€

ff BB) B) dgdy = ‘"[B(x%s) . (Y3 8)ds

~— | By ) [ + G5 avs 9] ds.

ol
f% s (@y39)|ds,

€
die totale Schwankung (,variation totale) des zum Punkt (zy) als Pol
gehdrigen Azimuts auf @, fiir alle (zy) unterhalb einer endlichen Grenze
liegt, und fiir Punkte (£7) = s auf dem Rande
Blzy;s) = 1g 5 (293 9) + E(ay: )

gilt, wo E fiir alle s und alle (zy) endlich bleibt¥), ergibt sich hieraus
eine Ungleichung

ff (2 +( agan< g,

in der ¢ wieder der kiirzesten Abstand des Punktes (zy) von € uvnd M
eine von (zy) unabhingige Konstante ist. Ferner gilt¥)

B(zy; &) = ;,—Jlg r(zy; 5) %l%f (Ev; s)ds 4 Ey(zy; &)

= 2 [igr(en; ) 25" (oy; s + By (ay; ),
€

wo E,(zy; £7) in ganz JJ beschrinkt bleibt. Da sich unser fritheres 4

%) E. E. Levi, Gott. Nachr., 16, Mai 1908.
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in derselben Weise darstellen 1iBt, schlieBen wir hieraus fiir B eine Un-
gleichung der Form

|B| < M, +1g—,

wo M, weder von (xy) noch von (§%) abbingt. Diese Abschitzungen ge-
niigen, um zu erkennen, dal die Eigenwerte von H in ihrer asymptotischen
Verteilang mit denjenigen von

g - [(2y) in J (&) in J]

iibereinstimmen, und der Satz VIIL bleibt also unveréindert giiltig, wenn
die Randbedingung u = 0 durch 2% — 0 ersetzt wird.

Von diesem Resultat machen wir noch eine Anwendung auf die
Fragestellung des § 2. Sind

Vo(8,5;) = 75 Py (8,55), ¥a(8:85), -+

die zu Awu 4 pu =0, dem Gebiet J der (s;5,)-Ebene und der Randbe-
dingung 9—2 =0 gehorigen normierten Higenfunktionen, in derjenigen
Reihenfolge geschrieben, wie sie zu den wachsend geordneten Eigenwerten
o =10, gy, Wy, -+ gehbren, so werden die sdmtlichen, zn der analogen
Diffentialgleichung und der analogen Randbedingung fiir das Gebiet JJ
des vierdimensionalen g s, ¢, ¢,-Raumes berechneten Eigenwerte und Eigen-
funktionen durch die Formeln

[ O ¥a(s152) vi(hty) {4,:=0,1,2,--]
geliefert. Bilden wir

Cai =f_£ffK (5183 %) ¥ (8482) ¥, (t,%) ds, ds; dt, diy,

80 wird

(15) f f f f G+ G+ G+ (Y} as,as, a dt,

= Ecii(ﬂk + )

(B, 9)

(16) f f f f { Z‘ck‘zph(slsz)qbi(tltg)}2dsld32 dt, dt, —Zcﬁ Z‘cg‘.
JJ hi=0 hyi=

" dyi=0

Indem wir die Konvergenz von (15) beriicksichtigen, folgt daraus, daB
die mit g, , multiplizierte linke Seite von (16) mit wachsendem # gegen
Null konvergiert, und da
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lim 2% _ g

200 »

ist, ergibt sich fiir die reziproken Eigenwerte x, von K:

n

Lim #( 11+ #hts+-) =0

Dieser Beweis, der die Voraussetzung (6) von § 2 als iiberfliissig
erscheinen 188t, ist jedoch nur unter der Voraussetzung einer Randkurve €
mit stetiger Kriimmung stringent und macht iibrigens von den Resultaten
des § 2 fiir den besonderen Kern B(zy; &%) Gebrauch.

§ 4.
Analoge Untersuchungen fiir die allgzemeine sich selbst adjungierte
Differentialgleichung,

Wir wenden uns zum Studium der Eigenwerte der allgemeinen sich
selbst adjungierten linearen Differentialgleichung vom elliptischen Typus:

(17) (2 52+ 5 (0 0y) + Wb—g)u—0

P, g, k sind Funktionen, die in ganz J einschlieBlich des Randes stetig
sind und auBerdem soll p > 0, £ >0 sein.¥) Wir wollen » als zweimal
stetig differenzierbar voraussetzen. Als Randbedingung nehmen wir u=0.
Die zweckm#Bigste Art, die Greensche Funktion des Differentialausdrucks

L) =7 (0 52) + 750 53) —av

zu bestimmen, besteht in der Einfihrong von v —u}p. So erhilt man

nimlich
1 A]/Io
— Luy=Av—v ( )
7 L= Vs
und der rechts stehende Differentialansdruck ist dadurch, daB die ersten

Differentialquotienten —2%;, ;% nicht vorkommen, besonders bequem. Ich

setze zur Abkiirzung

+ ALC = U(zy).

Hat G(zy, En) die friihere Bedeutung als Greensche Funktion von
Au, so 16sen wir jetzt die folgende Integralgleichung fiir die Unbekannte

T(zy, En):

* Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf dann anch ¢>>0 angenommen
werden; dann sind die Rigenwerte von (17) alle positiv.
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(18) T(eykn) + o ff G (zy, £9) 1(xy) [(zy, En) dr dy = G(zy, Ex).

Dann ist

1 % k . .
(19) 52 @y, )/ 5eR 262 [(ay) in J; (5) in J]

ein Kern, der die gleichen Eigenwerte 1 = 1, besitzt wie die Differential-
gleichung (17). Fiir diese wollen wir das asymptotische Gesetz

4am k(xy)
(20) _‘ff}'}(xy} drdy

beweisen.

Aus der Gleichung (18) folgt ~— was weiter unten noch genauer
ausgefiihrt werden soll —, daB der mit » multiplizierte #*® reziproke Eigen-
wert von [ — G und also auch (s. Satz IV) das n-fache des n* reziproken
Bigenwerts von

kzy) k(En)
=&V penreEn
mit # = oo gegen Null konvergiert, sodaB beim Beweis von (20) der
Kern (19) durch

1 a. ky) EEn
s e 2z pEy) pED
und schlieBlich durch

1 1 kley) k@En

1) 5= 1875y, 80) Vten 560

ersetzt werden darf. Die reziproken positiven Eigenwerte dieses Kerns (21)
will ich hier mit %, bezeichnen.

Um das asymptotische Gesetz der %, abzuleiten, stlitzen wir uns auf
Satz IV. Wir teilen J in eine endliche Anzahl kleiner Bereiche .J.

m, und M, mogen das Minimum bez. Maximum der Funktion —S- in J; be-

demten. K ® bezeichne denjenigen Kern, der mit (21) fibereinstimmt, falls
(xy), (En) beide in J; liegen, der sonst aber = O ist. Die Summe SK®
bezeichne ich mit K* Das n-fache des #*" reziproken Kigenwerts von
K — K* konvergiert gegen Null. Nach den Untersuchungen von § 3 und
Satz IV. ist anderseits
lim sup 4zn-x,0 < M,J,,  liminf dan-%,0 > mJ,.

Die Reihe der reziproken positiven Eigenwerte x5 von K* kommt zn
=12,

—1,2, ) ihrer GroBe nach an-

Stande, indem wir die simdichen % (
ordnen. Infolgedessen ist
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lim sup. 4:;7&-53{‘§2M«L, hm inf, 47m - x*ZZm J;

und, gemif der Bemerkung iber die Eigenwerte von K — K% auch

lim sup. 4wn'§n§2M;J;., lim inf. 47n-%, sz J;.

R=0

Diese Ungleichungen gelten fiir jede noch so feine Teilung in Bereiche J;
obwohl %, von einer solchen Teilung ginzlich unabhingig ist, und folg-

lich mufB
lim 405, — b9 g dy
pixy)

sein. Wir haben damit das Resultat:

Satz IX. Die eu dem Gebict J und der Rondbedingung uw =0 ge-
‘hérigen Eigemwerte 1, der Differentialgleichung (17) vom elliptischen Typus
gendigen, threr Grofle nach angeordnet, der Limesgleichunyg

éﬂ kzy)
lim ff o away.

Der Nachweis dafiir, daB der #* reziproke Eigenwert von F— G

stirker gegen Null geht als —:7, 188t sich sehr schon so erbringen. Sind

i% A% - -+ die zu Aw, dem Gebiet J und der Randbedingung u =0 ge-
hérigen Eigenwerte und ¢, (2y), py(2y), - - - die zugehdrigen normierten
Eigenfunktionen, bilden wir ferner

— (@) = [ [ 9, (En) UED) T (&, oy) dk dy,

- 80 ist

2 P (@Y) PulEM)
& 2'0

Wir approximieren I — G durch

»
> e vl
3 ’

=1

das Quadratintegral des Restes ist damn gleich
o ff¥idgdn
J
(13)2 2

r=n +1

(22)
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und weil

j ¢3§ﬁ¢‘:‘ =[f{l(zn) Mgy, &n)}* dedy

v=n+1

ist, fallt jenes Integral
< g [ar= [ [ 1w T sy, 8m) 2 ay- ds do]

aus, konvergiert also mit wachsendem % mindestens so stark gegen Null
wie 512, und der n%*® reziproke Eigenwert von [— G geht demnach min-

destens so stark wie —13— gegen Null
n?‘
Statt Differentialausdriicke in einem ebenen Gebiet J kann man auch

solche auf einer geschlossenen Fliche definierten Differentialansdriicke
untersuchen®), Die Uberlegungen werden dann sogar in gewisser Be-
ziehung, da die vom Rand des Gebietes J herrithrenden Schwierigkeiten’
zum Fortfall kommen, noch vereinfacht.

§ 5.

Modifikationen, die bei Ubertragung des Beweises auf den
dreidimensionalen Raum vorgenommen werden miissen.

Wenn anch im Vorhergehenden darauf Bedacht genommen ist, nur
solche Methoden zu verwenden, die sich auf drei Dimensionen iibertragen
lagsen, so miissen doch, wenn wir jetzt zum Raum tibergehen, an einigen
Punkten des Beweisganges Modifikationen vorgenommen werden, die der
Erwihnung wert scheinen. Die wichtigste ist diese: Im dreidimensionalen
Fall hat die zu Aw, einem Gebiet J des zyz-Raumes und der Rand-
bedingong # = O gehbrige Greensche Funktion G die Form:

G(ayz, En8) = — — A(zyz, tn8)  [r=VE—&+ @G0+ c—0'],

T

aber das Integral

I+ G+ G2 asanas aavac

kowvergiert jetzt micht. Freilich 148t sich anch hier noch die innere Inte-
gration nach £y¢ ausfilhren und ergibt einen Wert*¥)

#) Vgl. B. Konig, Math. Ann, 71 (1911), S. 184ff, (Habilitationsschrift); Hilbert, |
Gott. Nachr., math.-phys. Klasse, 1910, S. 3621

*) Bei dieser Abschitzung ist wieder angepommen, daf die Entfernung irgend
zweier in J gelegener Punkte <71 ist.
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-345;..1_,
= e

wo ¢ = o(xyz) die kiirzeste Entfernung des inneren Punktes (xyz) vom
Rande des Gebietes J bedeutet. Von der Berandung von J wollen wir
voraussetzen, daB sie in dem folgenden Sinne eine endliche Oberfliche be-

sitzt®): bedeutet J;, die Menge derjenigen Punkte von J, fiir die o ___>__%

ist, so soll das Volumen von J—J,= 0(%) sein¥¥). Daraus kann man

schliefen, daf
(—[ffdmiydz _ O(lgn)

n

ist. Denn zerlegt man J in lauter diinne Schalen:
Si = T, 8o = Jin— Jar, Sy = Jp — iy -+,
so gilt fiir deren Volumina

P B 0(_2171)’

und da in S, ;102> - ist, wird

= 2n+1

[T o, ffTe8 - 3] o

Sp+1

Umsomehr gilt also

o= 1[I+ G4+ (&) azanas - asavas - otgn.

Die Exhaustion mittels kleiner Wiirfel muf etwas anders vorgenommen
werden als im zweidimensionalen Fall. Bei irgendeiner Wiirfeleinteilung
betrachten wir jetzt nur einen solchen Wiirfel, der samt den 26 an ihn
anstoBenden ganz im Innern von J liegt, als einen ,nicht am Rande

liegenden®. Als Kantenlinge legen wir zunichst %% zugrunde. Die An-

zahl der nicht am Rande liegenden inneren Wirfel ist dann < J#f, die
Anzahl der am Rande liegenden (soweit sie iiberhaupt Punkte mit J ge-
mein haben) = O(n*). Mit jedem dieser am Rande liegenden Wiirfel

* Vgl Minkowski, Uber die Begriffe Lange, Oberfliche, Volumen; Jahresber.
D. Math.-Ver. 9, 8. 115; Gesammelte Abhandlungen II, 8. 122.

*¥) Man sagt nach Landam, eine von n abhlingige Grofe sei =0 (%), wenn

ibr absoluter Betrag < Const. -;— ist.
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. . g - - " 1
nehmen wir eine feinere Teilung in Wiirfel von der Kantenlinge -5 vor.

Diejenigen der so erhaltenen Wiirfel einer %-,-Teihmg, die nicht am Rande
liegen, lassen sich (analog wie in § 2) zu O(xn®) Parallelepipeden mit

Kantenldngen

S%; zusammenfassen Zum Exhaustionsrest B,: rechnen wir
alle Ponkte von o, die einem am Rande liegenden Wiirfel der «;—S-Teﬂung

angehdren; das Volumen dieses Restes ist also = 0(%) J — R, ist ganz
in J,. und & fortiori ganz in J,= enthalten.
Wir spalten A in einer von n abhingigen Weise in drei Teile
= A" A*(n) + jﬁt):

A jgt — A, wenn einer der Punkte (2y2), (ng) oder beide zugleich in
o — Jp= gelegen sind, sonst = 0 2‘(") ist = A, wenn beide Punkte
(zyz), (Enf) sowohl in J» als auch in R, gelegen sind, sonst = 0.
Nach der Methode, die wir in § 2 auf den Teil K™ des Kernes K an-

gewendet haben, bekommen wir fiir die reziproken Eigenwerte ¢ von 4
eine Ungleichung der Form

(60 () < i B = 0 (50

= it

N ist zur Abkiirzung fiir On® geschrieben, wo C eine gewisse ganze posi-
tive, von » unabhingige Zahl bedeutet. Mithin wird

2 =0 (VIEZ)

Q {f Azdgdndgg[mﬂ%dgdndg

zu berechnen, zerlegen wir R,. so in zwei Teile, daB in dem einen be-
3 1. 1.
stindig » < —, in dem andern r > = ist:
_n %

S #azanas <*= 4w [[[azanas = 0(2).
s fo

Ersetzen wir # durch »% so kommt

fffA”dend§<fffA2dgdndg-— (o)

J—Jpx

Um

Aus diesen Ungleichungen folgt fiir die Quadratsummen der reziproken
Eigenwerte @) und 7™ von Aw bez. Ao
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(ﬁlmf_i_ (’;2<n))2+ . =ffffff(j”))2d§dnd§-dxd'ydz*" O(It")’
(Zeo) + @)+ = ([ [[[ (@) azanas- awayas = o (%)

Die beiden Quadratsummen sind groBer als N- ( (")) bez. N- %};‘)) ,
und wir kénnen daher schlieBen:

z(n)__:__ 0(_{)) ’I;?‘(n)= 0(}_3)

N »n® N n

Im ganzen ergibt sich fiir die reziproken Eigenwerte « des Kernes A4 die
Abschitzung

Also ist jedenfalls

lim #'s e, = 0.
Auf diese Limesgleichung gestiitzt, konnen wir jetzt das in § 3 geschilderte
Verfahren ohne wesentliche Abiinderung wiederholen und bekommen den

Satz XI: Die zu der Randbedingung u = O in einem Gebiet J des drei-
dimensionalen Eaumes vom Voiumen J gehirigen Eigenwerte i =1, der
Schwingungsgleichung Aw + du = O erfiillen, der Grofle nach angeordnet,
die Bezichung
62%n\2
( T ) ~ A

{in dem Sinne, daB der Quotient der rechten und linken Seite mit wachsen-
dem » gegen 1 konvergiert]; dabei ist angenommen, daf J von einer end-
lichen Anzahl geschlossener Fliichen wmit endlicher Oberfliiche begrenst wird.

Bei der Randbedingung g—% = O gilt, wenigstens fiir einen von stetig
gekriimmten Oberflichen begrenzten Raum J, derselbe Satz.

$ 6.
Uber das Spektrnm der Hohlraumstrahlung.

Das Problem der Strahlungstheorie, von dem in der Einleitung die
Rede war, fithrt aof eine kompliziertere Randwertaufgabe, als wir sie bisher
behandelt haben. Es sei J das Innere einer geschlossenen Oberfliche, von
der wir der Einfachheit halber annehmen, daB sie ausnshmslos dreimal
stetig differenzierbar ist; d. b. die Umgebung jedes Punktes der Oberfliche
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188t sich mit einem Isothermensystem u, v bedecken, sodaB in dieser Um-
gebung die rechtwinkligen Koordinaten z, y, # des variablen Punktes auf
" der Oberfliiche dreimal stetig differenzierbare Funktionen von u, v werden
und im Ausdruck des Linienelements ds® = e(du®+ dv®) daselbst e<=0 ist*).
Wir denken uns jetzb J als einen von Materie entbliBten Hohlraum, die
begrenzende Oberfliche als einen vollkommenen Spiegel; wir wollen die
spektralen Bestandteile derjenigen Strahlungen, die in einem solchen Hohl-
raum moglich sind, berechnen.
Die elektrische Feldstirke €& wird im Innern J den Gleichungen

A(&—%‘%=o, div G — 0

|# = Zeit; Liehtgeschwindigkeit = 1]
gentigen. Am Rande ist & normal und folglich (wegen div & = 0) %

tangential gerichtet. Um einfache Schwingungen zu ermitteln, machen
wir unter Verwendung einer Konstanten v (der zu bestimmenden Frequenz)
den Ansatz € = ¢”?- W(zyz). Dann gelten fiir den von ¢ unabhingigen
Vektor § mit den Komponenten U, ¥, W die Beziehungen:
AN+ N =0, divWl=0: innerhalb J,

® U normal (%% ta.ngential): an der Oberfliche.
Die positiven Eigenwerte 1 = »* dieses Problems (es gibt iibrigens keine
andern als positive; vgl. die Anm. auf 8. 474) bezeichne ich mit 1, =13,
wobei natiirlich wieder in der Reihe 1, 4;, 45, - - - jeder Eigenwert so oft
anzufithren ist, als die Anzahl der zu ihm gehdrigen linear unabhingigen
vektoriellen Bigenfunktionen (,Eigenvektoren®) W betrigt.

Vernachlissigen wir zundchst die Relation div ¥ —= 0, so haben wir
das folgende Problem vor uns [e, §, 7 bedeuten die Richtungskosinus der
inneren Normalen]:

AU+ 130=0, AV+1*V =0, AW+ 1*W=20:1in J,
II 2
dn U:V:W=ea:8:9, a%g—{—ﬁ%%-l—y%g=0: am Rande.

Die Eigenwerte dieses Problems wollen wir mit 1¥ bezeichnen. Die Eigen-
werte von
§11} Au+2Au=0in J, u=0 am Rande

¥ Diese Definition ist offenbar von der Wahl des Isothermensystems unab-
hingig. — Statt des Imneren J einer solchen Oberfliche kinnten wir auch einen
mehrfach zusammenhiingenden Bereich betrachten, der von einer endlichen Anzahl
geschlossener Flachen begrenzi wird.
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mogen an dieser Stelle 1, heifien. Ich behaupte: die Reihe der 1* besteht
aus den 1, und 1, zusammengenommen; umgekehrt erhalte ich also die
4, aus der Reihe 1*, indem ich aus dieser die i, (die darin sicher alle
vorkommen) fortstreiche. In der Tat: Ist i* kein Bigenwert von (III),
so folgt aus (II), daB ¢ = div §§ identisch verschwindet; denn ¢ geniigt
der Gleichung A + A*¢p = 0 und hat am Rande von J zufolge der fiir
giiltigen Randbedingungen die Werte 0. War hingegen 1% etwa ein
h-facher Eigenwert von (III) und sind w=g,, ---, @, die zugehdrigen
Eigenfunktionen, so definieren die Gleichungen

W =—grad g, - -, W= — grad g,,
aus denen

divil,=23%- @, ---, divll,= 1% ¢,
folgt, A linear unabhingige zu 1* gehirige Eigenvektoren des Problems (IT).
Ist j(= %) die Vielfachheit des Eigenwertes 4* von (II), so kénnen wir
w,---, W, durch j — h weitere Eigenvektoren W, ,, ---, ;, die den Be-
dingungen div !l = 0 geniigen, zu einem vollen System der dem Eigen-
wert 2* entsprechenden Eigenvektoren von (II) ergéinzen. Eine lineare
Kombination derselben ist offenbar dann und nur dann ein Eigenvektor
von (I), falls ¥, ---, W, gar nicht vorkommen. i* ist demnach ein
(j — h)-facher Eigenwert des Problems (I).

Wir werden beweisen, daB (II) dreimal so viel, mithin (I) doppelt
so viel Eigenwerte wie (III) besitzt. Man kionnte deshalb sagen, daB die
Gleichung div ¥ = O von den iibrigen unter (I) verzeichneten Bedingungen
nicht unabhiéngig, sondern ,zu %,“ eine Folgerung aus diesen ist.

Von nun an beschiftigen wir uns also nur noch mit dem Problem (II).
Mit p, p" bezeichne ich variable Punkte in J, mit dp, dp’ die an den
Stellen p, p* befindlichen Volumelemente. o, ¢" bedeuten stets Punkie der
J begrenzenden Oberfliche, do, do’ die zugehirigen Oberflichenelemente,
7,, Ny die zugehrigen (inneren) Normalen. Das einfache / dient zur Be-
zeichnung von Integrationen, die sich iiber den ganzen Hohlraum J, bez.
iiber die ganze Oberfliche erstrecken sollen. Wir fiihren (II) auf eine
Integralgleichung zuriick, indem wir zuniichst die inhomogenen Gleichungen

AU=—4x4, AV=—4zB, AW=—4=xC

bei gegebenem, in J stetigem Vektorfeld (4, B, C) unter den in (II) ge-
forderten Randbedingungen in der folgenden Form zu integrieren suchen:

U(p) ~ [ 6,.(09) A2 ¥ + [ G.,(20) B(0) 3’ + [ G, (o) C(») v,
V(9) = [ 6,.(00) AW) dr + [ 6,,(09) B 35 + [ 6,.(09) 5" ),
W(p) — [ G..(08) A(r) ¥ + [ G.,(00) B@) dp' + | 6.,(pp) C(2) dg’
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Die 2* und zugehdrigen (U, V, W) sind zngleich Eigenwerte und Eigen-
funktionentripel des ,Greenschen Tensors”

erz Gzy ze

1

Z}(Gya ny Gy=)’
Gzz' Gzy Gzz

der den sechs Symmetriebedingungen

G, (pp) = G, (vp), G,op)= G, (pp), G.(pp)=G, (@),
G, (pr) =G, ), G,.(pp)=G.(pp), G, (»r)=G,(¥p)

Gentige leisten wird und den wir auch unter Benutzung der gewshnlichen
zu () gehorigen Greenschen Funktion G mit

G+Aza: Azy Azz G 0 O A’zx Axy Azz\
(23) ( 4,, G+4, A4, )= (o @ o) + (Ay 4, Ay;J
4, 4, 6+4,) looe 4,, 4, A,

2y

bezeichnen wollen.

Wir haben jetzt zweierlei zu erledigen:

1) den Greenschen Tensor zu konstruieren,

2) nachzuweisen, daf der zweite Summand in (23), der Tensor A,
die Verteilung der Eigenwerte asymptotisch nicht beeinfluBt.

Aufgabe 1. Fiir ein festes p' ist der Vektor
A =(4,, 4

xx yz? z.'v)

ein hinsichtlich p innerhalb o regulires Vektorpotential, das am Rande
die Bedingungen

sz(op’> : 'Ayzfopl) : Azz(op’) = a(a) : ﬂ(O) : 7’(0)’
a £ a 4 a #
a’,(O) };{; A‘zz(op ) + ﬂ(O) —5”—0 ‘Ayx(op) + 7’(0)"3‘%; ‘Azx(op)
i
= — «{0) e G(ep’)
zu erfilllen hat. Wir finden hier die Aufgabe vor, ein in J regulires
Vekforpotential # = (u, v, w) derart zu bestimmen, daB am Rande

uv:w=ue:$:y wird and a%+ﬁ%+y%% gleich einer gegebenen

Funktion f(0). Zur Losung dieser Aufgabe denken wir uns u durch eine
normal gerichtete einfache und eine tangential gerichtete Doppelbelegung
erzeugt; d. h. wir machen den Ansatz
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[ w(p) = [ €@ T@)do + [ (L r(po)) £(0) do,
@4 {’ o) = [ B0 T@do + [ (- mm) 2(6) do,
t

w(p) = fr(po) y(0) T(o)do +f an r(po> (o) do.

£,%,8; T bedeuten geeignet zu wihlende Belegungsfunktionen, von denen
die drei ersten durch die Relation

(25) af+fn+yE=0
verkniipft sein sollen.

Die Randbedingung
u:v:w=ea:f:y,

die wir unter Verwendung einer neuen Unbekannten r so schreiben:
u(0) = a(0)7(0), v(0) ~ p(0)z(0), w(0) =7(0)=(0),

ergibt

(26,) 27£(0) + [5p750(0) T(@)do'+ f (53-; ;(—ola)g(o')do'aa(o)r(o)

und zwei ganz entsprechende Gleichungen (26,), (26;) fiir v und § Wir

multiplizieren diese Gleichungen bez. mit «, 8,7 und addieren; so komms
mit Riicksicht anf (25)%):

(o) = jﬁzﬂ Se(o)e(d) - T(o) do' + f (53— Rolb”)) Sa(o) (o) do'.
Durch Einsetzen in (26, ;) erhalten wir drei Integralgleichungen fiir die
vier Unbekannten T3 £, 75, {. Die erste lautet

2250+ [y (1 e2(0)]e(0) —a(0)B(0)B(0) — (o) (0)p(0)) T(&) o

+ (37w (IO —=()BO) 1)~ ()N ) d6=0;

die beiden andern (27,), (27,) sind analog gebaut. Die Kerne, an welche
hier £(0"), 7(0"), §(0") gebunden sind, werden bei o'= o von 1. Ordnung
unendlich; hingegen bleibt der mit T(¢") multiplizierte Kern auch bei
o' =0 beschrinkt. Die Relation (25) ist umgekehrt eine Folge der Glei-
chungen (27, , ;).

Eine vierte Integralgleichung erhalten wir aus

@1)

u‘g—z—l-ﬂg%-f- ?g-%=f(0)-

¥ X bedeutet eine Summation fiber drei Komponenten, von denen nur die erste
hingeschrieben ist.

Mathematische Annaleng LXXI. 31
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Thre Formulierung bereitet jedoch Schwierigkeiten, da der Kern ~—<— B ny 7 (010,)
o

auftritt, der bei ¢’= o0 von 3. Ordnung unendlich wird, und zwar ist bis
auf Glieder, die nar von 2. Ordnung unendlich werden,

o% 1 1
on, on, r(00)  7°{00)

Glicklicherweise erscheint jedoch dieser Ausdruck mit dem Faktor

2a(0)§(0) = 2a(o) — a(0)]E()
versehen, wodurch die Ordnung des Unendlichwerdens um 1 erniedrigh
wird. Die betreffenden Integrale haben daher (wir werden das nachher
noch genauer feststellen) einen Sinn, wenn fiir sie der sog. Cauchysche
Hauptwert genommen wird:

— 22T(0) + f (5%0 L) Sty ale) - T@) o
+f(373—;’7d ;53'3) 'ex(0) £(07) do’= f(o).

Wir formen diese Gleichung dadurch um, daB wir fiir £(¢"), 5(¢"), £(0") die
in (27,,,) angegebenen Integralausdriicke einsetzen. Dann verwandelt
sich (27) in eine Integralgleichung (27%), in der (wie bald bewiesen werden
soll) nur noch Kerne vorkommen, die fiir o'= o0 von héchstens 1. Ordnung
unendlich werden.

Auf das Gleichungssystem (27, ,5), (27*) lassen sich die Fredholm-
schen Satze anwenden, und wir bekommen vier Belegungsfunktionen, wie
wir sie wiinschen — falls die entsprechenden homogenen Integralgleichungen
auBer T—=§=9={=0 keine Losung besitzen. Diese Bedingung ist aber
erfiillt. Sind nimlich T; £, 4, { Losungen der homogenen Integralgleichungen,
so liefern wns die Gleichungen (24) ein sowohl im Innern als auch im
AuBern der Oberfiiiche regulires Vektorpotential 4 mit den Komponenten
u, v, w. Dabei wiirde das im Innern herrschende Vektorpotential 4 an der
Oberfliche verschwindende Tangentialkomponenten und seine normale Ab-
leitang daselbst eine verschwindende Normalkomponente besitzen. Daraus
folgt, daB im Innern identisch # = 0 ist. Denn zufolge der angegebenen

Eigenschaften wird
* 2}dp=—fug‘—;'do==0,

lonjz |on|?
f{za—x +

o0
&l + 15
also # = const, = ¢. Das wiirde sich, falls ¢ <= 0 wire, nicht mit der Tat-
sache vertragen, daB u an der Oberfliche normale Richtung besitzt.¥)

@7

"% Damit ist gezeigh, daB 1* — 0 kein Eigenwert des Problems (IT) ist; ebenso
leicht erkennt man, daB (1) keine negativen Eigenwerte besitzt.

+
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Da die Doppelbelegung, aus der u entspringt, tangential gerichtet war,
durchsetzt die Normalkomponente von u die Oberfliche’ stetig. Darnach
hat das im AufBern herrschende Potential u an der Oberfliche eine ver-
schwindende Normalkomponente. Ebenso ergibt sich, da8 die Tangential-
komponenten der normalen Ableitung des Zufleren Potentials an der Ober-
fliche = 0 sind. Diese Randbedingungen haben zur Folge, daB auch im
AuBern identisch # =~ O sein muB. Da u sonach zu beiden Seiten der
Oberfliche dieselben Werte hat, wird £ = 5 = { = 0; da auch die normale

Ableitung %% keinen Sprung erleidet, gilt T = 0.

Wir haben noch den Beweis dafiir nachzuholen, daf die Kerne der
Gleichung (27%) hochstens von 1. Ordnung unendlich werden. Dazu haben
wir lediglich die Funktionen

. afo) —a(o) 1 ’
(28) f 6 roa %
und 5

«{0) — «(0) 1 ’
(29) f 7500) Onm,r(00") do
zu betrachten. Die Existenz des Cauchyschen Hauptwerts von
(o) — a(0)
f T

ergibt sich, wenn wir die Umgebung von ¢ auf der Fliche mit einem
reguliren Isothermensystem bedecken, mit Riicksicht auf die der Fliche
auferlegten Differenzierbarkeitsbedingungen daraus, daB die Cauchyschen
Hauptwerte der etwa iiber u®+ »*<1 zu erstreckenden Integrale

ududo vdudo
Jf @t o7 ff (W' o%%
] existieren (ndmlich = O sind).

S -

&= 0 £2<uz+,z<1
Fir (28) kénnen wir schreiben

1 aloy — (o) , alo) — a (o) 1 1 ,
r(oo")f 73{00) do +f r500) Lrioo”) r(oo")f] do’.

Der erste Summand wird bei ¢” =0 von 1. Ordnung unendlich, der zweite
ist wegen

1 1 r(00")
Ir(o’o") T red) | =r(@ ) r(o0)
dem absoluten Betrage nach
Const, do’

= y00"} . J r00)r(0"0)
Das letzte Integral wird fiir 6” = o nur logarithmisch unendlich.
3t*
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Um den entsprechenden Schlu auf (29) anwenden zu kénnen, miissen
wir zeigen, daB

1 r(00")
A LT an T N T T I an < Const. T i o i
'87&0., r(00")  Omg. r(ed) | = r({0’0") r(00™)

Wir brauchen lediglich Punkte o, o', 0” zu betrachten, die so nahe beiein-
ander liegen, daB sie alle drei einem Flichenstiick angehdren, welches sich
mit einem reguliren Isothermensystem u, v iiberdecken 1ift*), und zwar
mbgen dem Punkte o” die Werte w = 0, v = 0, dem Punkte o die Werte
4, v, dem Punkte o' die Werte «, o' entsprechen. ¢o, to’ (0 <#<1)
seien diejenigen Punkte auf der Fliche, deren isotherme Koordinaten fu, tv
bez. tu, tv' sind. Bezeichnen wir mit z,, z, die 1. Differentialquotienten
von z(0) = z(u, v), so kinnen wir setzen

b 1
2 [2(0) —2(0M)] e(06) =u f 20" z,(to) dt + v f 2a(o”),(to)dt.
0 0
Man notiere jetzt die folgende Reihe von Grofien:
2 1 _ DM@~z

on, r(@oy 75(0°0") ’
1 1
D) —z(0")] (™) _ u‘(_)/'Zu(o”) “ulte) dt+ 11’13/."2“(0”) =) at
730" 0™) r(00™) o 7300 r{00”) ?
1 1
W [ S a,(to) dt + v [ Sa(o”) z,(t0) dt
) 6
r3(0°0") r(00”) ’
1 3
u’fza(o") x, (to) dt + w’fZa(o") x,(to) dt
6 I
r(0’ 0"y r¥(00™) 4
1 1
% o_j Da(o”) z, (to) dt -+ vé[ Do)z, (to)dt ~ ST20) — 26 (")
r(0°0") r¥(00™) - r(o’0"yr*(00”) 4
D) —20@)]e@) 5 1
r%(00") T on,, r(00")

Beachtet man, da8
1
lea(o”) z,(to)dt i < Const. r(00"),
1]

! f (o), (to) dt ! < Const. r(00”)

*) Dadurch erscheint das Flichenstiick auf ein Gebiet einer auf rechtwinklige
Koordinaten u, » bezogenen Ebene abgebildet; wir diirfen noch voraussetzen (indem
wir uns ev. auf ein Teilgebiet beschrinken), daB dieses Bildgebiet konvex ist.
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ist (wobei auch o durch ¢’ ersetzt werden darf), und ferner gleichmiBig in ¢
|2, (50) —2,(t0)], |2, (t0)—,(¢0")] < Const. £-7(00),%)

so erkennt man, daB die Differenz von je zwei aufeinanderfolgenden GroBen
dieser Reihe — und daher auch die Differenz des ersten und letzten Gliedes,
wie wir zeigen wollten — dem absoluten Betrage nach
r{oo’
< Const. ;55'(7);{3)_"57

ist.

Aufgabe 2. Die nunmehr vollstindig geloste Randwertaufgabe aus
der Potentialtheorie war fiir uns nur ein Hilfsmittel, um den Tensor A zu
konstruieren. Nehmen wir fiir f(o) die Funktion

flop) = — a(O)a—a,;; G(op),

so ergeben sich Belegungsfunktionen T{(op"); £(0p"), n(0p"), t(op), die
noch von p° abhiingen werden, und aus ibmen nach (24) der Vektor

u(p) = A (pp). Da
Const.
100)| < g J1Fp)] do <4
ist, folgt aus den Integralgleichungen (27, 5 ,), (27%) in einfacher Weise™¥)

Tl < g%lf), ﬂT(op’)} do < Const.;

[E(0p") |, |n(0@))], |£(op)| < Const.

»Const.” bedeutet: unabhingig von o und p". Es bezeichne P = P(pp?
das Minimum

min. {r(po) + r(¥'0)},

welches zustande kommt, wemn bei festem p, p° der Punkt o die ganze
Oberfliche durchlduft. Die gewonnenen Ungleichungen zeigen, wenn man
sie in (24) zur Berechnung von # = ¥ eintrigt, daB der 2. Summand in

diesen Formeln fiir alle p, p’ absolut < Const,, der 1. aber < g (O;B'f) bleibt.

Diese Abschitzung des 1. Summanden erhilt man, wenn man das Inie-
grationsgebiet, das aus der ganzen Oberfliche besteht, in zwei Teile zer-
legt: der erste Teil [1] besteht aus allen Punkten o [wenn solche iiber-

haupt vorhanden sind], deren Entfernung von p kleiner ist als g; fir
diese o ist zugleich r(p0) > —:—' Da fiir beliebiges &
*) Um dies zu zeigen, hat man in der Bildebene die Punkte to, to’ durch eine

geradlinige Sfrecke zu verbinden; vgl. die Fufinote auf der vorigen Seite,
**) Vgl. E. E. Levi, Gott. Nachr., 16. Mai 1908,
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< Const. ¢
f(PO)
r(po)<a)

ist (Const. heiBt hier: unabhingig von p und ¢), so wird fiir den ersten
Teil [1]

! Const. do Const.
. D) “(°>T("1“)d"l < f rea="F
1 i
Fiir den Rest [2] der Oberfliche gilt
1 r
L/.ma(o)T(op) do{ < P
)

Wir finden also

Const.

Const
8r) <55
Diese Ungleichung, welche zum Ausdruck bringt, daB %, nur unendlich

wird, wenn p, " gegen denselben Randpunkt konvergieren, diirfen wir fiir
unsere Zwecke durch die weit weniger scharfe

Const.
(30) |%.(p2) | < 0
ersetzen.
Das Integral
0¥, (pp) 12 | | 0%, @m 2 3%(1010’)
- j {i oz T Gy ’ ; } b
18

-— Mop’)-ai,%ax(omw
— | 4(0) 55 G (08 [4(0) A, (08) + B(0) 4,.(08) + 7(0) 4., (0] do,

also wegen 3_% Gop") > 0
< f! %, (01 9% G(op") do.

Nennen wir den kiirzesten Abstand des Punktes p’ von der Oberfliche
wie frither ¢(p"), so folgt daraus

31) flam@p)‘+:aux<pp)l+§aax(pp)“d <dn Co(rzx)s’i):.,

wo Const. dieselbe Konstante bezeichnet wie in der Ungleichung (30).
Awus (30) und (31), und weil entsprechende Ungleichungen fiir die beiden
andern den Tensor A konstituierenden Vektoren

=(4,,4,,, 4

xy? yy) 5y)7

= (‘A’ yz? :z)
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gelten, schlieBen wir nach der in § b auseinandergeseizten Methode, daB
(23) asymptotisch die gleiche Eigenwertverteilung hat wie

G 0O
(OGO).
004¢G

Die Eigenwerte des letzteren Tensors aber sind dieselben wie die von G
— mit dem einen Unterschied jedoch, daf die Vielfachheit eines jeden
Higenwerts von G zu verdreifachen ist. Da nach § 5 die Anzahl der

unterhalb A gelegenen Eigenwerte von 11; G asymptotisch (fiir lim A= o0)
durch g‘% - A= gegeben wird, so findet sich jetzt die entsprechende fiir

das Problem (II) berechnete Anzahl asymptofisch = E‘;:—s -AN%. Die An-
zahl der Frequenzen v, < N, welche den stehenden elektrischen Schwin-
gen [Problem (I)] entsprechen, ist demnach asymptotisch = 3{;—, - N3,

Auf jede solche Frequenz v,, mit andern Worten: auf jede Spektrallinie
des Hobhlraumspektrums kommen gemif der Formel

€ = N(zy2) - (a, cos vt + a sin v)
zwei Freiheitsgrade. Damit sind wir am Ziel und kénnen das Resultat
folgendermaflen zusammenfassen.

Satz XIL Das Spektrum der in einem beliebigen Hohlraum J mit voll-
Eommen spiegelnden Wiinden herrschenden Strahlung ist so geartel, daf die
Zakl der Spektrallinien, deren Freguens unterhald v liegt, mit v in demselben
Mafe ansteigt, wie die 3. Potenz von v. Genauer gesagt, konvergiert das
Verhiltwis dieser Anzahl zu v® fiir v — oo gegen die Grenze

y_?},“_%‘zﬂzc_:"ﬂ;’ [Lichtgeschwindigkeit = c].
(Die spiegelnden Wiinde werden in mathematischer Hinsicht als geschlossene,
dreimal stetig differenzierbare Flichen vorausgesetzt,)

Gottingen, den 7. Mai 1911.




