
H. W~YL. Asymp~otische Ver~eilung der Eigenwer~e. 441 

D a s  a s y m p t o t i s c h e  V e r ~ e i l u n g s g e s e t z  d e r  E i g e n w e r ~ e  l i n e a r e r  

p a l ~ i e l l e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  (mi t  e i n e r  A n w e n d u n g  a u f  die  

T h e o r i e  d e r  H o h l r a u m s t r a h l u n g ) .  

Von 

HY~R~ASW WErL in GSttingen. 

Inhal t .  s ~  

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  441 
w 1. Beziehungen der Eigenwerte zweier Kerne/F', K"  zu den Eigenwerf~n der 

Summo K ' - ~  K". Approximation eines Kerns duxch bilineare Kombi- 
nat~on yon endlichvielen Funktionen einer Variablen . . . . . . . .  4~3 

w 2. Inv~.rianz der asymptotischen Eigenwe~verteilung gegenfiber Addition yon 
Kornen mit dllnnerer Eigenwertverteilung: Eigenwerte eines stetig 
differenzierbaren Kerns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4~8 

w 3. Asymp~o~isches Gesotz dex Eigonwerte der gew~ihnlichen SchwingungsgleN 

chung in der Ebene, flit die Randbedingungen u ~  0 und ~n . 456 

w 4. Analoge Un~ersuchungen ffir die allgemeine sich selbst adjungierte Dif- 
feren~ialgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  463 

w 5. Modifikationen, die bei 0berLragung des Beweises auf den dreidimensio- 
nalen Raum vorgenommon werden miissen . . . . . . . . . . . . .  4~6 

w 6. tiber das Spekia~am der Hohlmumstrahlung . . . . . . . . . . . . . . .  469 

E i n l e i t u n g .  

Methoden yon solcher Allgemeinheit wie die Theorie der Integral- 
gleichungen haben, wenn man sie auf physikalischeProbleme - -  die In~eg~-al- 
gleichungen auf Schwingu~.gsvorgiinge - -  auwendet, ihre Aufgabe dami~ 
nicht erschSpft, dab sie ermSglichen~ in jedem konkreten Einzelfall die Er-  
scheinungen bis in it~e letzten Details rechnerisch zu verfolgen ~ nur 
die einfachsten und am einfachsten zu realisierenden solcher EinzelF~lle 
diirfen ja yore physikalischen Standpunkt ein besonderes Inf~resse beau- 
spruchen, und die erweisen sizh oft speziellen Ans~tzen direkter zugilng- 
lich - - ;  vielmehr soften diese Methoden, wenn ich nicht irre,  vor ahem 
das leisten - -  was kein spezieUer knsatz  zu teisten vermag - - :  d/e dnem 
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groflen Kamplex van F~rseheinungen gemeinsamen Ziige ausfindig zu machen. 
In diesem Sinne habe ich m~r in der vorliegenden Arbei~ die Aufgabe 
gesCellt, mi~ den Methoden der Integralgleichungstheorie folgenden Sa~z zu 
beweisen: Schwingungsvorg~nge~ deren Gese~zm~fligkei2 sich in einer linearen 
DifferentialgIeivhung yore Typus der gew6hnlichen Schwingungsgleichung aus- 
spricht, besitzen, unabhtingig yon der geometrischen Gestalt und physikalischen 
Beschaffenheit der (als endlich ausgedehnt vomusgesetzten) Rdume, in dene~ 
sie sich abspielen, im Gebiet der ]when Schwingdngszahlen alle wesentlich 
ein und dasselbe ~Spektrum". AuBer den mathematiseh einfachsten Rand- 
bedingungen (welche das Verschwinden der Amplitude oder ihrer normalen 
Ableitung am Rande ver]angen) betrachte ieh wegen ihres physikalisehen 
Interesses als weiteres Beispiel (w 6) die HohlraumstrahZung, die sich in 
einem beliebig gestalteten, yon einer vollkommen spiegelnden Hfille elm 
geschlossenen Vakuum ausbildet, und welse nach~ dab die Diehtigkeit, 
mit der die Spek~-ralHnlen hier im Gebiet der hohen Frequenzen auf- 
einandeffolgen, dem u des Hohlraums proportSonal, im tibrigen 
aber (asymptotisch gesproehen) yon der Gest~l~ der begrenzenden Hiille 
unabhiingig ist. Dieser Satz ist efforderlich, um die Jeanssche Strahlungs- 
theorie (bei deren Begriindung sich ihr Urheber auf einen parallelepipe- 
dischen Hohlraum beschr'~inkte) allgemein durchffihren zu kSnnen.*) 

Die einfachen, f'tir alle Kerne giiltigen Result~te des w 1 sind es, 
welche die ]nangriffnahme der bezeichn6~ea Untersuchungen ermSglichen; 
sie bestimmen eindeutig den Weg, auf welchem der Beweis zu f'fihren ist. 
I m w  2 werden jene S~itze dazu verwendet, die asymptotische Verteilung der 
Eigenwerte solcher Kerne festzustellen, wie sie in den folgenden Ab- 
schnilten eine Rolle spielen werden. ~ 3 ~ 6  enthalten die Anwendungen 
auf par~ielle Differentialgleichungen, namentlieh auf die gewShnliche 
Sehwingungsgleiehung Au + itu ---- 0, ftir den Fall yon zwei und drei un- 
abh~ngigen Variablen.**) 

*) Aul~er der 0rlglnalarbei~ yon Jeans (Phil. Msg. 1905, 6. Ser., 10, p. 91--98) 
vgl. den Vor~rag yon tt. A. Lorentz auf dem Internationalen Mathema~iker-Kongresse 
in Rom 1908. Lorentz hat auch (in dem vierten seiner GS~inger Vortr~e ,t~Der 
alte und neue Fragen der Physik") den hier in w 6 bewiesenen Satz als eine aus 
physikalischen Gniuden plausible Yermutung ausgesprochen. ][~ber die einfaehsten 
F'alle, in denen sieh der Beweis dutch direk~e Berechnung der Eigenwerte exbringen 
l~t, handelt die Leidenex Disser~ion yon Fraulein Reudle~. Das analoge l~oblem 
im Gebie~ der Akustik (das in der vorliegenden Arbei~ gle~ehfalls seine Erle~gung 
finde~) hat A. Sommerfeld auf der lqa~urforseher-Versar, mlung zu K~nigsberg 1910 o 
[Physikallsche Zeitschrfft 11 (1910), S. 1061] aufgeworfem 

**) Eine kurze Note fiber den Gegenstand dieser Arbeit habe ich bereits in dau 
GSt~nger l~a~eh~en (math.-phys. Klasse, Si~zung yore 25. Febr. 1911) verSffentlieht. 
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w  

Beziehungen der  Eigenwerte  zweier Kerne K'~ K"  zu den Eigen- 
werten der Summe K'q-K". Approximation eines Kerns durch 
bilineare Kombination yon endlichvielen Funktionen einer Yariablen. 

Die Betrachtungen dieses und des nii~hsten Paragraphen beziehen sich 
auf lineare Integralgleiehungen, deren Kerne symme~risch sind und von 
soleher Art, da6 Ftir sie die gewShnliche Fredholm-Hilber~sehe Theorie 
gfil~ig ist, Wir machen also ftir den symme~risehen Kern 

etwa die Vorausset~ung, dab das Integral 
b b  

endlieh sein soil An Sbelle der einen Variablen s und der einen Variablen t 
kann aueh je eine Reihe von Variablen sls~.." s~, bez. t i ts. . ,  t~, d. h. je 
ein Punkt (s) bez. (t) in einem Raum yon h Dimensionen ~reten. Beide 
Punkte (s) und (t) variieren dann in demse/ben Gebiet J des h-dimensio- 
nalen Rau.mes; fiir ds oder dt hat das u dieses Raumes ein- 
zutreten, und die Int~grafionen ersCrecken sich, stat~ fiber das Intervall (ab), 
i~mer fiber das g egebene Gebiet J. Der E~mfacb_heit des Ausdruoks halber 
operieren wir aber im folgenden zun'~chst nut mit einer Variablen s und 
einer Variablen t. 

Die Eigenwer~e yon K(s, t) bezeiehne ieh, indem ich sie nach der 
Griige ihres absoluten Betrages anordne, mit*) 

1 1 1 
=~, .--;, ~ , - - -  (l~d>l~l->_t~sl~---); 

in dieser Reihe soll jeder Eigenwer~ so oft ver~reten sein, als seine Viel- 
fachheit angibt. 

~1(~), ~(s) ,  q,~(~), .- .  
miige alas System der zugehSrigen normier~en Eigenfunktdonen sein (die 
nut soweit vorhanden sind, als noch u~=~0 ist); es bestehen also die 
Gleichungen 

~ ( s )  - f ~ ( s ,  0 ~ ( 0  dt = 0, 
b b 

f 1, 
. 1 1 1 *) Besi~z~ K nut endlichviele, e~wa m Eigenwerbe ~-'1 ~ '  "" "' -~,  so setzen* 

wit um+~=~+ ~ . . . . .  0; eine entsprechende Festsetzung ~ f~ir ~ auf S.44~ 
eingeffuhrten GrSlSenmihen ~, ~. 

29* 
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and jede E i g e n f ~ d o n  des Kerns K se~z~ sich aus eIidlichvielen der 
Funlr~ionen cp~(s) linear zusammen. Ferner ist~ 

b b  

=U 

Die nieht-nega%iven unter den Zahlen xi~ x~, ... bezeic}me ich in der 
Relhenfo]ge~ wie sis in dieser Reihe auf~re~en~ mi~ 

q- -I- , + ~> ~ ,  ~ ,  .. (~,_> ~ = . . . )  

und die zugehSrigen E i g e n ~ - ~ o n e n  mii 

~(~), ~(s), . . .  

Die nicht-positiven unter den ~ ,  ~ , . - .  bellmen ul~ % , - - .  und die zu- 

gohSrigen Eigenfun~ionen ~ ( s ) ,  ~(s ) , . . . .  Auf die hier festgesetx~e 
Numerienmg beziehen sich auch Ausdrficlre wie diese: ers~er Eigen- 

Ferner seize ich 

b 

Fiir alle Funktionen x(s), fiir we l che fx~ds  ~ 1 ist~ effilll~ die zu K(%t) 

gehSrige quadra~ische In~egrafform 
b b  

a 

die Ungleichung 

Das Reziproke des ersten positiven EJgenwer~es yon K - -  [K]~* is~ = ~+~.  
Haben wir es mi~ verschiedenen Kernen zu ~un, so un~erscheiden wir 

sie dutch obere Indizes: K,  K', K* usw. Die GrSl~en :~: q~(s), usw.~ 
welche zu diesen Kernen gehSren, werden dann durch dieselben, oben an~ 
geh~ingCen Kenn~.eichen un~rschieden. 

Die Resultat~ dieses Paragraphen berahen auf dem folgenden einfaetmn 
Lemma.  Ist k.(% t) irgend~ne bilineare symmetrische Kombination 

aus ~ ~ i e ~ e n  quadra~isch in~grier~ren*) F ~  %(s),  so ~ &r 
b 

*) D. h. f*~d~ soll eadli~h aeia. 
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s vo~ K.  
Beweis. Ich bilde dutch lineare Kombina~ion der Eigenfn_nk~ionen 

-6 + 
~,(~), ~(s) ,  . . . ,  ~ .+ , (0  ,o,, g o i ~  ~ e ~ i o ~  ~(s): 

~(~) = ~, ~ % + ~ ~,(~) + . . .  + ~.+, :~.+~(~), 

welehe die n linearen ~leichungen 
b 

f ,~O,) r = o (v= ~,~,--.,-) 

efffill~; dabei kann ida eine solche Nomierung vornetunen~ dag 
b 

ds ~ x~ + x~ + . . . + x~,+~ = 

wird. Ffir diese spezielle Funkt~on x(s) komm~ 
b 

f ~.(s,~)~(Odt= o, 
also 

b b  6 b  

f f  {x(.,o- ~.(~,ol ~(~)~(Od~d, = f f  K(s,~)~O)~(,) d.d, 
+ 2 + 2 + - ~  + ~ + " "  +" .+~+1___~ .§  

Damit ist das Lemma berei~s bewiesen. 
Eine erste wichtige Folgerung formulieren wir als 
Sa~z L Fib" die Summe K zweier Kerne K ,  K "  4st 

+ 
(1) ~ , + . + ~ < ~ + ~  +" -" -" = + x,,+~, (2) ~ + , , + ~  => ~ +~ + ~+~,  

Beweis.. Aus den ftix alle x(s),  deren Quadratintegral ~ 1 is~ gfi.l- 
taigen Beziehungen 

b b  

a o, 

folgt dutch Addition 
b b  

a ~  



Wenden wit diesen SehluB, s ~  auf K '  und .K", anf 

K ' -  K " -  [K"]: 

an, so erhal~en wir F~ir den ersten posi~iven Eigenwer~ yon 

K* = K - -  { [g~]: ~- [K"]~ + } 
die Ungleiehung 

+ + . ,  +.,. ,  

Da aber nach unserem Lemma 
+ 

ist, ergibt sich daraus (1)- 
Die Ungleichung (2) folgt aus (1), wenn wir diese auf den Kern 

- -  K= ( - - K  ~) + ( - -K" )  auwenden. 
(3) ist eine Folgerung aus (1) und (2). Sind unter den Zahlen 

t �9 ~ , - .  ,~,~ n~mlich m + positive, m- negative enthalten und unter den 
Zahlen ul ' ,  "" ", ~:" im ganzen n + positive und n-negative, so gibt es nach 

(1) und (2) h~chstens m++ n + Zahlen ~, welehe > 1~+,]  + I~+1} sina, 

und under den Zahlen ~ finden sich hSchsbns m - +  n-, deren absoluter 
Beh~g oberhalb dieser Grenze liege. Insgessmt lromme~n unter den abso- 
lubn  Betrigen der x also hSchsbns (m++ n +) + (m--t-n-), & i. h~ichsbns 
m + n vet, die fliese Grenze tibersbigen. Daraus folgt (3). 

Wghlt man insl~esondere K ' =  K - - } ~ ,  K " =  k S und beaeh~et, dab 
tier ( n +  1) ~ reziproke Eigenwer~ yon k S gewil} -~ 0 ist~ so schliel]t man 
aus J. den (das Lemma, yon welchem wit ausgingen, veratlgemeinornden) 

Satz  IL .Der m ~ positive Eigenwert vo~ K--k~ ist nicht grSfler als 
der (n-k in)  ~ positive Eigenwert yon K ;  der m ~ negative Eigenwert vo~ 
K - - k , ~  ist nicht ldei~er als der (a + m )  ~ negative Eigenwert yon K ;  tier 
absolute Betrag des m ~ P~igenwerts you K - - k  S ist nicht gr6fler a~ d~r 
hbsol  Being des (n + m) . e werts K. 

Der letzte TeLl dieses Satzes liefer~ insbesondere das ResuIta~, dab die 
Quadratsnmme der reziproken Eigenwerte yon K - - k  S 

+ + " "  

is~, und damil den auf anderem Wege schon yon E. Schmidt bewiesenen*) 

~) :Ma~h. Ann. 6~ (1907), S. 467~'. Man darf wohl behaupt~a, da~ de~ bier ge- 
gebene Beweis ~iefer in das Wesen der Sache eindring~ als der Sehroieltsche; bier 
zeig~ sich n~nlich: der wahre Grund dash, da~ die Quadratsumme der rezlproken 

jedes eiazelne GIier jener ers~en Qu~dra~summe grSl~er/s~ ale das en~spredhende Glled 
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S a t z  HI. Sucht man K(s,t)  mittels so,her ~ r n e  k~(s,t~ w e~he durck 
bilineare Kombination yon h6chstens n FunlotCvnen Ov(s ) entstehen, zu a~!m'oxP 
mieren, so liiflt sich der Wert des Fehleri~tegrals 

b b 

j ~ {  K(~, t) -- ~As, t) I s ds dt 

nicht unter 
~+1 + ~+~ + " "  

herabdriicken. 
2tus I. ergeben sieh auch solche Si~tze wie dieser: daB, wenn der 

Kern K, um den es sich handelt, noch in stetiger Weise yon einem Para- 

meter a abhiing~, ~ und ~ stetig mi~ a variieren. Dabei genfigr es, die 
stetige /kbhi~ngigkeit des Kernes K ~-K(s,  t 1 a ) =  Ka  yon a lediglieh in 
dem Sinne zu verlangen, dab 

b b 

run J ~ ' ( K . ' - -  K~) ~ ds dt = 0 

sein soil. Um den Beweis zu fiihren~ nehme man in den Ungleichung~n 
yon Satz I. ffir K '  den Kern K g ,  s ~ "  dagegen K a ' - - g g ,  und 
ser g ~- 0. 

Sa~z IV. ~B~Tdet man aus K migds einer abte~u/agsweise ste~lige~ 
.Funktion p(s), die den .Bedingungen 

o <=~o < l.p(s)! s t'o (po, Po K o ~ n ~ )  
geniigt, den Kern K ' ~  K(s,t)p(s)p(t),  so gilt 

+ 2 j . - t - ~  j .  + 
~ ' ~ o  ~ ~,~_--~ ~ "  Po ~" 

Zum B e w e i s e  reieh~ es offenbar aus, die zwei~e dieser Ungleichungen, 
und zwar under der Annahme Po ~- 1, darzuhm. Is~ x(s) irgendeine s~etige 
Funk4ion, deren Quadratinbegral ~ I ist, so iibersteig~ unter dieser An- 
nahme auch das Quadra~int~gral yon ~(s)x(s)  niemals den Wert  1, und 
also ist 

b b 

f f  { K(s, t) -- ~ ~ (s) ~ (t) . . . . .  ~ ~.(s) ~.(t) } .io(s) x(s). ,( t)  x(t).ds dt 
a c$ 5- < ~+~. 

Der reziproke ers~e positive Eigenwert yon 

K(~, ~)~(~),(~)--~, ~.~@3 ~@). P(0 @~(t) 

tier zweiten Summe. E. Schmid~s Sa~z bezieht sich fibrigens auf beliebige (unaym- 
me~rische) Keme; ~ber aueh unsex Beweis 1 ~  sieh auf diesen aUgemr Fall so- 
gleieh iiberl~gen. 
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+ 
ist also =< ~,,+I, und daraus ges~t~et das Lemma, die zu beweisende Un- 
gteichung zu ersehlieSen. 

Sa~z V. Ist (a~ hi) ei~ in (ab) enthaltenes Intervall, so ist der n ~ lm~itive, 
~ d ,  emKern  

gel~rige Eigenwert nivht ldziner als der n" 2msitive, ~u 

ee]Kn~e, und de'r n ~ negaive zum Intervall (albi) geMrige Bigvnwert nicht 
gri~fle,r als der n t• negative rum Intervall (ab) geh~'ige. 

Diese Behauptung is~ ein spezieller Fall yon Sa~ IV. Um das zu 
erkennen, brauehl man nut diejenige Funktion p(s) zu bflden, die im 
Intervall (aibx) den Wer~ 1, auBerhalb dieses Intervalls den Wer~ 0 be- 
sitzt. N Lassen wit also das zugrunde gelegte IntervaU, das bisher (ab) 
war, kontinuierlieh zusammensehrumpfen, so fliehen die Eigenwerte Z veto 
pnnlr~e 1 ~ 0 for~. DaB dieser Prozefl ste~ig vet sieh geht, is~ dutch die 
Bemerkungen auf S. 447 gew~hrleiste~. Zieht das In~ervall sich setflieB- 
lieh auf einen Punkt zusammen, so konvergieren aUe Eigenwer~e gegen 
(+ oder --) ~ .  

w  

][nvarianz dcr asymptotischen Eigenwertverteilung gegen~ber 
Addition yon Kernen mit d~nnerer Eigenwertverteilung. 

Eigenwerte tines stctig differenzierbaren Kerns. 

Aus den eben hergeleiteten S ~ e n  ergeben sieh mannigfache Folge- 
rungen fiber die asymptotische Ver~eilung der Eigenwerte, wie bier an 
einem zwar speziellen, abet far die nachfolgenden Untersuchungen fiber 
Differentialgleichungen sehr wichtigen Beispiel gezeigt werden soil 

Sa~z VL Gilt fiir die positiven Eigenwerte vtm K '  das Geset~ 

lim ~ ~ 1, 

hinyege~ fiir die Ioositiven wie negativen .F, igenwerte vo~ K"  

lira n~'~ = O, 

so haben die ioositiven ~Agenwerte yon K = K" + K"  asym~o~isds die gleic~ 
Ver~lung ~ die ~ .K; d. h. e, ia 

+ 
lim n~t,,----- 1. 



Asympt~fisehe Vert~il~g d~r Ei~o~awe~ 

Beweis~ Es sei h eine fesfe gauze positive Zz~hL &us Sa~ I. folg~ 

~ + ~  + ~"+~ \ j--  1,2,...,hi 
Die Vorausse~zungen ergeben demnach 

lira sup n ~  ~ h + 1 
= h 

Wenden wir anderersei~s Sa~z I. auf K ' ~  K + ( - -X")  an~ so kommt 
+ p  + - - i t  

and daraus folg~ 
+ h 

lira in fn  " ~ :> ~ §  1" 

D a h  jede noch so grot]e ganze Zahl bedeuf~n kann~ muB in der T ~  
+ 

lira n ~  ~ 1 
S e l . l l .  = = ~ 

Fails man dutch irgendwelche einfache Reihenent~vicklungen(Taylorsche 
Reihe, Fouriersche Reihe oder dergl.) eine gute Ann~herung an den ge- 
gebenen Kern K(s ,  t) mit  Hilfe eines Kernes yon de~ Ar~ k~(s~t) er]ang~ 
hat, liefer~ der Schmidtsche Sa~z eine Absch~zung der Quadraf~mmme 
~ + 1 +  r~+~-~ .-. und damit auch yon 1~1 nach oben. Wir beweisen z. B. 

Satz  VII. Zst ~K(s,t) im 9anzen Quadrat a ~ s~ t ~ b (eif~sddie~ivh 
des t~andes) s~eti~ navh t differe~zivrbar, so is~ 

lim n'/~r.~ = O. 

Wit ~eilen das In~ervall a ~ s ~ b ebenso wie a ~ t ~ b je in n gleiehe 
Teile. Dadurch zeff~llt das Quadra~ a ~ s, t ~ b in n ~ gleiche Qugdrate. 

9K . jedem einzelnen dieser Quadrate seien Die Wertunterschiede yon -~y m 

dem absoluten Betrage nach _~ e~; nach Vorausse~zung kSnnen wit diese 
Zahl ~. ffir jedes n so wr~hlen, dal~ lira e. = 0 wit& In jedem der n ~ kleiaen 

Quadrate w~,il~len wit einen Punk~, doch so, dab in zwei Quadra~en, die 
symme~isoh in bezug auf die Diagonale s ~ t zueinander liegen, ~ym- 
metrische Punkte gew~hlt sind; insbesondere miissen wir also in e i ~ a  yon 
dieser Diagonale durchschnittenem Quadrat den zu w'~hlenden Punk~ auf 
der Diagonale annehmem Ist q eines der ~ Quadrate m~d so, t o der 
il~m gew~hlte Punkt, so en~wickeln wit K(s, ~) im Bereich dieses Quadrates 
math Poteazen yon s --  so, t - -  to, wobei wit freflich die Taylorreihe schon 
mit den liaearen Gliedern abbrechen. Wit bekor~men dann, wenn ~ ~,  U 

~K ~K im Pnnl~te bedeu~en, in die ~ e r t e  yon ~K~ ~s '  ~ s~ t o q: 

~ 2  b - - a  

Wir bezeiohnen mit r (h = 1,2~.,.~ ~z) die ,r Fmd~onen, welclle in je  
einem der n gleichen Teflintervalle yon (ab) den Wert 1, in den f l b t ~  



450 H. W ~ .  

den Weft 0 haben~ und mit r ( h = l , 2 , . . . , n )  die n. FnnktTionen, 
welche in je einem der ~ Teflintervalle -~ s, in den iibrigen ----0 sin& 
(4) 1 ~  sieh dann so deutefi, da~ wit K(s , t )  dureh einen aus den 
2n  ~auktionen Ch(s) (h ~ 1,-.., 2n) in symmetrischer Weise bilin~ur kom- 
binierten Kern ]~(s , t )  sower angen~hert haben, dal~ (abgesehen vielleicJa~ 
yon denjenigen Pankten (s, t), die auf den Teilungslinien liegen) iiberall 

I K ( s , t )  - -  __< ( b - -  
also jedenfalls 

b b 

f ~ F ( K _ k ~ ) ~ d s d  t 4~ __ 
a 

ist. MRhin tiefer~ Satz HI. 
l lm + + - .  ,) = 0.  

Nua ist aber 
2 u~+, + u~+~. + . - .  in inf. ~__'u~+l + - - .  + u~ ~ n u ~ ,  

folgl i .h  
~ m  3 2 n ~ n ~ 0 .  

Man kann die Vorausse~zungen dieses Satzes dahin erweitern, dat~ 
man ste~ige DifferenzierarbeR des Kernes nut im ]nnern des Quadrates 
verlangt, augerdem aber die Konvergenz des fiber das ganze Quadrat zu 

[~K~ forder~. Wir benutzen dabei den exstreckenden Integrals yon ~ ~t / 

t t i l f s  sat:z*): Is~ u (s, t) irgendeine im Iauern des Quadrates 0 ~ s~ t ~ e 
na~h beiden Argumenten stetig differenzierbaxe Funk~ion, ftir welehe 

6 

f ~ d s d t  = 0 
ist, so ist o o 

~d s d t  ~ _ ~  ~-~ -t- \ ~ t /  J 
0 0 

Dieser Hil~ssatz gib~ dariiber Auskanft, wie welt sieh in einem 
Quadra~ eiue willkfirliehe~ ste~ig differenzierbare Funk~ion v mi~tels einer 
Kons~a.nten v o ama~hern l~l~t, wenn als Mal~ der AnnKherung das Quadra~- 
integral des Fetders benu~zt wird. Die beste derar~ige Ann~herung erl~l~ 
mau n~mlieh, falls man ~ r  die Kons~aate v o den Mi~elwer~ yon v" aa- 
nimmk Dann erfiiltt u = v - - %  die Voraussetztmg des gilfssaNes~ und 
es komm~ 

0 , 0  O 0  

*) Er i~ die VeratlgemeAnerung einer ,yon SeJa~cffer f~r Funkt~o~en u yon e/net 
yariabt~ aufgestell~en UngleicJaung. 



Asympt~he Ve3~ei1~g dex Eigenwerte. ~ 1  �9 

DaB der Grad der erreiehbaren A-~herung yon den WorSen tier I. Diffe- 
ren~ialquo~ien~en abh~ugig ist, is~ selbs~vers~ndtich; das Wesenfliehe des 
Hil~ssatzes lieg~ darin, dab lediglieh das Integral iiber die Quadratsum~ 
dot beiden 1. Differentialquotien~en auftri~. 

Um den Beweis zu ffihren, stellt man sieh das Variationsproblem~ 
das Diriehle~sbhe Integral 

f f  { ~ ~ . [0~ I kat/ J 
O 0  

unter den Nebenbedingungen 

G ~ C ~ 

O 0  O 0  

zu einem Minimum zu machen. Wenn dieses Varia~ionsproblem eine 
LSsung besitz~ (Dirichletsches Prinzip), so muB die LSsung u einer Diffe- 
rentialgleichung yon der Form 

(5) ~ ,  + ~ %  r~ = o (~ konst~n 0 

geniigen und die normale &bleihmg yon u am l~ude des Quadratms ver- 
schwinden. Der kleins~e, yon 0 versehiedene, zu dioser Randbedingtmg 

gehSrige Eigenwer~ 7 yon (5) isg abet 7 ~ - ~ "  Indem man die w~lll~iir- 

lithe Funktion u in eine Fouriersehe Cosinusreihe*) 
or 

~ ,  '~" " " ~  ( ~  o) ~ n O O S e S  ~ O S - - t  - ~ -  

en~wickelt, kann man diesen Gedankengang yore Dirlehle~sehen Prinzip 
(dessen Zul~ssigkei~ bier vielleicht zu Zweife]n AnlaB g's unabh~ugig 
maehen. Man erh~lt dann n~mlich die Iden~it~en 

o r 

2 .~[=,d - ~ ' ~  + ~ ~ o ~  

. ~ [ o , , ~ l ~ s ~ t = u  m + n )  + ~ ~_ _o~.- 

moeo 

�9 ) D. 1~ naeh den zu der angegvbC~aen Randbedingung geh61~gen Eigenfun~ar 
�9 VOW, ( 5 ) .  
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Ein analoger Sa~z gilt auch, wean wit das Quadrat yon der Seif~n- 
ffmge c dutch ein betiebiges Rechf~ck ersetzen. In dem in der Ungleichung 

C �9 auf~e~nden Fak~or ~ ha~ man dan, unter c die grSBere der beiden 

Seitent~Lugen des Rechtecks zu verstehen. 
Um den Hilfssatz auf K(s~ t) anzuwenden, teilen wjr wieder das 

Quadrat ~ :  a ~ s~ t ~ b in n ~" ~eiche Quadrate. In jedem einzelnen dieser 
Quadraf~ q kSnnen wit K(s, t) dutch seinen ~f~ttelwert Cq so gu~ an- 
n~hern, dab 

f f  (K(s, ~ - cO ~ ds d~ <_ 
(b (h 

q q 

wird. Dadurch ist K(s~ t) in ganz ~ dutch symmetrisch-bilineare Kom- 
binafion der oben eingefiihrten n F-n~ionen r (h~-1 ,2 , . . . ,n)  sowei~ 
appro~dmier~, dab das Quadratintegral des Fehlers 

< 

ausf~llf~ Daraus wiirde zun~ichst nt~ 

- ' ( ~ +  ~ 4- ~ +  ~ - I - . -  .) <: 2 A  

fo]gen. Man ] ~ n  abet in ~ ein kleineres konzentrisches Quadrat ~ *  
zeichnen, sodaB ~ in ~$  und einen schmalen Rahmen ~ ~ ~ --  ~*  zer- 
f~lt.  W~ihrend n fiber aUe Grenzen w~chs~ soll ~ *  nicht ge~nder~ werden. 
Fiir diejenigen Quadrate q, welche in ~$  liegen~ kSnnen wir dann wie 
friiher die Ann~herung weiter treiben~ indem wir aufler der Konstanten 
aueh noch die linearen Glieder der Taylorreihe berficksicht~gen. Wir er- 
halten dann 

und da der Rahmen ~ yon vornherein beliebig schmal genommen werden 
konnte~ muB in der Tat 

. l i .mn~(~+~4 - ~ + ~ + . . - ) = 0  uad folglich limn'/~,=O 

~eia. *) 
Analoge Untersuchungen lassen sich im zweidimensionalen Fatle an- 

stellen. Es sei 

�9 ) Wiz ~ bier duzch Benutzung der Fourlerschen an Stelle der Taylarschen 
Reihe e~as zaseher zum Ziele gekommen. Wit brauchen abe~ die im Text gew~Ite 
Bewe~g zur Erledigung des zweidimensionalen FaI]~. 
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ein symmetrischer Kern, Ftir den in ganz J J  die Differentialquotienteu 

~K ~K s~e~ig sin& J J  bedeute~ denjenigen abgeschlossenen Bereich im 

vierdimensionalen sls~, ~t~-Raum~ dex dureh die Bedingungen 

(sls~) in J, (t,t~) in J 

detiniert is~. Wir wollen zun~ehs~ voraussetzen, dag J aus endlichvielen, 
etwa A, kongruen~en Quadraten zusammengesetz~ is~, Indem wir jedes 
dieser Quadrate in n ~ gleiche kleinere Quadrate einteilen und diese Teihng 
sowohl in der (sls~)- , als auch in der (t 1 t~)-Ebene ausffitLren~ geht daraus 
eine Einteilung yon ] J  in A~n ~ kongruente (vierdimenaionale)Wiirfel 
hervor. In jedem dieser Wfirfel w~ihlen wir under Wahrung der Symmeia, ie 
in bezug auf die ,Diagonale" (s~s~)-~ (tit~) einen Punkt (s~~176176 ~ und 
entwickeln K im Bereiche dieses Wfirfels nach Potenzen yon s l -  sl~ s~-- s~  
t 1 --t1 ~ t ~ -  t~ ~ brechen diese Entwieklung abet bereits mit den linearen 
Gliedern ~b. Dadm-ch gelingt es, K dutch symmetrisch-bilineare Kombi- 
na~on yon SAn ~ Funktionen soweit zu approximieren, dab das fiber ganz 

ist also 

Indem wit unsern ~ilfssa~ auf vier Dimensionen fiberh~gen, gelangea 
wit zu dem Ergebnls, dal~ fiir das Besfehen dieser Lhnesgleichung nur 

efforderlich ist, dab die Differen~ialquotienten ~K ~K �9 ~--~, ~-~j~ ~ Innern yon J J  

ste~ig sind, wenn anl~erdem das tiber ganz JJ zu ers~reckende Integral 

~ K\ ~ [O K'~ ~ konvergierk yon (~) q- \OtJ 
Ist die Beg'renzung yon J kein ,,Treppenpolygon" so mfissen wir J 

dutch Quadrate auszuseh~pfen und uns mit dem Exhaus~ionsrest dutch 
irgendwelche Scls abznfinden suedaen. Ich nehme an, dag die Be- 
grenzung yon J aus einer rekiifimerbaren Kurve yon der Linge L best~ht. 
Wir fiberdecken die ganze sds~-Ebene in der bekannfea Weise mif einem 

1 Quadrataeta yon der Seiten|inge -~-- Den ,,Er3~austionsrest"/~,, wetcher 

yon J nachbleib~, wenn man atle ganz im Innern yon J gelegenen Qua- 

dra~e-ales Quaelratmetzes entfernt~ hat einen F1/icheninhalt <: ~ - . * )  Wean 

der Kern K in ganz J J  zwischen endlichen Grenzen lige, wfirde also 

n "  C ~ / ~ K '  dsl d&~ dtl dt~ 

�9 l Vg]. C. Jordan, Cours d'knalyae (2 �9 get., Pari~ !89~), I, S. 107, ode~ S~ ~55 
diesez A~belt. 
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absolu~ ff~ a l l e n  un~erhalb einer lessen Schranke bleiben. Ioh will bier 
nur vorausse~zen, da~ 

(6) l i m n - f f f f x ~ a s ,  ds, Zt, - o 

is~. 
1 St~t~ eines Quadm~ne~zes yon der Sei~enBnge ~- bediene ich reich 

j~t~ einos sotchen yon der Liinge ~ -  Die ganz innerhalb J gelegenen 

Quadrate dieser Ein~eilung, deren Anzahl h~iahstens J .  n ~ is~, lassen sich, 
wie sogleieh ngher ausgefiihr~ werden wird, derm4 zu Rechtecken mi~ 

1 zusammenfassen, dab sich die hn~.ahl solcher lauter Seitenl~ngen ~ 

Rechtecke h6chstens auf ( J +  8L)n  s bel~uf~. Diese Rechtecke bezeichne 
ich in irgendweleher Numerierung mit q~ (~ = 1, 2, . . . ) .  Zur Vereinfachung 
der Schreibweise denke ich mix J +  8L ~_ 1. l~unmehr spalte .ieh K in 
einer yon dem Index n abhi~ngigen Weise in zwei Tefle 

$ 

_K ~- K ~*) + K (*): 

K(*) soft, wenn (s~s~), (t,t.~) beide in dem Exhaus~ionsrest /~,. gelegen 
sind, mi~ K iibereins~mmen, fiir alle andern Werteqnadrupel (sxs~ t~t,) 
abet ~ 0 sein. Es ist also 

. . . .  f f  
folglich 

und zufolge der Voraussetzung (6), in der wi'r n durch n ~ ersetzen, 

( 7 )  = o .  

Um ~:(~) anzun~hern, bedienen wir uns der Funk~ion ~(sxs~), die in 
q~ gleich 1, im fibrigen -~0  is~, trod einer ~unk~ion ~/~(sls~) , di% falls 
(sls~) in :R~ gelegen ist, dutch den M~telwert 

f f  K< s,, t,t,)a,, at~ 

f f  d ,, a** 

erkl~r~ wird mad ffir andere Punkio (st s,) gleich Null is~. Daan wird 
nach unserm (auf Rech~ecke fibertragenen) Hilfssa~z ftir alle (s is,) in R,.:  

/ 
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mi~hin 

  ffff{ 
Wenden wir die vierrljmensionale Verallgemeinerung jenes Hilfssat~zes auf 
die Parallelepipede qd~ im Raum yon vier Dimensionen an, so stell~ sich 
hemus, da~ wit dutch symmetrisch-bilineare Kombina~ion der h~hs~ens 
2n  ~ Funk~ionen r , ~ ( s i s~ )  den Kern Kr ~) sowei~ ama~i~aern k6nnen, 
dal~ d ~  J.u~egrat des Fehlerquadra~s 

J J 

wird. Demnaeh is~ 

( 8 )  2 ~  ~" t ~ . v  = ; -~ ,  = ~ -"  

Dureh die gleiehe SehluBweise, wie sie uns zum Beweis yon Sstz u  
diente, erhalten wir sus (7) und (8) die Ungleiehung 

lira sup n l ~ I ~ 4 I/A. 

Es braueht nicht noeh einmal auseinandergese~zt zu werden, wie man 
damus auch die sch~rfere Beziehung 

lira ~ = 0 

gewinnen kann. 
Wohl aber bleibt noch die Konstruktion der Reeh~eeke ~ zu be~ 

schreiben. Zuni~chst nehme man eine EinteiInng in Quadrate yon eler 
1 Sei~nliingo ~- vor; die ganz im Innern yon J" gelegenen dieser Qaudrate 

rechne man zu den Rechtecken ~; ihre Aazahl is~ hSehstens J n  ~. Die 

Anzahl derjenigon Quadrate der ~-Teflung aber, welehe Punkte mit der 

Randkurve ~ yon J gemein haben, is~ h~ehs~ens 4 L n  (wir se~zen dsbei 

s voraus). Bilde~ man n~mlieh*die ganze Zahl 

und ~eil~ ~ in m gleiehe Bogen (deren L~mge also = __Z < 1 is~)~ so ka-n 

ein einzelner dieser Bogen hSehstens mi~ je vier Quadr~ten Punk~ gemein 
habe~ Da ferner yon den h6ehst~e~ vier Quadmten, in die ein soleher 
Teilbogen ein~ri~, mindes~ns v~es mi~ einem derjenigen Quselra~ iden~.scli 
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ist, in die tier n~chsffolgende Teflbogen einh~i~, brauchen wit pro Toil- 
bogen auf hSchs~ens drei Quadrate zu rechnen. Die gesuchte Anzahl der 
an ~ ans~ol~enden Quadrate is~ also 

~ 3 m  < 3 L n  + 3 ~ 4L~.*) 

Wit betrachten jef/~ eia einzelnes der Quadrate Q yon der Seiten- 

]~,ge I -~, ~ PnnLv~e mi• ~ gemein l~i, und nelnnen mit ibm eine feinere 
1 

Teilung in Quadrate yon der  Seitenl~uge ~ vor, die in ~ Sehichten yon 

je n Quadraten iibereinander liegen~ ]ch enfferne yon diesen kleineren 
Quadraten alle diejenigen - -  ihre Anzahl heiBe H - - ,  welche an ~ s~Ben. 
I)adurch, dab aus einer einzelnen Schicht h Quadrate enffernt werden, 
zerF~llt diese Schich~ in hSchs~ens h + 1 Rechtecke. Der Rest, der yon Q 
nach Entfernung der H kleinen Quadrate nachbleibt, besteht daher aus 
bSchs~ns H + n  Reeh~ecken, yon denen wir jetzt nut diejenigen als l~cbt~ 
ecke q~ beibehalten~ die im ]nnern yon J liegen. Ffihren wit diesen Pzoze~ 

Fdr aUe Randquadrate Q der 1-Teilung aus, so bekommen wit aus diesen 
W$ 

hSchstens 

a 

Rechtecke q~. 
Es ~inder~ an unseren Betracbtungen nichts, wenn J nicht yon einer 

einz~gen Kurve begrenzt, sondern ein yon endlichvielen rektifizierbaren 
gescblossenen Linien berandeter mehrfach zusammenl~Kugender Bereich ist. 

Auch kann man untersuehen, welche sch~fferen Aussagen sich fiber 
die Ver~eilung der Eigenwerte machen lassen, falls der Kern nichl~ nur 
e]nmat, sondern zweima~ dreimal usf. differenzierbar isk ~ )  Ieh besehr~nke 
mich jedoch bier auf dasjenige, was zum S~adium der Eigenwertverteilung 
yon Di~rentialgleiehungen 2. Ordnung efforderlich ~s~. 

w  

A s y m p t o t i s c h c s  Gesetz der  Eigenwerte  d e r  g e w i i h n l i c h e n  
Schwingungsgleichung in der  Ebenc,  f d r  d i e  Randbedingungen 

~ u  _ O. u ----- 0 u n d  a -g  - -  

S a~ z VIII. ~s  sei J ein vo~ endl ichvi~ gesdd~ssene~ relctifizierbaren 
X~rven b e g r ~  eben~ Gebiet yore .F/22chenmhalt ~ ])ie zu d ies~  Ge- 

�9 ) Diese ~berlegung r~h~ yon Herra C. Jordan hez, L c. S. 107. 
~*) VgL m~iae obea zitiert~ 1%~e in dea G ~ g e r  N a ~ i ~ h ~ .  
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bier 5 und d ~  l ~ i ~ g  u = 0 g d ~  Eig~w~rte ~. d ~  Dif- 
f ere~tiaZgleichung 

Au + ~.u = 0  

wacI~se~, wenn man sie ihrer Go.6fle nae)~ anordmr ~i t  dem Index ~ so 
ins Unendliche, daft 

n J 
lira ~ ~:~ 

wird. 
Es sei gestattet, in diesem Paragraphen die innerhalb J variierenden 

Pankte nicht rail (sxs~), (t~t~) wie bisher, sonclern mit (xy), (~y) zu be- 
~u  ~2u 

zeichaen. A u ist der Differentialausdruck ~ + ~ .  Die Eigenwerte X~, 

welche siimtlich positiv sind, slnd zugleich Eigenwerte eines symmetrischen 
Kerns 

1 G(xy,  ~ )  [(xy) in J, (~,/) in J-I, 2~ 
der zu J gehSrigen ,,Greenschen Fun~ion 1. Art". Dieselbe existiert ffir 
jedes beliebige, ganz im Endlichen gelegene Gebiet ],, wie man in bekannter 
Weise zeigt, indem man J e~wa durch Bereiche J(~)(n ~ 1, 2, . .  ; in inf.), 
deren jeder nur aus endiichvielen Quadraten besteh~, aussehSpfk Schreiben wir 

1 
G = lg 7 - A,  V ( x -  + ( y -  

so ist fiir jeden festen, innerhalb J gelegenen Punkt (xy) A hinsichflich 
( ~ )  eine in J reguli~re Potentialfunktion, deren Randwerte mi~ denen 

1 yon lg 7 fibereinsiimmen. Nehmen wit an (was ja offenbar keine Ein- 

schr~nkung ist), dab die Entfernung irgend zweier Punk~e yon J ste~s 

< 1 i~, so mug lg ~ eine Majorante yon G, d. h. 

1 
(9) 0 s G < tg ~-, 0 < A ~ lg ~- 

sein. Beschreibt man um den festen Punkt (xy) e/nen Kreis ~ yore 
Radius p~, dessen Peripherie noch ganz innerha/b J liege, so is~ diejenige 

1 
Fnnl~;ion w yon (~) ,  welche auBerhalb dieses Kreises ~ lg r ' i m  Imnera 

1 
yon ~ abet konstazat, n~imlich ~ lg ~ is~, eine in J" iiberatl stet~ge, mi~ 

abt~ilungsweise stetigen ers~en Differentialquotienten versehene Funktion, 
welche dieselben Randwer~e wie A besitzt. Folghch ist nach dem Dirich- 
le~chen Prinzip 

J J 

= 

J- -1  

~ h ~  Aaaale~ L~- 30  



458 H.W.y~.. 

Bezeichnet 0 ~ Q(xy) die kfirzeste Entfernung des Punkt~s (xy) veto Rande 
des Gebietes ~ so haben wit dami~ die Ungleiehung 

' 

( lo)  ~ + ~anJ J = ~-" 
J 

Wenn man Bedenken ta"~gt, diese Schlugweise auf das Gebiet J selbs~ 
anzuwenden, so ist sie doch fiir Bereiche yon der Ar~ 3"(") sicher zul~sig, 
und das genfig~ bereits, um die Ungleichung (10) herzuleiten. 

Sie lehrt, dab die wesentliche Voraussetzung, um ans w 2 ffir die 
reziproken Eigenwerte a s yon A die Limesgleichung 

(11) lim na,, = 0 

erschliegen zu kSnnen, - -  n~mlieh die Voraussetzung, dab das Integral 

I dx dy) 
J J J 

konvergiert, - -  bier erffillt isL Aber auch die akzessorische Bedingung (6) 
trifft ffir den Kern A zu. Spaltet man n~ml/ch das tiber den Exhaustions- 
rest B~ erstreekte Integral 

Rn ~a 

in zwei Teile, dag man zuerst iiber den innerhalb des Kreises ]ri~_~< ~- SO 

darauf fiber den a~erhalb dieses Kreises ge]egene~ Tefl y o n / ~  integriert~ 
so ergibt sieh 

" ] ) ffe  d ~ d ~ < ~  + (lg n) ~ + ( l g n  d ~ < M  (lg n)' 

we die Konstante M weder yon n noch yon der Lage des Punktes (xy) 
abhiiagt. Folglieh wird 

Um also Satz VIII zu beweisen, k5nnen wir zufolge der oben be- 
wiesenen Limesgleichung (11) und dem Wor~lau~ des Satzes VI den Kern 

1 G(xy, ~vl) dnrch den einfa~heron 2~ 

~• ~-[(~) ~ J, (~ )  in j ]  

erse~zem Die reziproken positivea Eigenwerf~ dieses Kerns bezeiclme ich 
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+ 

mi~ :%, oder, wo die Abh~ngigkei~ yore Gebiete J zum /kusdruek kommen 
+ 

soll, mit ~ ( J ) .  Wir haben zu zeigen, dab 
+ J (12) lira n~,, ~ i ~  

is~. 
Shad J ' ;  J "  zwei je aus endlichvielen kongruenten Quadraten be- 

s~hende Gebiete, yon denen das ein% J ' ,  in J enthaltea ist, w~hrend 
das andere, J", J umfaBt, so ist nach Satz V. 

+ t + z~ ( J )  < z~(J) + " = ). 
Wenn nun die Tatsache (12) ffir Gebiete ~ die aus end]iehvielen kon- 
gruenten Quadraten bestehen, erwiesen ist, so wird 

+ + I ~ - l ,  

also 
+ J' + J"" 

tim inf. n. ~ ( J )  ~ ~-~, lira sup. n- ~ (J )  ~ ~ -  

Da wir aber dafiir Sorge ~ragen k5nnen, dab sich die Fl~cheninhalte J'~ J "  
um beliebig wenig yon J tm~erscheiden, so mut~ dana auch 

+ J 
] i n :  = 

sein. Wit  dfirfen also beim Beweise yon (12) annehmen, dab J aus 
endlichvielen kongruen~en Quadraten q~ besteht. Die Seitenl~i~ge der q, 
kSnnen wit dabei -~ 1 setzen; dana bedeutet J ihre Anzahl. 

1 1 
Wit  spalten jetzt :-~ lg )-  in mehrere Teile: 

~-~lgl 71 _~- K(o) +~.,K(hi). 

K(~ ist = 1 lg 1 ,  wenn (xy), ( ~ )  in einem und demselben der Z Quadrate q 
1 1 

gelegen sind, sonst = 0. K(h') (1 s  < i s  J )  ist = :-~lg V '  wean (xy) in 

q~, ( ~ )  in q, oder (xy) in q~, ( ~ )  in qa liege, sons~ = 0. Wenn die 
Quadrate qa und q~ nicht aneinanderstoBen, ist selbstversfi~adlich 

lira n- ~.("') = 0 

(die ~(a~) nehmen mit wachsendem n dann sogar s~rker ab als jede noch 

so hohe Po~enz yon 1 ) .  Diese Limesgleiehung besteht aber aach, wena 

q~, q~ aneinandergrenzen. Dazu ist nur die Feststelluag nStig, da~ daa 
Integral 

Olg~- f F F F 1  

qa ~ ~h qi 



4 6 o  ~ w ~ .  

konvergierf~ KSnnen wir ftir Kc~ die Gleichung 

lira n.  ~(o) _~ ~ x  

erweisen, so w~re dami~ aueh die Riehtigkei~ yon Sa~z VIII. dargetan. 
Nun is/; aber klar: wenn 

~/oo~, ~oo~, ~coo~,... 
die Reihe der reziproken posifiven Eigenwerte des Kernes 

is~, so lautet die R~ihe ~l<~ ~2 ~~ �9 �9 so: 

~(oo~, ~/oo~,.. ", ~/oo~ ~oo~ ~oo~,.. ", ~ ~oo~, ~oo~ ~oo~,.. ", ~ y ~ , . . . .  

J m a l  J m ~  J m a l  

Daher komm~ alles d~auf  an~ einzusehen, da$ 

(14) lira n.  ~(oo) 1 
4~r 

Bezeiehnet g die zu dem Einheitsquadrat und der Randbedingung 

jeder u = 0  gehSrige Greensehe Funktion, so werden die Eigenwerte v o n ~  g, 

in seiner richtigen Vielfaehheit., dutch die Formel 
~ ( ~ +  ~) F " =  ~' 2, 3,.. 

L , =  1,2,3,. i] 
1 geliefer~. Wiirde 2,(~176 den reziproken n~~ Eigenwert yon ~-~ 9 

bedeuten, so erg'~be sich aus dieser Darstellung auf Grund einer bekannten 
einfachen , , z a h l e n g e o m e t r i s e h e n "  Betraehtung das asymptotisehe Gesetz (14). 
Da abet die Differenz 

1 
lg--c- - -  g = a 

die Eigensehaft besitzt, dab das sowohl nach ~ als nach x y  fiber das Ein- 
heit~quadrat ersfreekte Integral yon 

a~ ~ . ( ~ F  ~ 

konvergiert, so ~ndert tier Umstand, dab in Wahrheit ~oo) die reziproken 
positiven Eigenwerte yon (13) bedeutet, nichts an dieser Ta~saehe (14). 
Damit ist Satz VIII. bewiesen. 

Yon andexen Randbedingungen will ieh hier noch diejenige be- 

~--~-0 spre~hen, wetche verlangr da6 die normale Able//zmg am Rande ~ n -  
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ist~ und dabei annehmen, dab die Randkurve ~ des Gebietes d stetig~ 
Krfimmung besitzt. Die zugehSrige GTeensche Funk~on zweiter Art  

1 H = l g - v +  B 

wird bestimmt, indem man ffir ein festes (xy) B als eine solche regul'~re 
Potenfialfunktion der Variablen ( ~ )  in J w~hlt, da~ die nach der (inneren) 

2 ~  
l~ormalen n genommene _~bleitung yon B gleich der um -L- vermehrten 

normaten Ableitunff yon ]g r isr und eine dabei zur Verffigung bleibende 
additive Kons~ante so nimmt, dab das um ~ erstreckte Randin~egral yon 

H, . fH(xy;  s)ds, ~ 0 wir& Dann ist /~ symmetrisch, und man fiude~ 

= (xy; s) ds 
J 

Da 

f l 0 1 g r  (xy; s) [ ds, 

die totale Schwankung (,,variation tof~te ~) des zum Punk~ (xy) als Pol 
gehiirigen Azimuts auf ~, far alle (xy) unterhalb einer endliehen Grenze 
liegt, und fiir Punkte ( ~ ) ~  s auf dem Rande 

B(xy; s) = lg -~ (xy; s) + E(xy; s) 

gilt, wo E f'tir aUe s und aUe (xy) endlich bleibt*), ergibl sich hieraus 
eine Ungleichung 

~ (~/~"~ M . I g ~  
J 

in der p wieder der kiirzesten Abs~nd des Punktes (xy) yon ~ und M 
eine yon (xy) unabh~in~ge Konstanfe is~. Ferner ~1~*) 

.B(xy; ~ )  = ~ / l g  r(xy; s) ~lgr ~ 

s) s + 

wo .E~(xy; ~ )  in ganz J J  beschr~k~ bleibt. Da sich uns~r ~riilleres A 

*) E, E, Levi, GSt-k Na~hr., 16. ~[ai 1908, 
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in derselben Weise darstellen l ~ t ,  schlieBen wit hieraus ffir B eine Un- 
gleichung tier Form 

1 : IBt<M1 + g : ,  

wo M: weder yon (xy) noch yon ( ~ )  abh~in~. Diese Abschiitzungen ge- 
niigen, um zu erkennen~ dab die Eigenwerte yon H in ihrer asymptotischen 
Verteilung mit denjenigen yon 

lg ~- [(xy) in J, (~)  in X] 

tibereinstimmen, and der Satz VIII. bleibt also unver~ndert g%ltig, wenn 
9u 

die Randbedingung u ~ 0 dutch ~ = 0 ersetzt wird. 

Von diesem Resul~a~ machen wit noch eine Anwendung auf die 
Frages~ellung des w 2. Sind 

1 
, o ( ~ , )  = ~ ,  ,~(s,s~), v~(~,~),... 

die zu Au  + uu ~ 0, dem Gebie~ g der (s:s~)-Ebene und der Randbe- 
?u 

dingung ~-~ = 0 geh5rigen normierten Eigenfunktionon, in derjenigen 

Reihenfolge gesehrieben, wie sie zu den wachsend geordneten Eigenwerten 
~u o = 0, #1, #'~, " '" gehSren, so werden die s~mtlichen, zu der analogen 
Diffentialgleichung und der aualogen Randbedingung ffir das Gebie~ J J  
des vier~mensionalen s:s.~ tlt~-Raumos berechnetea Eigenwerte und Eigen- 
funktionen durch die Formeln 

t',, + ~ ,  r V~(t:t~) [~ , i=0 ,  : ,2 , - . . ]  
geliefert. Bilden wit 

j- j .  

so wird 

c o  

J J  " / ~=0  ~ = 0  h~=O 

Indem wir die Konvergenz yon (15) berfieksi~htigen, folg~ damus, dab 
die re_it ~ + l  mul~iph'zierte linke Sei~e yon (t6) mi~ wachsendem n gegen 
:N'ull konvergier~ und da 
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ist, ergib~ s[ch flit die reziproken Eigenwerte r .  yon K: 

lira '~ + + . - - )  = 0. 

Dieser Beweis, der die Vomussetzung (6) yon w 2 als iiberfllissig 
erscheinen ti~Bt, ist jedoch nur unter tier Voraussetzung ether Randkurve 
mit stetiger Krfimmung stringent und macht fibrigens yon den Result~ten 
des w 2 fiir den besonderen Kern B(xy; ~ )  Gebrauch. 

w  

Analoge Untel~uchungen f~r  die allgemeine sich selbst adjungier te  
Differentialgleichung. 

Wir wenden uns zum Studium der Eigenwerte der aUgemeinen sieh 
selbst adjungierten linearen Differentialgleichung vom ellil)tischen Typus: 

.p, q, l~ sind Funk~ionen, die in ganz J einsehlieBlich des Randes st~tig 
sind und anBerdem sell p ~ 0, k ~ 0 sein.*) Wir wotlen 2 als zweimal 
stetig differenzierbar voraussetzen. Als Randbedingung nehmen wit u = 0. 
Die zweckmiit~igste Art~ die Greensche Funk'~ion des Differentialausdrucks 

f 3u\ 

zu bestimmen, beskeht in tier Einfiihrung yon v ~ u ~/~. So erk~ilk man 
n.limlich 

und der reehts stehende Differentialausdruck ist dadurch, dab die ers~n 

Differentialquotienten ~__2 ~v nich~ vorkommen~ besonders bequem. Ieh }x ~ ~y 
setze zur Abkiirzung 

_ aV~ q + . . . .  
P 

Hat G(xy, ~'2) die friihere Bedeutung als Greensche ~'~nkCion yon 
Au,  so 15sen wir j e s t  die folgende Int~gralgleiehung fiir die Unbekann~e 

*) Ohne Einschr~ukung der Allgemeinhei~ daft dann auch q~0 angenemmen 
werden; daun sind die Eigenwer~e yon (17) alle posltiv. 
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3" 

Dann is~ 

(197 ~ f '(xy, ~" ,1/l~(xy) k(~)  

ein Kern~ der die gleichen Eigenwer~e s = ~, besi~zt wie die Differential- 
gleichung (17). Ffir dieso wollen wir das asymptotisehe Gesetz 

' ' =  fP! u? axdy (20) lift:.-]~ j j  2(xyJ. 

beweisen. 
Aus der Glelchung (t8) folgt ~ was weiter unten noch genauer 

ausgef'tihrt werden soU ~ ,  dal3 der mi~ n multiplizierte n t~ reziproke Eigen- 
weft yon [ ' - -G  und also auch (s. Satz IV) das n-fache des n ~" reziproken 
Eigenwer~s yon 

([--- G) 1/k(xy) ~(~) 

mit n ~ c~ gegen Null konvergier~, soda] beim Beweis yon (20) der 
Kern (19) dutch 

G. 1 / ~ x ~ )  . ~(~) 

und schtiel~lich durch 

ersetz~ werden darf. Die reziproken positiven Eigenwerte dieses Kerns (21) 
+ 

will ich h~er mit u,~ bezeichnen. 
+ 

Um das asymptotische Geseiz der % abzuleiten, stii~zen wit uns auf 
Satz IV. Wit teilen J in eine endliche Anzahl kleiner Bereiche J~. 

in J~ be: m| and M, mSgen das Minimum bez. Maximum der Funktion ~- 

deaten. K( 0 bezeichne denjenigen Kern, der mit (21) fibereins~immi, falls 

(xy) ,  ( ~ )  beide in J~ Iiegem, der sonst aber = 0 is~. Die Summe ~ . K  (~) 
$ 

bezeichne ich mi~ K*. Das n-fache des n ~" reziproken Eigenwer~s yon 
~: ~ .IF* konvergier~ gegen Null. Nach den Untersuchtmgen yon w 3 uad 
Satz IV. ist anderseits 

tim sup 4~n- ~(0 =< M ~ ,  lira inf 4z  n. ~(0 => m,J~. 

+ *  j ~ *  Die Reihe der reziproken positiven Eigenwer~e ~,, yon kommt zu 

\n  = 1, 2 , . - - ]  ihrer GrSl~e uach an- 

ordnen. Iafolgedessen is~ 
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lira sup. 4z~n-~* =<: , lira inf. 4:~n- _ m~J~ 

und, gemi~B der Bemerkung fiber die Eigeawerte yon K - - K * ,  aueh 

+--2' lira sup. 4~n .  <5 , lira inf. 4~n .  u, m ~ .  

Diese Ungleichungen gelten ~ r  jede noch so feine Teilung in Bereiche 

obwohl ~ yon einer solchen Teihng g~nzlich unabh~ngig ist, und folg- 
lieh muB 

lira 4~.~o = fP(~Y) a~dy 
. = ~ d d  p (~ v)  

zr 

sein. Wit haben dami~ das ResuRa~: 
Satz IX. D/e zu dem Gebiet J und do" ~andbedingung u-~ 0 ge- 

"h6rigen .Eigenwerte 2~ der Differentialgleichung (17) yore eUiptischen Typus 
geniigen, ihrer Gr6fle nach angeordnet, der Limesgleichung 

~n_~ ~k(xy )  dxdy. lira - y -  ,] , j  2 (~ y) 
d 

Der ~achweis daffir, dab der n ~~ reziproke Eigenwert yon F -  G 

starker gegen Null geht als ~-, l~Bt sieh sehr schSn so erbringen. Sind 

2o, 2o  . . .  die zu Au, dem Gebiet J und der Randbedingung u ~ 0 ge- 
h6rigen Eigenwerte und q~l(xy), T~(xy), . . .  die zugehSrigen normierbea 
Eigenfunk~ionen, bilden wit fe~er  

-- e.(xy) = f ~ . ( ~ V )  Z(~) r ( ~ ,  xy) d~ d~, 
J 

so ist 

Wir approximieren F -  G dareh 

das Quadratintegral des Restes ist dann gleieh 

( ~ )  
f j , ~  d~ d~ 
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uncl weft 

2 " 
ist, f~llt jenes Integral 

aus, konvergiert also mit waehseadem n mindestens so s~ark gegen Null 

wie 1 ,  ~md der n ~ reziproke Eigenwer~ yon F - - G  geht demnaeh min- 
i 

des~ens so stark wie - -  gegen Null. 

Stunt Differentialausdriieke in einem ebenen Geblet J kann man aueh 
so]ehe auf einer gesch]ossenen Fl~ehe definierten Differentialausdrficke 
untersuehen*). Die L~berlegungen werden dan~ sogar in gewisser Be- 
ziehung, da die yore Rand des Gebietes J herrfihrenden Sehwierigkeiten' 
zum ForgfaU kommen, noeh vereinfacht. 

w  

Modifikationen, die bei lJ~bertragung des Beweises auf den 
dreidimensionalen Ranm vorgenommen werden m~ssen. 

Wean aach im Vorhergehendea darauf Bedacht genommen ist, nat 
solche Methoden zu verwenden, die sieh auf drei Dimensioaen fibertragea 
lassen, so mfissen doch, wenn wir jetzt zum Raum fibergehen, an einigen 
Punkten des Beweisgaages Modifikationen vorgenommen werden~ die der 
ErwBhnung wen scheinen. Die wichtigste ist diese: Im dreidimensionalen 
Fall hat die zu Au~ einem Gebiet J des xyz-Raumes und der Raad- 
bedingang u = 0 geh~irige Greensehe Funktion G die Form: 

1 

= 7 - -  

aber das Integral 

konvergiert jetzt nivht. Freilieh r ~ t  sieh aueh bier noch die inaere Ymte- 
gratlon naeh ~ aus~hren and ergibt einen Weft**) 

*) Vgl. 1~ KSnig, Math. Ann. 71 (1911), S. 184ff. (tiabillta~ioasschrift); Hilber~,. 
GS~t. Nachr., math.-phys. Kla~se, 1910, S. 362~f. 

*~) Bei dieser kbsch~tzung ist wieder angenommen, daft die Entfernung irgend 
zweier in or gelegener Punkte ~ 1 ist. 
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G 4 ~ - ~ - ,  

wo @ = ~(xyz) die k~rzes~e En~fernung des inneren Punk~es (xyz) yore 
Rande des Gebie~es J bedeuteK Von der Berandung yon J wollen wir 
voraussetzen, dab sie in dem folgenden Sinne eine endliche OberflRche be- 

1 sitzt*): bedeutet ~ die Menge derjenigen Punkte yon :T, ffir die Q ~ ~- 

ist, so soil das Volumen yon J - -  ]a = 0 ( 1 )  sein**). Daraus kann m a n  

schlieSen, dab 

Jn 

isK Demi zer]e~ man J in lau~er dfinne Sehalen: 

S~ = ~ , ,  & = J ~  - J~,,  & = J.~, - ~ , ,  . . . ,  

so gilt ffir deren Volumina 

= 

1 is~, wird und da i n G + l : p ~  

s 1 6 2  dx dy dz sf~+~j ~d~'dydz 0(1 ) ,  e z f f f = ~  �9 
~=1 8~ 

Umsomehr gil~ also 

Die Exhaustion mi~t~ls kMner Witrfel mu~ e~was anders vorgenommen 
werden als im zweidimensionalen Fall. Bei irgendeiner W/iffelein~eilung 
be~raeht~n wir je~zt nur einen solehen Waffel, der sam~ den 26 an ihn 
ans~o~nden ganz im lnnern yon J l ie~,  als einen ,nieh~ am Rande 

1 
liegemen". /ILls Kan~enl~nge legen wir zun~hs~ D zugrtmde. Die An- 

zahl der nieht am g a m e  liegemen inneren Warfel is~ dann < j ~ s ,  die 
Anzahl tier am Rande liegemen (sowei~ sie aberhaup~ Punk~e mi~ J ge- 
mein haben) ~ 0(~) .  ~i~ jedem dieser am Rande liegenden Warfel 

*) Vgl. Mi~kowski~ ~ber die Begriffe L~nge, Oberfl~he, Volumen; Jahresber. 
D. Math.-Ver. 9, S. 115; Gesammel~e Abhandlungen H, S. 122. 

"~) ~ n  sag~ naeh Landau, eine yon n abhiiaagige Gr~ge sei ~--O [1~,  wenn 

ihr absolu~r Befog N Cons~. 1 ist. 
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1 nehmen wit eine feinere Teflung~in Wiirfel yon der Kan~enlKuge ~-~ vor. 

der so erhal~enen Wtiffel einer ~-Toilung, die nich~ am Rando Diejenigen 

liegen, lassen sich (analog wie in w 2) za O(n ~) Parallelepipeden mi~ 

1 zusammenfassen Zum Exhaust ionsrest /~ rectmen wir Kantenl~iagen ~_.n ~ 

alle Punk~ yon J, die einem am Rande liegenden Wfirfel der Teitung 

gauz 

in J~, und afort ior i  ganz in J ~  enthal~en. 
Wit  spalten A in einer yon n abh~n~gen Weise in drei Teile 

$ @$ 

A = _at(~) + A(~) + Ar ~): 

A (~) ist = A, wenn einer der Punkte (xyz), (~/r oder beide zugleich in 
$ 

J--J~= gelegen sind, sonst = 0 ;  _4(~) is~ =A,  wenn beide Punkte 
(xyz), ( ~ )  sowohl in J ~  als auch in //~, gelegen sind, sons~ = 0 .  
Nach der Methode, die wit in w 2 auf den Tell K(") des Kernes K am 
gewende~ haben, bekommen wir fiir die reziproken Eigenwerte a~ ~) yon A(~ 
eine Ungleichung der Form 

.N ist zur Abkfirzung ffir Cn 6 geschrieben~ wo C eine gewisse gauze posi- 
five, yon n unabh~ingige Zahl bedeu~&. Mi~in wird 

Um 

ra 

zu berechnen, zerlegen wit //~, so in zwei Teile, dab in dem oinen be- 

Z ist: st&udig r ~ 1 ~ in dem andern r > n 

Erse~zen wit n dureh n ~, so komm~ 

Aus diesen Ungleichungen folgt; ftir die Quadratsummen der reziproken 

:Eigenwerte e~ ~) und *~(~) yon A *(~) bez. A(~): 
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. 2 

Quadratsummen sind grSBer a l s  N. (*;))', bez..t~-(~**'ff))~ Die beiden 
und wir kSnnen daher sehlie~en: 

++ o(+ 0 ~ 0  , ~ = - 

Im ganzen ergibt sich ffir die reziproken Eigenwerte a des Kernes A die 
Absehiitzung 

' ~*+' ~'2 ~ [ = o ( r  'a,N t < -<") , =- " ~ N I + I % I  + \ n" / '  

o o =  

Also ist jedenfalls 
llm nvo~ = 0. 

Auf diese Limesgleiehung gestfitzt, kSmaen wir jetzt das in w 3 gesehilder~e 
Yeffahren ohne wesentliehe AbKnderung wiederholen und bekommen den 

Satz XI: Die zu der ~andbedingung u = 0 in eb~em Gebiet J des drei* 
dimensionalen Raumes yore YoZumen J geh6rigen Eigenwerte ~ = ~. der 
Schwingungsgleichung Au " t -2u= 0 erfiillen, der GrSfle nach angeordnet, 
die Beziehung 

[in dem Sinne, dab der Quotient der reeh~en und linken Sei~e mit waehsen- 
dem n gegen 1 konvergier~]; dabei ~t a/ngenommen, daft J yon einer end- 
lichen Anzahl gescldossener ~7dchen mit enaTieher Oberfffiche begrenzt wird. 

~u 
Bei der Randbedingung ~-~-~ 0 gili~ we~gstens fiir einen yon stetig 

gekrfimmten 0berfl~ehen beg-renz~n Raum J, derselbe Sa~. 

w  

~ber  das Spektrum der :Hohlraamstrahlung. 

Das Problem der Strahlungstheorie, yon dem in der Einleitung die 
Rede war, f~hrt auf eine komplizier~ere Randwer~aufgabe, als wit sie bisher 
behandel~ haben. Es sei J das J_nnere einer geschlossenen Oberfl~ehe~ yon 
der wit der Einfachheit hMber annehmen, da~ sie ausnahmslos dreimal 
stetig differenzierbar ist; d. h. die Umgebung jedes Punktes d~r O ~  
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l~Bf~ sich mi~ einem Iso~hermensystem u, v bedeeken, sodaB in dieser Urn- 
. gebung die rech~winkligen Koordina~m x, y~ z des variablen Pank~es auf 

der Oberfl~che dreimal stetig differelmierbare Funktionen yon u~ v werden 
and ha Ausdruck des Linienelements ds ~ = e(du2+ dv ~) daselbs~ e~=0 is~*). 
Wir denken uns je~zt J als einen yon Materie en~blSt3~en ttohlraum, die 
begrenzende Oberfl~iche als einen voUkommenen Spiegel; wir woUen die 
spek~ralen Bestand~efle derjenigen S~rahlungen, die in einem solehen Hohl- 
mum m~glich sind, berechnen. 

Die e]ek~ische Feldst~ke ~ wird im Inuern J den Gleichungen 

It---- Zeit; Lichtgesehwindigkei~ -~ 1] 
/ 

geniigen. Am Rmade ist ~ normal und folglieh (wegen div @ = 0) ~@ 

~ngential geriehtek Um einfaehe Schwingalngen zu ezmitteln, maehen 
wir under Verwendung einer Konstaaten v (der zu bestimmenden Frequenz) 
den Ansatz ~ = e~t.  U(xyz) .  Dann gelten ffir den yon t unabhi~ngigen 
Vek~or II mit den Komponenten U, 17, W die Beziehungen: 

All  + v~lt = O, div It ----- O: innerhalb J ,  
(I) 

.  ormal Ober  ehe. 

Die posi~iven Eigenwerte X ~ v ~ dieses Problems (es gibt fibrigens keine 
andern als positive; vgl. die Anm. allf S. 474) bezeiehne ieh mi~ A~ = ~ ,  
wobei natfirlich wieder in der Reihe A1, A~, 2~, - . .  jeder Eigenwer~ so oft; 
az~zufiihren ist, a]s die An~hl  der zu flare gehSrigen linear unabhiingigen 
vektoriellen Eigelffunk~ionen (.Eigenvektoren") II be~r~. 

Vernachl~ssigen wir zun~ehsl; die Relation div II ~ O~ so haben wit 
das fo]gende Problem vor uns [a~ fl, 7 bedeu~en die Rich~ungskosinus cler 
imaeren Normalen]: 

I A U + A * U ~ O ,  A V + ~ * K ~ O ,  A W + A * W = O :  in d', 

(II) [ U : K : W = a : f l : 9 , ,  a - ~ - ~ - p ~ - + ~ , - ~ - - ~ - O :  amR~ndo. 

Die EigenwerM dieses Problems woLlen wir mi~ 2* bezeietmen. Die Eigen- 
wet f,e Yon 

(III)  A~t + ~L'u = 0 in J ,  u = 0 am Rande 

*) Dieso Definition is~ offenbar yon der Wahl des Iso~hermo~sys~ems tmab- 
h~mgig. ~ S ~  des hmeren J oiner solchea Oberfl~he k~nn~m wit ~uch ei~ea 
me2affaeh zaxmmmon]~mgenden Boreich bo~h~on, dot yon einex endlichen Anzahl 
go~Mos~_~ex Fliiekoa b~g~nz~ wird. 
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m~gen an dieser St~lle ~, heiBen. Ich bel~aup~e: die Reihe der l~* bes~eh~ 
a~s den i~ und l~ zusammengenommen; umgekehr~ erhaRe ich also die 
l~ aus der Reihe 1~*, indem ich aus dieser die l~ (die darin sicher alle" 
vorkommen) forts~reiche. In der Tat: Is~ i* kein Eigenwer~ yon (III)~ 
so folgr aus (II), dag ~ ~ div U identisch verschwindet; denn ~ gentigr 
der Gleiehung A~ 4- A*ep = 0 mad hat am Rande yon J zufolge der fiir 11 
gtiRigen Randbedingungen die Wer~e 0. War hingegen ;t* e~wa ein 
~facher Eigenwer~ yon (HI) und sind" u = ~1, '"  ", 9% die zugehSrigen 
Eigenfunk~ionen, so definieren die Gleichungen 

1I 1 ~ -- grad ~i, "" ", 1I~-~ -- grad ~ ,  
aus denen 

div IIi ~ l*- ~l, " "'~ div lI~ ~ l*- ~ 

folg~, h linear unab]Engige zu ;~* gehSrige Eigenvektoren des Problems (II). 
Ist j ( ~  h) die Vielfachheit des Eigenwertes i* yon (II), so kSnnen wir 
U l , - - . ,  ll~ dutch j -  h weitere Eigenvektoren lI~+l ,- . - ,  lts, die den Be- 
dingungen div It ~ 0 gentigen, zu einem vollen System der dem Eigen- 
wer~ ~.* engsprechenden Eigenvektoren yon (JI) erg'~nzen. Eine lineare 
Kombination derselben ist offenbar dann und nur dann ein Eigenvektor 
yon (I), falls U l , . . . ,  lI~ gar nicht vorkommen, l* ist demnach ein 
(j  -- h)-facher Eigenwer~ des Problems (I). 

Wir werden beweisen, dag (II) dreimal so viel, mithin (I) doppel~ 
so viel Eigenwerte wie (III) besitzt. Man kSnnte deshalb sagen, da6 die 
G]eichung div 1t ~ 0 yon den fibrigen unter (I) verzeichneten Bedingungen 
nich~ unabh~ingig, sondern ,zu ~/~" eine Folgerung aus diesen ist. 

Von nun an beseh~f~igen wit uns also nur noeh mit dem Problem (If). 
Mit ~, Io' bezeichne ich variable Punk~e in #, mit d.p, d p" die an den 
SteIlen to, P" befindlichen Volumelemente. o, o' bedeuten ste~s Punkl~e der 
J begrenzenden Oberfi~iche, do~ do' die zugehSrigen Oberfl~chenelemen~e~ 
~o, no, die zugehSrigen (inneren) Normalen. Das einfaehe f dien~ zur Be- 
zeictmung yon Integra~ionen, die sich fiber den ganzen Hohlraum J, bez. 
fiber die ganze Oberfi~che erstreeken soften. Wir ftthren (II) auf eine 
In~egra]gteichung zuriick, indem wir zun~ichs~ die inhomogenen Gleichungea 

A U = - - 4 : ~ A ,  A V ~ - - 4 ~ B ,  A W ~ - - - 4 ~ C  
bei gegebenem, in J stetigem Vek4orfeld (A, .B, C) unter den fix (II) ge- 
forder~en Randbedingungen in der folgenden Form zu in~egrieren suehen- 

re,) = f% +fo,  +fo, o 
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Die ~* und zugehSrigen ([7, V~ .W) sind zugleich Eigenwer~ trod FAgea- 
funktdonen~ripel des ,,Gre~nschen Tensors" 

der den sechs Symmeh'iebedingungen 

Geniige leisten wird und den wit auch unter Benur der gewShnlichen 
zu (III) gehSrigen Greenschen Funk~ion G mit 

(23) 
(G + A~,A~, G +A~Avv A~, ) = (G 0 G + (A~ A*v A'* A~ Av: 

A~ A~ G + A:~ ,0 0 A~ A,y A~, 
bezeichnen wollen. 

Wir haben jetzt zweierlei zu erledigen: 
1) den (~eensohen Tensor zu konsh'uieren, 
2) nachzuweisen, dab der zweite Summand in (23), der Tensor A, 

die u der Eigenwer~e asymptotisch nich~ beeinfluBt. 

Aufgabe 1. Fiir ein festes p' ist der u 

ein hinsichflich ~o innerhalb J regul~es u das am Rande 
die Bedingungen 

A~(o~ ' ) :  A~jof) : A~(op')  = .(o): ~(o): r(o), 

= -- ~ (o) ~ 6 (op3 

zu erffillen hat. Wit linden hier die Aufgabe vor, ein in J regulates 
Vekh>rlmten~ial a~(u, v, w) derar~ za bestimmen, dab am Rande 

~u 3v aw 
u : v : w = a : fl : ~ wird und a ~ + fl ~-~ ~- y ~ gleich einer gegebenen 

Funl~ion f(o). Zltr LSsung dieser Aufgabe denken wit arts a dutch eine 
norma], gerichtete einfache und eine tangentiM gerichtete Doppelbetegung 
erzeug~; d. k wit ma~hen den Ansatz 
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= ~-L-,~(o)T(o)do + - ~_. ["(') f rc~o) f (o.o,-~o)) ~(~176 

~, ~/, ~; T bedeuiea geeignet zu wiihlende Belegungsfunktionen, yon deaen 
die drei ersten dureh die Relation 

(25) a~ + ~ + re = o 
verknfipft sein soltem 

Die Randbedingung 
u : v : w = a : / ~ : 7 ,  

die wit unter Verwendung einer neuen Unbe~annten v so sehreiben: 

u(o)  = a ( o ) ~ ( o ) ,  v (o)  = ~ ( o ) ~ ( o ) ,  w(o) = r ( o ) ~ ( o ) ,  
ergibt 

und zwei ganz entsprechende Gleichungen (26~), (26a) ffir ~ und ~. Wit  
multiplizieren diese Gleiehungen bes. mit a 2 fl, ? und addieren; so komm~ 
mit Riieksichl auf (25)*): 

" 1 , + ,(o> =j zo(o>o(o>. 
Dutch Einse~zen in (26x,~,s) erhalten wir drei InCegralgleiehtmgen ~ir die 
vier Unbekannten T; ~, ~, ~. Die erste laurel 

2=~(o) +f~(To~ { [ l-a~(~ ]a(~176 #(o)#(09-a(o)r(o)r(o')} r(o')ao" 
(271) +f~-G ~(0o? {[:-~ (o)]~(o3-,~(o)~(o),~(o')-,<o)r(o)~(o') }~o'=O; 

die beiden andern (27~), (270 sind ~.,~log gebaut Die Kerne, an welche 
bier ~(o~), ~(o'), ~(o 5 gebunden sind, werden bei o ' ~ o  vo~a I. Ordnung 
maend/ich; hingegen bteibt der mit T(o') multiplizier~e Kern aueh bei 
4 =  o besehr~nk~. Die Relation (25) ist umgekehrr eize Fo!ge der Glei- 
chungen (27~,~,~). 

Eine vierte Integralgleiehung erhalt~n wit aus 

*) I bedeute~ eine Summation fiber drei Koml~nent~n, yon denen nut die e r i e  
hingeschrieben is~. 
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~ 1 
Ikre Formutierung berei~t jedoeh Schwierigkeiten, da der Kern ~no~n4 r(oo% 

auft~i~, der bei o ' =  o yon 3. Ordnung ~nendlich wird, and zwar is~ his 
auf Glieder, die nur yon 2. Orclnang tmendlich werden, 

~ 1 1 
~% ~%, rod)  ~ r'(oo') 

Gltieklieherweise ersehein~ jedoch dieser Ausdruek mie dem Fak~r  

 (ol = -  (o3] 

versehen~ wodureh die Ordnung des Unendlichwerdens am 1 erniedri~o~ 
wird. Die beereffenden In~egrale haben daher (wit werden das naehher 
noeh genauer festseellen) efiaen Sinn, wenn f'tir sie der sog. Cauehysche 
ttaupewer~ genommen wird: 

"t- r(~o" .~r  ~(o ) o -~ f(o). 

Wit formen diese Gleichung dadurch urn, dab wir ftir ~(o'), V(o'), ~(o~ die 
in (271,~,a) angegebenau IntegTalausdriicke einsetzen. Dann verwandel~ 
~sich 427) in eine Ineegralgleichung (27*), in der (wie bald bewiesea werden 
soil) nur noeh Kerne vorkommen, die ~tir o'= o yon hSchstens 1. Ordnung 
unendlieh werden. 

Auf das Gleichungssysh~m (27~,~,s) , (27*) lassen sich die Fredholm- 
schen S~eze anwenden, und wir bekommen vier Belegungsfunk~ionen, wie 
wit sie wiinschen - -  falls die entsprechenden homogenen lntegralgleichungen 
aul~er T ~ ~ = ~  = ~ ~ 0 keine Liisung besilzen. Diese Bedingung ist aber 
erfftille. Sind n~mlich T; ~, ~, ~ LSsungen der homogenen Integralgleichungen, 
so liefern uns die Gleiehungen (24) ein sowohl im Innern als auch im 
Au~ern der Oberfl~che regul~res Vektort)oteneial ~ mi~ den Komponenten 
u, v, w. Dabei w'drde alas im Innern herrsehende Yekh~rpoeeneial u an der 
Obertl~iehe versehwindende Tangen~ialkomponenten und seine normale Ab- 
leitang daselbs~ eine verschwindende Normalkomponenee besiezen. Daraus 
~olg~, dab im Irmern identiseh ~ ~ 0 ist. Dem~ zufolge der angegebenen 
Eige~schaf~n wird 

also 1: = cerise. = r Das wtirde sieh, falls ~ ~= 0 wiixe, niche mit tier Tat- 
saehe vertragen, dab u an der Oberfl~che normate R i c h ~ g  beside.*) 

' . . . .  ~) Dami~ is~ gezeig~, d~  ~t* ~ 0 kein Eigenwe~ des Problems (I1) is~ i ebenso 
leichr erkenn~ mau, da~ (H) keine ~ya$/ve~ Eigenweri, e besi~t. 

, u  



A~mptotlsche Vert~ilung der FAgenwerte. 475 

Da die Doppelbelegung, aus der u emt~pringt, tangential geriehtet wax, 
durchsetzt die ~ormalkomponen~e yon u die Oberfl~ehe' sCe~ig. Darnach 
ha~ das im .Au/~rn herrschende Potential u an der Oberfl~iche eine ver- 
sehwindende ~ormalkomponente. Ebenso ergibt sich, dab die Tangential- 
kompoaen~en der normalen kbleitung des ~u~eren Po~ntials an der Ober- 
fl~che = 0 sind. Diese Randbedingungen haben zur Folge, da~ aueh im 
Auflern identisch u ~-O sein mu~. Da u sonach zu beiden Seiten tier 
Oberfl~iche dieselben Werte ha~ wird ~ ~ ~ -~ ~ -~ 0; da auch die normale 

Ableitung ~-~ keinen Sprung erleidet, gil~ T = 0. 

Wir haben noch den Beweis daffir nachzuholen, da~ die Kerne der 
Gleichung (27*) hSehstens yon 1. Ordnung unendlich werden. Dazu haben 
wit ]eJiglieh die Funk~ionen 

(2s) j ,,(oo) ,(o%) 'i~ 
und 
(~v) 

zu betraehten. 

: ~ , ( o ) - - ~ ( o ' )  ~ 1 . ,  

- ~  . ~-~o,, ~.<~o") ao  

Die Existenz des Cauchyschen ttauptwerts yon 

ergibt sich, wenn wir die Umgebung yon o auf der Fl~iche mi~ einem 
regul~ren Iso~hermensystem bedecken, mi~ Rficksicht auf die der FiChe 
auferlegt~n Differenzierbarkeitsbedingungen daraus, dab die Cauchyschen 
Hauptwerte der e~wa fiber u~-F v~<~ 1 zu ers~eckenden Int~grale 

,+~r JJ i ~ / ~  
f f  exisfieren sind). 

Ffir (28) k~nnen wir schreiben 

I /'~(o)--,,(o').._ /'~,(o)--.(o)[ I I 
,(o~)fl ,~o5 a o . f l  >(~ L~ ~]ao 

Der erste Summand wird bei o " =  o yon 1. Ordnung unendlich, der zweita 
ist wegen 

1 ' I i<. ,(oo) ,(o%) r(oo) --~(oo)r(oo) 
dem absoluten Beh-sge nach 

Cons~ f do" 

Das le~zte Int%o~l wird flit o"~ o nut logarfl~hmiseh unendlieh: 

3I* 
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Um den entsprechenden Schlu~ auf  (29) anwenden zu kSnnen, mfissen 
wir zeigen, dab 

0 ~-o,, r(o'o") ~no., ~ C~ 

Wit brauehen le~glich Punkte o, d, d" zu betrachten, die so nahe beiein- 
ander liegen, dab sie alle drei einem Fl~henst~ick angehSren, welches sich 
mit einem regul~iren Isothermensystem u, v iiberdecken l~i~t*), und zwar 
mSgen dem Punk~ o" die Werte u ~ 0, v ~ 0, dem Punkte o die Werte 
u, v, dem Punkte d die Werte u', v" entsprechen, to, to" (0 ~ t ~ 1) 
seien diejenigen Punkte auf der Fliiche, deren isotherme Koordina~en tu, tv 
bez. tu', tv" sind. Bezeiehnen wit mit x~, x~ die 1. Differen~alquotienten 
yon x(o)~ x(u, v), so kSnnen wit setzen 

1 I 

0 0 

Man notiere jetzt  die folgende Reihe yon OrSBen: 

1 ~ ' r [ X ( O ' )  - -  X(O")]  0 : (0")  

~o7, ,'(o'o'") =" ~'~ (o'o") ' 
1 I 

,," f ~.,(o") ~u<to') ~, + ~" f ~a(o") ~.(,o') al 
~x'[x (o') -- =(o'5] ~(o") 5 

r'(o" o "~) r (o o'b r '  (o" o") r (o o") ' 
1 1 

,,'.f 2a(o") ~Ato) ,zt + r  2~(o"):,.(,o~ at 
0 0 

r'(o'o") r(oo") 
I ] 

e f 2a(o'9=u(io) + f 
0 0 

r(o'o") r'(o o") 
1 1 

uj'2a(o") (io) + 
o o _ -  2 " [ z ( o )  - :~(o")]  , , ( o " )  

~(o'o'~ r'(o o") T(o'o") ~'(o o") ' 
~ ' [ ~ ( o )  - ~ (o")] ~ (o") ~ I 

�9 r~(oo ") = 0~o,, r(oo") " 

Beachtet man~ da~ 
I 

0 

1 

!f 
0 

*) Dadurch erscheint das Fl~chens~ck auf ein Geble~ einor auf rochgwinklige 
Koordina~en ~, v bezogenen Ebene abgeb~ldet; wit d~rfen noch voraussetzen (indom 
w~ uns or. ~ ein Teilgebiet be~ehr~ken), da~ di~ses Bildgebiet koavex ist. 
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ist (wobei such o dutch d erse~zt werden doff), und ferner gleidam~Big in t 

l x ~ ( ~ o ) - ~ ( t o 3 1 ,  t x . ( t o ) - ~ . ( W ) l  =< Cons~. t.,-(oo'),*) 
so erkenn~ man~ dab die Differenz yon je  zwei aufeinanderfolgenden GrSBen 
dieser Reihe - -  mad daher such die Differenz des ersten und letzten Gliedes, 
wie wir zeigen wollten m dem ahsolu~en Be~rage nach 

=< Cons~. r(oo') 
r (00"3 r(o"o') 

is~. 
Aufgabe 2. Die nunmehr volls~4ndig gelSs~e Randwer~sufgabe sus 

der Po~enfial~heorie war fiir uns nur ein Vtl]~smi~l, um den Tensor A zu 
konst-ruieren. Nehmen wit far f(o) die FunkCion 

= - ~(o) f(o103 G(o10"), 

so ergeben sieh Belegmngsfun_k~ionen T(off);  ~(o103, ~2(o10"), ~(o10'), die 
noeh yon lo' abh~ngen werden~ mad aus ihuen naeh (24) der Vekt~r 
.Go) = tA1010'). Ds 

Const. y 
If(off) 1 <= r,(o~3, f(o10") I do < 4 

is~, folgt sus den In~egralgleiehungen (271,2,a) , (27*) in einfacher Weise**) 

Cons~. 
iT(olo3t = ~ ,  s do ~ Cons~.; 

t ~ (o103 I, ] ,~ (o~5 I, I ~(o103 [ __< Co~s~ 
~,Cons~." bedeu~e~: unabh.2ngig yon o und 10". Es bezeichne P-- - -P@P3 
das Minimum 

rain. {~(10o) + ~(ffo)}, 
O 

welches zustmlde komm~, wcnn bei fes~em 10, 1o' der Punkt  o die ganze 
Oberfl~che durehliiuft. Die gewonnenen Ungleiehungen zeigen~ wenn man 
sie in (24) zur Berechnung yon tt = ~1~ einta~gr ~ der 2. Summand in 

~ Const. diesen Formeln f~r alle 10~ 10' absolut ~ Cons~ v der 1. abet  _= ~ bleibt. 

Diese A b s c h ~ u n g  des 1. Summanden erhFdt man, wenn man alas Infe- 
gra~ionsgebie~, dos aus der gauzen Oberfl~iche bes~eht~ in zwei Teile zer- 
leg~: der ers~e Tell [1] bes~eh~ aus allen Punk~n  o [wenn solche iiber- 

hsup~ vorh~den  sind]~ deren Enffernung yon p ldeiner is~ als ~ ;  f~r 
P diese o is~ zugleich r(p 'o)>-~--  Da flit betiebiges 

*) Um dies zu zeigen, hat man in de~ Bildeben~ die Punk~e to, ~o" dutch eine 
gersd!in~ge St~eeke zu verbinden; vgl. die Fu~note suf tier vorigen Seite, 

**) Ygl. E. E. Levi, GSt~. Nschr., 16. Mai 1908. 
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(r(~o)<e) 

ist ( C o ~ .  heiBt bier: unabh~ingig yon p and ~), so wird fiir den erston 

!/" * ' I Cons~. ~_ do Cons~. i.l ~--~o) ~(~ z(~ d~ <= ~ y  ~o~ <= p 
[E [11 

Ffir den Res~ [2] der Oberfl~iehe gilt 

,~(o)Z(o#)do <-r ir(o#)iao< co,~t. 
p ~ ~ p 

IS] 

Wir finden also 

= p@p') 

Diese Ungleichung, welehe zum Ausdmck bringt, da$ ~= nut unendlieh 
wird, wenn p, f f  gegen denselben Randpunk~ konvergieren, d~fen wit ffir 
unsere Zwecke dureh die weit weniger seharfe 

(3o) l~@p31 < Con.. 
= ,.(p.r 

erse~zen. 

Das Integral 

= -- f "~(off) . ~-~o "=(op') do 

=J ,~(o) ~ O(o#) [~(o).a=(o#) + ~(o)a.(o#) + r(o)~~ do, 

Nennen wir den kiirzesten Abstand des Punktes p' vonder Oberfl~iche 
wie fr~er @@~), so folgt daraus 

<3,) f i t  ~">; '  '+ I ~"~"  ~ ! ~"(")r.} # < ' '  r O x  j a y  , ~ z  = 0 @ 3  ' 

wo Consr dieselbe Kons~ate bezeiehneg wie in der Ungleiehung (30). 
Aus (30) und (31), mad weft entsprechende Ungleiehungen f~r die beidon 
andern den Tensor A konstituierenden Velrboren 

~ = (.~,,,,, .a . ,  ~t,,), 
~, = (~, . ,  .a,~ ~,,)  
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gelten~ schlieBen wit nach der in w 5 auseinandergese~en Me,bode, dab 
(23) asymptotisch die gleiche Eigeawer~ve~eilung hat wie (!o;) 

G . 
0 

Die Eigenwerge des letzteren Teasers aber sind dieselben wie die yon G" 
mit dem einen Un~ersehied jedoch, dab die Vielfachhei~ eines jeden 

Eigenwerts yon G zu verdreifaehen ist. Da nach w 5 die knzaM der 
1 unterhalb h gelegenen Eigenwerte yon ~-~ G asymp~otisch (fiir lira A = ~ )  

J �9 A'a gegeben wird, so finder sich jetzt die entsprechende ffir dutch ~-~ 

J .h'/~. Die An- das Problem (II) berechnete Anza~l asympto~isch = ~  

zahl der Frequenzen v~ ~ N, welche den stehenden elekCrischen Schwin- 
J N 3. guagen [Problem (I)] entsprechen, is~ demnach asymp~otiseh - ~ .  

Auf jede solehe Frequenz v,, mii andern Worten: auf jede Spek~rallinie 
des ttohlraumspekt-rums kommen gem~i~ der Formel 

= U(xy~) .  (al eos~t + a~ sin ~t) 
zwei Freiheitsgrade. Damit sind wit am Ziel und kSmaen das l~esulta~ 
folgendermaBen zusammenfassem 

Satz  XII. Das Spek'trum der in eir~em beliebigen Hohlraum J mit yelp 
kommen a)iegelnden Wdnden herrschenden S~rah~ng ist so geartet~ daft die 
Za/d der Spektrallinien, dere~ Frequenz unterhalb ~, liegt, mit ~ in demse2be~ 
Marie ansteigt~ uge die 3. t)otenz yon v. Genauer gesagt, 7zonvergiert das 
Verh~ittnis dieser Anzatd zu ~,a fiir v - -~  c~ gegen die Grenze 

Volumen yon 3" [Lichtgeschwindigkeit = c]. 

(Die sl~iegeb~den W~nde werden in mathematischer Hinsicht als geschlossene~ 
v ~ r ~  ste~ig differenzierbare _Wliicheu vorausgesetzt.) 

GSi t i ngen ,  den 7. Mai 1911. 


