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Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.

ITI. Teil.

Uber die Auflésung der nichtlinearen Integralgleichung
und die Verzweigung ihrer Loésungen.*)

Von

ErsARD ScHMIDT in Bonn.

Einleitung,**)

Unter einer nichtlinearen Integralgleichung verstehe ich eine Funktional-
gleichung von folgender Art: Es soll fir ¢ < s < b eine stetige Funktion
#(s) 80 bestimmt werden, daBl eine fir ¢ <s<b definierte gleichmiBig
konvergente unendliche Reihe gleich Null wird, deren Glieder aus der
gesuchten Funktion u(s) und weiteren gegebenen Funktionen durch die
Operationen der Integration und Multiplikation, also auch Potenzierung zu
positiven ganzen Exponenten, entstehen. So ist z. B.

0 = u(s) + 0(s) + | JE(s, 4, t) w(t, ) u(ty)? o ()2 dlt, dty,

wo u(s) gesucht und v(s) und K(s, ¢, ¢,) gegeben sind, eine solche nicht-
tineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewohnliche nichtlineare
nach 2 aufzuldsende Gleichung

F(z,yy=0
in der Umgebung einer Losung eine und nur eine Lisung zuldBt, wenn

g—a—f—'=}= 0 ist, im anderen Falle aber Verzweigungen eintreten, so hingt

*) Diese Abhandlung hat im Februar 1906 der Philosophischen Fakultit der
Universitit Bonn als Habilitationsschrift vorgelegen.

*#) Diese Einleitung ist bis auf unwesentliche Anderungen eine Wiederholung
der Inhaltsanzeige des vorliegenden Teiles, welche sich am SchluB8 der dem I. Teil
voraufgehenden zusammenfassenden Einleitung Math. Ann. Bd. 63, S. 438 findet.
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auch der Losbarkeitscharakter einer nichtlinearen Integralgleichung in der
Umgebung einer reguliren Losung von einer abgeleiteten linearen Integral-
gleichung ab. LiBt diese keine Nullldsungen®) zu, so ist die nichtlineare
Integralgleichung in der Umgebung der vorausgesetzten Losung eindeutig
losbar; gibt es aber Nulllssungen, so treten funktionale Versweigungen
ein, fiir welche es gelingt, die den Puiseuxschen entsprechenden Sitze
aufzustellen.

Diese Theoreme ermiglichen es, wie ich demniéchst auseinandersetzen
werde, z. B. bei den nichtlinearen elliptischen partiellen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung die Abhingigkeit der Losungsflichen von den
Randwerten zu verfolgen und zwar mit Beherrschung der Verzweigungen,
d. h. derjenigen Losungen, in deren Umgebung es fiir willkiirlich, aber
geniigend wenig verinderte Randwerte nicht mehr eine, sondern mehrere
Losungsflichen gibt. Der Verzweigungscharakter hingt davon ab, ob die
Jacobische derivierte Differentialgleichung bei den Randwerten Null von
Null verschiedene Losungen hat oder nicht, eine Frage, die leicht zu ent-
scheiden ist, indem man sie nach Hilbert auf die Frage nach der Existenz
von Nullldsungen einer linearen Integralgleichung zuriickfiihrt.

Auch die von Poincaré entdeckte Bifurkation in der Theorie der
rotierenden Gleichgewichtsfiguren ergibt sich, wie ich zeigen werde, als
solche Verzweigung einer nichtlinearen Integralgleichung.

Aus der Theorie der linearen Integralgleichungen werden in der vor-
liegenden Untersuchung nur folgende der Fredholmschen Fundamental-
sitze benutzt: Es sei der ,Kern“ K(s,t) eine fir a <s<b, a <t <h
definierte, stetige, reelle oder komplexe Funktion. Man bezeichne als
wNulllosung in s¢ des Kernes jede nicht identisch verschwindende stetige
Funktion ¢(s), welche identisch in s der Gleichung

o(s) — | K(s, ) p(H)dt =0

geniigt, und als , Nulllosung in t“ jede nicht identisch verschwindende
stetige Funktion y'(¢), welche identisch in ¢ die Gleichung

() — [ K(s, ) 9(s)ds = 0

erfiillt.

Dann gelingt es die Gesamitheit der Nulllosungen zu bestimmen, und
zwar st die Anzahl der linear unabhingigen Nulllosungen in s stets endlich
und gleich der Ansahl der linear unabhingigen Nulllosungen in t.

Ist diesc Aneahl gleich Null, d. h. gibt es tberhaupt keine Nulllosungen,

*) Die Erklarung dieses Terminus findet sich unten.
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so lapt sich ein losender Kern“ bestimmen d. h. eine stetige Funktton
(s, ), so daf die Gleichungen

o(s) — [ K(s, t) 9 () dt — £(s),

£6)+ [ T(s, &) £(B) @t = o(s)

wechselseitig auseinander folgen.

AuBer dem urspriinglichen Fredholmschen*) Beweis fiir diese Sitze
und dem von Hilbert®*) mit Hilfe der Theorie der quadratischen Formen
von unendlich vielen Variabeln gefiihrten, mdchte ich den von mir im
IL Teil***) gegebenen sehr elementaren Beweis erwihnen, dessen Methode
in der vorliegenden Untersuchung wiederkehrt, indem sie sich auch fiir
die Losung der nichtlinearen Integralgleichung als valent erweist.

*) Acta Mathematica Bd. 27.

**) ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen
IVte und V* Mitteilung, Gottinger Nachrichter, Math.-Phys. Kl., 1906, S. 157—227
und 8. 433—480.

*#¥) Math. Ann. Bd. 64. Es ist hier vielleicht der Ort, dieses Aufldsungsverfahren
durch einige Worte zu erginzen. Es besteht in einer hiochst elementaren Reduktion
der linearen Integralgleichung auf » lineare Gleichungen mit #» Unbekannten, sobald ein
System von # Paaren stetiger Funktionen

oy (8), ﬁl (t>; Oy (S), ﬁz (t); B O‘n(s)) ﬁn(t)

ermittelt ist, welches den Kern K(s, ) so weit approximiert, dafl

./I:./?(K(S’ t) “5% ®) ﬁy(t‘))2 dsdt <1

r=1
wird.

Was ich nun an dieser Stelle hinzuftigen mdchte, ist folgende einfache Hex-
stellung eines solchen Systems von Funktionenpaaren e, (s), §,(f): )
Man teile das von ¢ durchlaufene Gebiet in » Teilgebiete ¢, 2,, - - -, 7 und wihle

in jedem derselben eimen Punkt ¢, ¢,, - -+, t,. Dann setze man fir (v =1,2,.- -, %)

(Z,,(S) = K(s, tv)
und §,(?) gleich derjenigen stiickweise stetigen Funktion, welche innerhalb des Teil-
gebiets ¢, gleich 1 und in allen anderen Teilgebieten gleich Null ist.
Da iiber die GroBe von n frei verfiigt werden kann, so folgt aus der gleich-
mifigen Stetigkeit des Kernes, daB die Teilgebiete ¢, so klein gewihlt werden kinnen,
daB bei dieser Bestimmung der Funktionen «,(s), §,(f)

~~ as<b
liK(s,t)—v:Zlav(s)ma)!gs ( s gb)

wird, wo & eine vorgeschriebene, beliebig kleine, von Null verschiedene positive GriBe
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§ 1.
Die Integralpotenzreihe einer Argumentfunktion.

Unter einem Integralpotenzglied m'™ Grades der fir a < s < b defi-
nierten stetigen Argumentfunktion u(s) verstehen wir einen Ausdruck von
der Form '

b b b
W) (@ [ [ K (s by, byt ult)* w(te) - ut ) dt, dty--- dt,

wo die reelle oder komplexe Koeffizientenfunktion K fiir
a’éséb: a§t1§b> a§t2—§b9 T a=_<—tq_§b

stetig definiert ist, und oy, e, ¢, - -+, @, eine beliebige Anzahl ganzer Zahlen
bezeichnen, welche den Bedingungen geniigen

(2) ot oy + oy + o, =m, %20, ¢ 21, 21, “le’
So soll auch jeder Ausdruck von der Form

(3) K(s)u(s)m,
wo die Koeffizientenfunktion K(s) fir a <s < b stetig definiert ist, als
ein Integralpotenzglied m*® Grades aufgefaBt werden, in welchem oy = m
und ¢ = 0 ist. Durch Vertauschung der Integrationsbuchstaben setzen
wir ferner als erreicht voraus, daf
(4) “12“22"‘32"'2%
ist. Wir bezeichnen zwei Integralpotenzglieder m*™* Grades dann als von
gleichem Typus, wenn ihre Exponentenfolgen o, «;,xs, - -+, &, tibereinstim-
men. Die Anzahl aller Typen m'™ Grades ist dann endlich.

Ferner bestehen, wie leicht ersichtlich, die Satze:

I. Das Produkt eines Integralpotenzgliedes '™ mit einem solchen
n*® Grades, 148t sich als Integralpotenzglied m + #*" Grades schreiben.

II. Ersetzt man in einem Integralpotenzglied m*® Grades die Argu-
mentfunktion w(s) durch ein Integralpotenzglied #*® Grades von v(s), so
148t sich das Resultat als ein Integralpotenzglied m -#'*» Grades von v(s)
schreiben.

Unter einer Integralpotenzform m*® Grades verstehen wir die Summe
einer endlichen Anvahl von Integralpotenzgliedern m*™® Grades, welche wir

bedeutet. Wihlt man & gentigend klein, so folgt aus dieser letzten Ungleichung die
zu beweisende a fortiori. DaB die benutzten Funktionen §, nicht stetig, sondern bloB
stlickweise stetig sind, &ndert nichts.

In der erwihnten Abhandlung bezieht sich alles auf das reelle Gebiet, und es
wire ddgher noch zu bemerken, daB die Zulassung komplexer Kerne und Funktionen
keinerlei Anderung in den S#tzen oder der Beweisanordnung ndtig macht.
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alle als von verschiedenem Typus voraussetzen konnen, da Glieder von
gleichem Typus durch Addition der Koeffizientenfunktionen in eines zu-
sammengezogen werden konnen.

Eine von u(s) unabhingige Funktion von s liBt sich auffassen als
eine Integralpotenzform 0% Grades der Argumentfunktion w(s).

Die Summe zweier Integralpotenzformen m*® Grades gibt wieder eine
solche. Ferner bestehen wie fiir Integralpotenzglieder die oben angegebenen
Sitze I und II auch fiir Integralpotenzformen.

Wir wollen im folgenden Integralpotenzformen m™® Grades der Argu-
mentfunktion #(s) durch Symbole wie

®) LAOIRAWIEEAW

bezeichnen. Bedeutet p eine Konstante, so besteht die Gleichung
©) W () = 2" W 1)

Ersetzt man u(s) durch 1, so ergibt sich

» w(3) = )

Durch die Symbole
(8) WL (5), IVim(Z), fPim(j)

bezeichnen wir dann diejenigen Integralpotenzformen, welche aus den
Formen (5) hervorgehen, wenn sémtliche Koeffizientenfunktionen durch
ihre absoluten Betrige ersetzt werden. Ferner sollen durch die Symbole

~

~ ~ T
(9) “;v)wf")(u','w):"
Wm? Vm! Pm? ‘Wlm7 lV‘m7 lP[m
die Maxima der absoluten Betriige der stetigen Funktiomen

u(s>) ’U(S), w(s>; ) u<3> + w(3)7 ©e

ole) 7o) Ba(l)e 1WIa3) 171 3): 120 )

fir @ < 8 < b bezeichnet werden. Dann folgen bei Berticksichtigung von
(7) die Relationen

1) |wa(2)|<

() S Il 3) = 1 Wl (3) 1< 7

Unter einer regulir konvergenten Integralpotensreihe B ( ) der
Argumentfunktion u(s) verstehen wir eine Reihe von der Form

GV AORS AN )+W( )+ W, (o) 4 ad int,
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fiir welche »
(12) W‘o‘l‘lwlla‘HW'ﬂL}‘_ +;W!mﬁ’m+
konvergiert. Konvergiert also eine Integralpotenzreihe regulir fiir eine
bestimmte Funktion u(s), so konvergiert sie wegen (10) auch absolut und
gleichmiflig und stellt mithin eine stefige Funktion von s dar. Sie kon-
vergiert ferner regulir fiir jede andere Argumentfunktion, deren absoluter
Betrag ein kleineres Maximum hat.

Ebenso folgt leicht: Die Summe und das Produkt zweier regulér
konvergenten Integralpotenzreihen einer Argumentfunktion geben wieder
regulir konvergente Integralpotenzreihen.

§ 2.
Die Integralpotenzreihe mehrerer Argumentfunktionen.

Unter einem Integralpotenzglied der beiden fir ¢ < s < b definierten
stetigen Argumentfunktionen #(s) und »(s) von m*™ Grade in u(s) und
von #*™ in v(s) verstehen wir einen Ausdruck von der Form

(13) u(s)a°v(s)ﬁ°ff~fK(s, tiytay s to) “(ﬁ)al”(ﬁ)ﬁl w(ty) v (8)™ -

wu(tg)“@@(t@)ﬁ? Aty dty -+ - dty,

wo die reelle oder komplexe Koeffizientenfunktion K eine stetige Funktion
ihrer Argumente ist, und o, By, &, f;, ¢,fB;, -+, &, B, 6ine beliebige Anzahl
von Paaren nicht negativer ganzer Zahlen bedeuten, welche den Bedingungen

gentigen o +oytag+ -+ oag=m
Bot+Bi+B+- -+ Po=mn
o +p =1

(4 a0+ B =1
e+ Bo=1.

So soll auch der Ausdruck

K(s)u(s)mo(s)"
wo die Koeffizientenfunktion K(s) fiir o < s < b stetig definiert ist, als
ein Integralpotenzglied m' Grades in u(s) und #*® in v(s) aufgefaBt
werden. Wie im vorigen Paragraphen kann man als durch Vertauschung
der Integrationsbuchstaben erreicht voraussetzen, daB

(15) “12“22“32"'.—.}—.“9

= «, und v > p ist, §, > B, ist.

ist, und dafl, wenn «,
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Wir bezeichnen zwei Integralpotenzglieder der beiden Argument-
funktionen %(s) und v(s) als von gleichem Typus, wenn die Exponenten
% By, oy By, + - @B, In beiden tbereinstimmen. Die Anzahl aller Typen
von m'™ Grade in %(s) und #*™ Grade in v(s) ist dann endlich.

Unter einer Infegralpotenzform der Argumentfunktionen u(s) und
v(s) von m™™ Grade in u(s) und %*™ Grrade in v(s) verstehen wir die Summe
einer endlichen Anzahl von Integralpotenzgliedern von mt™ Grade in «(s)
und #** Grade in »(s), welche wir alle als von verschiedenem Typus voraus-
setzen diirfen, da Glieder von gleichem Typus durch Addition der Koef-
fizientenfunktionen in eines zusammengezogen werden konnen.

Die Summe zweier Integralpotenzformen, deren jede in u(s) von mt™
und in v(s) von #*™ Grade ist, gibt wieder eine solche. Das Produkt
einer Integralpotenzform m'® Grades in u(s) und #»** Grades in v(s) mit
einer Integralpotenzform m’*® Grades in u(s) und #»'*® Grades in v(s)
gibt eine Integralpotenzform m 4 m'*® Grades in u(s) und » + »n'** Grades
in v(s).

Wir bezeichnen Integralpotenzformen von m*™ Grade in u(s) und
von n** Grade in v(s) durch Symbole wie

S S S
(16) Wal o) Tnlu)s Pan i)
Bedeuten p und ¢ Konstante, so bestehen die Gleichungen

s

() Wonn (g ) = 20 Wonn ()
Ersetzt man hier u(s) und v(s) dureh 1, so ergibt sich
(18) W <psq) =" W,, <181) )
Wir bezeichnen ferner wie im vorigen Paragraphen durch die Symbole
(19) Whaa (o) 17 han () 1Pl ()

diejenigen Integralpotenzformen, welche aus den Formen (16) hervorgehen,
wenn sémtliche Koeffizientenfunktionen durch ihve absoluten Betrdge
ersetzt werden, und durch die Symhole

(20) Wmm an? ‘Pmni JWJmn’ J‘\Vd!mm l’l\j}mn

die Maxima der absoluten Betriige der stetigen Funktionen

W (181)’ Vinn (181)’ P (181)’ [ Wl <181)’ 1V (181)’ | P "’”‘(181)'

Bei Beriieksichtigung von (18) ergeben sich dann die Relationen
Y Won ()| S 17 b (o) ST hn(55) = | Wi (i) 857K P L
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Unter einer regulir konvergenten Infegralpotenzreihe der beiden
Argumentfunktionen u(s) und v(s)

B(,.)

verstehen wir eine Reihe von der Form

m=—o0 N=%

(22) ST 2 Wl

m=0 n=>0
fiir welche

(23) > D Wl 3
=0 n=0

konvergiert. Wenn daher eine Integralpotenzreihe zweier Argument-
funktionen u(s) und v(s) regulér konvergiert, so konvergiert sie wegen
(21) auch absolut und gleichm#éBig und stellt mithin eine stetige Funktion
von s dar; sie konvergiert ferner auch regulir fiir jedes andere Paar von
Argumentfunktionen, deren absolute Betrige beztiglich kleinere Maxima
haben.

Aus dem Vorstehenden ist leicht ersichtlich, wie die Integralpotenz-
form und die regulir konvergente Integralpotenzreihe einer beliebigen
endlichen Anzahl von Argumentfunktionen zu definieren sind. Kbenso
folgt leicht, daf die Summe und das Produkt zweier regulir konvergenten
Integralpotenzreihen mehrerer Argumentfunktionen wieder solche geben.

§ 3.
Integralpotenzreihen von Integralpotenzreihen.

Aus den Sitzen des vorigen Paragraphen ergibt sich ohne Schwierigkeit:
Es sei

@) W =Wy + W () +W(3) + - +Wa(5) +

wo die Integralpotenzreihe rechts fir & <h regulir konvergiere. Ks
sei ferner

(25) u(s)=V1(;)+V2(z)+...+Vm(z>+...,

wo in der letzten Integralpotenzreihe das Glied O*® Grades V,(s) als
identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Dann konvergiert; die Integral-
potenzreihe der Argumentfunktion v(s), welche sich Yurch Einfiihrung von
(25) in (24) formal ergibt, regulir und stellt W(s) dar, sobald (25)
regulir konvergiert und
'7[15-}-[71252+...+,7’m5m+...5h
ist.
Mathematische Annalen. LXV. 25
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Dieses Theorem gilt auch fiir Integralpotenzreihen mehrerer Argument-
funktionen. Wenn z. B. die Argumentfunktionen einer Integralpotenzreihe
zweier Argumentfunktionen durch Integralpotenzreihen dreier Argument-
funktionen ersetzt werden, so lautet das Theorem: Es sei

(26) Hs)=$(,,)

wo die Integralpotenzreihe rechts fiir @ < h, v <k regulir konvergiere.
Es sei ferner

M=o N=0 pP=00

(27) u(s) =2 2 2 Wm”p (wlfuf, w,.,) ’

m=0 n=0 p=0

M=00 N=00 P=0o0

(28) Q)(S) —2 2 2 mnp (w1 wz’ws)

m=0 n=0 p=
wo in den Integralpotenzreihen (27) und (28) die Glieder 0% Grades in
wy, wy und wy Wyoo(8), Vooo(s) als identisch verschwindend vorausgesetzt
werden. Dann konvergiert die Integralpotenzreihe der Argumentfunktionen
w, (8), wy(s), wy(s), welche sich durch Einfiihrung von (27) und (28) in
(26) formal ergibt, regulir und stellt H(s) dar, sobald (27) und (28)
reguldr konvergieren und
M=00 N=0 P=6

2 22 IW‘mMow1 wrwE < h,

m=0 n=0 p=

M= R=0 P=0o

2 2 2 \V |y 0 a2 2 < &

m=0 n=0 p=
ist.

§ 4.
Umkehrung der Integralpotenzreihe.

Es sei fir a <s< b eine Integralpotenzreihe

(29) Bloo) =2 2 W (u)
gegeben, welche fiir i
(30) . a<h, o<k

regulir konvergiere. Es sei ferner das Glied 0% Grades Wy,(s) =0, so
daB also identisch in s die Gleichung

(81) % (30) =0
bestehe.
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Wir stellen uns das Problem, bei gegebener Funktion v(s) die Funktion
w(s) so zu bestimmen, daf identisch in s die Gleichung

(32) B (usv) -0
erfillt wird.

Wie beim Umkehrungsproblem gewdhnlicher Potenzreihen haben wir
zundchst die Form 1'" Grades in u(s) und 0** Grades in v(s)

b
(33) Wi, (usv) = A(s) u(s) +fB(s, ) u(t)dt
oo

zu betrachten. Wir machen nun die Voraussetzung, daB der absolute
Betrag der Koeffizientenfunktion A(s) fir das ganze Definitionsintervall
aXs< b groBer als eine von Null verschiedene positive Konstante ist.
Dann kénnen wir durch Division der Integralpotenzreihe durch diese
Koeffizientenfunktion bewirken, daB in der resultierenden Integralpotenz-
reihe die betreffende Koeffizientenfunktion gleich 1 wird. Diese Voraus-
setzung entspricht bei den nachfolgenden Anwendungen auf Differential-
gleichungen der Annahme, dafl die Losungen in der Umgebung regulérer
Stellen der in der Differentialgleichung explizite vorkommenden Koeffi-
zienten behandelt werden. Unter dieser Voraussetzung diirfen wir also
ohne die Allgemeinheit einzuschrinken annehmen, daB

(34) Wi (usv) = u(s) —fC(s, £) u(t) dt

ist.

Wie bei den Fundamentaltheoremen fiber die Funktionaldeterminante
und die Existenz impliziter Funktionen hat man hier zwei Hauptfille zu
unterscheiden.

1. Fall: Es gebe keine von Null verschiedene stetige Funktion ¢(s),
so daB fir a <s<b

(35) 9(s) —[ Cs, 8) p(t) dt =0

ist, oder mit anderen Worten: der Kern C(s, ¢) habe keine Nullldsung.*)
Dieser Fall entspricht dem Fall der nicht verschwindenden Funktional-
determinante d. h. dem Fall, wo das lineare homogene Gleichungssystem,
dessen Koeffizienten die Funktionaldeterminante bilden, keine von Null
verschiedene Losung hat.

*) Siehe die letzten Sitze der Einleitung.
26™
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2. Fall: Der Kern habe Nullldsungen d. h. die Gleichung (35) lasse
von Null verschiedene Lésungen zu. Dieser Fall entspricht dem Fall der
verschwindenden Funktionaldeterminante.

In beiden Fillen 1iBt sich unser Problem der Auflssung der Funktional-
gleichung (32) erledigen. Im ersten Fall ist die Losung eindeutig; im
zweiten gibt es, wie die Amnalogie vermuten 14Bt, in der Tat funktionale
Verzweigungen, fiir welche wir die den Puiseuxschen Sitzen entsprechenden
entwickeln werden.

§ b.
Der Fall der eindeutigen Losbarkeit.

Wir wenden uns zur Behandlung des ersten Falles, d. h. wir machen
also die Voraussetzung, daB die Gleichung (35) keine von Null ver-
schiedene Lésung habe.

Dann lassen sich swei positive Griflen B < h und k' < k so bestimmen,
daf3, wenn die stetigen Funltionen u(s) und v(s) den Beschrinkungen

(36) AW, $<¥

unterworfen werden, es zu jeder Funktion v(s) eine und nur eine Funktion
u(s) gibt, welche unsere Gleichung (32) erfiillt. Diese Losung wu(s) lifit
sich als reguldr konvergente Integralpotenereihe der Argumentfunktion v(s)
darstellen.

Beweis: Unsere Gleichung (32) 1aBt sich schreiben

371 u(s) — f C(s, &) u(t) dt = — Wy () —Zngn AL
a m¥nz

Da nun der Kern Of(s, ¢) gemidB Voraussetzung keine Nulllosung hat, so

148t sich nach dem Fredholmschen®*) Fundamentaltheorem zu ihm ein

losender Kern T (s, t) bestimmen. D. h. es 148t sich eine fir a <s<b,

a<t<b definieite stetige Funktion I(s,#) konstruieren, so dafl die

Gleichungen

3\

o) = [ CGs, 1) pt) dt = £(s)

(38) (2 <s<b)

F&) + [T, § £t dt = 9(s)

wechselseitig auseinander folgen. Durch Einfiihrung des 16senden Kernes
erhalten wir die mit der Gleichung (37) gleichbedeutende Gleichung

*) Siehe die SchluBsiitze der Kinleitung.
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b
s 4
(39) o) == Wos () = [ Tl6 0 War ()

+ 3 (= Waal,)) ~Jr(s O Wan (1) d1)-

mtn>2

Wir setzen fiir alle Werte von m und »

b

t s
(40) - Wmn(,ws,v) —'_fr (S) t) Wm n (’M 0) dt = -Pmn (’M ’1))
und schreiben, um die Unabbéngigkeit von P, (us

)
v
funktion w(s) hervorzuheben, statt Po1(us?;) P 1(;)

die Gleichung (39)
4l ws) = Pi(;) + D Paa(,)
mtnr22

wo die Integralpotenzreihe auf der rechten Seite ebenfalls reguldr kon-
vergiert, wenn die Ungleichungen (30) erfiillt sind.
Jetzt setzen wir

(42) ANES AN

und bestimmen fiir alle Werte von m V. ( ), indem wir auf der rechten
Seite der Gleichung (41) fiir u(s) die Summe

y=m-1

(4) 2 ()

y=1

von der Argument-

Dann schreibt sich

einfiihren und nur die Integralpotenzglieder m*™ Grades in v(s) beibehalten.
Die so bestimmte Integralpotenzreihe

(44) w(s) =§’ 7u(3)

gentigt formal der Gleichung (41) und mithin auch der Gleichung (32).
Diese eben auseinandergesetzte Bildungsregel der Reihe (44) entspricht
offenbar genau dem bekannten Auflosungsverfahren einer gewdhnlichen
Gleichung von der Form
%=av + bu® 4 cuv + do*4 - ..

nach .

Wir wollen jetzt beweisen, daf es eine von Null verschiedene positive
Konstante %, gibt, so da8 fur

(45) 5

A

ky
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die Reihe (44) regular konvergiert, d. h. so, dal unter der Voraussetzung (45)

m=eo

(46) DT pim

. m=1
konvergiert.

Gehen wir statt von der Gleichung (41) von der Gleichung
(47) W (8) = 1P () + Pl (s )
m+n>2

aus, und entwickeln wir dann nach dem eben angegebenen Verfahren «'(s)
in die der Gleichung (47) formal gentigende Integralpotenzreihe

() =7 (),

so ist jede Koeffizientenfunktion dieser letzten Reihe reell und wnicht
negativ und dem absoluten Betrage nach nicht kleiner als die entsprechende
Koeffizientenfunktion der zu untersuchenden Reihe (44). Mithin ist

(49) V2|Vl
Ersetzen wir in der Reihe (48) v(s) durch die Konstante ¢, so geht
diese Reihe gemdB (7) in die Potenzreihe

(50) 2V (1)e

iiber. Diese Reihe, fiir u'(s) ein’;;;ﬁhrt, gentigt mithin formal der Gleichung
(51) W) =P () e+ D1 Plua(,’,) 4

Man hat also e

(52) 7 (1) =1PL(;)

und um ¥, (f ) zu bestimmen, hat man auf der rechten Seite der Glei-
chung (51) fiir «'(s)
rv=m-—1

3) 27 ()

einzufithren und dann ¥V, (: ) gleich dem Koeffizienten von ¢™ zu setzen.
Wir betrachten nun die Gleichung
(39 p=|Plig+ D |Pla.re"
m+nz2

deren rechte Seite wegen der vorausgesetzten reguliren Konvergenz der
Reihe (29) fiir p < h, ¢ <k konvergiert. Gem#B dem bekannten Funda-
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mentaltheorem iiber die Existenz impliziter Funktionen gibt es eine
Potenzreihe

m=x

(55) p= 4,4
m=1

welche die Gleichung (54) befriedigt und fiir ¢ <%, konvergiert, wo %,
eine von Null verschiedene positive Konstante bedeutet. Der uns obliegende
Konvergenzbeweis fiir die Reihe (46) ist also wegen der Ungleichungen
(49) geliefert, wenn die Ungleichungen

(56) Vi < An (m=1,2,-- ad inf)
nachgewiesen werden. Aus (54), (55), (52) folgt nun

Ai = |P’§1 = 771,'
Wir haben also nur noch zu beweisen, daB aus den Ungleichungen
(57) v, <4, (v=1,2,---m—1)
die Ungleichung _
(58) Vo< 4,

sich ergibt.
Aus dem oben angegebenen Verfahren, ¥, (f ) aus der Gleichung (51)

zu bestimmen, folgt bei Beriicksichtigung von (57), daB ¥, ( f ) fiir keinen

Wert von s grofler ist, als der Koeffizient von ¢™, den man erhilt, indem
man auf der rechten Seite der G(leichung (51) fiir w/(s) statt der Summe
(53) die Summe

v=m=—1

(59> 2 ‘Aqu = Sm—l
r=1
einfiihrt. Aus den Gleichungen
(60) Plas (5 ° 1)@ =1 Plus (1) Si-r 2

(61) 1Pl () 1P,

ergibt sich nun leicht, daB der Koeffizient von ¢™ nicht kleiner wird,
wenn man die Summe (59) — statt auf der rechten Seite von (51) fitr
W (s) — auf der rechten Seite von (54) fir p einfithrt. Der so gebildete
Koeffizient von ¢™ ist aber gleich A4,. Also ist fiir jeden Wert von s

r {8

4,27.(;)
und mithin auch _
4,27,

was zu beweisen war.
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Die Reihe (44) konvergiert also fiir ¥ < k, regulidr und geniigt formal
der (leichung (32), deren rechte Seite fiir # < h, v <k reguléir konvergiert.
Wihlen wir nun die positive GroBe k, so, daBl
(62) ke Zhyy kLK,
und daf

(63) 21 V) K <h

ist, so stellt gemdB § 3 nach Kinfithrung von (44) in (32) die formale
Entwicklung der rechten Seite von (32) nach Integralpotenzgliedern von
v(s) den Wert der rechten Seite wirklich dar.
Die Reihe (44) ist also fiir
(64) v ky
eine Lidsung unserer (leichung (32).
Jetzt wollen wir beweisen, daf es eine positive Grofe I < h gibt, so
daf, wenn die Ungleichungen
(65) alhk, oI
bestehen, unsere Gleichung (32) nicht mehr als cine einzige Lisung haben Lann.
Es seien u(s) und u(s) + w(s) zwei LoOsungen unserer Gleichung.
Dann wire gemaf (41)

(66) w©) =P (3) + 2 Pun ()

m+n>2
(67) ns) +w@E) =P () + D P (u+w o)

Denkt man sich auf der rechten Seite der Gleichung (67) jedes Integral-
potenzglied nach Integralpotenzgliedern von w(s) entwickelt, und subtrahiert
man dann die Gleichung (66) von der Gleichung (67), so ist leicht ersicht-
lich, daf der absolute Betrag dieser Differenz den Ausdruck

(68) 1Pl (i) Lt @y "~ @3] S @ )| Plyym(@tay=o"
m+nZ2 m+n>2
nicht tiberschreitet. Es ist also fir jeden Wert von s
(69) jw(s)| Kb D)|P ,m(@+@)m-15m,
m4n>2
wo die Reihe rechts wegen der reguliren Konvergenz der Reihe (29) fiir

%+ w<h, v <k als Differentialquotient einer konvergenten Potenzreihe
konvergiert. Aus (69) folgt

(70) DL Dlm P, @+ b= tin,

mt+n>2
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Wire nun w(s) nicht identisch gleich Null, also % von Null verschieden,
so wiirde hieraus sich ergeben

(71) 1< D) m|Pl,, (@ +dym-tin

m+n>2

Da nun die Reihe rechts fiir @ + & = 0, ¥ = 0 verschwindet, so folgt
leicht, daf es eine von Null verschiedene positive Konstante %' < h gibt,
so daB die Gleichung (71) fir (w+w) < W, & <, ¥ <4 unmdglich ist,
was zu beweisen war.

Wir haben also bewiesen, daB fiir o <%, die Integralpotenzreihe (44)
regulir konvergiert und eine Losung der Gleichung (32) darstellt, und
daf fir # <A, 0 <A’ die Gleichung (32) bei gegebenem v(s) nur eine
eingige Losung haben kann, Jetzt bestimmen wir die positive GriBe A
so, daB &' <k, k' <W ist, und daB fir o <% der Betrag der Reihe (44)
# nicht tiberschreitet. Dann bestehi das in den ersten Zeilen dieses Para-
graphen ausgesprochene T heorem, dessen Beweis uns oblag.

§ 6.
Yerallgemeinerung des Falles der eindeutigen Losbarkeit.
Ehe wir an die Behandlung des § 4 erwihnten zweiten Hauptfalles

herantreten, wollen wir auf eine evidente Verallgemeinerung des im vorigen
Paragraphen Auseinandergesetzten hinweisen. Ks sei

(12) By 0rens)

eine fiir

(73) A h, o Zky, 055 Fky, 0,0, 5k,

reguldr konvergente Integralpotenzreihe, und es bestehe die Gleichung

(74) s‘B(ooos.-.o)zo‘

Wir suchen bei gegebenen stetigen Funktionen v,(s), v,(s), - - , v,(s) die
stetige Funktion «(s) so zu bestimmen, da8
(15) Blyp on)=0 (a< s<b)
UV, Vg ¥y ="="
wird.
Wir machen zundchst wie in § 4 die Voraussetzung, daB der Koef-
fizient von u(s) in unserer Integralpotenzreihe durch Division zu 1 gemacht
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werden kann. Dann erhilt die Form 0% Grades in den Argumentfunk-
tionen v,(s), v5(s), - - -, v,(s) und 1** Grades in u(s) die Gestalt

u(s) —fC’(s, ?) u(?) dt.

Wenn nun der erste Hauptfall besteht, d. h. wenn der Kern C(s, t) keine Null-
losung hat, so gibt es positive Konstanten
W<h b <k, b <k, k) <k,

so daf3 unter den Einschrinkungen
(176) ahb, o<k, .k, 0, <k
es su jedem Funktwnensystem v, (s), v5(8), - - - ,,(s) eine und nur eine stetige
Funktion u(s) gibt, welche unsere Gleichung (15) erfiillt. Diese Losung lift
sich als eine regulir konvergente Integralpotenzreihe der Argumentfunktionen
0,(8), v3(8), -+ v,(5) darstellen.

Der Beweis dieses Theorems ist vollig derselbe wie der § 5 gefiihrte.
Das Theorem bleibt natiirlich bestehen, wenn die Funktionen u,(s),
2,(8), « - -, v,(s) teilweise oder simtlich sich zu Konstanten spezialisieren,
welche dann als Parameter aufgefaBt werden konnen. Es ist also auch
der Fall erledigt, wo die Integralpotenzreihe nach Potenzen einer Anzahl von
Parametern so entwickelt ist, daf3 die Konvergenz im Sinne des § 2 eine
regulire ist.

§ 7.
Transformation des Kernes.*)

Wir gehen jetzt zur Behandlung des in § 4 erwéhnten zweiten Haupt-
falles tiber. Die G‘rlemhung

(35) 9(5) ~—f O(s, 8) p(t) dé =

lasse also von Null verschiedene Losungen zu. Nach dem Fundamental-
theorem von Fredholm*¥) sind die Anzahlen der linear unabh#ingigen
Losungen der Gleichungen (35) und der Gleichung

(1) ¥(®) — [ C(s, u(sds =0

stets endlich und dieselben. Jede nicht identisch verschwindende Ldsung

¥ Bis auf unwesentliche Anderungen stimmt dieser Paragraph mit § 6 vom
II. Teil, Math. Ann. Bd. 64 tberein. Vergl. auch die diesbeziiglichen Untersuchungen
von Plemelj ,Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung*, Monatshefte
fiir Mathematik und Physik Bd. XV.

**) Siehe die SchluBsitze der Einleitung.
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der Gleichung (35) heifit eine Nulllésung in s des Kernes C(s, ), und
jede nicht identisch verschwindende Lisung der Gleichung (77) eine Null-
l6sung in 7. Es mogen nun -

P1(8)s Pa(S), + » Pa(8),

L2} (t): 'l’z(t); Y '/’n(t)
vollstindige Systeme linear unabhingiger Nulllssungen in s und ¢ bilden,
so daf alle Losungen der Gleichung (35), d. h. alle Nulllgsungen in s,
in der Form

v=n

(78) Do),

=1

und alle Losungen der Gleichungen (77), d. h. alle Nullldsungen in ¢, in
der Form

v=n

(79) Dlew, )

v=1

darstellbar sind, wo die ¢, willkiirliche Konstanten bedeuten. Wir setzen

(80) B, ) = 005, 0 + > ,6) 0,00,

wo die p,(s) und g,(f) reelle oder komplexe stetige Funktionen bedeuten.
Ferner setze man

(81) A, = [v,(0)p,0) dr,
(82) B, = 9,0, ar.

L Dann besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap
der neue Kern E(s,t) keine Nulllosung mehr hot, darin, daf keine der beiden
w-reihigen Determinanten | A, | wnd |B,,| verschwindet.

Dem Beweise dieses Kriteriums schicken wir noch eine zweite Formu-
lierung voraus: Aus (78), (82) ergibt sich, daB das Nichtverschwinden
der Determinante |B,,| damit gleichbedeutend ist, daB der Kern C(s, f)
keine zu allen g, orthogonale Nulllgsung in s hat. Ebenso ergibt sich aus
(79), (81), daB das Nichtverschwinden der Determinante |4,,| damit
gleichbedeutend ist, daB der Kern keine zu allen p, orthogonale Nulllosung
in £ hat. Wir konnen also unser Kriterium I noch in folgender Form
aussprechen:

II. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi der Kern
E(s, t) keine Nulllosung mehr hat, besteht darin, daf der Kern C(s, t) weder
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eine 2u allen g, orthogonale Nulllosung in s noch eime zu allen p, ortho-
gonale Nulllosung in t hat.

Beweis: Die Notwendigkeit unserer Bedingung folgt unmittelbar
aus ihrer zweiten Formulierung. Denn gibe es z. B. eine zu allen p,
orthogonale Nulllssung in ¢ des Kernes C(s, f), so wire sie, wie die Veri-
fikation in die Augen springen laBt, auch eine Nulllésung in ¢ des Kernes
E(s, ).

Es ist also nur noch zu zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist,
d. h. daB ihr Erfiilltsein Nulllosungen von [E(s, ¢) ausschlieBt. Nehmen
wir also an, der Kern E(s,?) habe eine Nulllssung in s, ¢(s).

0=g(s)— [ E@s o) at,

(83) 9(5) — [ Cls, &) 9 () dt = _Zszs)f 2,() 9(0) dt.

Multipliziert man diese Gleichung mit ¥,(s) ds und integriert von a bis b,
so verschwindet die linke Seite. Man erhdlt also die Gleichungen

r=mn b
0 =Z Aﬂ,;qu(t) p(?) dt (w=1,2,-- ).

Hieraus folgen wegen des vorausgesetzten Nichtverschwindens der Deter-

minante |4,,| die Gleichungen
b
(84) [0 o) ar=0 (v=1,2,-n).

Es miiBte also wegen (83), (84) ¢(s) auch von C(s,¢) eine Nulllssung
in s sein, welche wegen (84) zu allen g, orthogonal wire, in Widerspruch
zur zweiten Formulierung unserer Bedingung. gq. e. d.

Setzen wir nun

(85) P, =7, (b=1,2,--,m),
(80) 9. = @ (v=1,2,--4m),
wo das Uberstreichen wie gewdhnlich den Ubergang zur konjugiert kom-
plexen Grofe bezeichnet, so ist unser Kriterium, wie die Formulierung II

zeigt, erfiilllt. Denn wire z. B. y(f) eine zu allen p, orthogonale Null-
16sung in ¢ von C(s, t), so miifte auch y(¢) zu allen Funktionen von der

Form 25” p, orthogonal sein, wo die ¢, beliebige Konstanten bedeuten,
r=1

Wegen (85) und (79) sind aber in dieser Form die konjugierten Funktionen
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zu allen Nulllésungen in ¢ des Kernes C(s, t) darstellbar, also auch 7 ().
Es miiBte y(¢) also zu % (f) orthogonal sein, was unmdoglich ist.

Wenn also die vollstindigen Systeme linear unabhingiger Nulllosungen
in s und wn t des Kernes O(s,t) von der Anzahl n sind, so Gt sich dieser
Kern durch Hinzufiigung von n Produkten einer stetigen Funktion wvon s
mit einer stetigen Iunktion von t in emen solchen Kern transformieren, der
keine Nulllosungen mehr hat. Durch Hinzuftigung von weniger als % solchen
Produkten kann dies nicht erreicht werden, denn diesen Fall erhédlt man
bei der spezialisierenden Voraussetzung, daB einige der » Funktionen p,
identisch gleich Null sein miissen. Dann aber verschwindet die Deter-

minante |4, |.

8§ 8.
Die Verzweigung bei einer einfachen Nulllosung.

Wir machen in diesem Paragraphen die Voraussetzung, daf die Anzahl
der linear unabhéngigen Losungen der Gleichung (35) und mithin auch
der Gleichung (77) gleich 1 ist. Die Gesamtheit aller Nulllssungen in s
des Kernes C(s, t) ist also in der Formel

(87) ¢ 9y (8)
enthalten und die Gesamtheit aller Nullldsungen in ¢ in der Formel
(88) ¢ %, (),

wo ¢, eine willkiirliche Konstante bedeutet. Bezeichnen nun p,(s) und
¢, (¢) zwei so gewihlte stetige Funktionen, da8

(89) S0 () pu(r) dr + 0,
(90) S () () dr +0

ist, und setzt man ’

(91) E(s, 1) = C(s,8) + p,(s) 02 (8),

so hat gem#fB dem Theorem des vorigen Paragraphen der neue Kern E(s, t)
keine Nulllosung mehr, und es laBt sich daher zu E(s, {) ein 15sender
Kern E(s, t) bestimmen. Unsere Gleichung (32)

b
0=% (us'v) = u(s) "JO(S, Hu(t)di+W,, (usv) +2>2Wmn (usv)
148t sich dann schreiben mnz

(92) u(s)— | Blsu(dt=—p,(5) [ 5, u(Odt— Wy () =2 on ()

m+nz2
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Fithrt man den ldsenden Kern E(s,¢) gem#B den Formeln (38) ein, so
ergibt sich, wenn, &hnlich wie § 5 (40),

® W () Ee T (L)a = P ()

gesetzt wird, und fiir die von w(s) unabhingige Form P (usv) wieder
P, (;) geschrieben wird,

b 3

(94) w©)=[—nO—[E6Dn O] [a®Ou)at+ P (J) + D P ()
a a m+n2z2

Diese letzte Gleichung ist gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem

98) u(s) =[—n6)— [En®at]s+ P (0)+ D P (),

96)  @=[q()u()dt.

Die Gleichung (95) kénnen wir gemi dem SchluBsatz von § 6 nach u(s)
auflésen, indem wir z als Parameter betrachten. Wir erhalten, wenn die

Ungleichungen

o7) <y,
(98) < h,
(99) o <1,

gefordert werden, wo % <%, by <% und I, geeignet gewdhlte positive
Konstanten bedeuten, eine eindeutig bestimmte Liosung

(100) w(s) = Da"vr(5):

m+n2zl

Hierbei bedeutet V" Z) eine Integralpotenzform »*® Grades in v(s), und
die Reihe (100), als Integralpotenzreihe von v(s) und x betrachtet, kon-
vergiert regulir und daher auch absolut und gleichmiBig. Fithren wir
(100) in (96) ein, so ergibt sich

b
m [t .
(101) z= Do [q )72 (})dt.
m+nrn2zl a
Setzen wir

b . .
(102) Ja®vy())at=1,  (m=1,3 - ad int)
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so sind die Konstanten L, L,,.--, L,,--- von (s) unabhiingig, und
unsere (leichung (101) nimmt die Gestalt an

m =0 ms=eo n=e0 b
(102) 2 =Z=Z L,am+ Z:xm ;’ Sa®vr(l)a,

wo die zweite Summe als eine regulir konvergente, mit identisch ver-
schwindenden o(s) verschwindende Integralpotenzreihe von wv(s) und z
betrachtet werden kann. Jetzt wollen wir beweisen, daB

(103) L =1
ist.
GemdB (102) ist
b
t

(104) L=[q,® 7 (})a
und gemiB (95) und (100) ist

b
(105) Vo (0) = —2.6) — [ E(s, ) oy () it

Nun ist, wenn ¢@,(s) wie in der Formel (87) eine Nullldsung in s von
C(s, t) bedeutet,

(106)  0=g,()— [ Cls,0) @y (t)dt=, (5) — [ Els,t) 3, (£) dt
+2,) [ @ ®) 9, (0) dt.

Fithrt man hier gem#B (38) den losenden Kern E(s, ¢) ein, so ergibt sich

#()=[-0.0—[EGNn0)dt] [ 6@ 9t dt= V() [aOpt)at.

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit ¢, (s)ds und integriert
von a bis b, so erhdlt man bei Beriicksichtigung von (104)

fQ1 (8) pi(s) ds = L1f§l1 QI AGL:A

und hieraus ergibt sich wegen (90) die zu beweisende Gleichung (103).
Unsere (leichung (102) ist also von der Form

m=co m=® n=e b
(107) 0=Z=: mem+;:xm;’ ST (D a@a,

wo die zweite Summe bei identisch verschwindendem v(s) verschwindet.
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Wir erhalten also bei gegebenem v(s) alle ihrer Grofle nach durch die
Ungleichungen (97), (98), (99) beschrimkten Lisungen u(s) unserer Gleichung
(82), indem wir die Gleichung (107), deren Koeffizienten damn gegebene
Konstanten sind, nach x auflosen; jede Wurzel dieser Gleichung, deren ab-
soluter Betrag 1, wmicht iiberschreitet, liefert, wn (100) eingefiihrt, eine Losung
unseres Problems.

Die Gleichung (107) soll die Versweigungsgleichung unseres Problems
heiBen.

§ 9.
Diskussion der Verzweigungsgleichung.
Wir wollen zuniichst den allgemeinen Fall betrachten, wo
(108) L, +0

ist. Wir setzen

{109) S, =m2=;° L, xm,
m=2
m= o0 n =00 b

(110) 8= o D) f e (,) @@ ar.
m=0 n=1 g

Dann 148t sich eine positive GréBe I, <1, so bestimmen, daB fiir
(111) 0< |2l <y

(112) S, +0

ist. Es bezeichne 6, das Minimum von |§,| fiir |#| =1;. Wegen der regu-
liren Konvergenz von S, 188t sich dann eine von Null verschiedene
positive Konstante %k, <k, so klein wihlen, daf fir |z| =1, 1 <k

(113) 8] S o0y

bleibt, wo « einen echten Bruch bezeichnet.
Es gei nun

(114) 7 < k.

Die Anzahl der dem Betrage nach 7, nicht iiberschreitenden Losungen
der Verzweigungsgleichung wird dann durch das Integral

25, | 25,
1 dx ' Ox
(115) 2ms S, + 8 dz

gegeben, welches im positiven Sinn tiber den Kreis |#| =3 zu erstrecken
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ist. Um den Wert dieses Integrals zu ermitteln, betrachte man das iiber
denselben Integrationsweg zu erstreckende Integral

98, . 28,
(116) w5
271 S +a8 7

welches wegen (113) eine fiir
0<8<1

stetige Funktion von & darstellt. Da dieses Integral die Anzahl der dem
Betrage nach I, nicht iiberschreitenden Losungen der Gleichung
S+ 885 =0

angibt, so muB es fiir jeden Wert von & gleich einer ganzen Zahl sein,
welche sich wegen der Stetigkeit des Integrals als Funktion von & fiir
0 <9 <1 nicht indern kann. Mithin ist der Wert des Integrals (116)
fir # =1, d. h. der zu ermittelnde Wert des Integrals (115), gleich
dem Wert des Integrals (116) fiir & = 0, also wegen (108) gleich 2.

Die Verzweigungsgleichung hat daher fir o <k, swei dem Betrage
nach I, nicht iiberschreitende Losungen. Fithrt man diese in (100) ein,
so erhilt man swei Losungen unserer zu untersuchenden Gleichung (32).
Die Moglichkeit, daB unter weiteren speziellen Voraussetzungen, die sich
aus der Verzweigungsgleichung leicht angeben lassen, diese beiden Lisungen
zusammenfallen, ist hierbei natiirlich nicht ausgeschlossen.

Beriicksichtigen wir die Gleichungen (96, 97, 98, 99), so kdnnen
wir das bisher Erreichte in folgender Weise zusammenfassen: Ist L,==0,
80 hat unsere Gleichung (32) unter den Beschrinkungen

(114) 1<k,
(117) %< by,

(118) Su@utydat<i

bei gegebener Funktion v(s) zwei und nur zwei L&sungen.

Die durch die Ungleichung (118) ausgedriickte beschrinkende Voraus-
setzung ist aber dem gestellten Problem nicht naturgemis, und wir
wollen uns daher jetzt von ihr befreien.

Aus (112) folgt leicht, daB man eine positive Gréfe ¥ <k, so
bestimmen kann, daB die heiden ihrem Betrage nach I, nicht tiber-
schreitenden Losungen der Verzweigungsgleichung fiir & <% ihrem Betrage
nach unter eine beliebig kleine vorgeschriebene Schranke fallen. Da
nan die gesuchten Funktionen u(s) durch die Reihe (100) geliefert,
werden, indem in ihr fiir # die Losungen der Verzweigungsgleichung
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eingefilhrt werden, so folgt, daf es zu jeder positiven GrioBe »' < A,
eine positive Grofe & <k gibt, so daB fiir o <K die beiden den
Beschriinkungen (117), (118) unterworfenen Losungen u(s) unserer Glei-
chung (32) der Ungleichung

a<w

genligen. Es gibt also zu jeder positiven Gréfe " <%, eine positive
GroBe k' <Fk,, so daB das oben zusammengefaBte Theorem giiltig bleibt,
wenn man die dort voraus gesetzten Ungleichungen (114), (117), (118)
durch die Ungleichungen

(119) 5 <F,
(120) @ <MW,

b
(121) Ja®um<,

ersetzt. Nun wihlen wir das positive 1 so klein, daB
b
K <h, und k’f]ql(t)j dt <1,

ist. Dann ist die Ungleichung (121) eine Folge von (120).

Das Resultat dieses Paragraphen ist daher folgendes Theorem:

Ist Ly == 0, was wohl als der allgemeine Fall bezeichnet werden diirfte,
so lassen sich swei positive Grofen & <k, ' < h so bestimmen, daf
unter den Beschrinkungen © <, @ I unsere Gleichung (32) bei ge-
gebener Funktion v(s) zwes wnd nur swei Losungen u(s) hat, welche
unter weiteren leicht angebbaren speziellen Voraussetzungen natiirlich auch
zusammenfallen kénnen.

Unsere Funktionalgleichung (32) ist also an der Stelle u(s) =0,
v(s) = 0 zweifach verzweigt.

Ist L, der erste von Null verschiedene Koeffizient von S;, so lehrt
genayu dieselbe Argumentation, dafd unsere Funktionalgleichung an der Stelle
u(s) = 0, v(s) = 0 n-fach veraweigt ist, wobei anch hier natfirlich unter
weiteren speziellen Voraussetzungen einige Zweige zusammenfallen kénnen.

Verschwinden simtliche Koeffizienten I, (# >2), so zeigen die Glei-
chungen (95), (96), (107), daB fiir v(s) = O unsere Funktionalgleichung
eine stetige Schar von Losungen hat, welche durch die Reihe (100) mit
dem willkiirlichen Parameter z dargestellt wird.

Im speziellen, hiufig vorkommenden Falle, wo v(s) identisch gleich
einer Konstanten yw ist, liefert, wenn L, der erste von Null verschiedene
Koeffizient ist, die Verzweigungsgleichung (107) fiir # gemifl dem Theorem
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’

und die Gleichung (100) stellt daher die n Losungsfunktionen u(s) durch
Reihen dar, welche nach gebrochenen Potenzen von pu fortschreiten.

von Puiseux # nach gebrochenen Potenzen von w fortschreitende Reihen:

§ 10.
Die Verzweigung im Falle der Existenz mehrerer Nullljsungen.

Um die Darstellung durchsichtiger zu gestalten, wollen wir in diesem
Paragraphen voraussetzen, daB die Anzahlen der linear unabhéngigen
Nullldsungen in s und in ¢ unseres Kernes C(s,f) gleich 2 sind, jedoch
alle Sitze und Beweise so entwickeln, daB sie auch fir den Fall der
Existenz einer beliebigen Anzahl linear unabhingiger Nulllésungen giiltig
bleiben. In der Bezeichnungsweise schlieBen wir uns an den § 7 an.

GemiB der SchluBbemerkung von § 7 konnen wir die stetigen Funk-
tionen p, (s), p,(s), ¢,(%), 93 (¢) so bestimmen, daB die Determinanten

1 | 'B, B
lAll 12 l + 0’ l 11 12 + O

A21 Azz | [ Bm Bzz =

sind, wo die 4,, und B,, durch die Gleichungen (81), (82) definiert
sind. Setzt man dann

(123) Es, 1) = C(s,8) + pi(8) @ () + 2 (5) g (2),

so hat gemif dem Theorem I des § 7 der neue Kern E(s,?) keine Null-
16sung mebr, und es liBt sich daher zu ihm nach dem Fredholmschen

Fundamentaltheorem ein losender Kern E(s,f) konstruieren. Unsere
Gleichung (32) 148t sich schreiben

(122)

(124)  u(s) — [ Els, ) u(®) dt =— p,(5) [ . (O u(t) dt— 5y ) [ g (D wt)

= Wou(i)) =2 W)

m+n22

Fiahrt man hier den l6senden Kern E(s, #) gem#B den Formeln (38) ein,
so gelangt man ganz wie in § 8 zu dem mit der Gleichung (124) gleich-
bedeutenden Gleichungssystem

(128)  w(®) = (~2 ) —fEG, ) 2.0) 2 + (— 2s() —[E5, &) ()

FR)+ D Pal),

m+nz2

26*
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b
(126) 2 = [ g, () u() dt,

(127) y = [ @) u()dt,

wo die P, (Z) , P (usv) wie in § 8 (93) definiert sind. Die Gleichung

(125) 1aBt sich gemiB § 6 aufldsen, indem man x und y als Parameter
betrachtet. Man erhdlt unter den Beschrinkungen

(128) o<k, a<h, <1, |y L1

wo ky <k, hy <h, I, und ;" geeignet gewihlte positive Konstanten be-
deuten, als eindeutige Losung der Gleichung (125) die in v(s), , y regulir
konvergente Integralpotenzreihe

(129) u(s) = Dl a7 (),
a+f+nzl

wo die V:ﬂ ( Z) Integralpotenzformen »*® Grades in v(s) bedeuten. Durch

Einfithrung von (129) in die Gleichungen (126) und (127) ergeben sich
die Gleichungen

(180) om 3 [ r(l)

at+pg+nzl @

b
o ap(t
(131) y= 2 [0 72(!) a
a+f+n21 a
Setzt man

(132) Ly = [ 7250 a0 v,

b
’ o t
(133) Loy = [ 7 (¢) o) dt,

8o sind die L,g, Lyg,--- als von v(s) unabhingige Konstanten definier
und unsere (leichungen (130, 131) nehmen die Gestalt an

n=w b
(134) x=2Laﬁway +2 xayﬁZIV:ﬁ(z) g, (%) dt,

a+pB>1 a+p320 n=1 a
n=ew b
(135) y=213;,9x“y + D 2"y Zf Vfﬁ(f,)qg(t) dt,
e+p21 a+p320 n=1 a

wo die zweiten Summen rechts als regulir konvergente, mit identisch ver-
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schwindendem v(s) verschwindende Integralpotenzreihen von z, y und v(s)
betrachtet werden konnen.
Jetzt wollen wir das Bestehen der Gleichungen

(136) Ly,=1, Ly=0,
(137) Liy=0, Ly=1
beweisen. GemiB (78) ist

0=9,(s) —fO(SJ) @y (t) dt = @y(s) —fE(S, t) g, (¢)de

+2:08) [ @) 9. 8) @t + 2, 6)_f w6 1 8) .

Fiihrt man den l6senden Kern E(s, f) ein, so ergibt sich

138) 00 = (—m) ~[E@G) 5 () d1) &) gt at

+ (=22 — [E6,8) () 04) [ 60 9:8) dt.

Ebenso erhidlt man

139) @) = (—n()—[E@D) nE)dY) [ a® et at

b b
+ (~2:0) —JEG D B0 31) [0) 9a(2) s,

Bei Berticksichtigung der Gleichungen (125, 129), (81) kénnen wir die
Gleichungen (138), (139) auch so schreiben
(140) P1(8) = Vob°(s) By + Vo"'(s) By,
(141) @3(s) = Vo' °(8) By, V" (5) Bas,
wo fiir die von v(s) unabhingige Integralpotenzform V4° (;) Voh0(s)
geschrieben ist und ebenso V*(s) statt Vo <;)

Multipliziert man diese beiden Gleichungen je mit ¢,(s)ds, gs(s)ds
und integriert nach s von a bis b, so erhdlt man bei Berticksichtigung
der Gleichungen (81), (132, 133)

(142) 0= Bn (Lm_ 1) + B12Lo1 ’
(143} 0= B21 (Lm'_l) + Bzz Lo1 ’
(144) 0= Bn Lio + B12<L:>1"‘1);

(145) 0 = B, L, + By (Liy—1)-
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Bei Beriicksichtigung von (122) ergibt sich aus (142), (143)

Ly—1=0, Ly,=0
und aus (144), (145)
L,=0, L,—1=0
was zu beweisen war.
Unsere Gleichungen (134) und (135) kénnen also in folgender Form

geschrieben werden

(136) 0= 'L, 2% +Z’xayﬂ2 f veo (1) aut)at,

a+p’>2 e+pg20
WD) 0= Lyt MZg'@w“yﬁZ S () et

Wir erhalten bei gegebenem v(s) alle ihrer Grife nach durch die Un-
gleichungen (128) beschrinkten Lisungen unseres Problems, indem wir die
Gleichungen (136), (137), deren Koeffizienten dann gegebene Konstanten sind,
nach x und y auflosen. Jedes Paar dem absoluten Betrage nach 1, und 1’
wicht wberschreitender Wurzeln dieser Gleichung liefert, in die Gleichung (129)
eingefiihrt, eine Losung unseres Problems.

Die Gleichungen (136), (137) wollen wir daher die Verzweigungs-
gleichungen unseres Problems nennen.

Das in diesem Paragraphen Auseinandergesetzte 148t sich offenbar un-
mittelbar auf das in § 6 behandelte allgemeinere Problem ausdehnen, wo
die Anzahl der gegebenen Funktionen v(s) eine beliebige ist.

Schlu3hemerkung,

In den in dieser Untersuchung auseinandergesetzten Sitzen und Be-
weisen fndert sich nichts, wenn s, ¢, #, - - - Punkte eines »-dimensionalen,
ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer
Stiicke bestehenden (tebildes in einem % -+ m-dimensionalen Raum bedeuten
und ds, dt, dr. - - - die entsprechenden Elemente.

Auch Unstetigkeiten der Koeffizientenfunktionen kénnen, wie bei
Beriicksichtigung der §§ 15, 17 der ersten Abhandlung®) leicht zu sehen,
in weitem Umfange zugelassen werden, worauf spezieller einzugehen uns
die nachfolgenden Anwendungen Veranlassung bieten werden.

Diese Untersuchung 188t sich ferner, wie ausfithrlich auseinandergesetzt
werden wird, ohne Schwierigkeit unmittelbar und sogar unter Darbietung
von Vereinfachungen auf den Fall iibertragen, wo s, ¢, f,, - - - nicht mehr

*) Math. Ann. Bd. 63. Vergl. auch E. E. Levi ,,Sulle Equazioni Integrali, Rendi-
conti della R. Accademia dei Lincei 1907, vol. XVI, serie 5%, 2° sem. fase. 9°.
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die Punkte eines Kontinuums durchlaufen, sondern die unendliche Index-
reihe. Dann bedeutet u(s) eine gesuchte unendliche Zahlenreihe und die
z. B. gegebenen v(s), K (s, ¢, t,) eine gegebene einfach-unendliche und eine
gegebene -dreifach-unendliche Zahlenreihe. Das Integral mufl als unend-
liche Summe definiert werden, und die nichtlineare Funktiqnalgleichung
geht dann in eine unendliche Reihe nichtlinearer Gleichungen mit unend-
lich vielen Unbekannten iiber. Bei dieser Spezialisierung gestaltet sich
das Resultat unserer Untersuchung zu folgendem Ergebnis.

Das grundlegende Theorem, nach welchem die eindeutige Losbarkeit
von #n Gleichungen mit » Unbekannten in der Umgebung eines Losungs-
systems durch das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante angezeigt
wird, und die S#tze iiber die Verzweigung der Losungen dieser Gleichungen
im Falle des Verschwindens der Funktionaldeterminante werden auf die
Auflésung einer unendlichen Reihe von Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten*) tbertragen. Die von dem unendlichen Gleichungssystem
vorauszusetzenden Konvergenzbedingungen ergeben sich bei der Durch-
fithrung des erwihnten Ubertragungsverfahrens und werden daher in der
ausfithrenden Darstellung prézisiert werden.

*) Dieses Problem diirfte nicht ohne Interesse sein, seit durch die Arbeiten von
Hilbert (,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungent
IVt und V' Mitteilung, Gottinger Nachrichten, Math.-Phys. Klasse, 1906, S. 157—227
und S, 439—480) die Bedeutung der Funktionen von unendlichvielen Variabeln in den
Vordergrund getreten ist.



