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Einleitung.**) 
Unter einer nichtlinearen Integralgleichung verstehe ich eine Funktional- 

gleiehung yon folgender Art: Es soll fiir a ~ s ~ b eine stetige Funktion 
ze(s) so bestimmt werden, dab eine fiir a ~ s ~ b definierte gleiehm~Big 
konvergente unendliche Reihe gleich Null wird, deren Glieder aus der 
gesuchten Funktion u(s) und weiteren gegebenen Funktionen durch die 
Operafionen der Integration und Multiplikation, also auch Potenzierung zu 
posRiven ganzen Exponenten, entstehen. So ist z. B. 

b b 

wo ~(s) gesucht und v(s) und K(s, t~, t~) gegeben sind, eine solche nich~- 
lineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewShnliche nichtlineare 
nach x aufzulSsende Gleichung 

F(x, y) = 0 

in der Umgebung einer LSsung eine und nur eine L~sung zul~Bt, wenn 

0 ist~ im anderen Falle abet Verzweigungen eintreten, so hs Oz 

*) Diese Abh~ndlung hat im Februar 1906 der Philosophisehen F~kul~t der 
Universi~ Bonn als Habili~ationsschrift vorgelegen. 

**) Diese Einlei~ung ist bis auf unwesentliche _~nderungen eine Wiederholung 
tier Inh~ltsanzeige des vorliegenden Tefles, welehe sich am SchluB der dem I. Teit 
voraufgehenden znsammenfassenden Einleitung Math. Ann. Bd. 63, S. 438 finder. 
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auch der LSsbarkeitscharakter einer nichtlinearen ]ntegralgleichung in der 
Umgebung einer regul~iren LSsung yon einer abgeleiteten linearen In~egral- 
gleichung ab. L~$t diese keine :NulllSsungen*) zu, so ist die niehtlineare 
Integralgleichung in der Umgebung der vorausgesetzten Lgsung eindeu~ig 
15sbar; gibt es aber NulllSsungen, so treten funktionale Verzweigungen 
ein, ffir welche es gelingt, die den Puiseuxschen en~sprechenden SKtze 
aufzustellen. 

Diese Theoreme ermSglichen ~s, wie ich demn~ichs~ auseinanderse~zen 
werde, z. B. bei den nichtlinearen ellip~ischen partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung die Abhiingigkei~ der LSsungsflKchen yon den 
Randwerten zu verfolgen und zwar mit Beherrschung der Verzweigungen, 
d. h. derjenigen L~sungen, in deren Umgebung es far willk~irlieh, aber 
gen~igend wenig verKnderte Randwerte nieht mehr ei~e, sondern mehrere 
L~sungsfl~ichen gibt. Der Verzweigungscharakter h~ng~ davon ab, ob die 
Jaeobische derivierte Differen~ialgleichung bei den Randwerten Null yon 
Null verschiedene LSsungen ha~ oder nicht, eine Frage, die leieht zu ent- 
scheiden ist, indem man sie nach H i l b e r t  auf die Frage nach der Existenz 
yon NulllSsungen einer linearen In~egralgleiehung zurilckffihr~. 

Auch die yon Poincar6  entdeckte Bifurkation in der Theorie der 
ro~ierenden Gleichgewiehtsfiguren ergibt sich, wle ich zeigen werde, als 
solehe Verzweigung einer nich~linearen Integralgleiehung. 

Aus der Theorie der ]inearen In~egralg]eichungen werden in der vor- 
liegenden Untersuchung nur folgende der Fredholmschen Fundamental- 
s~tze benutz~: Es sei der ~,Kern" K(s , t )  eine ffir a < s < b ,  a < t < b  
definierte, stetige, reelle oder komplexe Funktion. Man bezeichne als 
,,Nulll6sun# in s" des Kernes jede nicht identisch versehwindende stetige 
Funktion ~(s), welche identisch in s der Gleichung 

b 

--  f K(s, t) at = 0 
ct  

gentigt, und als ,Nulll6sung in t" jede nicht identiseh verschwindend.e 
stetige Funktion g.(t), welehe identiseh in t die Gleichung 

b 

- -  f t) , ( s )  ds = 0 
a 

erffillt. 
Dann gelingt es die Gesamtl~eit der _~ulll6su~gen zu bestimmen, u~td 

~war ist die Anzahl der linear u~abhii~gigen Nulll6sungen in s stets endlich 
und gleich der An~ahl der li~ear u~abhiingigen Nulll6su~tgen in t. 

Ist diese Anzahl gleich _Null, d. h. gibt es iiberhaupt keine ~Yulll6sungen, 

*) Die Erkl~rung dieses Terminus findet sich unten. 
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SO l~iflt sich ein , ,16sender K e r n "  bestimmen d. h. eine stetige Fv, nktion 
F (s, t), so daft die Gleichungen 

b 

r - - f  t) r dt - - - -  f(s), 
a 

b 

f ( s )  +fF(s, t) f ( t )  d t  = 
a 

wechsdseitig auseinander folgen. 
AuSer dem urspriinglichen F r e d h o l m s e h e n * )  Beweis ffir diese S~tze 

und dem yon H i l b e r t * * )  mit  Hilfe der Theorie der quadra~ischen Formen 
yon unendlich vielen u  geffihrten, mSchte ich den yon mir im 
II. Teil***) gegebenen sehr elementaren Beweis erwahnen, dessen Metkode 

in der vorliegenden Untersuchung wiederkehrt ,  indem sie sich auch ffir 
die LSsung der nichtlinearen Integralgleichung als valent erweist. 

*) Acta Mathema~ica Bd. 27. 
**) ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen" 

IV to und V ~e Mitteilung, G0ttinger Nachrichten, Math.-Pbys. KI., 1906, S. 157--227 
un~ S. 488--480. 

***) Ma~h. Ann. Bd. 6~. Es is~ bier vielleicht der Ort, dieses Aufl~sungsverfahren 
dutch einige Worte zu erg~nzen. Es besteht in einer h~chst elementaren Reduk$ion 
der linearen Integralgleichung auf n lineare Gleichungen mit ~ Unbekannten, sobald eln 
System yon n Paaren ste~iger Funktionen 

~,(s), A(t); ~,(s), ~,(t); . . . ;  ~(s), A~(t) 
ermittel~ ist, welches den Kern K(s, t~ so wei~ approximiert, dal~ 

b b v-----n 

wird. 
Was ich nun an dieser Stelle hinzuffigen mSchte, ist folgende einfache tter- 

stellung eines solchen Systems yon Funktionenpaaren av(S), ~(t): 
Man teile das yon t durehlaufene Gebiet in ~ Teilgebiete i~, i~, . . . ,  in und wahle 

in jedem derselben einen Punkt t,, t~, �9 �9 Q. Dann seize man fiir (v = 1, 2, . . . ,  n) 

%(s) = K(s, tv) 
und ~v(t) gleich derjenigen stfiekweise s~etigen Funk~ion, welche innerhalb des Teii- 
gebiet~s i v gleich 1 und in allen anderen Teilgebieten gleich Null is~. 

Da fiber die Gr(iBe yon n frei verffigt werden kann, so folgt aus der gleioh- 
mtiBigen Stetigkeit des Kernes, dab die Teilgebiete i v so klein gew~hlt werden kiinnen, 
dab bei dieser Bestimmung der FunkMonen %(s), ~v(t) 

wird, wo seine vorgeschriebene, beliebig kleine, yon Null verschiedene positive GrSl~e 
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w 

Die Integralpotenzreihe einer Argumentfunktion. 

Uniter einem Integralpotenzglied m t~ Grades der fiir a ~ s ~ b deft- 
nierten stetigen Argumentfunktion u(s) vers~ehen wir einen Ausdruek yon 
der Form 

b b b 

(1) u(s)~~ f / . f  IC(s,t~,t~,...,te)u(t~)~'u(t~)"~...u(tJe dt~ dt,...dte, 
�9 a t I ,  

we die reelle oder komplexe Koeffizientenfunktion K flit 

a s 1 6 3 1 6 3 1 6 3  , a ~ t ~ s 1 6 3  
stetig definier~ ist, und %, r a~, .-., % eine beliebige Anzahl ganzer Zahlen 
bezeichnen, welche den Bedingungen genfigen 

(2) ..+%=m, %=>0, 
So sell auch jeder Ausdruck yon der Form 

(3) 
we die Koeffizientenfunktion /l~(s) flit a ~ s ~ b stetig definier~ ist, als 
ein In~egralpo~enzglied m to~ Grades aufgefal3t werden, in welchem % = m 
und Q---0 ist. Dutch Vertauschung der Integrationsbuchstaben setzen 
wir ferner als erreicht voraus, dal~ 

__> % >__ % 
ist. Wit  bezeichnen zwei ]ntegralpotenzglieder m ~ Grades dann als yon 
gleichem Typus~ wenn ihre Exponentenfolgen %, al, %,..., % iibereins~im- 
men. Die Anzahl aller Typen ~n ten Grades ist dann endlich. 

Ferner bestehen, wie leicht ersichtlich, die S~ze: 
I. Das Produkt eines Integralpo~enzgliedes m ~on mi~ einem solchen 

n ton Grades, l~Bt sich als In~egralpotenzglied m-{-n  ton Grades schreiben. 
II. Ersetzt man in einem Integralpotenzglied mto~ Grades die Argu- 

mentfunktion u(s) durch ein Integralpotenzglied nt~ Grades yon v(s), so 
l~l~t sich das Resultat als ein Integralpotenzglied ~ . n  t~ Grades yon v(s) 
schreiben. 

Unter einer Integralpotenzform m ~ Grades verstehen wit die Summe 
einer endlichen Anzahl yon In~egralpotenzgliedern m ~ Grades, welche wit  

bedeutet. W~hlt man s genfigend klein, so folg~ aus dieser letz~en Ungleichung die 
zu beweisende afortiori. Dal~ die benutzten Funktionen ~ nicht~ stetig, sondern blol~ 
s~fickweise stetig sind, ~ndert nichts. 

In der erw~hnten Abhandlung bezieh~ sich alles auf das reelle Gebiet, uncles 
w~re d~her noch zu bemerken, dal~ die Zulassung komplexer Kerne und Funktionen 
keinerlei ~nderung in den S~tzen oder der Beweisanordnung n~tig macht. 
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alle als yon verschiedenem Typus voraussetzen kiinnen, da Glieder yon 
gleichem Typus dutch Addition der Koes in eines zu- 
sammengezogen werden kSnnen. 

Eine yon u(s) unabhiingige Funktion yon s liil3t sieh auffassen als 
eine Integralpotenzform 0 ~ Grades der Argumentfunktion u(s). 

Die Summe zweier Integralpotenzformen m ten Grades gibt wieder eine 
solche. Ferner bestehen wie ftir Integralpotenzglieder die oben angegebenen 
Siitze I und II auch ftir Integralpotenzforme~u 

Wir wollen im folgenden Integralpotenzleormen m ten Grades der Argu- 
mentfunktion u(s) (lurch Symbole wie 

(+ ~o (:), ~=(:), ~=(:) 
bezeiehnen. Bedeutet 1o eine Konstante, so besteht die Gleiehung 

(6) 8 ~ (~):~o~o(:)  
Ersetzt man u(s) durch 1, so ergibt sieh 

(7) 
Durch die Symbole 

+> 1~,~(:), 

w=(;) :~ :~ :  (;) 

bezeichnen" wit dann diejenigen Integrallaotenzformen, welche aus den 
Formen (5) hervorgehen, wenn sgmtliche Koeffizientenfunktionen dutch 
ihre absoluten Betrgge ersetzt werden. Ferner sollen durch die Symbole 

(9) a, '~, # , . . . ,  (u q-~"-~), �9 �9 �9 

die Maxima der absoluten Betriige der stetigen Funktionen 

, , ( , ) ,  ,~(s), , , ( , ) , . . . ,  , , ( s )  + w ( s ) ,  . . . 
8 8 

ffir a ~ s < b bezeichne~ werden. 
(7) die B,  la~ionen 

(lO) 

l~J.(;), I,,.(;), I~to(;) 
Dann folgen bei Berfieksichfigung yon 

I(:)[ 

Argumentfunktion u(s) verstehen wir eine Reihe yon der Form 

(11) ~+)  + ~ (:)+ ~,(~) + + ~ (:) + . a d  ion, 
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far welehe 

(~2) ~o+ ~l,~+ih~a~+ . .+ i~a~+ . . .  
konvergiert. Konvergiert also eine Integralpobnzreihe regulir ftir eine 
bestimmte Funktion u(s), so konvergiert sie wegen (10) aueh absolut und 
gleichmiiflig und stellt mithin eine stetige Funktion yon s dar. Sie korr- 
vergiert ferner reguliir fiir jede andere Argumentfunktion, deren absohter  
Betrag ein kleineres Maximum hat. 

Ebenso folgt leicht: Die Summe und das Produkt zweier regulKr 
konvergenten Inbgralpotenzreihen einer ArgumentfunkLion geben wieder 
regulir konvergente Integralpobnzreihen. 

w  

Die Integralpotenzreihe mehrerer Argumentfunktionen. 

Unbr  einem IntegralpoteJ~zglied der beiden fib a _< s _~ b definierten 
stetigen Argumentfunktionen u(s) und v(s) yon m tern Grade in u(s) und 
yon n tern in v(s) verstehen wir einen Ausdruck yon der Form 

b b b 

(13) u(s)~~176 f f . . f  K(s, tl,t,,...,tz)u(tl)~lv(ti)'~lu(t2)~'v(t,) ~'.. 
a g a 

wo die reelle oder komplexe Koeffizienbnfunktion K eine stetige Funktiol~ 
ihrer Argumente ist, und ao, rio, al, ill, as, /~," '  ', %,fie eine beliebige Anzah| 
yon Paaren nicht negativer ganzer Zahlen bedeuten, welche den Bedingungen 
gentigen 

% + al + a2 + "'" + % = m 

�9 (i~) / .:  %. + ~ ->- i 

[% + ~ __> 1. 
So soll auch der Ausdruck 

g(s) u(s)mv(s) ", 
wo die Koeffizienbnfunktion K(s) ffir a _~ s_~ b stetig definiert ist, als 
ein' Integralpotenzglied m t~ Grades in u(s) und n t~ in v(s)aufgefaBt; 
werden. Wie im vorigen Paragraphen kann man als durch Vertauschung 
tier Integrationsbuchstaben erreicht voraussetzen, dal3 

05) -1 _~ -~ ~ % _~"" >_- ~ 
ist, und da~, wenn % = a, und v > g i s t ,  ~ > ~, ist. 
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Wit  bezeichnen zwei Ia~egralpotenzglieder der beiden Argument-  
flmktionen u(s) und v(s) als yon gleichem Typus, wenn die Exponen~en 
~o~o~ ~i~1, �9 " ", ae Be in beiden tiSereinstimmen. Die Anzahl aller T y p e n  
yon m *em Grade in u(s) und Tt tern Grade in v(s) is~ da,  n endlich. 

Unter einer Intejralpotenzform der Argumentfunktionen u(s) u n d  
v(s) y o n  m ~em G r a d e  i n  u(s) u n d  n t~ Grade in v(s) verstehen wir die S u m m e  
einer endliehen Anzahl yon Integralpotenzgliedern yon m tern Grade in u(s) 
und n te~ Grade in v(s), welche wit alle als yon verschiedenem Typus voraus-  
setzen dtirfen, da Glieder yon gleichem Typus dutch Addition der Koef-  
fizientenfunktionen in eines zusammengezogen werden kSnnen. 

Die Summe zweier Integr~lpotenzformen, deren jede in u(s) yon m t ~  
und in v(s) yon n t ~  Grade ist, gib~ wieder eine solehe. I~as Produkt;  
einer Integralpotenzform m t~ Grades in u(s) und n te~ Grades in v(s) m i t  
einer Integralpotenzform m ' ~  Grades in u(s) und n 'to~ Grades in v(s) 
gib~ eine In~egralpo~enzform m + m 't~ Grades in u(s) und n + n ' t~ Grades 
i,1 v(s). 

Wit  bezeichnen Integralpotenzformen yon m tern Grade in u(s) u n d  
yon n ~ Grade in v(s)"dutch Symbole wie 

(:) (16)  v ,  

Bedeuten 2) und q Konstante, so bestehen die Gleiehungen 

( i 7 )  �9 

Ersetzt man hier u(s) und v(s) durch i ,  so ergibt sich 

(18) m ~  

Wit  bezeichnen ferner wie im vorigen Paragraphen dutch die Symbole 

diejenigen Integralpotenzformen, welche aus den Formen (16) hervorgehen,  
wenn s~imtliche Koeffizientenfunktionen durch ihre absoluten B e t r i g e  
erse~zt werden~ und dutch die Symhole 

die Maxima tier absolu~en Be~riige der ste~igen Funktionen 

8 8 8 8 
Wren(l 1), V'mn(1 1), "Pmn(lSa), IWlmn(ll), tV"m.(11)~, I-LOIm.(181) " 

Bei Beriicksichtigung yon (18) ergeben sieh dann die Relationen 

( 2 1 )  W~,~ v - I~l I~l - -  ~ ~ = ] W ~  a ' ~  ~ I , ~ , ,  a - ~  '~ 
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Unter einer regular konvergenten 
hrgumentfunktionen u(s) und v(s) 

verstehen wir eine Reihe yon der Form 

Integralpotenzreihe 

(22) 

ffir welche 

(23) 

m = O  n = 0  

der beiden 

~*~-0  n----0 

konvergiert. Wenn daher eine In~egralpotenzreihe zweier Argument- 
funktionen u(s) und v(s) reguliir konvergiert, so konvergiert sie wegen 
(21) auch absolut und gleichmi~6ig und stellt mithin eine stetige Funktion 
yon s dar; sie konvergiert ferner auch reguli~r ftir jedes andere Paar yon 
Argumentfunktionen, deren absolute Betriige beztiglieh kleinere Maxima 
haben. 

Aus dem Vorstehenden is~ leicht ersichtlich, wie die In~egralpo~enz- 
form und die regular konvergente Integralpotenzreihe einer beliebigen 
endlichen ~_nzahl yon Argumentfunktionen zu definieren sind. Ebenso 
folg~ leicht, dal~ die Summe und das Produkt zweier reguliir konvergenten 
Integralpotenzreihen mehrerer Argumentfunktionen wieder solche geben. 

w 

Integralpotenzreihen yon Integralpotenzreihen. 

Aus den S~tzen des vorigen Paragraphen ergibt sich ohne Schwierigkeit: 

Es set 
+ + + . . .  + + . . . ,  

wo die J_ntegralpotenzreihe rechts ffir 5 ~ h  regular konvergiere. Es 
sei ferner 

wo in der le~zten Integralpotenzreihe das Glied 0 t'~ Grades Vo(s ) als 
identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Dann konvergiert~ die Integral- 
p'otenzreihe der Argumenifunk~ion v(s), welche sieh "durch Einffihrung you 
(25) in (24) formal ergibt, reguliir und stellt W(s) dar, sobald (25) 
reguliir konvergierr und 

ist. 
Mathematische Annalen. LXV. 25 
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Dieses Theorem gilt aueh fiir Integralpotenzreihen mehrerer Argumenb 
funktionen. Wenn z. B. die Argumentfunktionen einer Integralpotenzreihe 
zweier Argumentfunktionen durch Integralpotenzreihen dreier Argumenb 
funktionen ersetzt werden, so lautet alas Theorem: Es sei 

(26) , 

wo die Integralpotenzreihe rechts ffir g ~ h, ~ ~ k regulir konvergiere. 
Es sei ferner 

m-- . - -oo  75~---eo ~ r  

(27) 

(28) 

m=O n=O p=O 

m=O n=O ~ = 0  

wo in den Inbgrall~obnzreihen (27) und (28) die Glieder 0 ~ Grades in 
wl, w 2 und w 8 Wooo(S), lZ00o(S ) als identisch verschwindend vorausgesetzt 
werden. Dann konvergiert die Inbgralpotenzreihe der Argumentfunktionen 
wl(s), w~(s), ws(s), welehe sieh durch Einfiihrung yon (27) and (28) in 
(26) formal ergibt, regulir und stell~ H(s) dar, sobald (27) und (28) 
regular konvergieren und 

m=O ~ = 0  ~ = 0  

rn=O n=O $ = 0  

ist. 

(29) 

gegeben, welche fiir 
(30). 

regul~ konvergiere. 

w 

Umkehrung der integralpotenzreihe. 

Es sei fiir a ~ s ~ b eine Integralpotenzreihe 

m=O n---O 

~ < h ,  ~ < k  

Es sei ferner das Glied 0 ten Grades Woo(s)~-0, so 
dab also identisch in s die Gleichung 

i 

besbhe. 
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Wit stellen uns das Problem, bei gegebener Funktion v (s) die _Funktion 
u(s) so zu bestimmen, daft identisch in s die Gleichung 

= o  (32) ,, 

erfiillt wird. 
Wie beim Umkehrungsproblem gewShnlicher Potenzreihen haben wir 

zun~chst die Form 1 ten Grades in u(s) und 0 t~n Grades in v(s) 

b 
/ '8 

Ot 

zu betrachten. Wir machen nun die Voraussetzung, dab der absolute 
Betrag der Koeffizientenfunktion A(s) ftir das ganze Definitionsintervall 
a _< s ~ b grSBer als sine yon Null verschiedene positive Konstante ist. 
Dana kSn-en wir dutch Division der Integralpotenzreihe durch diese 
Koeffizientenfunktion bewirken, dab in der resul~ierenden Integralpotenz- 
reihe die betreffende Koeffizientenfunktion gleich 1 wird. Diese Voraus- 
setzung entspricht bei den nachfolgenden Anwendungen auf Differential- 
gleichungen der Annahme, dab die LSsungen in der Umgebung regul~rer 
Stellen der in der Differentialgleichung explizite vorkommenden Koeffi- 
zienten behandelt werden. Unter dieser Voraussetzung diirfen wir also 
ohne die Allgemeinheit einzuschr~nken annehmen, dab 

(34) 

ist. 

b 

Wie bei den Fundamentaltheoremen ~iber die Funktionaldeterminante 
und die Existenz impliziter Funktionen hat man hier zwei Hauptf's zu 
unterscheiden. 

1. Fa l l :  Es gebe keine yon Null verschiedene stetige Funktion q~(s), 
so dab fiir a < s < b  

b 

(35) - f  c(s, t) dt = 0 
6t 

ist, oder mit anderen Worten: der Kern C(s, t) babe keine NulllSsung.*) 
Dieser Fall entsprieht dem Fall der nich~ verschwindenden Funktional- 
determinante d. h. dem Fail, we das lineare homogene Gleichungssystem, 
dessert Koeffizienten die Funktionaldeterminante bilden, keine yon Null 
versehiedene LSsung hat. 

*) Siehe die letzten Sgtze der Einleitung. 

25* 
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2. Fal l :  Der Kern babe NulllSsungen d.h. die Gleichung (35) lasse 
yon Null verschiedene Liisungen zu. Dieser Fall entspricht dem Fall der 
verschwindenden Funktionaldeterminante. 

In beiden F~llen l~il~t sich unser Problem tier AuflSsung der Funktional- 
gleichung (32) erledigen. Ira ersien Fall ist die LSsung eindeutig; im 
zweiten gibt es, wie die Analogie vermuten l~13t, in der Tat funktionale 
Verzweigungen, fiir welche wir die den Puiseuxschen S~zen entsprechenden 
entwicke]n werden. 

w 

Der Fall der eindeutigen Liisbarkeit. 

Wir wenden uns zur Behandlung des ers~en Falles, d. h. wir machen 
also die Voraussetzung, dab die Gleichung (35) keine yon Null ver- 
schiedene LSsung habe. 

1)ann lassen sich zwei positive Gr6flen h' ~ h und k' ~ k so bestimmen, 
daft, wenn die stetigen Funktionen u(s) und v(s) den Beschriinkungen 

unterworfen werden, es zu jeder Funktion v(s) ei~e und nur eine Funktion 
u(.s) gibt, welche unsere Gleichung (32) erfiillt. Diese L6sung u(s) liiftt 
sich als reguliir konvergente Integral~votenzreihe der Argumentfunktion v(s) 
darstelten. 

Beweis: Unsere Gleichung (32) l~I~ sich schreiben 

f () s ' ~  s 

a m + n > =  2 

Da nun der Kern C(s, t) gem~t~ VorausSetzung keine Nullliisung hat, so 
1~13~ sich nach dem Fredholmschen*) Fundamentaltheorem zu ibm ein 
15sender Kern ['(s, t) bestimmen. D.h. es lii~t sich eine fttr a ~ s ~ b, 
a _<: t ~ b definie~te steiige Funktion ['(s,t) kons~ruieren, so daI~ die 
Gleichungen 

b 

~.(~_- f C(s, t) ~(t) dt = f(s) 
a 

<_ s b) 

f(s) + f r (s, t) f(t) dt = ~(s) 
a 

wechselseitig auseinander folgen. Durch Einfiihrung des liisenden Kernes 
erhalten wir die mit der (~leichung (37) gleichbedeutende ~leichung 

*) Siehe die Schlu~sii~ze tier Einlei~ung. 
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b 

t~ 

b 

m + n >  ~ a 

Wir seizen fiir alle Wer~e yon mund n 
b 

s ~ "  s 

66 

(s) yon der Argu~henb und schreiben, um die Unabh~ugigkei% ~zon Pol u v 

funktion u(s)hervorzuheben,  s~at~ P, (u s )  l (v ) .  Dann schreibt sich 

die G|eichung (39) 

m+n~2 

wo die In~egralpobnzreihe auf der rechbn Seite ebenfalls regul~ir kon- 
vergiert, wenn die Ungleichungen (30) erfiill~ sind. 

Je~z~ setzen wit 

V (s) i n d e m w i r a u f d e r r e c h b n  und bestimmen fiir alle Werte yon m ~ v ' 

Seite der Gleiehung (41) fiir u(s) die Summe 

einftihren und nut die I_n~egralpotenzglieder m t~ Grades in v(s) beibehalte~ 
Die so bes~immte Inbgralpo~enzreihe 

) 
geniigt formal der %leichung (41) und mithin aueh der Oleiehung (32). 
Diese eben auseinandergesetzte Bildungsregel der Reihe (44) en~sprich% 
offenbar genau dem belrann~en AuflSsungsverfahren einer gewfhnliehen 
Gleiehung yon der Form 

u =  a v  + bu  ~ + c u r  + d r 2 +  . .  �9 

Wir wollen jeiz~ beweisen, da$ es eine yon Null versehiedene positive 
Kons~anb k 1 gibe, so dab ftir 
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die Reihe (44) regular konvergier~, d. h. so, dab unter der Voraussetzung (45) 

m='J. 

konvergier~. 
Gehen wir s~at~ yon der Gleichung (41) yon der Gleichung 

re+n>2 

aus, und en~wickeln wir dann nach dem eben angegebenen Yeffahren d(s) 
in die der Gleichung (47) formal genfigende Integralpotenzreihe 

( 1  (4s) ~'(~ = v~ ~ ,  
m = l  

so ist jede Koeffizientenfunktion dieser le~zten Reihe reeU und nicht 
negativ und dem absolut~en Betrage nach nicht kleiner als die entsprechende 
Koeffizientenfunktion der zu untersuchenden Reihe (44). Mithin ist 

(49) V : ~  VI,~. 
Ersetzen wit in der Reihe (48) v(s) durch die Konstante q, so geht 

diese Reihe gem~l~ (7) in die Po~enzreihe 

m = l  

fiber. Diese Reih% ffir u'(s) eingefiihrt, geniig~ mithin formal der Gleichung 

= t l, + X f (51) 

Man hat also 

und um V ~ ( ; ) z u  bes~;immen, had; man auf der rechten Seite der Glei- 

~hung (51) f~r r 
v = m - - I  

Wit be~rach~en nun die Gleichung 

(54) p = J~liq + ~ l ~ l ~ . p ~ r  
m + n ~ 2  

deren rech~e Sei~e wegen der vorausgese~z~en regul~ren Konvergenz der 
Reihe (29) ftir 19 <_~ h, q ~ k konvergier~. C~em~iB dem bekannteh Funda- 
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mentaltheorem fiber 
Potenzreihe 

(55) 

die Exis~enz impliziter Funk~ionen gibt es 

P = ~ A ~ q m ~  
m = i 

eine 

welche die Gleichung (54) befriedigt und ftir q ~ kl konvergier~, wo k 1 
eine yon Null verschiedene positive gonstante bedeutet. Der uns obliegende 
Konvergenzbeweis ftir die Reihe (46) is~ also wegen der Ungleichungen 
(49) geliefer~, wenn die Ungleiehungen 

(56) 
nachgewiesen werden. 

V:  =< Am (m= 1, 2 , . . .  ad inf.) 

Aus (54), (5~), (5~) fo|gt n u , ~  

~ = 1  

einffihrt. Aus den Gleichungen 

8 

ergib~ sich nun leich~, dab der Koeffizient yon qm nicht kleiner wird, 
wenn man die Summe (59) start auf der rechten Seite yon (51) fttr 
u'(s) -- auf der rechten Seite yon (54) fttr p einftihr~. Der so gebildete 
Koeffizient yon q~ is~ abet gleich Am. Also is~ ffir jeden Weft yon s 

und mi~hin auch 

was zu beweisen war. 

(59) 

Wir haben also nur noch zu beweisen, dab affs den Ungleichungen 

(57) r; =< A, (~= 1, 2, . .  �9 m-- 1) 
die Ungleichung 
(5s) v:  __< Am 
sich ergibt. 

Aus dem oben angegebenen Verfahren, V s  aus der Gleichung (51) 

zu bestimmen, folg~ bei Berficksichtigung yon (57), dab V~, ( ; )  ffir keinen 

Wert yon s ~SBer is~ als der Koeffizient yon qm den man erNilt, indem 
man auf der rech~en Seite der Gleichung (51) ftir if(s) start der Summe 
(53) die Summe 

v = m - - I  
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Die Reihe (44) konvergiert also ffir ~ ~ k 1 regular und geniigt formal 
der Gleichung (32), deren rechte Seite ffir ~ <: h, v ~ k regular konvergier~. 
Wiihlen wir nun die positive GrSBe k 2 so~ dab 

(62) k~ =< kl, k~ s k, 
und dab 

2J (63) ~ m4 =< h 

ist, so stellt gem~il3 w 3 m~ch Einfiihrung yon (44) in (32) die formale 
Entwicklung der rechten Seite yon (32) nach Integralpotenzgliedern yon 
v(s) den Wert der rechten Seite wirklich dar. 

Die I{eihe (44) ist also fiir 

(64)" ~ =< 4 
eine LSsung unserer Gleichung (32). 

Jetzt wollen wir beweisen, daft es eine positive Gr6fle h ' ~  h gibt~ so 
daft, wenn die Ungleichungen 
(65) ~<=h', ~<=h' 
bestehen, unsere Gleichung (32) nicht mehr als eine einzige L6sung kaben kann. 

Es seien u(s) und u(s)+ w(s) zwei LSsungen unserer Gleichung. 
Dann w~re gem~B (41) 

n ~ + n > 2  

8 

7~t -b n > 2 

Denkt man sich auf der rechten Seite der Gleichung (67) jedes Integral- 
potenzglied nach Integralpotenzgliedern yon w(s) entwickelt, und subtrahiert 
man dann die Gleichung (66) yon der Gleichung (67), so ist leicht ersicht- 
lich, dab der absolute Betrag dieser Differenz den Ausdruck 

8 

m+n~=2 r e + n > 2  

nieht iiberschreitet. Es is~ also ftir jeden Wert yon s 

(69) lw(s) l s ~v Z I P  ~,m(~+(z)m-~ ~, 
m+n>~ 

wo die Reihe rechts wegen der regul~ren Konvergenz der Reihe (29) ffir 
+ (v ~ h, ~ ~ k als Differentialquotient einer konvergenten Potenzreihe 

konvergier~. Aus (69) folgt 

(w) ~ =< ~ m t' ~ (~  + ~)"- ~v~. 
m+n>2 
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W~ire nun w(s) nicht identisch gleich Null, also 5 yon .Null verschieden, 
so wiirde hieraus sich ergeben 

(71) 1 

m + n > 2  

Da nun die Reihe reehts ftir a + ~ = 0, ~ = 0 verschwindet, so folg~ 
leieh~, da$ es eine yon Null verschiedene positive Konstante h ' ~  h gibe, 

so dab die Gleichung (71) ftir ( u ~ )  s h', ~ s h', ~ s h' unmiiglieh ist, 
was zu beweisen war. 

Wir haben also bewiesen, dafi ftir ~ ~ k s die Integralpotenzreihe (44) 
regul~ir konvergiert und eine Liisung der Gleichung (32) darsCelli, und 
da$ fiir ~ ~ h, ~ h' die Gleichung (32) bet geg~benem v(s) nut eine 
ein~ige L(isung haben kann. Jetzt bestimmen wir die positive Gr(iBe k" 
so, da$ k' ~ ks, k' <: h' ist, und dab fiir ~ ~ k' der Betrag tier Reihe (44) 
h' nicht iiberschreitet. Dann besteht das in den ersten Zeilen dieses _Para- 
graphen ausgesprochene Theorem, dessen Beweis uns oblag. 

w 

Verallgemeinerung des Falles der eindeutigen Liisbarkeit. 

Ehe wir an die Behandlung des w 4 erwBhn~en zweiten Hauptfalles 
herantreten~ wollen wir auf eine evidente Verallgemeinerung des im vorigen 
Paragraphen Auseinandergesetzten hinweisen. Es set 

eine fiir 

(73) a =< h, ~1 _--< kl, vs =< k~, . . . ,  ~, __4< k,, 

reguliir konvergente Integralpotenzreihe, und es bestehe die Gleichung 

(74) s ) = 0 .  
0 0 0 . . . 0  

Wir suchen bet gegebenen stotigen Funktionen vlCs), vs(s) , . .  , v,(s) die 
stetige Funk~ion u(s) so zu bestimmen, dab 

8 (75) 
wird. 

Wir machen zuniichst wie in w 4 die Voraussetzung, da]3 der Koef- 
fizient yon u(s) in unserer Integralpotenzreihe dutch Division zu 1 gemacht 
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werden kann. Dann erh~ilt die Form 0 ten Grades in den Argumenffunk- 
tionen vl(s), v~(s) , . . . ,  v,(s) und 1 ~n Grades in u(s) die Gestalt 

b 

- f c(s, t) ~(S) dr. 

Wenn nun der erste Haup~fall besteht, d. h. wenn der Kern C(s, t) keine Null- 
15sung hat, so gibt es positive Konstanten 

t f . , .  h' <=h, k, <=k,, ,Jr 
so daft unter den Einschrgnk.ungen 

t P t �9 �9 

es zu jedem .Funktionensystem v 1 (s), v~(s),. . . ,  v,(s) eine und nur eine stelige 
tZunktion u(s) gibt~ ~r unsere Gleiehung (75)erfiillt. Diese L6sung liiflt 
sich als eine regular konvergente Integralpotenzreihe der Argumentfunktionen 

(s), . ., d  ste l . 
Der Beweis dieses Theorems ist vSllig derselbe wie der w 5 geffihrte. 

Das Theorem bleibt natiirlich bestehen, wenn die Funk~ionen vl(s), 
% ( s ) , . . . ,  v~(s) teilweise oder s~mtlich sich zu Konstanten spezialisiereu, 
welehe dann als Parameter aufgefal~t werden kSnnen. Es ist also auch 
der Fall erledigt~ wo die Integralpotenzreihe nach Potenzen ether Anzahl yon 
Parametern so entwickelt ist~ daft die Konvergenz im Sinne des w 2 eine 
reguliire ist. 

w 

Transformation des Kernes.*) 

Wir gehen jetzt zur Behandhng des in w 4 erwiihnten zweiten Haupt- 
falles fiber. Die Gleichung 

b 

(35) q~(s) -- f C(s~ t) 9~(t) dt = 0 

lasse also yon Null verschiedene LSsungen zu. Naeh dem Fundamental- 
theorem yon Fredholm**) sind die Anzahlen der linear unabhiingigen 
LSsungen der Gleichungen (35) und der Gleichung 

b 

(77) ~p(t) - - r e ( s ,  t) ~p(s) ds = 0 

stets endlich und dieselben. Jede nicht identisch verschwindende LSsung 

*) Bis auf unwesen~liche ~nderungen s~nmt dieser Paragraph mit w 6 vom 
II. Teil, Ma~h. Ann. Bd. 64 fiberein. Vergl. auch die diesbezfiglichen Un~ersuchungen 
yon P l e m e l j  ,,Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung", Monatshef~e 
ffir Mathema~ik und Physik Bd. XV. 

**) Siehe die Schlu~s~tze der Einlei~ung. 
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der Gleichung (35) heiBt eine lgulllSsung in s des Kernes C(s, t), und 
jede nicht identisch verschwindende L~sung der Gleiehung (77) eine l~ull- 
15sung in t. Es mSgen nun 

�9 l(s),  ~ ( s ) ,  . . ,  ~,(8), 
~,1 (t), ~ (t) , . . . ,  v .  (t) 

vollst~ndige Systeme linear unabh~ngiger Nulll5sungen in s und t bilden, 
so dab alle Ltisungen der Gleichung (35), d. h. alle NulllSsungen in s, 
in der Form 

(Ts) ~c,~.(s), 

und alle LSsungen der Gleiehungen (77), d. h. alle 2r in t, in 
der Form 

(79) ~c ,~ , (0  

darslenbar sind, wo die c, wiUktirliche Konstanten bedeuten. Wir setzen 

(so) E(s, t) = C(s, t) + p~(s) q,(t), 

wo die p,(s) und q,(t) reelle oder komplexe ste~ige Funk~ionen bedeu~en. 
Ferner setze man 

b 

(81) A~, = f ~p~ (r) p,(r) dr, 
a 

b 

I. Dann besteht die notwendoe und hinreichende Bedingung dafiir, daft 
der neue Kern s t) keine NulI16sung mehr hat, darin, daft keine der beiden 
n-reihigen Determinanten [A,,  [ und [Bu, [ verschwindet. 

Dem Beweise dieses Kriteriums sehieken wir noeh ~ine zweite Formu- 
lierung voraus: hus (78), (82) ergibt sich, daft das Nichtversehwinden 
der Determinante IBm,,,! damit gleichbedeutend is~, dab dor Kern C(s, t) 
keine zu allen q, orthogonale NulllOsung in s hat. Ebenso ergib~ sieh a u s  

(79), (81), dab das lgiehtverschwinden der Determinan~e ]A~, I damit 
gleiehbedeutend ist, dab der Kern keine zu allen p, orthogonale NulllSsung 
in t hat. Wir kSnnen also unser Kriterium I noeh in folgender :Form 
aussprechen: 

II. Die notwendige und hinrdchende Bedingung dofiir, daft der Kern 
E(s, t) keine 2~ulll~sung mehr hat, besteht darin, daft der Kern C(s, t) weder 
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eine zu allen q, orthogonale Nullt6sung in s noch eine zu allen p, ortho- 
gonale Nulll6sung in t hat. 

Beweis:  Die Notwendigkeit unserer Bedingung folgt unmittelbar 
aus ihrer zweiten Formulierung. Denn g~be es z. B. eine zu allen p, 
orthogonale NulllSsung in t des Kernes C(s, t), so wi~re sie, wie die Veri- 
fikation in die Augen springen liiBt~ auch eine NullRisung in t des Kernes 
E(s, t). 

Es ist also nut noch zu zeigen, dab die Bedingung hinreichend ist~ 
d. h. dab ihr Erftilltsein NulllSsungen yon E(s, t) ausschlieBt. Nehmen 
wit also an, der Kern E(s, t) babe eine Nullliisung in s, r 

b 

= 9(s) - - , rE(s ,  t) 9(t) dt, 0 

b v = n  b 

(83) ~(s) - re ( s ,  t) r dt=~_, p~(s) f q.(t) 9~(t) d,. 
0~ v = l  6 

Multiplizier~ man diese Gleichung mit ,~(s )ds  und integrieri yon a bis b, 
so verschwindet; die liuke Sei~Ge. Man erhiil~ also die Gleiehungen 

v =  n b 

o = ~  A.,,fq.(t) ~(t) dt (,,.= 1, S,.. . ,n). 
~'---- l 

Hieraus folgen wegen des vorausgesetzten Nichtverschwindens der Deter- 
minante [A~,, 1 die Gleichungen 

b 

(84) f q,(t) ~(t) dt = 0 (~= 1,2,..., ~). 
a 

Es mtiBte also wegen (83), (84) r auch yon C(s, t) eine NulllSsung 
in s sein, welche wegen (84) zu allen q, or~hogonal w~re, in Widersloruch 
zur zweiten Formulierung unserer Bedingung. 

Setzen wir nun 

(ss) p .  = *G 
(so) q, = G 

q . e . d .  

(~ = 1, 2 , . . . ,  n) ,  
(,~ = 1, 2 , . . . ,  n), 

wo das Uberstreichen wie gewShnlich den ~lbergang zur konjugiert kom- 
plexen GrSBe bezeichnet, so ist unser Kriterium, wie die Formulierung II 
zeig~, erftill~. Dean wiire z.B. z(t) eine zu allen IG orthogonale Null- 
16sung in t yon C(s, t), so miiBte auch z(t) zu allen Funktionen yon der 

~----'n 

Form Z ~*p" orthogonal sein, wo die G beliebige Konstanten bedeu~en, 

Wegen (85) und (79) sind aber in dieser Form die konjugierten Funktionen 
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zu allen NumSsungen in t des Kernes C(s, t) darstenbar, also aueh ~(t). 
Es mtiBte z(t)  also zu ~(t) orthogonal sein, was uamSglich ist. 

Wenn also die vollst~indigen Systeme linear unabhgngiger Nulll6sungen 
in s und in t des Kernes C(s, t) yon der Anzahl n sind, so l~iflt sich dieser 
Kern durch Hinzufiigung yon n Produkten einer stetigen Funktion yon s 
mit einer stetigen ~unktion yon t in einen solchen Kern transformieren, dc~r 
keine Nulll6sungen mehr hat. Durch I-tinzufiigung yon weniger als n solchen 
Brodukt;en kann dies nicht; erreicht werden, denn diesen Fall erh~ilt man 
bei der spezialisierenden Voraussetzung, dab einige der n Funktionen p~ 
identisch gleich Null sein miissen. Dann aber verschwindet die Deter- 
minante I 

w 

Die Yerzweigung bei einer einfaehen l~ullliisung. 

Wir machen in diesem Paragraphen die Vorausset;zung, dab die Anzahl 
der linear unabhKngigen LSsungen der Gleichung (35) und mit;hin aueh 
der Gleichung (77) gleich 1 ist. Die Gesamt;hei~ aller NulllSsungen in s 
des Kernes C(s, t) ist; also in der Formel 

(sT) ci %(s) 
enthalt;en und die Gesamtheit aller NulllSsungen in t in der Formel 

(88) el(t), 
wo c 1 eine willkiirliche Konst;ante bedeut;et;. Bezeichnen nun pl(s) und 
ql(t) zwei so gew~hlte st;et;ige Funktionen~ dab 

b 

(89) (r) (r) dr + 0, 

(90) f ~ (r) q~ (r) dr + 0 

ist;, und se%zt; man 

(01) E(s, t ) =  0(% t) -+-_p~(s) q~(t), 

so hat; gemiil~ dem Theorem des vorigen Paragraphen der neue Kern .E(s, t) 
keine Nulll(isung mehr, und es I~Bt~ sich daher zu E(s, t) ein 15sender 
Kern E(s, t) best;immen. Unsere Gleiehung (32) 

b 

a re+n>_2 

ls sich dana schreiben 
b b 

a m+n>__~ 
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Ffihrt man den 18senden Kern E(s~ t) gemiiB den Formeln (38) ein, so 
ergibt sich, we nn, ~halich wie w 5 (40), 

b 

(~) - wo. (L) -2~(~, ,)wo. (L)~, = - . .  (L) 

s )  wieder gesetzt wird, und fiir die yon u(s) unabhiingige Form Pol uv 
~, (:) ~o~o~r~o~on ~i~, 

b b 

a a m + n ~ 2  

Diese letzte Gleiehung ist gleiehbedeutend mR dem Gleiehungssystem 

b 

(95)  ~(~) = [-~,~(~)-fE(s,t)p~(t)dt] 
b 

(96) x = f ql(t) ~(t) dr. 
Ot 

x + ~ ( : ) + 2 7 ~ o . ( L ) ,  
m + n ~ 2  

Die Gleiehung (95) kSnnen wir gemiiB dem Schlul3satz yon w 6 naeh u(s) 
auflfsen, indem wi!: x als Parameter betrachten. Wit erhalten, wenn die 
Ungleichungen 
(97) 
(98) 
(99) 

__<kl, 
a =<hi, 

Ix <Z~ 
gefordert werden, wo k 1 _~ k, h~ ~ h und 11 geeignet gewghlte positive 
Konstanten bedeuten, eine eindeutig bes~immte LSsung 

(~o0) ~(s) = X ~ : ( :  ) 
m + n ~ l  

Hierbei bedeutet V~ ( : )  eine Integralpotenzform n te~ Grades in v(s), und 

die Reihe (100), als Integralpotenzreihe yon v(s) und x betraehte~, kon- 
vergiert regulgr und daher auch absolut und gleiehm~Big. Ftihren wit 
(t00) in (96) ein, so ergibt sich 

b 

m + n ~ l  a 

Setzen wit 

(m ~ 1, 2, . . .  ad inf.) 
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so sind die Konstanten L1, L , "  ", L , , . . .  yon v(s) unabhi~ngig, und 
unsere Gleiehung (101) nimmt die Gestalt an 

~rf~ ~ ~ ~ 2 ~  n ~  b 

(102) x-- - - -~_~L. ,x"+~x~_yq,( t )V: ' ( : )d t ,  
m = l  m = O  n = l  a 

wo die zweite Summe als eine regulgr konvergente, mit~ identiseh ver- 
sehwindenden v(s) verschwindende Integralpotenzreihe yon v(s) und x 
betraehtet werden kann. 

(103) 
ist. 

GemiiB (102) ist 

Je~zt wollen wir beweisen, dab 

L 1 = 1 

b 

(104) L1 =~(ql (t) Vo 1 (~) dt 
a 

and gemiiB (95) und (100) ist; 
b 

g 

Nun ist, wenn (pl(s) wie in tier Formel (87) eine NulllSsung in s vor~ 
C(s, t) bedeutet, 

b b 

(lO6) :E(s,t) l(t)dt 
b 

+Pl (s ) f  ql (t) q~ (t) at. 

Fiihr~ man bier gemiig (38) den 15senden Kern E(s, t) ein, so ergibt sieh 
b b b 

a a 

Multiplizier~ man beide Seiten dieser Gleiehung mit ql (s)ds und integriert 
yon a bis b, so erh~l~ man bei Berticksichtigung yon (104) 

b b 

a a 

und hieraus ergib~ sieh wegen (90) die zu beweisende Gleiehung (103). 
Unsere Gleiehung (102) ist~ also yon der Form 

(107) O=~__j Lmx~"+~xm~. f v :  (:)q,(t)dt, 

wo die zwei~e Summe bei identiseh verschwindendem v(s)versehwinde~. 
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Wir erhalten also bei gegebenem v(s) allc ihrer Gr6fle nach dutch die 
Ungleichungen (97), (98), (99) beschrSnkten Lgsungen u(s) unserer Gleichu~tg 
(32), indem wit die Gleichung (107), deren Koeffizienten dann gegeberte 
Konstanten sind, nach x auflgsen; ]ede Wurzel dieser Gleichung, derert ab- 
soluter Betrag l 1 nicht iiberschreitet, liefert, in (100) eingefiihrt, eine ZSsung 
unseres Problems. 

Die Gleichung (107) soil die Verzweigungsgleichung unseres Problems 
hei~en. 

(lO8) 
ist. Wir setzen 

(lO9) 

(110) 

w 

Diskussion der Verzweigungsgleiehung. 

Wir wolien zun~ichst den allgemeinen Fall betrachten, wo 

L~+0 

~/t = O0 

S~ --~__~ L.~ x "~, 
m----.2 

m = O  n = l  a 

Dann l~Bt sich eine positive GrSBe l~ ~ 11 so bestimmen, dal~ fiir 

(111) 0 _ _ < l x l < l  ~ 

/ 

ist. Es be~,eiohne ~ das Minim.m yon I Sll f~r t xj = l~. Wege~ der reg~- 
liiren Konvergenz yon 2~ l~fit sich dana eine yon Null verschiedene 
positive Konstante k~ <:k 1 so klein wiihlen, dal3 ffir Ixl = l~, ~ k~ 

(113) IS~I =<,~. ~ 
bleib~, w o r  einen echten Bruch bezeichne~. 

Es sei nun 
(114) ~ < k~. 

Die Anzahl der dem Betrage nach 12 nich~ iiberschreitenden LSsungen 
der Verzweigungsgleichung wird dann dutch das Integral 

015) 2~j s, + $2 

gegeben, welches im posi~iven Sinn fiber den Kreis Ix[ = l~ zu erstrecken 
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ist. Um den Wert dieses Integrals zu ermitteln, betrachte man das tiber 
denselben Integrationsweg zu erstreckende Inbgral 

welches wegen (113) eine fiir 
0 < @ ~ 1  

stetige Funktion yon @ darstellk Da dieses Integral die Anzahl der dem 
Betrage nach l~ nicht iiberschreitenden LSsungen der Gleichung 

Sj + 0 
angibt, so muB es flit jeden Weft yon @ gleich einer ganzen Zahl seth, 
welche sich wegen der Stetigkei~ des Integrals als Funktion yon ~ fiir 
0 g @ g 1 nicht ~indern kann. Mithin ist der Wert des Integrals (116) 
fiir @----1, d. h. der zu ermittehide Weft des Integrals (115), gleich 
dem Wert des Integrals (116) ftir a----0, also wegen (108) 9etch 2. 

Die Verzweigungsgleichung hat daher ffir ~ ~ k~ zwei dem Betrage 
nach l~ nicht iiberschreitende LSsungen. Ftihrt man diese in (100) ein, 
so erhiilt man zwei L5sungen unserer zu untersuchenden Gleichung (32). 
Die MSglichkeit~ dab unter weiteren speziellen Voraussetzungen, die sich 
aus der Verzweigungsgleichung leich~ angeben lassen, diese beiden Liisungen 
zusammenfallen, ist hierbei natfirlich nicht ausgeschlossen. 

Berticksichtigen wir die Gleichungen (96, 97, 98, 99), so kSnnen 
wit das bisher Erreichb in folgender Weise zusammenfassen: Ist L~ + 0 ,  
so hat unsere Gleichung (32) unter den Beschriinkungen 

(114) 9 g k~, 
(117) 

b 

(11s) f ql(t) u(t)dt < 

bei gegebener Funktion v (s) zwei und nur zwei LSsungen. 
Die dutch die Ungleichung (118) ausgedrtiekte beschri~nkende Voraus- 

setzung ist aber dem gesblRen Problem nicht naturgemiB, and wit 
wollen uns daher jetzt yon ihr befreien. 

Aus (112) folgt leicht, dab man eine positive GrSBo k '~k~ so 
bestimmen kann, dab die beiden ihrem Betrage nach 12 nicht fiber- 
schreitenden LSsungen der Verzweigungsgleichung ffir ~ ~ k' ihrem Betrage 
nach unter eine beliebig kleine vorgeschriebene Schranke fallen. Da 
nun die gesuchten Funktionen u(s) durch die Reihe (100) gelieferr 
werden, indem in ihr ftir x die LSsungen der Verzweigungsgbiehung 
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eingeffihrt werden, so folg~, dal3 es zu jeder positiven GriiSe h ' ~  h t 
eine positive GrSl3e k '~k~  gibf, so dal~ ffir ~ k '  die beiden den 
Beschr~nkungen (117), (118) unterwoffenen LSsungen u(s) unserer Glei- 
chung (32) der Ungleichung 

a < h '  

genfigen. Es gibt also zu jeder positiven GrSge h'=< h~ eine positive 
GrSSe k ' <  k~, so alas das oben zusammengefaSb Theorem gtiltig bleibt, 
wenn man die dort voraus gesetzten Ungleiehungen (114), (117), (118) 
dutch die Ungleichungen 

(i19) 
(120) 

(i2i) 

F 

< h', 
b 

ersetzt. Nun w~hlen wir das positive h' so klein, dab 

b 

h '~h~  und h ' / I q ~ ( t ) I d t ~ l  ~ 

ist. Dann ist die Ungleichung (121) eine Folge von (120). 
Das Resultat dieses Paragraphen ist daher folgendes Theorem: 
Ist L~ 0 = O, was wohl als der allgemeine Fall bezeichnet werden diirfte, 

so lassen sich zwei positive Gr6flen k" ~ k, h' ~ h so bestimmen, daft 
unter den Beschr~inkungen ~ ~ k', ~ ~ h' unsere Gleichung (32) bei ge- 
gebener Funktion v(s) zwei und nut zwei L6sungen u(s) hat, welehe 
unter weiteren leieht angebbaren speziellen Voraussetzungen nattirlieh auch 
zusammenfallen kSnnen. 

Unsere Funktionalgleichung (32) ist also an der SteUe u(s)=O, 
v(s) = 0 zweifach verzweigk 

Ist L,  der erste yon Null verschiedene Koeffizient yon $1, so lehrt 
genau dieselbe Argumentation, daft unsere Funktionalgleichung an der SteBe 
u(s) = O, v ( s )=  0 n-fach verzweigt ist, wobei auch bier nattir]ich unter 
wei~eren speziellen Voraussetzungen einige Zweige zusammenfallen kSnnen. 

Verschwinden s~imtliche Koeffizienten Z.  (n ~ 2), so zeigen die Glei- 
r (95), (96), (107), da~ ffir v(s )= 0 unsere Funktionalgleichung 
eine stetige Schar yon Liisungen hat,  welche dutch die Reihe (100) mik 
dem willktirlichen Parameter x dargesblll wird. 

Im speziellen, h~iufig vorkommenden Falle, wo v(s) identisch gleich 
einer Konstanten 9 is~, liefert, wenn Z, der erste yon Null versehieden~ 
Koeffizient ist, die Verzweigungsgleichung ([07) ffir x gem~B dem Theorem 
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yon Puiseux n naeh gebrochenen Potenzen yon /~ fortschreitende Reihen; 
und die Gleichung (100) stellt daher die n LSsungsfunktionen u(s) durch 
Reihen dar, welche naeh gebrochenen Potenzen yon # fortsehreiten. 

w 10. 

Die Verzweigung im Fal le  der Existenz mehrerer  Nullliisungen. 

Um die Darstellung durchsichtiger zu gestallen, wollen wir in diesem 
Paragraphen voraussetzon, da$ die Anzahlen der linear unabh~ngigea 
Nulll6sungen in s und in t unseres Kernes C(s, t) gleich 2 sind, jedoch 
alle S~tze und Beweise so entwicke]n, dati sie auch ffir den Fall der 
Existenz einer beliebigen Anzahl linear unabh~ngiger Nulllgsungen gliltig 
bleiben. In der Bezeichnungsweise schlieSen wit uns an den w 7 an. 

Gemiil~ der SchluSbemerkung yon {} 7 kiinnen wit die stetigen Funk- 
tionen pa(s), p~(s), qt(t), q~(t) so bestimmen, da$ die Determinanten 

All Al~ Bll B1, 
(i22) &, A= + 0, N~ N, + 0 

sind, wo die As,  und B~,, durch die Gleichungen (81), (82) definiert 
sind. Setzt man dann 

(1~3) E(s, 0 = c(s,  t) + pl(s) ql(t) + ~ (s )  q,(0, 

so hat gemiiB dem Theorem I des w 7 der neue Kern E(s, t) keine Null- 
15sung mehr, und es lii$~ sich daher zu ibm nach dem Fredholmsehen 
Fundamentaltheorem ein 15sender Kern E(s,t) konstruieren. Unsere 
Gleichung (32) lil~t sich schreiben 

(124) 
b b b 

u(8) - f  ~(s, t) ~(0 d t = -  Pl(s)f  ~ (t) u(O dt--p,(s)f  q,(t) ~(0 at 
a o~ if, 

m+n_>~ 

Ffihrt man bier den 15senden Kern E(s, t) gemii$ den Formeln (38) ein, 
so gelangt man ganz wie in w 8 zu dem mit der Gleichung (124) gleich- 
bedeutenden Gleichungssystem 

(125) 
b b 

q* a 

m+n~2 

26* 
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(126) 

(1'27) 

wo die P I ( : ) ,  

b 

x = f q ,  (t) ~(t) dr, 
a 

b 

y ----;q~(t)u(t)dt, 
a 

( s )  wie in w 8 (93)definiort sind. Pmn ~ V Die Gleichung 
(125) lgB~ sich gemgB w 6 auflSsen, indem man x und y als Parameter 
betraehte~. Man erhiilt unter den Besehr~nkungen 

f (128) ~s  a s  Ix,s ty[s 
we k, ~ k, h~ ~ h, l 1 und 11' geeignet gewghlte positive Konstanten be- 
deafen, als eindeutige LSsung der Gleichung (125) die in v(s), x, y regulgr 
konvergente Int~egralpotenzreihe 

x ~ ~V~,~ 
ce+fl+n>l 

~o die r~(~ Integralpotenzformen n~~ ~raaes in ~(s) bedeuten. Duroh 
n kv/ 

Einftihrung yon (120) in die CTleichungen (126) und (127) ergeben sich 
die Gleichungen 

b 

a + ~ + n > _ l  a 

b 

v= v--~ ~~v' f q,(t) U~'(:) at. 
~ + f l + n _ > l  a 

(131) 

Set;zt man 

(132) 

b 

a 

so sind die Lo~fl, ZgS, . . .  als yon v(s) unabhgngige Konstant;en definiert 
und unsere Gleichungen (1~30, 131) nehmen die Gestalt~ an 

n----r b 

a+f l~ l  ve+fl>O n = l  a 

n = : ~  b 

a~ + [3>i a+fl~O n=l a 

we die zweiten Summen reehts als reguliir konvergent% mi~ identiseh ver- 
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schwindendem v(s) 
betrachtet werden kiinnen. 

Jetzt wollen wir das 

(136) 
(137) 

beweisen. Oem~g (78) istl 

verschwindende 

Bestehen 

Lie ---- 1, 
L;o = 0, 

IntegrMpotenzreihen yon 

der Gleichungen 

Lot = O, 

b b 

o = ,p~ (~) - r e ( s ,  t) ,~(t) d, = ~l (s) - f E ( ~ ,  t) ~ (t) dt 
CI, a, 

b b 

+ pl(s)fq~(t)~l( t)d~ + p~(s)fq~(t),~(Odt. 
a 

Fiihrt man den 15senden Kern E(s, t) ein, so ergibt sich 
b b 

a ~t 

b b 

Ebenso erhM~ man 
b b 

(139) ~,(s) ( - -P i ( s ) - - f  E(s,t)pi(t)dt) j~ = ql(t)%(t)dt 
(I, n 

b b 

a a 

Bei Beriicksiehtigung der Gleichungen (125,129), (81) kiinnen 
Gleiclmngen (138), (139) auch so sehreiben 

(140) oh(s) = Vo~'~ Bl~ + ro~ 
(141) cp,(s) ----- ro~,~ B,~ ro~ B.2,, 
wo ffir die yon v(s) unabh~ngige In?;egralpotenzform Ko 1,~ ( : )  

gesehrieben ist und ebenso Vo~ sta~; Ko~ �9 

x~ y und v(s) 

Mulhpliziert man 
und integrier~ nach s 
der Gleichungen (81), 

(14~) 
043) 
(144) 
(i45) 

diese beiden Gleichungen je 
yon a bis b, so erhiilt man 

(132, 133) 

o - -  B , ~ ( A o -  1) + B.Lol  , 
0 - -  B~l(L~o--1) + B~Lo~ , 
0 = BnL;o + B~(Lol--1), 

! ! 

o -~ i~1 rio + :B~ (Lol-- 1). 

mit 
bei 

wir die 

r:,o(~) 

qi (s)~s, q,(s)ds 
Berticksichfigung 
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Bei Bertieksichtigung yon (122) ergibt sieh aus (142), (143) 

Llo --1----- 0, L o , = O  
und aus (144), (145) 

! f 

L , o = O ,  Lot --1---- O 
was zu beweisen war. 

Unsere Gleichungen (134) und (135) kSnnen also in folgender Form 
geschrieben werden 

~----r162 b 

(136) o -  
Ot+l$~-P. c~+fl>O n = l  a 

a +fl_>_2 a + ~ o  n=l a 

Wit  erhalten bei gegebenem v(s) alle ihrer GrSfle nach dutch die Un- 
gleichungen (128) beschrgnkten L6sungen unseres Proble~us, indem wit die 
Gteichungen (136), (137), deren Koeffizienten dann gegebene Konstanten sind, 
nach x und y aufl6sen. #edes t)aar dem absoluten Betrage nach 11 und l l" 
nicht iiberschreitender Wurzeln dieser Gleichung liefert, in die Gleichung (129) 
eingefiihrt, eine L6sung unseres Problems. 

Die Gleichungen (136), (137) wollen wir daher die Verzweigungs- 
gleichungen unseres Problems nennen. 

Das in diesem Paragraphen Auseinandergesetzte liit~t sich offenbar un- 
mittelbar auf das in w 6 behandelte allgemeinere Problem ausdehnen, we 
die Anzahl der gegebenen Funk~ionen v(s) eine beliebige ist. 

Schlul~bemerkung. 

In den in dieser Untersuchung auseinandergesetzten Siitzen und Be- 
weisen iindert sich nichts, wenn s, t, r, - . .  Punkte eines n-dimensionalen, 
ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer 
S~ticke bes~ehenden Gebildes in einem n + m-dimensionalen Raum bedeuten 
und ds, dr, d r . . . ,  die entsprechenden Elemente. 

kueh Unstefigkeiten der Koeffizientenfunktionen kSnnen, wie bei 
Berticksichtigung der w167 15, t7 der ersten Abhandlung*) leicht zu sehen, 
in weitem Umfange zugelassen werden, worauf spezieller einzugehen uns 
die nachfolgenden Anwendungen Veranlassung bieten werden. 

Diese Untersuchung liiBt sich ferner, wie ausftihrlich auseinandergesetz~ 
werden wird~ ohne Schwierigkeit unmittelbar und sogar unter Darbietung 
yon Yereinfachungen auf den Fall tibertragen, we s, tl, t~, . . .  nicht mehr 

*) Math. Ann. Bd. 63. Vergl. auch E. E. Levi ,,Sulle Equ~.zioni IntegrMi", Rendi- 
confi del la R. Accademia dei Lin te l  1907, vol. XVI, serie 5 ~, -2 ~ sere. fasc. 9 ~ 
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die Punkte eines Kontinuums durchlaufen, sondern die unendliche Index- 
reihe. Dann bedeutet u(s) eiue gesuchte unendhche Zahlenreihe und die 
z. B. gegebenen v(s), K(s,  tl, t2) eine gegebene einfaeh-unendliche und eine 
gegebene .dreifach-unendliche Zahlenreihe. Das Integral mu• als unend- 
]iche Summe definiert werden, und die nichtlineare Funk~iQnalgleichung 
geht dann in eine unendliche Reihe nichflinearer Gleichungen mit unend- 
lich vielen Unbekannten tiber. Bei dieser Spezialisierung gestaltet sich 
das Resultat unserer Untersuchung zu folgendem Ergebnis. 

Das grundlegende Theorem, nach welchem die eindeutige LSsbarkei~ 
yon n Gleichungen mR n Unbekannten in der Umgebung eines LSsungs- 
systems dutch das lqiehtverschwinden der Funk~ionaldeterminante angezeigt 
wird, und die S~tze fiber die Verzweigung der LSsungen dieser Gleichungen 
im Falle des Versehwindens der Funktionaldeterminante werden auf die 
AuflSsung einer unendlichen Reihe yon Gleichungen mit unendlieh vielen 
Unbekannten*) fibertragen. Die yon dem unendlichen Gleichungssystem 
vorauszusetzenden Konvergenzbedingungen ergeben sich bei der Durch- 
ffihrung des erw~ihnten Ubertragungsverfahrens und werden daher in der 
ausffihrenden Darstellung prizisier~ werden. 

*) Dieses Problem dfirfte nicht ohne Interesse sein, seit durch die ArbeRen yon 
Hilber~ (,,Grundzfige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen" 
IV t~ und V t~ Y[itteilung, G~ttinger Nachrichten, Ylath.-Phys. Klasse, 1906, S. 157--227 
und S. 439--480) die Bedeutung der Funktionen yon unendlichvielen Variabeln in den 
Vordergrund getreten is~. 


