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Einleitung.

Es sei K eine Kugelfidche vom Radius 1, und die Punkte derselben
seien auf ein beliebig orientiertes geographisches Koordinatensystem be-
zogen, in welchem 6 die Poldistanz und ¢ die geographische Linge be-
zeichnen mdge. Ferner sei f(6, @) eine eindeutige Funktion des Ortes auf
der Kugelfidche, und diese Funktion sei im gewdhnlichen (Riemannschen)
Sinne integrierbar, d. h. es existiere

Kf 1(6, 9)do,

wo do=sin 6dfdep das Flichenelement der Einheitskugel K ist. Hs be-
zeichne jetzt (¢, ¢”) irgend einen Punkt der Kugelfliche, do’ das zugehirige
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Flachenelement, p den durch die Bedingung 0 <y <z eindeutig fest-
gelegten Winkel zwischen den beiden Vektoren vom Kugelmittelpunkte
nach den Punkten (6, ¢) bez. (¢, ¢"), sodaB

cos y = cos 6 cos 6 + sin A sin 6 cos (p —¢")

ist, und endlich P,(z) das »' Legendresche Polynom. Dann lautet die
zur Funktion (6, @) gehirige Laplacesche Reihe

(0, 9) ~2 it 109,

wo das Aquivalenzzeichen ~ andeutet, da8 die Reihe zuniichst rein formell,
ohne Konvergenzriicksichten, gebildet wurde.

In dem wichtigen Sonderfalle, wo f(6, ¢) von ¢ unabhiingig ist,
werde cos 8 = und f(6, ¢) = f(cos 8) = f(z) gesetzt; dann geht die
Laplacesche Reihe in die Legendresche Reihe iiber:

f(@) ~ D)o, P (@),

n=90

— 2t j F@) P, @) da.

Von der vorliegenden Abhandlung ist der erste Teil (§ 1—§ 5) den singu-
liren Erscheinungen gewidmet, welche in bezug auf Divergenz bez. un-
gleichméBige Konvergenz der Laplaceschen Reihe einer stetigen Funktion
auftreten konnen, wihrend im zweiten Teil (§ 6—§ 9) von der Summation
jener Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel die Rede sein wird.

Um einen Uberblick iiber die erzielten Resultate zu gewinnen, ist es
niitzlich, einige bekannte Tatsachen iiber die Fourierschen Reihen zum
Vergleich heranzuziehen.

Das erste Beispiel einer fiir 0 < 2 < 2x stetigen Funktion f(x), deren
Fouriersche Reihe

@)~ ogi +Z(an cos ng + b, sinn x)
n=1

an einer Stelle (bez. an abzéhlbar unendlich vielen Stellen) divergiert,
wurde von Paul Du Bois Reymond angegeben.¥)
Der tiefere Grund dieser Frscheinung wurde von Herrn Lebesgue

*) P. Du Bois Reymond, Untersuchungen fiber die Konvergenz und Divergenz
der Fourierschen Darstellungsformeln, Abhandlungen der Bayerischen Akademie der
‘Wissenschaften (Miinchen), math. phys. Klasse, 12 (1876).
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aufgeklirt, welcher nachwies, dafl der absolute Betrag der Summe der
n -+ 1 ersten Glieder der zu f(x) gehorigen Fourierschen Reihe, wenn
man f(x) auf die Klasse aller absolut integrablen Funktionen vom abso-
luten Betrage < 1 fiir 0 < # < 27 beschrinkt, fiir ein gewisses f(x) dieser
Klasse im Punkte z = z,, ein Maximum g, (x,) besitzt, welches mit n ins
Unendliche wichst™) Es ist leicht zu sehen, dal ¢,(z,) = ¢, von z, un-
abhiingig ist; die Konstanten g, (n=0,1,2,---) wurden von Herrn Fejér
, Lebesguesche Konstanten der Fourierschen Reihe® genannt; Herr Fejér#¥)
bestimmte auch die Art des Unendlichwerdens von ¢,, indem er die Exi-

stenz von il_ﬂ; (9,,—;;4—;10g n) pachwies. Auf dem alleinigen Grund des un-
endlichen Anwachsens von ¢,(x,) gab Herr Lebesgue®*¥) ein Verfahren an,
um fiir 0 < 2 < 2% stetige Funktionen zu konstruieren, deren Fouriersche
Reiben fiir # = z, die Du Bois Reymondsche Singularitit aufweisen, d. h.
fir # = x, divergieren. Ferner zeigte Herr Lebesgue auf Grund derselben
Eigenschaft von o,(x,), daf es fiir 0 <o < 2x stetige Funktionen gibt,
deren Fouriersche Reihen zwar itberall konvergieren, aber in der Umgebung
von % =z, nicht mehr gleichmafig. Dieses Verhalten wird nach Herrn
Fejér ,Lebesguesche Singularitiit genannt.

Die auf dem angedeuteten Wege konstruierten Fourierschen Reihen
haben Koeffizienten von HuBerst komplizierter Form; es ist nun Herrn
Fejért) gelungen, eine unendliche Folge von Konstanten ¢, anzugeben,
welche einem einfachen arithmetischen Gesetze gehorchen und die Eigen-
schaft besitzen, daB die Reihen

-

E ¢, COSRZ,

%=0

-

E ¢, 8in nx

2=0

die Fourierschen Reihen je einer fir 0 < # < = stetigen Funkfion sind,
von denen fiir 2 = O die erste die Du Bois Reymondsche, die zweite die
Lebesgunesche Singularitit aufweist.

* H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques (Paris, Gauthier-Villars
1908), § 46 (S. 86).

**) L. Fejér, Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen, J. f. Math,
188 (1909), 8. 22—53. Vgl. auch T. H. Gronwall, Uber die Lebesgueschen Konstanten
bei den Fourierschen Reihen, Math, Ann. 72 (19212), 8. 244-—261.

*** H. Lebesgue, 1. ¢, § 46—47 (S. 87—89).

1) L. Fejér, Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues,
Annales de I'Ecole Normale (3) 28 (1911), S. 63—104, wo auf S. 67 ein Verzeichnis
seiner vorhergehenden Arbeiten iber denselben Gegenstand zu finden ist.
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Nach dem vorhin im Spezialfalle der Fourierschen Reihen erwihnten
Verfahren von Herrn Lebesgue, welches von Herrn Haar*) weiter aus-
gebildet wurde, lassen sich bei jedem orthogonalen Funktionensystem, fiir
welches der analog definierte Ausdruck o, (%,) mit # ins Unendliche wiichst,
stetige Funktionen angeben, welche fiir z = z; die Du Bois Reymondsche
Singularitit aufweisen. Fiir die Lebesguesche Singularitit gilt, unter ge-
wissen weiteren Voraussetzungen tber das Orthogonalsystem, dasselbe’*)
Herr Haar hat 1 c. nachgewiesen, daB fiir die Legendresche Reihe und
x,= 0 der Ausdruck ¢,(x,) mindestens von der GroBenordnung log » mit
n unendlich wird.

In der vorliegenden Abhandlung werden num, nachdem in § 1 einige
Hilfssitze iiber die Kugelfunktionen gegeben worden sind, in § 2 die Aus-
driicke ¢,(6,, g,) fir die Laplacesche Reihe in Betracht gezogen. Es er-
gibt sich sofort, dab o,(0,, ¢,) = @, von 8,, ¢, unabhingig ist, und fiir
dieses g, (welches mit dem fiir z =1 eintretenden Maximum des mit z,
verinderlichen ¢ (z,) der Legendreschen Reihe identisch ist) wird die

Grenzformel
11m v = 2V~

aufgestellt. Fiir die weiteren Entwwklungen gebrauche ich zwar wesent-
lich nur das Haarsche Resultat tiber g,(0) der Legendreschen Reihe, aber
es ist doch von theoretischem Interesse, durch obige Gleichung festzustellen,
daB ¢, viel schneller als log n ins Unendliche wachst.

In § 3 wird mittels eines sehr einfachen Kunstgriffes gezeigt, daB

Dle,P,(),

fn=1
wo ¢, die vorhin erwihnten Konstanten des Herrn Fejér sind, die Legendre-
sche Reihe einer fiir —1 <z <1 stetigen Funktion ist, welehe fiir =1
die Du Bois Reymondsche Singularitit aufweist. Eine derartig einfach ge-
baute Reihe habe ich aber fiir die Lebesguesche Singularitit nicht auf-
finden kdnnen.

In § 4 wird nach der Lebesgne-Haarschen Methode ein Beispiel einer
stetigen Funktion f(x) gegeben, deren Legendresche Reihe die Du Bois
Reymondsche Singularitit fiir x = 0 aufweist, wobei in Gegensatz zu den
genannten Autoren bis zum expliziten Ausdruck fix f(#) vorgedrungen wird.

*) A. Hear, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Krste Mitteilung,
Math. Ann. 69 (1910), S. 381371,

*y H. Lehesgue, Sur la divergence et la convergence non-uniforme des séries de
Fourier, C. R. 141 (1905), S. 875—877.
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Im AnschluB an die Entwicklungen des § 4 wird in § 5 zum ersten
Male ein Beispiel einer fir — 1 < < 1 stetigen Funktion gegeben, deren
Legendresche Reihe fiir # = 0 die Lebesguesche Singularitdt besitat.

Im zweiten Teil (§6—8§9) wird die Summation der Laplaceschen
Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel behandelt. Es sei

uo+u1+...+un+...

eine heliebige (konvergente oder divergente) Reihe, uud es werde gesetat

S, =uo+ul+...+un,
§ —Shs -t

» n-+1 ’
s _Sts+t-4s
" 741 ’
PR S L ER L)
a n41 T
wenn
lims) =a

n =0

existiert, so ist die vorgelegte Reihe summierbar r*" Ordmung mit der
Summe a.

In einer grundlegenden Abhandlung hat Herr Fejér*) geczeigt, daf
die Fouriersche Reihe jeder (absolut oder nur bedingt) integrablen Funk-
tion f(x) summierbar erster Ordnung mit der Summe f(z) ist in jedem
Punkte, wo f(«) stetig ist. In einem Dirichletschen Unstetigkeitspunkte,
wo 1in% flx+&) =f(z+0) und ling flx—¢) =f(z—0) beide existieren,

ist die Summe -+ (f@+0) + f@—0)).

Herr Fejér®*) hat ferner bewiesen, daB die Laplacesche Reihe jeder
absolut integrablen Funktion f(6, ) summierbar sweiter Ordnung ist mit
der Summe f(6, ) in jedem Stetigkeitspunkte. In bezug auf die Summier-
barkeit erster Ordnung hat Herr Haar**¥) geseigt, dafl die Legendresche
Reihe joder fir — 1 < < 1 stetigen Funktion erster Ordnung summierbar
= f(#) ist in jedem Punkte mit Ausnahme der Endpunkte z =+ 1, wo
sich die Frage, wie Herr Haar ausdriicklich hervorhebt, nach seiner Me-
thode nicht erledigen 1aBt. Unter gewissen engeren Voraussetzungen iiber

# L. Fejér, Untersuchungen iber trigonometrische Reihen, Math. Aan. 58 (1904),
S. 51—69.
#) L. Fejér, Uber die Laplacesche Reibe, Math. Ann. 67 (1909), 8. 76—109.
=) A Haar, Uber die Legendresche Reihe, Rend. Cire. Mai. Palermo 32 (1911),
S. 182—142.

Mathematische Annalen. LXXIV. 15
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7(z), z. B. der beschrinkten Schwankung, wird die Aufgabe von Herrn
Chapman®) geldst.

In § 6 werden nun die Lebesgueschen Konstanten erster Ordnung g/,
der Laplaceschen Reihe eingefiihrt, welche in bezug auf die Mittel erster
Ordnung s/, shnlich Jefiniert werden wie die in § 2 eingefiihrten Lebesgue-
schen Konstanten nullier Ordnung g, in bezug auf die Summen s,. Es
wird gezeigt, daB die ¢/, im Gegensatz zn den g,, fiir alle Werte von n
beschriankt bleiben, und auf Grundlage dieses Krgebnisses gelingt in § 7
der Beweis eines Satzes, der das Hauptresultat der vorliegenden Abhand-
lang ist und sich folgendermaflen aussprechen lift:

Die Laplacesche Reihe einer jeden absolut integrablen Funktion {6, ¢)
ist summierbar erster Ordnung mit der Summe {0, ¢) in jedem Punkite, wo
die Funktion stetig ist, und in cinem Bereiche, welcher ganz innerhalb eines
Stetigkettsbereiches liegt, ist die Summierbarkeit gleichmdfig.

Dieser Satz wird ferner ausgedehnt auf Unstetigkeitspunkte, welche den
Dirichletschen Unstetigkeitspunkten bel der Fourierschen Reihe analog sind.

§ 8 bringt eine neue Ableitung der Resultate des Herrn Fejér iiber
Summierbarkeit zweiter Ordnung bei absolut integrablen Funktionen.

In § 9 wird endlich die Summierbarkeit zweiter Ordnung der Laplace-
schen Reihe einer nur bedingt integrablen Funktion untersucht, sowie zum
Schlu§ die Frage nach der Summierbarkeit erster Ordnung fiir solche
Funktionen auf ein Problem der Theorie der Fourierschen Reihen zuriick-
gefithrt, welches an einen Ansatz von Riemann ankniipft, und dessen Ir-
ledigung sehr: wiinschenswert wire.

Erster Teil.

§ 1.
Einige Hilfssiitze aus der Theorie der Kugelfunktionen.

Aus den Elementen der Theorie der Kugelfunktionen sind die folgenden
Formeln bekannt:

1 PRA)=1 P(-D=(-1y, P,(—2)=(—10P,(2);
(2) 1P (z)] <1 (—l<o<1);

3) ABuls) L = @Pw — P, @);

dx »
*) 8. Chapman, On the general theory of summability, with applications to
Fourier’s and other series, Quarterly journal of mathematics 48 (1911), 8. 1—52. ——
On the summability of sexies of Legendre’s functions, Math. Ann, 72 (1912), 8. 211—227.
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. " P (&) Py 1) — P, 1@,
@) 5,(5,9) = D@+ 1) P, @) P,(y) = (14 1) 2ot ;
=0

z)— P, ()

5) 58) =5, 1) = S @r+ D) Py(o) = (b 1) - g i,

aP,(x) @)
(8) s,(® =—,—+ "“d;;*'

Ferner besteht nach Stieltjes®) fiir 0 < 6 < & die folgende asymptotische
Formel, welche eine Verallgemeinerung der bekannten Laplaceschen Formel ist:

r(,;_) Mn4-1) [:cos (2—”;-»16 — —;) 12 cos (2%-}—30__%)

2
(7) Pﬂ(cose)z—m}' i T ‘“+’2(‘§h F3 g
I'(n—}-l-l—g) (2¢in6)® — (2 sin 9)'
+ . . e e e e e e e e . . «
2n—|—2p—1 2p—~1
1238 5% (3p —3)* - °°s( L‘T'”)
pak ey L @p—2)(en 3 (ent8)--- @nt2p—1) fp—1
(2sing) 2
1%.3% 5% .(2p—1)? M(p, n,0)
R T T TR PR R R TR TRy 21 |
(2sin @) *
wo
0L
(8) IM(IO:”:6>’<2 (19=0,1,2,"')'
n=0,1,2,...

Aus (7) und (8) wollen wir nun einige naheliegende Folgerungen ziehen.
Fir p =1 wird (7)

r(g)re+

r(w+1+%) Vasinb

9 Pn<0030)=‘,2; [cos (Sm"'1 9 — -15) + M@, n6)

2 L@n3)sinbl

Hierin setzen wir, unter A eine ganze Zahl verstanden,

_4l—1=x " T n+1
00"2n+1?+(2n+1)(2ﬂ.—1)'"6—’ +1 1§l§[—~2~],
sodaf
24— ] 2% —1
2n+1 <0< +2n+‘l _6~<W_.2‘E‘—F1—m

* T. J. Stieltjes, Sur les polynémes de Legendre, Ammales de la Faculté des
Sciences de Toulouse (1) 4 (1890), 8. G1—G17,

15%*
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Dann wird

2n+4-1 7 % T 1 1 11
cos( 3 6—]—)—005(}.7:— -',—2;'_1 12) (——1}xs1n27__—1—-ﬁ,

. . e Yot ps sinz .
und indem wir berlicksichtigen, dall — ™ monoton abnimmt, wenun z von

0 bis ;— wichst, und folglich

a]w

sin & > (0§$§—}),
sinw———-sin(yt—x)g_—;(m—x) (%__é_a:gn),
so bekommen wir nach (8)

icos (?ﬁrﬂeo Ei) i _ . M, n,0,)

; 1 .’1) -
= 81 (§T~1 12) ~ 2@n41 3)sing,

T 42n+ 3)sinf,
. 1 T 1
> s (~-—»——-~r~—) —
21 —1 12 . 2 —1
2(2%—}—3)31112”_'_11:
1 . T i
2g—gsing — 2@nt 5. 2 2h—1_
)3 % 2n+1

1
> ﬂ—— (sm 13 ) > 0
Wenn in Kroneckers Bezeichnungsweise

+1, a>0
sgn. ¢ = 0, a=C(
-1, a<(

geschrieben wird, so hat demnach der Ausdruck rechts in (9) das Vor-
zeichen seines ersten Gliedes, d. h.

sgn. P, (cos 6,) = sgn. cos ( ntlg —-__) = (— x.
Es seien jetzt z,,, 2;,, - - -, %,, die Wurzeln von P,(#) = 0, wobei

1>x1:7‘>x2,'n> --'>x,,m>—1;
setzen wir ferner
(10) Zy,=cos b, , 00, <=,
so wird nach dem eben Bewiesenen

42.-—-11: 1 4l —1m 1 T

(D) i ~entnerThH 6 <9“‘<2n+1 stenyperi—n 6
n-41
A=1,2,---,[—2—]
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sowie, da zufolge (1) z, , = —=2,,,_,, ist,
4l —1 = 1 42 —1 =
(12) ant-1 2~ (2n+1)(2n— 24 - 1)’s“<91m<2n+1"2"
1 n -1
tEEy@esuin s Aol thoen

Aus (11) und (12) folgt, indem wir fiir 24 — 1 bez. 2 — 244 1 die
untere Grenze 1 einsetzen,

6L —~2 = 6l—1 =

(13) 18 <On<gy113 i=12n

Fir p =0 gibt (7)

P (cosf) = 2 ( ) l'(n+12 M0, n,6)
n £l

(n—}-l-%‘) V2sing i
ferner ist, wie aus der bekannten asymptotischen Reihe fiir log I'(1 4 z):

1 1-Bv i
(14) logF(l+x) = (x ) loge —a + - log 2m +2(2.,,(2),,__1) =1

(—1"B, 4 h
@nF1)(Enf9) LEntl? 0<h<,

(wo B= %, Bi=35,

folgt unter Anwendung von F(—;‘) =Va=:
1
2 rg)re+y

8 Yan ’”r(n+1+32‘-) Van

usw. die Bernoullischen Zahlen sind) fir n=1

es wird demnach
1
5 1P (cos )] < ——
( %) IP"(GOS 0)[ < Vi ]/Eam ]/sinﬂ
Setzen wir endlich in (9)
g Hrithm g p<g1, 1<i<n—1,

, 0<<x und n>1.

ant+1 27
so wird
2n-t-1, = _ M, n,0 _h_vf T
lco’s(~2 0 4)1 I (2n+3)smb = 0 4 T 2@2nr-+3)sind
1 1 1 1
> — > -— -
.2 2 2
Ve 2{2n+3)s1n§n11 V2 2(2%-]—3)-—;-2%:1
>3, n>2,

V2
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woraus
02,2 (1 1
IPn(COSO)1> 3 V".‘—;" (Vé 8)
oder
1 1 24 2141 c
(16) (COSG){ —Z Vaan V~1n6 2"+1m<6£2"+11 "z

=12, n—1.

g 2.
Die Lebesgueschen Konstanten nullter Ordnung.

Es sei £(6, ) eine auf der Einheitskugel K im Riemannschen Sinne
integrable Funktion; dann ist die (»4-1)* Partialsumme der zu f(6, @)
gehdrigen Laplaceschen Reihe nach (5) gleich

(10, 9)) = o [ 18, 9)s,(c08p) a0’

Wir betrachten jetzt die Klasse aller auf K absolut integrablen Funk-
tionen vom absoluten Betrage < 1; dann ist fiir irgend eine Funktion
f(6, @) der Klasse

1 r
15,17 9} < 25 [ Isa(eosy) |4,
r'e
und das absolute Maximum

00, 9) = Max. |, £(6,9)) | = 15 [ I, (c057)[d0

wird im Punkte (6, p) erreicht, wenn f so gewshlt wird, daB

f(0, ¢') = sgn. 5,(cos 7).
Dureh Verlegung des Nordpols in den Punkt (6, @) wird

n2n

1 Ny e ’ 2 nr , 1 * - . r 107
0,.(0, ¢)=E[f[sn(cose)]sm0d0 ay =?J |s,(cos 8| sin 6°d¥,
5o §

also von (0, ¢) unabhingig; schreiben wir demnach ¢,(6, @) = ¢, und
setzen cos 6’ =z, so wird

1
1 a

(17 o= [ Is,@)] a2, n=0,13 .-
~1

Diese Konstanten ¢, bezeichnen wir aus den in der Einleitung angefiihrten
Griinden als die Lebesgueschen Komstanten nullter Ordnung der Laplaceschen
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Reihe. Wir wollen jetzt nachweisen, daff dieselben mit # ins Unendlicle

wachgen und zwar wie }'n.
Wir zeigen zunsichst, daf die Gleichung s,(2) = 0 n Wurzeln zwischen

— 1 und 1 besitzt. Bekanntlich haben P, (w; , 1) =P (&1, 1) — P 1 (%1 41

und ‘Pn(xl-i-lsn-}-l) P ($A+1 n+1) n+1(xl+l,'n+l> entgewengesetZte V01~
zeichen, wenn, wie in § 1, 7, ., (A=1,2,--,,»+1) die Nullstellen von
P, . (z) sind, und wegen (5) hat dann s, («) » Nullstellen z,, z, -+, 2,, wo

nt+l
1 >$l.n+1>x}.>xi.+1,n+1>"' 1 (1':17 27"'; ”)-
Setzen wir also
z,=cosb,, 0<8<m,
so wird infolge (13)

64 —2 6145
(18) s s << T h=1, 2 m

‘Weil offenbar s (1) = (2» +1)> 0, so wird, wenn wir noch z,=1
n N b 1}

setzen, |s,(z)] = (—1)s,(2) fir 2,22 >22,,, (v=0,1,--, %), und zu-

folge (17)
<f+f+ +f:j">ls(x>zdx
(28@~mbf+c~nn4)s4@dx.

Ty+1

Aug (6) erhalten wir aber

S s.@)de = P(2) + Py @) = Po(@0) = Boa (5,1,

Ty+1

.7'

Jsmm=P@H-+@mx

und dieses in die vorangehende Formel eingetragen, ergibt nach einigen
Reduktionen

(19) 0u=1+ D (—1(P(5) + P yn(@))

v=1

— 14 ST 1)(P,(e0s 0) + P, (c088,).
v=1
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Unser niichster Schritt wird die Ermittlung von Naherungswerten ge-
wisser der 6, sein. Mit p — 2 erhalten wir aus (7), unter Anwendung von
Mz +1) =2l (2),

(r 1)

aT
— ————= (gin 0) (P, (cos ) — P, ,(cos )
V2 r(})re+y

— in? 6 cos (2n+1 6— ;‘:_) IR LA (?_"ir_?: ““)

2 2(2n -+ 8) 2 4
9 M (2,0, 6) 2n42 1 . 2nt8, =
* mEnraentis  an+ts [Sm29 608 ( s f 4)

sin 6 20+ 5
+ Santg 08 ( 9“_

9M(2,n+1,6)
T BEnt o @EntT)

= sm”é?[cos (M—l—l 0—3) — cos (2"2—’_30——2—)]

'1‘-2%1_'_3511120008( ”+39_*>
+ Q(Si:is“)l:cos (2";'39—%) — 08 (jﬁj"_{’g_?ij]
+mpaanrs 0 e (50 -7)

9 2n -2 -
+32(‘2n+3)(2n+5)[M(2’n’ ) — a7 M@t 9)]

= 2sin203in%sin ((n-!—l)ﬂ—;—) + m sin? 6 cos (2";_30—%)

+ 2%1_{_3 8in 0 sm—(;— sin ((n+2)0—%”)
1 3 n+5
+m[ SIIIOCOS( 0-—)

+ géM(Q, n, @) —

Es ist aber nach (8)

! 8 2045 LY
Wﬁ)[ smﬂcos( 5 0__4_)

9 9 2 2
+ﬁM(27n, 0)—5'2—%1”(2,%—&-1, 0)]1

1 3 9 1
< ermEern st tae) <grme
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sodaB
" (n+1+ 2)
(20) 3 —(—)——~ (sin 0) (P,(cos ) — P, (cos )
Fin41)
= sin 6 sin% [2sin 0 sin ((n-}— 16— 35) -+ 2n+3 9 — COS (2n+30——)

~ g o0 ((w+2>0——)]+ i

=sin sin% [2sin 8 sin ((n+ 1)6 — {—) + 2n+3 cos ((n—}- 1)0 — ——):I

M (n,0 ’ )
+(Tjrﬁ15,l, M'(n, 6)] < 1.
Wir begrenzen jetzt die ganzen Zahlen » und » durch die Ungleichungen
(21) n > 8,
2 2
(+1)° <v<n—m+1)s,

und setzen in (20)

4r4+1 = EX 4
(22) b="%17 ¢+ x=+1,

TR gy
sodaB

sin ((n+1)0 -———)-—sm(wr-i— %>—(——1) % §in -

(n+1)
Dann erhalten wir aus (21) und (22)

v 1
n—{—-l 741

o sinz . -
und, weil —— monoton abnimmt, wenn 2 von O bis = wichst, und folg-

<y <

0<— T <z,

lich sinx>%x fir 0 <o <2 ist

2

1
2(n+1) > 7 2(n+1)

(n-4-1)

9“ > 8in s =

R
5
sowie fiir 0 < 6 < —;f—

. . v 2 v
sin 6, > sin — g =TT = —,

dagegen fiir 3 <<

v+ 1 n—2p 2 n—w 2
sin 6, = =
> gin PR sin +1“>u n+1ng )
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und endlich

i 2

—————— .

(n )7

1
5

» ,,
sin ((v+1)6, — —}| = sin -~~—> 2
in (05— ) P

Aus diesen Ungleichungen folgt

2 8

("—H) 41" (n+ 1) 2("+1)

[ cos ((n+ 16, — —Z)
> J T

i?sm@ sm((n—!—l)ﬁ - ’>2

sodaB
sgn. (2 gin 6, sin ((n—l- 1)8,— —15) + "n+3 cos ((n—l—l) 6, — »))

= sgn. 2 sin §, sin ((n—i— 1)6, — ii) = sgn. sin ((n-!—l) 6, ——;2{) = (—1)".x.

Weiter erhalten wir

!sme sin 2[251:10 sm((n—l—l)e -—w)+m—:ﬁcos (("“{'1)00‘“%)];

2 1 8 1 2 1
> E'WE[*" i”2n+2]=(n+1)5<8_ ;)

(%-!-1}5 (n+1)¢ Lint-1)° 2(n1)°
M (n, o)
> o > e
sodab die rechte Seite von (20) das Vorzeichen ihres ersten (liedes hat, d. h.
(28) sgn. (P, (cos 6) — P, (cos 6)) = (—1)=.
Hieraus folgt wegen (5), daf im Intervalle
441 = 7 dp+1 =z 7z
(24) - <0< + 5
BRI SRR

wo # und » den Ungleichungen (21) geniigen, die Gleichung s,(cos §)=0
eine ungerade Anzahl von Wurzeln besitzt. Wir wollen noch zeigen, daf
das Intervall (24) nur die einzige Wurzel 6, enthilt. Es sei ndmlich 6,
irgend eine der in (24) liegenden Wurzeln; dann folgt aus (18) und (24)

4741 = 21 v

T
I

k(4
PR P e D

(25) A 1>
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Aus (18) und (24) schlieBen wir weiter, da

61L—2 x 4v+1 7
<O <L
2 A
nt+3 3 n+1 2 ot § )
woraus
4
24(n+1) (A—v) — 140 — 120 — 17 < PO T 940, 1.1)7,
(1)

und diese Ungleichung ergibt unter Beriicksichtigung von (21)
A<v+1 fir v< ;
AL v+2 fir > % s

woraus wir in Verbindung mit (25) schlieBen, daB

=2 fiir v

iA

%
%
A=wv oder v+ 1 Mfiir 'u>—;2

Es liegen demnach im Intervalle (24) hiochstens zwei Wurzeln, nim-
lich 6, und 6, ;; weil aber die Zahl der Wurzeln in (24) ungerade ist,
go liegt in dem {raglichen Intervalle nur eine Wurzel, d. h. entweder
8, oder 8, ,. Jetzt sei v das kleinste der Bedingung (21) geniigende v,
fir welches das zugehdrige 2 = +" + 1 ist, dann gehdrt zu v =" — 1 der
Wert A =2 — 1, und wegen 6, ,<8,<0, , und (24) liegt 0, im

Intervall
40—~ 1)+ 1 = me<0<4az+ ®= =

L ERE A

welches offenbar keine weitere Wurzel enthilt. Aus (23) folgt aber, daf
im obigen Intervall eine gerade Anzahl von Wurzeln liegen; der ent-
stehende Widerspruch zeigt also, daB immer 1 = v ist, sodal sich aus
(24) endlich ergibt

(26) 0 4v4+1 =

1'=n—}-1 Y ’h";<1

B
(n +1>E
fiir jedes % und jedes », welche (21) geniigen.

Nun besteht der niichste Schritt darin, fir die Wurzeln (26) den
Summanden in (19) asymptotisch auszuwerten. Die Stieltjessche Formel
(7) gibt mit p=1
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(27) "(GOB 0) + _Pn_l_l(COS 0)
9 ( )l'(n—}—l) 2cos-—0;cos((n+1)0—-£)
B r(n+1+;) (2 sin@)%
1 1 : A3, m\ | Ml,ng
o —-231110005( 50—+ +‘%:ﬁ)
2nt+d (2sin9)% 4) 2

2n-+5 9

+2n—|—2 M1, n+1, e)]l

- % _(_.)_[(fill (cos ((n-l-l)()_..)]/cot% b M6 3)}

r{n+i+5) @n+3) (25in0)*
M (n, 0)] < 4.
Es ist aber nach (26)
08 ((n-|—1) 6, — ——) = (—1)" cos ro=(—1) ( (%))*)
(n+1)° (n11)°
— (1) (1 +o(Y )
(¥)
und .
eot %’1 <—< (n+1)3,
Sln-—2~
daher
o8 ((n—l—l)B,, — —15) Vcot 2= (—1) l/ cot >+ 0 ( )
nt 0
ferner

M (n,8, 1 2 1
g ,) i=0(2n+3'(”+1)m)=0(*_?_>;
(2n-438)(2sin6,)* »io

und endlich nach (14)
, T(3)re+n

" rgar ) e HOG)

Dies alles in (27) eingetragen, ergibt
28)  (—1r(P,os) + Py ios0))= =]/ cot & + 0( )
Vmn

*) Die Bezeichnung f(x) = O(g() bedeutet, dah sich eine Konstante 4 finden
188t derart, daB fiir jedes hinreichend grofie

@) < 4lg@)],
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Wwir schreiben jetzt den Ausdruck (19) in der Form
0, =1+ Z(-1)(P,cos 0+ P, ,(cos b))
+ Zy(—1y(P,(cos 6)+ P, ,,(cos b)),

wo die erste Summe sich auf alle v bezieht, welche (21) gentigen, wihrend
die zweite auf die tibrig bleibenden v erstreckt ist. Wegen

wo(3)-o(-2)of)

2
Z(—=1)(P, (cos())—kPnH{cosB))—- 2 Vcot s O( )

ist

2
ferner ist die Anzahl der v in X, héchstens 2(#-+1)%, und der absolute
Betrag jedes Summanden ist nach (2)

[(—1)(P(cos0,)+ P, (cos8))| <[P (cos ) + [P, (cos@ ) <14+1=2,
weshalb

2 2
2, (—1)(P,(cos8) + P, ,(cos6,)) =0 (2(%-}- 1)8. 2) =0 (n‘s'),

also

pn~{/;-2‘ VCOt =2 4 O(%5)

oder

0y 2_1@:{_—1 4";&%_’5__41"_1 T
yn = 1 5 (S - Vt +0( )

und weil auf Grund von (26)

4v-43 = dv—~1 x
n41 . > >n+1 €

m 2= ﬁ/—d"

Obwoh! das Integral ein uneigentliches ist, sieht man sofort die Be-
rechtigung des Grenziiberganges ein, weil der Integrand monoton ist.

Durch die Substitution cot —Z— = y® wird

d w?dw wdu
SV ot 5 6"“4/1+u*_2f1+u*=
0

so wird
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wie mittels der bekannten Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes
auf die obere Halbebene ersichtlich ist, und wir erhalten schlieBlich das
asymptotische Gesetz der g,:

. Cn 2‘.
(29) lim = =2 Vi

n =00

§ 3.
Erstes Beispiel der Du Bois Reymondschen Singularitit.

Herr Fejér¥*) hat den folgenden Satz bewiesen:

Es sei +
1 co 2
(80) A(mrm)— ~EUEDz  cesbabr o g calrhne
__cos rtntla  cos(rhnt2z  cos(r42m)x
1 2 "
und
i 1 i 2 in (i
(31) B(mraz)= ('”+ LA Sm:jlﬂ Lt E%njr,lﬂzﬁ
sin(r+n-+1x  sin@rfnt-2)zx sin(r4-2n)x
- 1 Ty T n ?

dann ist fiir jedes ganzzahlige positive # und jedes reelle » und z

(32) lA(n,rz)|<m+ 2, |Bnra)| <z 2.

Als ein Gegenstiick dazu im Gebiete der Kugelfunktionen wollen wir
zeigen, daf wenn

Py@ | Pos@ P, @
(33)  Cmra)= EET g SIRE gl
Piay1@  Bne@® Pien@
CBean@ Braas® L Fren®

so ist fir jedes ganzzahlige positive » und # und jedes z im Intervalle
1<2<L1
(34) |0(n, r, 2)| < (w4-2) V2.
Zum Beweise benutzen wir die bekannten Mehlerschen Formeln
]

9 cos 2—71;_—1 % du
P, (cos 6) = E Y2 (cos u — cos6)

0
b4

N sin2n;-1udu
0 = = e ————————
P, (cos ) = J V2(cos 6 —cos u)

[

0<eLb<r—e <z,

# L. Fejér, Bur les singnlarités de la série de Fourier des fonctions continues,
Annales de I'Ecole Normale (3) 28 (1911), 8. 63—108. Siehe besonders S. 74—76.
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woraus
2]

) 1
Aln, r~4—=—,u)du
C(;z)r’COSB)zi/WL:L.)_W«’

7"! /2 (cos % — cos 6)
‘ e 0L —»,

4

i
’ 9 (n T+ ?1 \)
C(n,7,cos 6) o -”_/' ]/2(cosé—cos_;)7’

@

wenn & eine beliebig kleine positive Grofe ist.

Es folgt fir ¢ < Oé_g« aus der ersten Formel, indem wir noch

% .0 .
Sin & = sin 5 80 t setzen,

-]

A%,r—l— , )| dw ’
| C(n,r, cos)| < = ‘ ﬁi_)ﬁ <“’<’”j2>/ __d%

V2 (cos % — cos 6)
0 0

4
2

z: < (n’ +2) at

Vl —~— pin? -~ sm’ t Vl — sm’

é(ﬂ“r?)l/?,

4
2

2(7;4—2

CO8 —

2
6 .
sowie fiir 2 L0 <z — ¢ aus der zweiten Formel mib cos ? = cos -, 8in ¢
7 -
o ; < 'B n,r—}—?,u du< (az+2) du
Ol 03 0) | < /2 (cos 6 — cos u) ﬂcos@—cos )
e
b
—z" 2
2(1;+2) T 2t e

- 5 - 6
]/1—-— cos2~~ smzt Vi — cos? 7
0

._=”+;g(x+2)1/‘2.

sin —

()

Die Formel (34) ist also fiir — cos ¢ <zLceose bewiesen, und wegen
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der Stetigkeit von C(n,r,2) gilt sie dann auch im ganzen Intervalle
—-1<sL 1.

Herr Fejér konstruiert nun von (32) aus folgendermaflen ein Beispiel
einer fir 0 <o < 2% stetigen Funktion mit fir 2 =0 divergenter
Fourierscher Reihe:

Es werde

my =0,
m, = 242 4 ... -2, (v=1,2..2)
gesetst, sodaB m, —m,_, = 22" ist. Die Reihe

o0
. 1 *
flg) = 55 Almy—m,_, m,_s, 2)
r=1

stellt eine fiir 0 < z < 2x stetige Funktion dar, dean die Reihe konver-
giert zufolge (32) gleichmifig und zwar wie

x

w2
2’»2'

y=1

Um die Koeffizienten der zu f(z) geborigen Fourierschen Reihe zu er-
mitteln, bemerken wir, dall die Beziehungen

(36) Ho=1M, + R’I 1 é 2 é m'r — My

zu jedem ganzzahligen positiven n je ein ganzzahliges positives » und 1
eindeutig bestimmen. Nach Multiplikation von (35) mit cosnz (bez. sin 2x)
konnen wir wegen der gleichm#Bigen Konvergenz auf der rechten Seite
gliedweise integrieren; weil ferner jedes A nur eine endliche Anzahl von
Cosinus enthdlt, und cos na nur in demjenigen 4 vorkommt, welches =zu
dem durch (36), bestimmten » gehort, so wird die Fouriersche Reihe

37 f(x) NZ ¢, COS NZ,
wobei =

1 .
- “= P iTD (A=1,2,--,27),

L 3 v e 2. D997
Cn—m (laQ +1,2 +2, ,2 2 )

Fir # =0 wird aber die m,_, + 2"* Partialsumme von (37) gleich
1/1 1 1, 1 1 :
F<§ﬁ+27—:‘i+"'+72—+?)>;;10g2" = v log 2,

was mit v Gber alle Grenzen wichst, und folglich divergiert die Fouriersche
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Reihe (37) fiir = 0. Herr Fejér beweist ferner (1. c. S.85~—87), daf fiir
L < 2x — &, Wo ¢ positiv aber beliebig klein,
N

E ¢,, COS M

m=n

i
r—1°

(39)

4z
<‘;'

wo das durch (36) bestimmte v offenbar mit » iiber alle Grenzen wichst,
und folglich konvergiert (37) gleichm#Big in jedem Intervalle s <z < 27 —s,
wo &> 0.

Diese Resultate des Hermm Fejér laseen sich unmittelbar auf die
Legendresche Reihe tibertragen. Der Ausdruck

(40) F@) =% Clm,—m,_y, m,_;, 2)
=1

stellt eine fiir — 1 <2 <1 stetige Funktion von z dar, denn wegen (34)
konvergiert die Reihe in diesem Intervalle gleichmiBig. Genau wie oben
wird bewiesen, daf die zugehorige Legendresche Reihe

(41) F(a) ~ D¢, P,(s)

n=1
ist, wo ¢, die in (38) angegebenen Konstanten sind. Wegen P, (1)=1
wird fir = 1 die m,_, + 2'* Partialsumme von (41) groBer als v log 2,
und folglich divergiert (41) fir z = 1. Fast wortlich wie (39) wird die
Ungleichung

N

. 2m4-1 in 1
Ecm sin 5 — | < — (eLuL2x—s5)
m=n

bewiesen, und hieraus folgt durch Anwendung der zweiten Mehlerschen
Formel fir 0< &' <e L0z —¢

| N | 2
¥ e, sin 2 ¥, du ‘
2
E en P, (cos 8) <2 UL S WP N N0 2 iy R —
L “mim = V/2(cos  — cosu) % & v—1F Y3(cosh — cosw)
= €.
@ 0
" T
5 T
8 8 dt
= <=

. 1 747
»—1 [’}
Vl — cos? --sin?¢
[y 2
[

43( 1 1
g r—1

1
s v—1 )
—cog? -
Vl cos P
[
47 1

sine T g sin — v 17
2 )

IA

Mathematische Apnalen, LXXIV. 16
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und weil in

Zcm P, (cos 0)’ v—'l

& SlIl—»—

beide Seiten von ¢ unabhingig, die linke Seite aber auch fir v —&' <L w
stetig ist, so gilt obige Ungleichung im ganzen Intervalle ¢ < 6 < .
Folglich konvergiert (41) gleichmiBig in jedem Intervalle —1 <o <1 ¢,
wo ¢ > 0.

§ 4.
Zweites Beispiel der Du Bois Reymondschen Singularitiit.
Wir wollen zunichst einige Hilfsbetrachtungen aunstellen, welche die

Grundlagen dieses sowie des folgenden Paragraphen bilden sollen.
Es seien a und b zwei Nullstellen von P, ,,(x), wobei

O<a<b<

und es werde eine stetige Funktion von # mit dem ganzzahligen Parameter
m definiert durch
fasm)= VImFIB,,,. (2 fir a<z<),

=xY2m4+-1P,, (&) fir —bZLae<L—a, wo »*=1, und
= 0 fiir alle anderen z im Intervalle — 1 < » < 1.

Es bedeute
sSn { f(x; m) }

die 2n 4 1% Partialsumme der Legendreschen Reihe fiir f(z;m); dann
ist mach (4)

oant1 [ PPy, . 1®) wt 1@ Py, ()
sl m)) = 21 [ PP~ B0
oder -
l
2
2 By, @) Py @) — Py 3 (0 Py, ()
(42) s{f(zm) =2t [ DO T = B OB ) g,

1

2

weil f(y;m) =0 fir >- <|y| <1, oder endlich

2(®) Pap 1 @) n
(43) 5 (fl3m)) = 205t f SLASE R L SO e

An-4-1 Pn(w " ) n By,
4 n2+ f 3 3 +1(3;_m2 +1&) Py, () Fly; m)dy.

-5
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Um jetzt s, {f(2x;m)} abzuschitzen, bemerken wir, daB dem Intervalle

— ;g 2L —;~ das Intervall 35— L6 ?33 entspricht, in welchem sin 6> };—5
ist, sodaB nach (15)

IA

\ 4
B@i<y, o (5o

1
9 ”’_2..1):
und folglich

2 9 9
(44) | Peq(2)] <ﬁ_-ﬁ’ | By pa(@)] < Vengi’ [Pyas3(2)] <{/—2—m‘
fir —1<o< ) wd n>2 Wegen |P,(#)| <1 sind obige Formeln

auch fiir » = 0 und =1 giltig.
Es ist algo fiir jeden Wert von m und »

an+1 P, @ Py, 1) — Py i (@) By, () |

(45> n;— 2 2n +1 y_w2 +1 2 f(y,m)[

enf1 1 L 2 2 VeI 2
<3 ly—wl(Vﬁf—Fi 'V2n—|—1+1/2n+1 V2n+1> Zm+1 Vem 1

8

T ly—=l
, 1 1 1 1
fir -5 <05, —5SYS5, Y.

Ferner ist nach (3)

By, (@) Py g 1) — Py 1 (@) By, ) , '
? e y—w2 2 = Py, (@) Pyp 1 (E) = Pypyr () Py, (B)

=5 [(@n42) P (@) (6 Papys O — Paps )
—(2”’+ 1)P2n+1(w)(€P2n(g>"“qu-u(g))]:

wo £ zwischen 2 und y liegt, also — —;— LEL %, und zufolge (44)

Py, (x) P, —
(46) 2_’3;'} 20 (@) 2n+1(y;_fﬂﬂ+l(m)Pﬂn(y)f(y; m)’
<t 1 (2n+2). 2 o2 L 2
2 1__}_[ Vzn—iii(? Yen+1 2n+'1')
4 G w——
2 /1 2 2 Yem41-2
+@n+1) ]/2'n—|-1<2 V2n-|-1+'|ﬁ2'n+1):lr' Vem 1

=8(n+8)<bdn, (~5<eo<y, —3Sy<y w2l mzl)

o= = 2)
16%
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Endlich ist nach (3), wenn f(z;m) =

flyym f(?/’m):tf(x ") ——+V9”Z+1 2m+1(y) PZm-i-l(x)

y—x y—a y—2

—:{:V‘?m_i-l m+1(g)

=3 EnEDVIREL (6P, O Pross®)

fira <y<Lboder -y —a
= 0 fiir alle anderen y, wo — 1Ky <1,

und, weil — % L£EL —% , zufolge (44)

Py, @) By, o 1)~ Py, 1Y) By, @)

(47) 2n+1 2 An+1 y”ws +1 2 f(y; m)l

2n+1 2 + 2 2
V2n+1 1/2n+1 Venf1 V2&f-’¢fi)

em+Yemfist 2 2
12 (2 V2m+1+1@m+1)

4
=12(2m + 2) < 64m,

1 1 1 1
(-38e<5 —gSySg ezl m21)

Jetzt liege erstens x, wo — % Lz g% , auflerhalb der beiden Intervalle
(@--+ b) und (—b,---, —a)., Damn folgt aus (43) und (45)

s M| < 25 + f Sy

1 1 o
<8 (log 7 27 + Log (52 + 198 gy + 108 o)

oder

(48) [83,{f(2; m)} | < 32 log max. (lx—i—al’ [fc-:;-a!’ [:cib[’ [a:-:-b( -

Zweitens sei f(z;m) =0 und — %-gx < %—- Dann zerlegen wir

=

1
z+d 2

P, (@) Py, @) — Pay (@) Py, (¥
sznz-i—l 2 n+l y_a:a +1 2 )f<y’m)dy‘"f+f+f
z—3 x4+

w1
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Aus (4b) folgt

8dy de o }»_ 1 N ~1—
l.,/ \<fly_x| fg;:y'—— (log 5 log a 1)gSlog 5
i ——

_1 2
2
1 1 1
F) 3 2
8dy 8dy G 1 1
’f’< r_y~wi=fy~m—8(lobé log ><810g g’
z+d x40 z+0 o
und aus (46) bez. (47)
z+d
|/ | < 12800 bez < 128mo,
-

woraus infolge (42)

182, {flz3m)}| < 16 log + 12816 bez. < 16 1og + 128mé.

Setzen wir hier ¢ = ;1; bez. 0 = ;n», so ergibt sich

(49) |89, {f (23 m)}| < 16 log min. (m, n) + 128.

Drittens suchen wir eine untere Grenze fiir [s,, {f(a;m)}|. Weil
P,,, ,1(a) =0 ist, so gibt (43) nach Einsetzen des Wertes von f(y; m):

(50>sz,,.{f<a;m>}=@2i9fpgm<a)[ f Finsa® g f Bins1®) ay)

2 l)'g i %
=( m;- sz(a)f(y_a_m) P22m+1(y)dy'

Wir setzen jetzt
(31) a=cose, (33‘~<ag12‘-), und b = cos §, (—g—éﬁ<0ﬂ)3

dann existiert nach (11) ein A > O derart, daB

4. —1 = h n .
mFi e Tamrs@oy o <<l

o =

folglich wird

oos (5 e = )| =oim (e gy ) >n (5= 5) =

und aus (9) und (14) folgt
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2 2 1 | Am1l o= 1
| Py (c08 @))| > - Vﬂ;-M(WOS(‘T““;‘)l"i@,‘;nﬁr’“etﬁia&)
~>2, 2 ts/t 1 )
8 y=@Emty) f/§(V§ am+3)V3
2 2 11 1
2T et i A\
1
= 8VZm 1
Ferner ist fir a <y <L?b
1 1 1
g—atyra”y—a’
1 L 20 . 1 q_2a7“ 1
y—a yta y+ta y—aFa+tbd y—a’
sodaB (50) ergibt
&
P?
R R P B

a

b
2m+41 2a Psgm+1(?/) as _
> 2 °a+bf y—a dy fir x=1,

Es werden jetzt zwei ganze Zahlen 1° und 1" bestimmt derart, daB
0<A<a” und

21 —1 21’ 41
(53) B<imnts™ “>4mj}:3
Dann ist wegen (16)
1 1 9 1

P2m+1 (GOS 0) > 2

16 z@mL1) 2sin0 = 82 am+ 1

] 21 21 41 "
fiir prosiey <0__<_4 3" und <AL
ferner fir << < e
sinf sinf 1 V3 1 V? 1
080 —cose , Bt o ., oy D o x—6 2 x—8’
gin ~———  2sgin 2ain 5

und folglich

b 24
2m+1 [fgm*-l,@ dy22m+1fpﬁmr+1(°°se) 0d0>2m-|-—1 V3IM

[ y —a 6 €08 @ — cos o 2 o« —@

91+1 21+1
4m+8 i 4m+3

“'T'azan 0>1282fa——0

4m+5 4m+3




Laplacesche Reike. 239

Es ist aber
2141 21 91+1 2241
imis mid”® dmis”  imis
a0 dao
fa:'a*f + <2fa’o:
24~1 32—1 21
dm+3 4m+38 dm +3 4m+3
woraus
94 +1 " 31" +1
] N $ 4 4m+$ 4m+3
54 2m+1 ,P gm i.l..(y. ! 1 a9
(54) 6 v—a 2% a~0 556,) #—0
a g:l l'—l
inis” anis”
@ 2y —1 z
1 log — im~-38
356 08 LR
dm-+3

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, ein Beispiel der Du Bois
Reymondschen Singularitdt zu konstruieren. Wir wﬁhlen in der Definition

von f(xym) x=—1, a=0 und b beliebig sodaB # zwischen

4 +3

% und %‘ liegt; wird ferner 1" =m gesetzt, so geben (52) und (54)

L 3n

8 1 3

(55) lsﬁm{f(o m)}l >256 lOg '_=25§ log(m+ T{) > 5% 256 }'Ogm

2&m+ﬂ
Es sei @ eine spéter zu bestimmende ganze Zahl > 1 und
(56) m,= 20"
die Funktion

< 1

®7) fl@) = D = flaym,)

y=1

zeigt fiir £ = 0 die Du Bois Reymondsche Singularitit. Es ist nfimlich
erstens f(x), als gleichmiBig konvergente Reihe, deren Glieder stetige
Funktionen sind, im Intervalle (—1,-.-, 1) selber stetig. Zweitens ist
aber die zugehtrige Legendresche Reihe fiir z = O divergent, wie sich
folgendermalien ergibt. Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (57)
ist offenbar

o«

Sam, (D)) = D) asam, @i m,)),

p=1
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woraus
|83, (FO)}] Z 55 182, {705 )] Zwiﬂlszm,(fm;mml
— 3Ll (03 m)

p=y+1

folgt. Nun ist aber nach (49)
1 v 1
2 89, {F(0sm,)} |<Z (16logm,+128)<(161ogm, _1+128)2-—-

<(16logm,_,+ 128)- c—o’:i

—1p 1
— (161og 2. o= 4 128) . —=—
< 20 log 2. 02"

fir v hinreichend groB, uund desgleichen

o0

' Tl (FOm)}| < D oz (16 logm, + 128)

pu=r+1 p=r+l
= (16 log m, + 128) m
=(16log 2. @** +128) .
<20log 2. "1,
Mit Hilfe von (55) erhalten wir also
b, (0)] > 07— g 2. (g — 22— 0,

was mit » ins Unendliche wichst, wenn nur o > 20256 gewihlt wird.

”(w ~1)

§ 5.
Beispiel der Lebesgueschen Singularitiit.

In der Definition von f(x;m) wihlen wir jetzt x= 1 und betrachten

fir m die Werte m,, my, mg,- -, wo m,, >m, und lim m, = co. Die
r=m

zu m = m, gehtrigen Werte von « und § bezeichnen wir mit o, bez. 8,

und es sei fiir hinreichend grofes v,

(58) ﬁv < &, < Bv+1 < ”‘7+1 ('y="’0? "’o+1: "’o+ 2: "'),
lim ;= lim g, = =

v=cp Y=o
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Dann ist
(59) F@) = % flay m,)

als gleichmiBig konvergente Reihe von stetigen, ungeraden Funktionen
selber im Intervalle (—1,---,1) stetig und ungerade. Ferner ist im
Intervalle sin ¢ <2 <1 (sowie auch, weil f(z) ungerade, im Intervalle
— 1Lz < —sin &), wo & positiv aber beliebig klein ist, unsere Funktion
von beschrinkter Schwankung; denn nach (58) laBt sich ein »(¢) derart

wihlen daB, fir » > »(s), B, > % — ¢ ist, und folglich f(z;m,) =0 fir
sin e <L 2 <1 sobald v > »(e) ist. Im fraglichen Intervalle hat also

v(s)

Fl@) = % floym,)

r=2
als Summe einer endlichen Anzahl von Funktionen beschrinkter Schwankung
selbst diese Eigenschaft. Die Legendresche Reihe fiir f(x) konvergiert
dann gleichméBig®) fiir sin ¢ L # L 1, sowie auch fir —1 Lor L —sine
Diese Legendresche Reihe enthilt, weil () ungerade, nur Kugelfunktionen
ungerader Ordnung und konvergiert folglich auch fiir = 0, indem siimt-
liche Glieder der Reihe gleich Null werden. Es lassen sich aber m,, &
und g, derart festlegen, daB die Konvergenz in der Umgebung von z=0
nicht gleichmifig wird. Zu diesem Zwecke setzen wir

m, = 2",
4" —2" "N 1 B
a,=-»-———-( = -1z : v — z, b, <1,
4-2"4 8 2 4-24@E-—2.2""—1 6
(60) ﬁ #4(21:'___ 2v‘-v_ 211“—211)__12: h’; n
v 4.2"+3 2 @248 @.2"—2. 9" —g.9"W_1q) 6’
|h | < L.

(Zufolge (11) existieren némlich immer Nullstellen dieser Form). Dann ist

w /1 1 1 1 kg
ﬁw+1”‘““w=“2“<g;—ﬁ?1—'2§r2) + 0(2.,‘) =:'—27+ 0 2»),

*) E. W. Hobson, On the representation of a function by a series of Legendre’s
functions, Proc. London Math. Soc. (2) 7 (1909), 8. 24—39.
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soda8 die Bedingungen (58) erfiillt sind. Wegen der gleichmiBigen Kon-
vergenz von (59) ist

S, (@)} = 2 3552m, (F (03 m,)},
u=3
woraus

1
|50, (F@)H 2 55 [, (05 m)} = ) [y, (F(05 )]
[ 2]
folgt. Um das erste Glied abzuschitzen, nehmen wir in (53)
}_’ — 2(21'4__ 214——7_* 2v4-2v) + 1’
V=22"—2"-") ~ 2,

was offenbar angiéingig ist. Dann wird

o 24 —1

" am, ¥ .
_,._._21;%?,‘ > 2v+ 0(1),
Sy 41n,,—]—3

sowle

@ +b =1+ 0(22")’
und es kommt nach (52) und (54)

— 1
[$2m, { f(awm)}5>@—§%lig2( +0(§‘2;)>>1%%?-w4 fir » > v,;

ferner folgt aus (61)

2 1 1 1 1 1
log max (17— [oray)» B—a)’ 1bn+avl> 85 =a — 00

sodaB endlich, zufolge (48) .
1og2 1
[sum, (@)} > o5 22— 00) D 5,

gy
was mit v ins Unendliche wiichst, und wegen lim a, = 0 konvergiert dem-

nach die Legendresche Reihe von () nicht glei_chm%iBig in der Umgebung
von z =0,
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Zweiter Teil.
§ 6.
Die Lebesgueschen Konstanten erster Ordnung.

Wir betrachten jetzt statt der » -- 1% Partialsumme s, {/(6, p)} der
Laplaceschen Reihe von f(6, ) das arithmetische Mittel

(62) s{F(6, 9)) = 525 2 ©, 9)}-
Setzen wir =
(63) 5,(8) = 7 > @k

so wird offenbar

5410, 9)) = 1 [ 100, 95, (c0s7) do

Betrachten wir, wie in § 2, die Klasse aller auf der Einheitskugel K im
Riemannschen Sinne absolut integrablen Funktionen vom-absoluten Be-
trage <1, so ist

15, {16, )} £ 4 fls (cos )| do,
und das absolute Maximum

.0, 9) = Max |5, {7(6, 9)} f 5 (cos ) | do’

wird im Punkte (6, ¢) erreicht, wenn f so gewihlt wird, daf

f(8, 97) = sgn. s, (cos 7).
Durch Verlegung des Nordpols nach (8, ¢) wird

nén

0.(6, ) = fﬁsn(cosﬁ)l sin d0'de’ ————f)s (cos )| sin 0'd 8,

also von (@, ) unabhiingig; schreiben wir demnach 0,(0, p) = g, und
setzen cos 6= z, so wird

o) o=+ [ l5.@)lds, (=1, )
Y1

und diese Konstanten @/ werden als die Lebesgueschen Konstanten ersier
Ordnung der Laplaceschen Reihe bezeichnet. Es soll jetzb gezeigt werden,
daB dieselben fiir alle Werte von # besehrinkt sind. Aus (63) und (5) folgt
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g (.’.G) 2( +1) -P(w> v+1(x)
1_33 (ZP (@) +2(v1’ @) — @+ P, +,<x)))

~ s (SR O- 000

oder, indem wir die Bezeichnung

(65) U,(@) = 537 D B(@)
vy=0

einfithren,

(66) D) = Fsn @,

Es seien jetzt 2, >x,>--- >, diejenigen zwischen —1 und 1 gelegenen
Nullstellen von (), an welchen Zeichenwechsel stattfindet*); ferner
werde z,= 1 gesetzt. Weil zufolge (63) s/ (1) >0, so ist

[5,@)| = (=1)s,(@) fir @, 2222,
und (64) ergibt

vim :"—ljns@o){dw ﬁ;(w)ldx
=_2(—-1)fs (x)da;-{— 1)f(m)da;.

Ty41

Zufolge (6) ist aber

/ L(2)de = P,(2) + P, (),
sodaf

x

Jo@ao =2y SEw+E,,,@)
-1 y=0

2 n
- i _ZD‘PK@ + i Pasn @ — Po@),

*) Es 148t sich beweisen, dafl m =#, d. h. daB simtliche Nullstellen von s, ()
einfach sind und im Intervalle (—1,-.-,1) liegen. Dieser Satz ist jedoch fir die
vorliegende Untersuchung entbehrlich.
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oder wegen (65)

x

fn(x)dx-—QU(x)+%+1 P, (2)— n+1

-1

Fir 2 =2, (v=0,1,-., m) wird nach (65) und (66) U,(z,) = P, (,)
und daher

Ty

fs(x)dw-—(f?—{— +1)U() n+1,

~1

f n(x) d.Z —f f 2 +n +1 (Uu(xv) - Uu(xv-i-l))'

Ty +1

Der vorhin erhaltene Ausdruck fiir ¢, wird dann

m—1
2+ i) 2 (= (U, @) — U, (@, )

(=™ (=™
+"2"“(2+n+1)U(”m) 1)’

oder nach einigen Reduktionen
14 (— 1)"“‘1 1 - ,
(67) o=14 - 1) (2"{';{;‘1) E, (= 1) U, (,)-%)
r=1

Wir wollen nunmehr nach derselben Methode, durch welche Stieltjes zur

Formel (7) gelangte, einen asymptotischen Ausdruck fiir U, () herstellen,

um sodann die Wurzeln von s,(z) = 0 und den Wert von ¢/ abzuschitzen.
Es ist bekanntlich

1 x
VizoweF ot ngP"@Zn’

woraus

1 © n .,
A—2)V1—2xz-1 2* ='§<’§P’(x)) e

.1 .
oder wenn wir - statt ¢ schreiben,

(h—l)V;Tl:m:'i E(ZP (x)) o

=0 \r=0

*) In dem Falle, daB es keine Wuwrzeln «,,+-., «,, der vetlangten Eigenschaft
ghbe, erhielte man durch dieselbe Analyse einfach

(67a) gp=1.
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und folglich, wenn wir z = cos 6 einfiihren, nach dem Cauchyschen Satze

. 1 2t
Pw COSB =_——'.f e —————
y__zo ( ) 2w e/ (z—l)V(z—ee‘)(z—-e"'")’

wo der Integrationsweg C alle drei singuliren Punkte umschlieft. Die
Integration geschieht in positivem Sinne, und die Wurzel ist eindeutig
festgelegt durch die Forderung, daB dieselbe fiir 2z = 4 oo positiv unend-
lich wird. Der Weg C bestehe jetzt aus drei der Reihe nach folgenden,
von # =0 ausgehenden Schleifen um je einen der Punkte 2 =1, 7 = €%
und 7= e~%. Weil die Wurzel auf der reellen Achse fir 0 <8 <=z
nirgends verschwindet, ist auf der ersten Schleife (um 2=1) im Anfangs-
punkte 7 =0 der Wert der Wurzel = + 1 zu nehmen, Dann liefert die
Integration lings der Schleife um # =1 den Beitrag

1 B 1 1
Va—fH(1—e° o) V2(1—cosb)  ggn g

die Schleife um z = ¢’ den Beitrag

1

01

1 f " lde
2.
2w g—1) Y (e—e% {z— “8’)

wo das Integral gradlinig ist und die Wurzel fiir # = O den Anfangswert
4+ 1 hat. Die Schleife um 2z = ¢~9¢ liefert endlich, da die Wurzel durch
Umkreisung von # == ¢? ihr Vorzeichen geindert haf, den Beitrag

04

9 1 f tidz
2x;e 1)1/(3 8{) (z— ——e:)

wo das Integral geradlinig ist und die Wurzel fiir 2 =0 den Wert + 1
hat, und wir bekommen also

i

- ndl
P, (cos8) = —— + 2R s
g ) 2sing 3”0 (5—1)]/(5._69’) (z_e—ei)’

wo R den reellen Teil des dahinterstehenden Ausdruckes bedeutet. Wir
setzen weiter
2= (1—u),

wo 4 zwischen O und 1 verlduft, und erhalten

V(z—e*) (2—e=%) =72 5in 0 e V-]/ — ‘ u,

2 8in @
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wobei }/28in @ und Vu positiv, sowie fir die letzte Wurzel derjenige
Wert zu wihlen ist, welcher fiir 4 = O gleich + 1 ist. Dann ist namlich,
da der reelle Teil der letzten Wurzel fiir 0 < % < 1 niemals verschwindet,
dieser reelle Teil fir » = 1 (wo 2z = 0) positiv, und der ganze Ausdruck
rechts fiir u = 1 gleich 4+ 1, wie es sein sollte.

Die vorhergehende Formel bekommt durch Einfihrung von u jetat

die Gestalt
2 P, (cos 6) —

2 —_—
sin 2

(n+1)e—s—”) i A—uwt

+A_¢_1___ﬁ§}{e( r

ozsin—gV%inB E_f 8(9“7;)‘
1.8 —_— .
0 ‘|/u, 2sing
2sm§

Aus dieser Gleichung a8t sich durch weitere Verfolgung des von Stieltjes
eingeschlagenen Weges eine vollstéindige asymptotische Formel derselben
Art wie (7) herstellen; uns wird hier schon eine emfache Abschitzung
gentigen.

Es ist offenbar fir 0 <u <1

‘9".,’5,~ 2
2
e
) A7)

=(1-3)+ Feor g2 (1-3)2

AL
1_5("_8__11_“ =(1_%)3+£ cotgﬁg(l—-;i)gg 1

O—z 7
. . 5 < e(9~—2—)i
T 6 ot 1= 2gin b “
2sm?

und nach der vorangehenden Gleichung

L
<— 01 : -2V§/u—f—3ﬂ(1——u)”+‘du,
nsm~_2-1/231n0 .

folglich

n

Y 1
Z P, (cos §) — —5
y=0 28

1D?E
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sowie durch Auswertung des Integrals und Division durch » + 1

. ; r(3)ro+o
(68) U,(cosd)= I E T~ Mi(n, 0),
2n+1)sing  wsin < 1/-110 (n41) (”+2+'§)

| M, (n, 6)] <1,

oder auf Gruud von (14)

2(1+ 0 (%)) M, (n, 6)
g
)

1
69 U, (cos8) =
©9 ¢ ) 2(n+1)sin% Vay 1) sinf-sin

Die Formel (7) liefert mit p =1

rg)rm+ [cos (2";30—§) L M) ]
’

(n 424 _;_) (2 sin 6)’} 2nts (2 sin 6)%
| M3 (n, 6)| < 1,
und aus (66) und (68) erhalten wir, unter Benutzung von (14)

,H,I(COS 6) =

r(nd2++
(1) = ﬂ-(—«-——f—) (1 —cos 6) (2 sin 8) s, (cos )
’r (;—) r 42

1
x I'(n—|—2+——> §inf Y2 sin 6 sme 1 21/251n6

z ()F(n+2) (n+1)sm—— ntl’ sm~2—

— 2 sin 6 cos (2";_3 0 — i) _ My, 6)

4 an- 5
0
Kj.(_%‘—':j{__g‘-)—) cos -?— V2 sin 0 — 2 Sin 0 cos (?lzﬁ 0 — )

M, (n, 6)

4)'2 cos — M(n,e)

M,(n,9)
+ "'I‘ 1 2;;+5
— 1 0 —
= 2“(1_{-0 (7)) coRg VRIRO —2sin0008(——~2r—2n+3 6 + B9
Ven-+3 “Z) Pat8 7

1M3<M’J g)l < 17

wobei der letzte Ausdruck nur fir » > N gilt, wo N hinreichend groB
ist. Wir setzen jetzt

23
b=tis ™ (Isi=m),
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sodaB

cos (2"+3 9—33)= (—1)“—;-2“
Wegen 6 > sin 0>—— @ fir 0< 6 < ~ haben wir

2.21

24 . 7
2n+3“>sm2 +e Zé"’-{l":—f fir 0<?{f;§“§—2‘;
2n+3-27- 21 9(2%-[—3—21) s 7 27
~ni3 n:>s1nf~+d:n:= “en ki fiir ~2—§————2”+3n<n;
forner ist fiir hinreichend groBes N
22 (1+0 (7)) <7, (),
und wir erhalten
Vea (140 (3)
2n438, =\|__ %/ 6 13 M, (n, 6)
’2smﬁcos (4 =3 /] ‘ T oS ]/—51 §+ 2nf+3

> 2n+§(2-2‘21.§‘—V2n (1+0(2) vo2in—13)

>ﬁ1¢3—(21/§.21—~7 V24— 13)

>0 fiir 24> 16 und 0 < 2;‘4’_”& <%
flir : < 23:’_’3 < m ist in obiger Ungleichung 21 durch 2# 4 3 — 21

zu ersetzen. Fiir 22 >16, 2n 43 —242>16, d h. fir 8 L1 <n— 1T
ist folglich nach (70)

8gN. S, (cos 22 -itg) = — BgN. COS (—; 2. ?Zl_;_g —%) = (—1p+L

Das Infervall
(1) sy P <0<3, o gm  (BLI<n—8, n2N)

enthilt demnach eine ungerade Anzahl von Wurzeln von s,(cos 6) =
In diesem Intervalle liegt also mindestens eine Wurzel ungerader Ordnung,
die wir mit 0, bezeichnen; wenn es deren mehrere gibt, sei 6, die kleinste

unter ihnen. Wir batten vorhin mit x,, %, z,, wo

12xl>x2>°">xm—l>xmg_17

diejenigen Wurzeln von s,(%) =0 bezeichnet, in denen Zeichenwechsel
stattfinden; folglich gehért zu jedem (71) geniigenden 1 ein v =w,
derart, daB

cos 0, ==,,

Mathemstische Annalen. LXXIV. 17
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und es ist offenbar

Vigr >V, Vigr — v =1 (mod. 2),
d. h.

vy — A+ =v,— 1 (mod 2),
sodaf

S 1y T, ) = (1 S =170, (c0s 6 + = (— 1) T, (5,

wo X’ sich auf die bei der Zuordnung cos 6, = z, moglicherweise iibrig
gebliebenen z, bezieht. Weil s,(z) vom #*® Grade ist, so ist zufolge (71)
die Anzahl jener x, hdchstens 7 + 7+ 1 =15, und wegen |U,(2)| <L 1
fir —1<2<1 ist also | 3’| <15, Um den Nachweis zu filhren, daB
fiir » > N alle ¢, unter einer endlichen Schranke bleiben, gentigt es dem-
nach wegen (67) dasselbe fiir die Summen

n—8
2(— 1Y U, (cos 8,)
i=8

zu beweisen. Infolge (69) ist

=3 1h2 (140 (2)) 34, (n, 6
Z‘(— 1T, (c0s 6,)— 2 L ( lf)) ~
—s 2(n+1) sm— L= VeVt 1)%ein él-sin?‘l

-3+ 5.
For 6, < % ist nach (1) 24 <2252 . b 2 <[2F] una
. . 2w 41 .6, . im 23
sin 0, > sin gy 2 gy sing >singrre > o,

sowle
(—D* 2 (1+ 0 (%)) M, (n, 6)
VaynFi)sng,. sin%l

3
<o) (et 1<k,

(n 2 N);

dosgleichen, fiir 2 <6, <m, 2A+222%E% an a1y [”ti and

2142 2@n—21+1)
3 +3 T2 on s

2(%-—-—1)
on+39

4n—12)
2n 4372

sin 6, > sin

>

sin =% 2 sm =




Laplacesche Reike. 251

sOWle
12 (1 +0 (%)) M)
VaVaFirame, sn s -t
Es ist also fir n > N

7 +1 n+1
a 3

ARSI SN ——fl):}§228é<82&'§,

i=8 2=[7¢+1] (n

d. h. wegen der Konvergenz der unendlichen Reihe beschrinkt.

Die Reihe X, ist alternierend, und zwar nehmen ihre Glieder dem
absoluten Betrage nach ab, weil zufolge (T1) 6, ;> 0, isi. Wir haben
demnach

| 2 < ' < ! <

2(n+1)sin%* 2(n+1)-2;‘:'_i3
Nach dem vorher Gesagten ist also g, fir alle » > N, d. h. tiberhaupt
fiir alle » > 0, beschrinkt, sodaB

(72) 0 < ¢n < R, (n=0,1,2,..),

wo R eine Konstante ist.

00[»-'-

, (= N).

§ 1.

Die Konvergenz der arithmetischen Mittel erster Ordnung fiir
absolut infegrable Funktionen.

Zuniichst wollen wir den folgenden Hilfgsatz ableiten: Fiir 0 <6 <« ist
(13) |sn(cos 8)| <

12 .
(1——0039}1/5@‘@,?: (n=0,1,2,..).

Wegen (15) ist fir O << <, n 21

| P, (cos 6)] <-:_——_5L*_
V@En+1) sing’

welche Ungleichung wegen Py(cos 8) =1 auch fiir =0 gilt, und aus
(65) und (66) folgt

|, (cos 8)] < 1_cose<n+12‘113 (cos 6)] + | P +1(cosﬂ)])

4 1 1 1
< (1 —cos6) Vain 6 (%+1§V2y+1 + V2n+3>’

17%
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und es ist

1

1 1 2 1
V2 Ve T Vs < 7a T T v

<sl(+ ) v

3

]/2'n+ ’|/2n+f’

=5 +1]/2n+1+

woraus der Hilfssatz sofort folgt.

Hauptsatz. Es sei (8, @) etne auf der Einheitskugel K im Riemann-
schen Sinne absolut integrable Funktion; dann konvergieren in jedem Punite
(6, @), wo f(6, @) stetig ist, die arithmetischen Mittel erster Ovdnung der
zugehirigen Laplaceschen Reihe gegen die Funktion selbst:

li_n;lo 3;:{f(0’ ‘P)} = f(ey (P);
und in emem Bereiche T, der ganz im Inneren eines Stetigheitsbereiches
von (0, @) liegt, ist die Konwergenz gleichmdfig.

Zum Beweise ziehen wir auf der Einheitskugel um den Punkt (6, ¢)
und seinen Gegenpol (x — 6, g + ) je einen Kreis vom sphérischen Radius

& <32t— und teilen dadurch K in drei Teile. Der Teil, welcher (6, ¢) ent-

hilt, heifle K, derjenige welcher (z—6, ¢ + =) enthilt, heifle K,, und
der iibrig bleibende Teil K;. Dann ist

(14) s:{f (6, 9)} = ff(()’,rp) sh(cos p)do = f+ Zl;f_{_ fﬁf

Es sei 0 eine beliebig kleine, positive GréBe. Wir konnen dann, weil
f(0, 9) im Punkte (8, ) stetig ist, & so klein wihlen, daf in jedem
Punkte von K|

(15) 176, 9) — 0, 9)] < 5

(and zwar, nach dem Heine-Borelschen Satz, gleichméaBig fir alle (8, @)
des Bereiches 7'). Dann kommt nach (72)

1 A, la 4 ’ 1 ’ r
;—;,—ff(ﬁ,qv)sn(cow)do —-f(B,qv)-;;fsn(cow)do
e

d 1 ' ’ ) r d
E_E.Gflsn(cosyﬂdo < — . ﬁs,,(cosy)ldo iR < 3

&
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Es ist ferner

{f;fsn(cos P) a0’ — o | su(cos ) do’ } <z ﬁSn(COS y)|do’

K
1 ’ ’
+ E'ﬁsn(cos yyad,
%

und weil in K, x — & <y < ist, so folgt aus (65) und (66)

(76) |su(cos p)| < 1—-cos (1U(cosy)|+|Pn+1(cosy)])£ A1+1

—cosy

émgg;<2,

f,—,fls;(cosy)ldo’< ;;fdo’= 1 — cos &
K, X,

ferner ist in K, infolge (73)
12 1 12 1

. < N
(1—cosy)Veiny Vent1= (1—cose)Ysine Vint1’

sodab

(T7) [su(eos p)| <
und daher

12 1 ’
ﬁsﬂ(cos nidd < — €08 S)Vsms ]/2n+1 4"de

< 12 I S
(t—cos&))/sine Yeni1

Es ist auBerdem

Sq(cos p)do’ =1,
K

denn nach der Definition von s,(z) ist
@) =1+ P@)+- -+ 6P,

WO ¢y, Gy, -+ ¢, Konstanten sind, und nach der Grundeigenschaft der
Kugelfunktionen haben wir

an(cos ) do’ =0, (n=1,2,3,---).
X
Dies alles zusammengenommen, ergibt

o [ 10, )5, (cos ) a0 10, ) |

5 12 1
<5+ 176, 9) | (1_6058_[_ (1—cose)Vsin8. m)
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In K, haben wir zufolge (76)

1 4 I 4 ’
| [70,9) s, (eon ) o
=)

< '2'1;;]‘] f(ﬁ', ‘P,) i ao’,

und wegen der absoluten Integrabilitit von 7(8, ¢) liBt sich das Integral
rechts durch angemessene Wahl von s beliebig klein machen (und zwar,
wie aus dem Heine-Borelschen Beweisverfahren sofort einleuchtet, gleich-
miBig fir alle (6, ¢) des Bereiches T).

Endlich ist zufelge (77)

1 f N .
o 10, 95 (cos py a0’
K

12

< PN 1 _i ’ ’ U
(1—cose)Ysine Venti m;ﬁf((’,w)ldo

12 . 1 .G
(L—coss)yYsine Venti

G——/ 18, 9] do

AN

WO -

wegen der absoluten Integrabilitdt endlich ist.
Die vorherigen Abschéitzungen zusammenfassend, erbalten wir aus (74)

(18) 116, 9 — 6, 9)]
<2 +[tf<e,¢>|(1~coss>+ flfw,qo)do
12
e 69+ 6 e

Nun a8t sich nach dem vorhin Gesagten ¢ so klein wihlen, daB erstens
(75) erfiillt ist und zweitens -das eingeklammerte Glied rechts in (78)

kleiner als i;— wird (und zwar gleichméBig fiir alle (4, ) des Bereiches T').
Nach Festlegung von ¢ liBt sich dann N so grof wihlen, das fir n > N
das letzte Glied rechts in (78) < E» wird (und zwar gleichméBig fir alle
(6, ) im Bereiche 7). Es ist demnach
|82 {F(6, @)} —F6, )| <O fir n2 N (und §,¢) in T),
womit der Haupisatz bewiesen ist.
Wir wollen ferner diejenige Art der Unstetigkeit von (6, ) be-

trachten, welche der gewdhnlichen Dirichletschen Unstetigkeit bei den
Fourierschen Reihen entspricht.
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Durch den Punkt (0, ) legen wir einen GroBkreisbogen, dessen
geographische Lénge, von einem beliebigen festen Punkt auf dem zu (6, p)
als Nordpol gehdrigen Aquator aus gemessen,  sei. Wir nehmen an, daB
wenn &, @' auf diesem GroB8kreisbogen sich dem Punkte (6, ¢) nshert,

lim £(8, ') = F (6, 9, %)
und zwar gleichmiBig fiir 0 < ¢ < 2%, wobei F(6, @, %) eine integrable
Funktion von % sein goll.
In einem derartigen Unstetigkeitspunkte (8, @) ist nun

2n

39) lm 510,90} =5 f 70,9, )30

Zum Beweise benutzen wir wiederum die Zerlegung (74) und betrachten
zuerst K;. Wir konnen dann bei beliebig kleinem & unser & so klein
wihlen, daB, wenn (¢, ¢’) in K, auf dem zu ¢ gehdrigen GroBkreis-
bogen liegt

(80) |F(6,9) — F(6, 9, 9)| < 33

wird fiir jedes ¥, wo 0 < ¢ < 2x Dann wird wie vorhin
% 1 ’ r ! ’ 1 ni 4 ’
= 10, oo~ f P (6, 9, 4)sh(eos 1) do
X

—% o f{sﬂ(cosy) do’ <
Indem wir den Nordpol nach 6, ¢ verlegen, wird

1 ) ’
ZZfF(O; @, ¥) 8%(cos p) do

. f (6, ¢, %) su(cos O') sin &' A0’ dp
0

k4 £

2
=2if O, o, v)dy- “fs;(cos 6" sin 0" 46

0 0
2
1 , ,
= Tf (07 P, "f’) dyp . 4nf8ﬂ(cos y) ao’.
T ¥

Wenn wir die frither gegebene Abschitzung von Zl;—v f su(cos p) do’ sowie

o
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der Integrale tiber K, und K, benutzen, so ergibt sich die Ungleichung
27

(78) mit dem Unterschiede, daf statt f(6, ) tiberall 517; J F0,p,9)dy

steht, und der Beweis wird wie vorhin zu Ende gefiihrt.

U den Fall der Legendreschen Reihe noch besonders hervorzuheben,
sei f(6, p) von @ unabhingig und = f(cos 6) = f(x) gesetzt; dann ergeben
die vorhergehenden Entwicklungen den Sabz:

Es sei f(x) eine im Intervalle (—1,---, 1) absolut integrable Funktion;
dann  konvergieren in jedem Punkte, wo hm flz+ &) =Fflz+0) und

hm flx— &) = f(x—0) beide existieren, die amthmetzschen Mittel erster Oyd-
mmg der zu f(x) gehdrigen Legendreschen Reihe gegen den Gremzwert

(81) Jim &, (£(2) ) = & (fa+0) +fm—0);
wenn [(x) fir a La<b stetig ist, und a <<a'<<b'<b, so0 st fiir o <zH
gleichmdf3ig ,

lim s, 7)) = (o).

§ 8.

Die Konvergenz der arithmetischen Mittel zweiter Ordnung fiir
absolut integrable Funlktionen.

Die arithmetischen Mittel zweiter Ordnung der zu f(6, @) gehirigen
Laplaceschen Reihe werden definiert durch

i 1 - 4
(8, 9)) = g >, S8 o))
Y= 0
setzen wir
17 1 4
(82) 5(0) = g D, (@),
r=40
so wird offenbar

16, )} = 35 [ 0,9 5eos ) a0

Der Satz, daB fiir eine absolut integrable Funktion die arithmetischen
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe gegen f(8, ) konvergieren
in jedem Punkte wo f(6, ) stetig ist, folgt selbstverstindlich aus der in
§ 7 bewiesenen Konvergenz der arithmetischen Mittel erster Ordnung; er
wurde aber zuerst auf direktem Wege von Herrn Fejér®) hewiesen. Seine

*) L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Ann. 67 (1909), 8. 76-—109.
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einschrinkende Voraussetzung, daB f(6, @) nur in einer endlichen Anzahl
von Punkten unendlich wird, ist unwesentlich. Herrn Fejérs Beweis be-
ruht auf den folgenden Eigenschaften der s, (z):
1. Es ist s, (cos 6) >0 fir 0 <8 <z und »>0.
II. Bei festem &> 0 ist fiir ¢ <0 < x gleichmiBig
lim s7 (cos ) = 0.

Wir wollen jetzt in einer Weise, welche den von Herrn Fejér ein-
geschlagenen Umweg iiber die Cesaroschen Mittel zweiter Ordnung ver-
meidet*), die Eigenschaften I und Ha ableiten, wovon IIa offenbar II
enthalt:

Ila. Esist fir 21 und 0< 08w

” 24 log (n41 1
sy (cos 8) < +2 (ng_ﬁ 1';’ ) .(Sin ﬁ)"
2

Zunichst entwickeln wir einige Ausdriicke fiir s, (cos ). Zufolge (82) und
(66) wird

@) == 2<U<w> Pya@)

woraus wegen (65)
®) @)=, 1_5\,,(2’0'(@ -+, +1<x>+1)

Aus der ersten Mehlerschen Formel folgt

° L 2w41

. N , %cos 5 ]
W80 =5 TS | Viemamens

0

oder
8

(84) U, (e0s 6) = ot / et gy,
B

in % /2 (cos u — cos 6)

0

sowie aus der zweiten Mehlerschen Formel

T bt
U (cos ) = '”—l- 1) /]/;(cos 6— cosw) du

-]

*) Allerdings werden die Beweise nicht einfacher als digjenigen Herrn Fejérs.
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oder
4

85 U" ‘co8 §) = _3__ A._1~:Egs_<’n;+i)g___ du.
(85) { ) n(n—i-l)/sin%Vm
6

Aus (83) und (84) folgt

6 n .
> sin iv _:’11')'% —sin(n4-2)ut-sinu

174 i v=0

(86) s, (cos8)= L 3 / R Ty du,

) ( ) n41 27;:(sinvg~) . sin ';_‘]/?(cosu—cose)
0

sowie aus (83) und (85)

n n
21—_:908<y+pﬂ + eos(n+-2)u—cosu
87) (cosf)m o 1 f =0 TH du
(8T) su(cosb)= oy — g T —— :
2n (sm ?) . sin - V2 {cosb — cosu)

Ferner leiten wir einige Hilfsformeln ab. Aus der fiir 0 <u < = giil-
tigen Beziehung

o

1 8in v
T () = DI

y=1
folgt
sin (¥ + Du i sin vu
DT =g - TR
. y=0 r=n+2
und es ist
o oo
sinﬁz sinyy 1 2 %(cosh—lu__ S2w+1u
2 y 2 » 2 008 —3 )
y=n42 y=n+d
2n-438
1 (=L eos2zELy
T Tatz TrT WELT TR
y=n+2
o0 -
. sinvu 1 1 1 1 1 1
sing | DT Svoarsts (T_m)=n+2’
¥=n+2 v=n+2
sodaB
SYsin (v Du 1
sin (v 1) u 1
(88) Z i =y @—uw—

= (-2 sin - '
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Aus der fir 0 <u < m geltenden Gleichung

log — CO8 YU
2sm =
folgt
cos(v41)u —1o cos vu

und genau wie vorhin wird gezeigt, daB

= l
sin% 2 coi’vu gn 1 )
d B v=n+3

g0da
89 cos(vt+1u < log 1 + 1 .
( ) g v+ f 2sin-l;i (fn—{-2)sin—2,“i

Beweis von L

Es sei erstens 0 <u < —— +2, dann ist

i 2
SI::u >81?n(3_+2-)12u, ('U= 1,2,"')n+ 1)

und infolgedessen

Zeinff_:—il')ﬁ_ﬁn(n_{_2)u+ sinu>28_i5§'ﬁi?)ﬁ_— sIn. (1/-[—2)% 4- sin %
v=0

pa PO
= sin # — %%T:—-;—)ﬁ > 0.
Zweitens sei :_ s Su< n2—;-‘25 dann ist nach (88)
gsmiﬁll) > L (a—u) —m:; >+ (@—u) —

ferner sin u — —;— u >0, sin (4+2)u <0, und folglich

Zﬂ%ﬁﬁ— sin (n+2)u + sinu>% 7—1 +sinu—-—é—u>£—;'—2>0.

v=0

Drittens sei n2—:2 Su< —;5; dann ist nach (88)
sin(r41)u 1
—aw:-——u —_— 2 (ﬂ: u) —
g vt ( ) (4 2) sin —— z 2

+
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ferner sin u — % >0, sin(n+2)u <1, und folglich

ZM sm(n+2)u+smu> ﬂ:————1+51nu~—~ u>’—t—3>0.
’V—rl

v=0

Diese drei Fille zusammen ergeben also, daB fiir 0 < 6 < —Z— der Integrand

in (86) positiv ist, sodaB s, (cos 6) > O fiir diese Werte von 0 und »>0.
Viertens sei 3 < u Ly dann ist nach (89)

2cos(w+3)_u< log 1 i_,_ 1 10g2+ ]/o

v+1 (n+2)sin T n+2’

y=0 2 sin %
ferner cos (n+2)u <1, cos u < O und folglich

S 4o 2 ennn> 3 g2 150

=0

fiir n >3,
denn der letzte Ausdruck wichst monoton mit » Daher ist fiir # >3
und % < 8 <z der Integrand in (37) positiv und demmnach s, (cos §) > O

fiir diese Werte von 6. Die itbrig gebliebenen Fille # =0, 1 und 2
erledigen sich sofort aus den ansgerechneten Formeln

”n I3 4 3 ” 13 21 15 2
W@ =1, 87(0) =", §(s) = BERGERL,
Beweis von Ila.
Aus (85) folgt sofort, da der Integrand positiv ist

T

2 du
0 <U,(cos ) <
feos ) wm+4nm—;/F;ﬂws&—wsw

[

S pe U 0 .
und weil fiir cos 3 = cos 5 sin¢

n 21
Fid T 2
_ﬁ_gﬂ-‘,*= dat < dat = 1
2 (cos B— Co8 %) T e L N
V2 (cos B~ cos u) Vl __cosg? sin®t ] /1 con? 6 sin 2.
2 2 2
@ 0 !

g0 erhalten wir

(90) 0 <, (o8 6) < ——— 5, 0<0< ).
(n+1) (sin 5)
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Aus (88) und (90) schlieBen wir, daB fir 0 <6« &

8n (cos ) = mln_> (_2 U.(e0s6) — (n+2) U, (cos 8) + 1)

<m (ZTU(COSO) + 1)
1 “ 1
< 2(n-1) (sin %)4 (gm + 1)

< e (1 4 log (1) + 1),

2(n4-1) (sm 'éh)
woraus wegen der Stetigkeit beider Seiten fiir 6 — x der Satz folgt.
Der Satz o
},T:os"{f(o’ P} =16 o)

wenn f im Punkte (0, ) stetig ist, 18Bt sich nun folgendermaBen be-
welsen.

Ein Kreis mit dem sphirischen Radius ¢ um (6, ¢) teilt die Einheits-
kugel in zwei Teile, von welchen der (6, ¢) enthaltende mit K|, der
andere mit K, bezeichnet werde. Dann haben wir die Zerlegung

'’ 1 ’ "o ; 1 1
su{f(0, )} = Eff(ﬂ, @) sn(cos ) do’ = Gf.;. I:?,[’
K Kl Ka
Wird & so klein gewihlt, daB in jedem Punkte von K
r i)
|f(9,93)—'f(6, q))l<'§':

wo d eine beliebig kleine positive Grife ist, so wird

1 ’ ’ 14 7 1 ’r lI
Eﬁ(ea‘P)Sn(cosﬂda —f(6,9)- Efs,.(cosy)do !
y

<% . Z]; ' (COS y)ldo < 5 To [s,.(cosy)]do

B

Weil, wegen Eigenschaft I, s(cosy) niemals negativ wird, 0 sind die
Lebesgueschen Konstanten zweiter Ordnung

v 1 " S -
On = ;;ﬁsn(cos'yﬂdo = | (cosy)do’ =1,
x Ve
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wie auf Grund von S (#)=1+¢ P () + -+ ¢,L,(x), wo ¢, --+ ¢,
Konstanten, und f P (cosy)de’=0 fir m>1 sofort einleuchtet. Wir

haben ferner

H;f (cosy)do——ll———|——f,,(cos;z)do - I sn(cosy)do

= f (cos p)do’ < 2+1°g(”+L.Lf
% 2(n+1) suni te 4

<2+10g(n—l—1) . 1 ,
kD (G 2y

was auf Grund von Ila sich ergibt, sowie endlich

1 3 A/ , 2+log(n—|—1) 1
1z | 10, 9) s cosr) do' < 28T @ im [ 19010
X, 2 X,
2+ log(n41) 1 .G
’

< 2(n41) : (sin Es)i

Wworaus wir

|s2{f (6, 9)}— f(9,¢)l< + (76, )|+ G) 2T lee+)

2(n-1)

(m 5)

erhalten, und der Beweis wird wie in § 7 zu Ende geftihrt.
Ein weiterer, ebenfalls von Herrn Fejér L c. aufgestellter Satz ist der
folgende: Ist auf der Einheitskugel m < f(6, ¢) < M, so ist auch

m < s {{(8, p)} < M, (r=0,1,2,-.).
Weil s,(cos ») niemals negativ wird, so ist nach dem ersten Mittelwertsatze

me [ msi(eosy)ac< Jrogsicomar< fsemnas—,
e X

woraus der Satz folgt. Dieser Satz ist fiir die arithmetischen Mittel
zweiter Ordnung charakteristisch und gilt, wie aus geeigneten Beispielen
hervorgeht (man wihle etwa fiir £(6, ) ein Polynom in cos ), nicht fiir
die arithmetischen Mittel erster Ordnung.
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§ 9.
Die Konvergenz der arithmetischen Mittel zweiter Ordnung fiir
bedingt integrable Funktionen.

Wir wollen der Einfachheit halber uns auf den Fall beschriinken,

wo f(6, p) in einem einzigen Punkte (6,, ¢,) unendlich oder auch nur
unstetig wird.¥)

Es besteht dann der Satz, daB in jedem von (6, @,) verschiedenen Punkte
lim 5 {(6, 9)} = (6, 9)

ist. Zum Beweise werden wir aus einem spiter ersichtlichen Grunde den
Umweg tiber die Cesaroschen Mittel zweiter Ordnung machen. Das
(n+1)* Cesarosche ' Mittel zweiter Ordnung einer beliebigen Reihe
Uy + uy + -+ U, + -+ ist, wenn wir 5, = wu, 4w, + >+ + u, setzen,

Su = m+ﬁ@¥5;%;SM’

wihrend das entsprechende arithmetische Mittel zweiter Ordnung

n n

S”'—W 1 1 N Y
n n+12v+1 Su

=0 u=0

ist. Zwischen beiden besteht die Identitdt**)

n
U4 1 1 {4 1 I3
=g St S
=0

sodafl, wenn 1im S, existiert, lim $n = lim S,. Wenn wir mit S, {/(6, )}

das (n-1)% Cesarosche Mittel zweiter Ordnung der zu f(9, ) gehorigen
Laplaceschen Reihe bezeichnen, so ist folglich unser Satz bewiesen, wenn

wir Zeigen: daB . 7
Lim §./(7(6, )} = 16, 9)-

Es sei jetat Sy (2) das (n+1)® Cesirosche Mittel zweiter Ordnung der
Reihe Py(2) + 3P, (x)+--- + (2n+1) P, (z) + - -+ denn ist

1) S (0, 9)) = g | F(0), 91) Si (c0s ) 0.

*) Es mige ausdriicklich hervorgehoben werden, daf die im folgenden dar-
gelegte Beweismethode sich ohne Schwierigkeit auf den allgemeinsten Fall ausdehnen
1586, wo die Unstetigkeitspunkte eine Menge vom Inhaltsmafie Null bilden.

ISP

#) 1, ¢. S. 88, wo in unserer Bezeichnungsweise o, -~ 8 ist.
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Nach Herrn Fejér ist*)

(92) 8, (cos 8) >0, (0<8< ),
(93) Si(cos ) < 5~ O<e<LI<m).

T2 (sin —;—)“
Es sei y die zum Punkte (8, ¢) als Nordpol gehorige geographische
Linge des verinderlichen Punktes (6, ¢") (wobei der Nullpunkt von
beliebig festzulegen ist), sowie p, und v, die Werte von y und ¢ fir
& =0,,9 = p,. Essei K, der durch einen Kreis vom sphirischen Radius &
um den Punkt (6, ¢) begrenzte und diesen Punkt enthaltende Teil der
Kugel; ferner X, das den Punkt (6, ¢,) enthaltende, von den Kreishbogen
y=y -+, v=p—& ¥ =0, + &, ¢=1, — & begrenzte Viereck, sowie K,
der iibrige Teil der Kugel. Wir zerlegen nun das Integrationsgebiet in
Q1) in K, + K, + K,.
Nehmen wir ¢ so klein, daB fur jeden Punkt in K

(94) 7(6,9) — F(6, 9 < 5

wo & beliebig klein aber positiv vorgelegt ist, so wird, weil nach (92)
8, (cosy) niemals negativ wird,

ﬁff(ﬂ', 9") 87 (cos p) do’ — (6, p) - ﬁf&;’(cos y)ado

<3 475]‘8"(003 y)do' <— fS"(cos y) do' = -¥¥)
AuBerdem ist nach (93)

1 (on , (1 [ N Y .
Z;fS,,(cosg/}do - 1]=1Ef8',,(cos'y)do ——Z;szn(cosy)do !
Lo

1 1

fS (cosy)do" < — ‘mfd <____

n+2 M._ e nF2 7. s\’
B +K, ( 2) 4K (sm §'>

sodaB
@) | L [7(0,9)85 (s a0 —F(0,9).
= i

.|f<07(p)§'

L
T2 ey
(n 2)
" 1. c., 8. 84 bez. Gl (19), S. 86,
*) Bs ist nimlich offenbar S (x)=1+ clP @+ F e Pyx), Wwo €, -0,
Konstanten sind, und nach der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen ist

an(cosy)do=0 fir n>1.
b4
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Um das Integral in K; abzuschitzen, bezeichnen wir mit K" das Gebiet
zwischen den beiden, den Punkt (8,, ¢,) im Inneren enthaltenden, sphirischen
Vierecke (a) und (b), welche begrenzt sind von den Kreishgen

(3) Y=yt &, ¥v=p—8&, V=9 1+&, Y=y —¢g
bez.

by y=n+&, v=pr—8&, v=9+8&, =19 —g),

wobei selbstverstindlich &’ < &, & < & anzunehmen ist. Dann ist, nach
der Definition eines uneigentlichen Integrals,

[N
E11 8y =

1 4 ’ 7" ’ : 1 ! " ’
(96) L—{ff(@,q) )8y (cosy)do’ = lim . Eff(ﬂ’,(p)sn(cosy)do.
% J A
Verlingert man die beiden durch y = p, + 5" und y = 9, — ¢ gegebenen
Seiten des Vierecks (b), bis sie die durch p =9, + & und v =9, — ¢,
gegebenen Seiten des Vierecks (a) schneiden, so zerfillt K,' in vier Vier-
ecke (p), (¢), () und (s), deren Seiten gegeben sind durch

() v=r+e, v=rn+s, ¢v=u+8, v=9 —g,
@ v=n—8&, v=r—&, v=U+&, Y=1 —¢g,
(N v=nte&, v=rn—& ¥v=y+&, V=19 4+4),
6) v=wntea, v=v—8&, V=¢—8&, V=9, —&,

undé wir haben

(97) ff(ol, @) S, (cos y) do’ =f+f+f+f
' ®» @ 6 @

Betrachten wir zuerst das tiiber (p) erstreckte Integral. Nehmen wir y
und ¢ als Integrationsverinderliche und schreiben noch f(¢, ¢") = F(y, v),

so wird
1ha Wt

= F(y, v) 8, (cos ¢) sin y dy dyp.
¥2] nta' -
Es hat S7(cos ) sin y im Intervalle 0 < p < o héchstens » + 3 Maxima

und Minima, wenn man die Endpunkte des Intervalles mitzihlt.*) Es
seien nun 9, 5, -+, ¥, Wo m <2+ 1 und

*) Denn % [S (cos y) sin 9] = O ist eine algebraische Gleichung n 4 1'** Grades
in cos y.

Mathematische Annalen. LXXIV. 18
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=t Sy <y <<y, <yt a =7V,
diejenigen Maximum- und Minimumpunkte, welche zwischen 3, 4+ &  und
ys+ & legen. Weil fiirp; <y <9141, 82/ (cosy) sinp positiv und monoton,
ferner F'(y, y) fiir alle Punkte von (p) endlich und stetig, also auch

vk ey

F(?’) "P) = H(?})

Wy gy

fir y, + & <y <y + & endlich und stetig ist, so folgt aus dem zweiten
Mittelwertsatze

N1+1 Yate Y341
©9) [ [P, 8 (cosy)sinydy dy = [ H(y)Si (cos y)siny dy
ry Yt 7

Yl+1

= 81 (cos ;) sin nf Hy) dy + S/(c08,,1)sin 7,4 J H)dy,

"1
<?",l<§2<7’1+17 ’120, 1,--',1%).

Nun Lifit sich, wegen der Integrabilitit von F(y, v), eine, fiir hinreichend
kleine ¢ und & beliebig kleine Grofe h(s, s,) derart angeben, daf

EL l i 51 Yr+&
]IH(?’) d?i’— ¢) d?"d'l’[ < h(ey, &),
(100) Y2 ) i —&
Y341 At ’J/x'l'fz
f H(y) dy |= J F(y, ¥)dy d¢i< h(e, &),
( 5;' Yy =&y

(l=0, Loy m);
ferner ist nach (93)

0< 8, (eos p)siny < ‘"‘“8"*"4'
%+2 (sin —;—-) ’
sodaB zufolge (98), (99) und (100)
- 1 i
o) | f<>2 dyr taehla,a) = 1B e, 8
j{® =0 ( ) (sm 2)

ntidl _# k(s &) =

< nt2 (:1;2> ~h(e,, &).

o)

Fir die Integrale iiber (g), () und (s) gilt dieselbe Ungleichung, wenn
wir nur k(g &) angemessen wihlen, und wir erhalten aus (97) und (962
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4”.,[‘ < h(e.l? 8?)
sm

In K ist schlieBlich |f(€, ¢")| < M(e, &, 52)) wo M endlich ist, und aus
(98) folgt dann

1 " 4
(103) '4—71] <”+2‘(sm ) M(e, e, 8)- i /do
X 2

(102)

< M(s, &, &).

4 . 1
nt2 (singy
Fassen wir (95), (102) und (103) zusammen, so kommt infolge (91)

|ST{F6, @)} — (8, )| < g + = M)

)

: v (M, &, 20176, 9)).

Nachdem & gemdB (94) festgelegt ist, kénnen wir ¢ und & so klein

wahlen, daB das zweite Glied rechts < g wird, und bei festem ¢, & und ¢

wird fiir » > N, wo N geniigend groB, auch das dritte Glied <—g~, sodaB
|8 {76, 9)} — (6, 9)| <& (n=N),

lim §7(£(6, 9)} = £(6, ),

d. h

und wie wir vorhin gesehen haben, ist wegen der Existenz obigen Grenz-
wertes ) _ )
lim 5, {£(6, )} = lim S{£(6, 9)} = f(6, ).

Man sieht nun ein, warum die Cesaroschen Mittel zur Erzielung dieses
Resultates notwendig waren. Bei der Aufstellung der zu (102) analogen
Formel fiir die arithmetischen Mittel wiirde némlich, infolge Eigenschaft
ITa (§ 8) die rechte Seite mit dem Faktor 2 4 log (n+1) behaftet auf-
treten, und die weiteren Schliisse wiirden hinfillig. DaB diese Schwierig-
keit keine scheinbare ist, erhellt daraus, daB infolge (83) und (96) fir
0 <6 <= die asymptotische Gleichung besteht

87 (cos 6) = BEFHFIC),
L(n41) (sin ~2~)
18+
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Der obige Beweisgang laBt sich leicht erginzen zum Nachweis der
gleichmiBigen Konvergenz in jedem Gebiete T, fiir welches (6,, ¢,) ein
duferer Punkt ist. Auch liBt sich eine zu (79) analoge Formel aufstellen.
Statt aber auf diese einfachen Dinge néher einzugehen, méochte ich zum
Schluf eine Bemerkung machen, die sich auf die Konvergenzfrage der
arithmetischen Mittel erster Ordnung der zu einer bedingt integrablen
Funktion gehdrigen Laplaceschen Reihe bezieht.

Es sel f(6, ) eine Funktion, die endlich und stetig ist ausgenommen
im Punkte (6, ¢,), wo sie integrabel (aber micht absolut integrabel) un-
endlich wird. Der Punkt (8, ) sowie sein Gegenpol (x— 6, ¢ + ) seien
beide von (8,, ¢,) verschieden. Um

U100, 9)) = 55 [ 16, 9 ifeos 1)

zu berechnen, zerlegen wir K in vier Teile: K, und K, seien wie in § 7
durch Kreise vom sphirischen Radius ¢ um (0, ¢) bez. seinen Gegenpol
begrenzt, K, sei das soeben betrachtete kleine Viereck um (6, ), end-
lich K, der iibrig bleibende Teil von K. Die Summe der tiber K, K,
und K, genommenen Teilintegrale unterscheidet sich nach dem Vorherigen
von f(6, p) um einen Betrag, der durch geeignete Verfligung iiber ¢, £, &
und % beliebig klein gemacht werden kann. Es fragt sich nur noch, ob
das Teilintegral iiber K; zum Grenzwert Null gebracht werden kann.
Laut (66), (69) und (14) ist

(104) s, (cos 6) = cos (2”+3 0+ ) + An6)

Vemn  gps % Vsin g n(sin 6)'E ’

wo A(m, 0) fir 0 <0< x und # > 1 beschriinkt ist. Aus dieser Formel
folgt, dag 29

{sin @)
im Intervalle 0 <6 <a hochstens kn Maxima und Minima besitat,
wo & von » unabhiingig ist (es werden hierbei § =0 und § =« zu den
Maxzimum- und Minimumstellen mitgerechnet). Fast wortlich wie oben
1aBt sich durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes zeigen, daB

1 4 / 4 y 13 11 g
& 10,0 40 45| Fi)
K,

n(sin y)* (sin s)%

eine algebraische Funktion von tg % ist, die folglich

Wwo k' (e, &) durch zweckmiBige Wahl von & und &, beliebig klein. ge-
macht werden kann. Schreiben wir weiter
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V. l/EP_yV 0, 9) = Fly, ¥),

8in* —

so bleibt uns das Integral
(105) fF(% cos Jif 7 + %f) dydy;

je nachdem dieses, nach Festlegung von s, &, und &, fir wachsendes n
gegen Null konvergiert oder nicht, ist

Lim s7{£(6, 9)} = (8, 9)

oder nicht, wo (6, ¢) ein beliebiger, nur von (6,, ,) und seinem Gegen-
pol (w— 6, ¥, + x) verschiedener Punkt ist.

Nun hat Riemann*) gezeigt, daB es sogar analytische Funktionen f(z)
gibt, die nur in einem einzigen Punkte unendlich werden, und fiir welche
die Gleichung

2

lim ff(x) cos n(x—a)dz =<0
=0 &

nicht gilt, wenn o einer gewissen Punktmenge vom Inhaltsmafe > 0 an-
gehort. Seine Analyse liBt sich wortlich auf den Ausdruck

j’?x) 08 (2";_3

iibertragen. Xs ist also die Entscheidung iiber das Verhalten von (105)
im wesentlichen identisch mit dem folgenden Problem: Ist fiir jede, in
nur einem Punkte des Intervalles 0 <2 < 2x unendlich werdende, integrable
Funktion f(x)

(x—~a) + ig) dz

lun V—ff(x) cosn(x—a)dz =

fir 0 < a < 2n? oder II. gibt es eine integrable Funktion derart, daB
obige Gleichung aufhort zu gelten fiir alle @ einer Punktmenge vom
Inhaltsmafie > 0?

1
Schreibt man %7  statt V'n, wo & > 0 aber beliebig klein, so lassen
sich nach der Riemannschen Methode leicht Beispiele bilden, fiir welche

der Fall Il eintritt. Schreibt man dagegen n statt V', so tritt der

*) B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigono-
metrische Reihe, Ges. Werke 2. Aufl. (Leipzig, Teubmer 1892), 8. 227—265. Siehe
Nr. 13, S. 260,
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Fall 1. immer ein.*) Fiir eine absolut integrable Funktion f(z) tritt der
Fall 1. selbstverstindlich ein, denn wir haben dann

iv%ff(x) cos n(z—a)dx ‘ < ﬁﬁf(x)[ dx.
0 [

Es wire nun sehr interessant, das gestellle Problem im allgemeinen Fall
(eventuell unter Beschrinkung auf analytische Funktionen) anzugreifen.

Chicago, U. 8, den 16. Juli 1912.

* L. Fejér, Untersuchungen {iber Fouriersche Reihen, Math. Anm. 53 (1904),
8. 51—69. Siehe 8. 56.



