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Einleitung. 

Es sei K eine Kugelfl~iche yore Radius 1, und die Punkte derseiben 
seien auf ein beliebig orientiertes geographisches Koordinatensystem be- 
zogen, in welchem 0 die Poldis~anz und ~ die geographische L~nge be- 
zeichnen mSge. Ferner sei f(O, r eine eindeutige Funktion des 0rtes auf 
der Kugelfliiche, und diese Funktion sei im gewiihnlichen (Riemannsel~en) 
Sinne integrierbar, d. h. es existiere 

f f(o,  )do, 
K 

wo do= sin OdOd~ alas Fl~chenelement der EinheitskugelK ist. Es be- 
zeichne jetzt (0', r irgend einen Punkt der Kugelfl~che, do' dab zugehSrigs 
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Fl~ehenelement, 7 den 4urch die Bedingung 0 ~ 7 <5 ~ eindeutig fes~- 
gelegten Winke] zwischen den beiden Vektoren yore Kugelmittelpunkte 
nach den Punkten (0, (p) bez. (0', r sodas 

cos 7 = cos 0 cos 0' -t- sin 0 sin 0' cos (r --  r 

{st~ und endlich P~(x) des n t~ Legendresche Polynom. Dann lauiet die 
zur _Funktion f(O, r gehSrige Laplacesche Reihe 

f(O, q~) ~ ~ +  1 0', q) ' )P, ,(oosr)do,  4~ 
n : 0  K 

wo des _~quivalenzzeichen ~ andeute~, dal~ die Reihe zuniiehst rein formell, 
ohne Konvergenzrticksieh~en, gebildet wurde. 

In dem wich~igen Sonclerfalle, wo f(O, qD) yon 9~ unabhiingig is~, 
werde cos 0 = x und f(O, V) = f(cos O) = f (x)  gesetzt; dann geht die 
Laplaeesehe Reihe in die Legendresche Reihe fiber: 

cr 

f(x) ~ ~  c./~(~), 
1 

- 1  

Von der vorliegenden Abhandlung ist der erste Teil (w i--w 5) den singu- 
liiren Erseheinungen gewidmet, welehe in bezug auf Divergenz bez. un- 
gleiehmii$ige Konvergenz tier Laplaceschen Reihe einer s~etigen Funk~ion 
auf~reten kSnnen~ wiihrend im zweiten Tell (w 6 ~ w  9) yon der Summation 
jener Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel die Rede sein wird. 

Um einen t~berblick fiber die erzielten Resultate zu gewinnen~ ist es 
nfi~zlich, einige bekannte Tatsaehen fiber die Fourierschen Reihen zum 
Vergleieh heranzuziehen. 

Das erste Beispiel einer fiir 0 g x _~ 2~ stetigen Funktion f (x) ,  deren 
Fouriersche t~eihe 

r162 

f(x) @o + ~  (a. cos n x  + b. ~i~ n x) 

an einer SteUe (bez. an abz~hlbar unendlich vielen Stellen) divergiert, 
wurde yon Paul Du Bois E, eymond angegeben.*) 

Der tiefere Grand dieser Erscheinung wurde yon Herrn Lebesgue 

*) P. Du Bois Reymond, Un~ersuehungen fiber die Konvergenz und Divergenz 
der Fo~riersehen D~rstellungsformeln, Abhandlungen der Bayerischen Akademie dot 
Wisseaschaften (Mfinehen), m~h. phys. Kl~sse, 12 (1876). 
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aufgeld~irt, welcher nachwies, dab der absolute Betrag der Summe der 
n -b  1 ersten Glieder der zu f(x) gehSrigen Fourierschen Reihe, wenn 
man f(x) auf die Klasse aller absoht  integrablen Funktionen veto abso- 
luten Betrage ~ 1 fiir 0 ~ x _~ 2z  besehr~inkt, fiir ein gewisses f(x) dieser 
Klasse im Punkte x = x  o ein Maximum O,(xo) besitzt, welches mit n ins 
Unendliche w~ichst.*) Es ist leieht zu sehen, da$ ~ ( X o ) =  q, yon x o un- 
abhi~ngig ist; die Konstanten q, (n = 0, 1, 2, -.-) wurden yon Herrn Fej@ 
,,Lebesguesche Konstanten der Fouriersehen Reihe" genannt; Herr Fejdr**) 
bestimmte auch die Art des Unendlichwerdens yon O,, iadem or die Exi- 

( ' ) stenz yon lira q~-- ~ log n naehwios. Auf dem alleinigen Grund dos un- 

endlichen Anwachsens yon e,(xo) gab Herr Lebesgue***) ein Verfi~hren an, 
um f~ir 0 ~ x _~ 2~ stetige Funktionen zu konstruieren, deren Fouriersehe 
l~eihen ftir x----x 0 die Du Bets l~eymondsehe Singula~it~t aufweisen, d. h. 
fiir x = x  o divergieren. Ferner zeigte Herr Lebesgue auf Grund derselben 
Eigensehaft yon e~(xo), dab es ffir 0 ~ x _~ 2 ~ stetige Funktionen glbt, 
deren Fouriersche l~eihen zwar iiberall konvergieren, abet in der Umgebung 
yon x----x o nieht mehr gleiehtaiit~ig. Dieses Verhalten wird naeh tterrn 
Fejdr ,,Lebesguesehe SingularitSt" genannt. 

Die auf dem angedeute~en Wege konstruierten Fouriersehon Reihen 
haben Koeffizienten yon ~ul~erst komplizierter Form; es ist nun Herrn 
Fej~r~') gelungen, oine unendliche Folge yon Konstanten c,, anzugeben, 
welche einem einfaehen arithmetisehen Geselze gehorchen und die Eigen- 
schaft besitzen, dal~ die Reihen 

~ c~ cos ~x~ 
~ 0  

co 

~ C n sill NX 
n = 0  

die Fourierschen Reihen je ether fiir 0 ~ x ~ z stetigen Funk~ion stud, 
yon denen ffir x = 0 die erste die Du Bets Reymondsche, die zweite die 
Lebesguesche Singularit~i aufweist. 

*) H. Lebesgue, Lemons sur les s~ries trigonomdtriques (Paris, Gaubhier-u 
l~os), w r (s. 86). 

**) L. Fejdr, Lebesguesche Konst~nten und divergente Fourierzeihen, J. f. ~Iath, 
138 (1909), S. 22--53. Vgl. aueh T. H. (~ronwall, ~ber die Lebesguesehen Konstanten 
bei den Fourierseheu Reihen, Math. Ann. 72 (1912), S. 24~261. 

***) tt. Lebesgue, 1. c.. w 46--47 (S. 87--89). 
t) L. Fejdr, Sur les singularitds de la sdrie de Fourier des fonetions continues, 

Annales de l']~eole Normale (3) 28 (1911), S. 6~--104:, wO auf 8. 67 ein Yerzeiehnis 
seiner vorhergehenden Arbeiten fiber denselben Gegenstand zu fiaden is& 
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l~aeh dem vorhin im Spezialfalle der Fourierschen Reihen erwihnteu 
Verfahren yon Herrn Lebesgue, welches yon Herrn Hear*) welter aus- 
gebfldet wurde, lessen sich bei jedem orthogonalen Funktionensysbm, fiir 
welches der analog definierW Ausdruck 0~(xo) mi~ n ins Unendliche w~chs~, 
sbtige Fu=k~ionen angeben, welche ffir x = x  o die Du Bob Reymondscbe 
Singulariti~ aufweisen. Ffir die Lebesguesohe Singularit~it gilt, unbr  ge- 
wissen weibren Voraussetzungen fiber des Orthogonalsystem, dasselbe.**) 
Herr ttaar hat 1. c. nachgewiesen, dab ftir die Legendresche Reihe und 
xo= 0 tier Ausdruck e~(xo) mindestens yon der GrbBenordnnng log n mit 
n unendlich wird. 

In der vorliegenden Abhandlung werden nun, nachdem in w 1 einige 
gilfss~ze fiber die Kugelfunktionen gegeben worden sind, in w 2 die Aus- 
drficke p~(8o, %) fiir die Laplaeesche Reihe in Be~racht gezogen. Es er- 
gibt sich sofor~, dab q,(0o, ~o) = 0~ yon 0o, ~o unabhi~ngig ist, und fiir 
dieses p~ (welches mit dem ffir x----1 eintrebnden Maximum des mi~ z o 
ver~nderlichen 0~(xo) der Legendreschen Reihe identisch ist) wird die 
GTenzformel 

lira ~ =2]/! 

aufgestellK F[ir die weiheren Entwieklungen gebrauche ieh zwar wesen~- 
lieh nut des Haarsche Resultat fiber @~(0) der Legendreschen Reihe, a~ber 
es ist doch yon ~heoretischem Interesse, dutch obige Gleichung festzusbllen, 
dal~ #~ viel schneller als log n ins Unendliche wiichst. 

In w 3 wird mittels clues sehr einfachen Kunstgriffes gezeig~, dal~ 
av 

we c, die vorhin erwihnten Kons~anten des Herrn Fej4r sind, die Legendre- 
sehe Reihe einer flit --  1 ~ x ~ 1 sbtigen Funktion ist, welche ffir x ~= 1 
die Du Bois Reymondsche Singularit~it aufweisk Eine derartig einfach ge- 
baub Reihe habe ieh abet ffir die Lebesguesche Singulari~iit nich~ auf- 
finden k&lnen. 

In w 4 wird nach der Lebesgue-Haarschen Methode ein Beispiel einer 
sbtigen Funktion f(x) gegeben, deren Legendresche Reihe die Du Bois 
Reymondsehe Singulari~it ffir x = 0 aufweist, wobei in Gegensatz zu d e n  

genannten hutoren bis zum expliziten Ausdruck fiir f(x) vorgedrungen wird. 

*) A. Hear, Zur Theorie de~ orfihogonalen Funktionensysteme, Erste Mitteilung, 
Match. Ann. 69 (1910), 8. 331--371. 

**) H. Lebesgue, Bur la divergence e~ la convergence non-uniforme des s4ries de 
Fourier, C. R. 1~1 (1905), S. 875--877. 
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Im Ansehlu$ an die Entwicklungen des w 4 wird in w 5 zum ersten 
Male ein Beispiel einer fiir -- 1 ~ x ~ 1 sietigen Funktion gegebea, deren 
Legendresehe Reihe fiir x = 0 die Lebesguesche Singulaxitiit besitzg. 

Im zweiten Tell (w 6 ~ w  9) wird die Summation der Laplacesehen 
Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel behandelt. E a s e i  

U o + U ~ + . . .  + u , , +  . . .  

eine beliebige (konvergente oder divergente) Reih% uud es werde gesetzt 

s~ = U o + U ~ + - . . + u , ,  
s~, = so + s, + . . .  § s, 

n-~ 1 

,, 4 + sl + . . .  + s;, 
Sn -~" n -~- 1 

~--HI 
wellll 

lira s~ ~) = a 

existiert, so ist die vorgelegte Reihe summierbar r ~" Ordnung mit der 
Summe a. 

In einer grundlegenden Abhandlung ha~ EIerr Fej6r*) gezeig~, dab 
die Fouriersche l~eihe jeder (absolut oder nut bedingt) integrablen Funk- 
tion f(x) summierbar erster Ordnung mit der Summe f(x) ist in jedem 
Punkte,  we f ( x )  stetig ist. In einem Diriehletsehen Unstetigkeitspunkte, 
we lira f ( x  + e) = f ( x  + 0) und lim f ( x - -  ~) = f (x - -  0) beide existieren, 

t = O  ~=0 
1 

is~ die Summe -~ ~f(x + O) ~ f(x -- 0)). 

Herr Fejgr**) hat ferner bewiesen, dab die Laplacesehe Reihe jeder 
absolu~ integrablen Funktion f(O, ~) summierbar zweiier Ordnung ist mit 
der Summe f(9, q)) in jedem Stetigkeitspunkte. In bezug auf die Summier- 
barkeit erster Ordnung hat Herr Haar***) gezeigt, da6 die Legendresehe 
Reihe jeder fiir --  t ~ ~c ~ 1 stetigen Funktion erster Ordnung summierbar 
= f (x)  is~ in jedem Punkte mi~ Ausnahme der Endpunk~e x = • 1, we 
sieh die Frage, wie Herr Haar ausdrfieklich hervorhebt, nach seiner Me- 
rhode nieht erledigen l~gt. Unter gewissen engeren u fiber 

*) L. Fejdr, Untersuchungen tiber ~rigonome~rische Reihen, ]Hath. Ann. 58 (1904), 
S. 51--69. 

**) L. Fejdr, ~ber die Laplacesche F~eihe, Math. Ann. 67 (1909), S. 76--109. 
***) A. Haar, Ober die Legendresche Reihe, Rend. Circ. hlat. Palermo 32 (1911), 

S. 132-- 14~. 

Mathematische Annalen. :LXXIY. 15 



218 T.H. GI~O.WWALL 

f(x), z. B. der besehr~nkten Schwankung, wird die Aufgabe yon Herrn 
Chapmen*) gel6s~. 

In w 6 werden nun die Lebesgueschen Konstanten erster Ordnung 0~ 
der Laplacesehen Raihe eingef~ihr~, welehe in bezug auf die Mi~tel ersfer 
0rdnung s: ~hn]ich ~efiniert werden wie die in w 2 eingeftihrten Lebesgae- 
sehen Kons~anten nullter Ordnung O, in bezug auf die Summen s~. Es  
wird gezeig~, dal3 die 4)~,, im Oegensatz zu den 0,, f~ir alle Werte yon n 
besehr~nkt bleiben, und auf qrundlage dieses Ergebnisses gelingt in w 7 
der Beweis eines Satzes, der das Hauptresulgat der vorliegenden Abhand- 
lung ist und sich folgendermaflen aussprechen li~gt: 

_Die s geihe einer jeden absolut integrablen 2'unktion f(O~ r 
ist summierbar ersler Ordnung mit tier S~mme f(O, cp) in jedem Pun]de, wo 
d,e Fu~ktion stetig ist, und in einem Bereiehe~ wdcher ganz innerhalb eines 
2ietigkeitsbereiches liegt, ist die Summierbarkeit gleichm~i/aig. 

Dieser Sa~z wird ferner ansgedehnt auf Unstetigkeitspunkte, welche den 
DirichIetschen Unste~igkeitspunkte~ bei der Fourierschen Reihe analog sin& 

w 8 bring~ eine neue Ablei~ung der l~esul~a~e des Herrn Fejdr fiber 
Summierbarkei~ zweiter Ordnung bei absolug integrablen Funktionen. 

In w 9 wird endlich die Summierbarkeit zweiter Ordnnng der Laplace- 
sehen Reihe einer nur beding~ integ'rablen Funktion untersueht, sowie zum 
Schlug die Frage nach der Summierbarkeit ersger 0rdnung ffir solche 
Funktionen auf ein Problem d'er Theorie der Fourierschen Reihen zurfick- 
gefiihrt~ welches an einen Ansatz yon Riemann ankniipfg, und dessen Er-  
ledigung sehr" wiinschenswert w~re. 

E r s t e r  Tell. 

w  

Einige Hilfss~itze aus der  Theorie  der  ] (uge l funkt ionen .  

Aus den Elementen tier Theorie der Kugelfunktionen sind die folgenden 
Formeln bekannt: 

L(1)=I, 

jE,(x)t < i ( - 1  < z < l ) ;  
" + *  

dx i--~ �9 

*) S. Chapman, On the general theory of summability, with applica$ions to  
Fourler's and other series, Quaxterly jounl~l of mathematics 43 (1911), S. 1--52. 
On the summability of se,ies of Legendre's functions, Math. Ann. 72 (1912), S. 211--227. 
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(5) s, ix) = s,  (x, 1) = 2  (2,, + 1) P ,  (x) = (n + 1)- P" (x)i_x-- P~ +* (x). 

(6) s.(x) a:~(,~) d~.+~(~) 

Ferner besiehf nach 8tiel~jes*) ffir 0 < 0 < ~ die folgende asymptotische 
Formel~ welche eine Verallgemeinerung der bekannbnLaplaceschen Formel ist: 

(2 sin O) ~ (~ sin O) ~- 
- ~  �9 , , , , . . . . .  ~ , . . . . . . . . . .  

/2.n-~- 2 .qO-- 1 2 p ~ l  \ 

WO 

(2 sin 0) ~ 

l'.s~.5'...(~p--1)' M(~, n, 0) / 
-~- 2.r )" ib+t ' J (~ sin O) ~ 

/ [0_~0_~ ) 
(8) I M(p, o>1 < 2 . . . .  

\,n -- 0, 1, 2,... 

Aus (7) and (8) wollen wit  nun einige naheliegende ]~olgerungen ziehen. 
]~'iir 2 = 1 wird (7) 

I=Iierin se~zen wit, unter 1 eine ganze Zahl verstanden~ 

0o=~n+1-2 + ( 2 n + l ) ( ~ . - - 1 ) ' - g '  ~= - t - 1 ,  I ~ Z <  

sodag 
21- -1  ~v i :v 2 % - - 1  

gg+-i~ < 0 .<  T + ~n+ l  "-g < ~ u n + l  ~- 

*) T. J. Stieltjes, Sur les polynSmes de Legendre, ~nnales de 1~ Facult6 des 
Sciences de Toulouse (1) ~ (1890), S. Gl--@17. 

15" 
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D~,nn wird 

= x z = ( _ l ) ~ z s i n ~ ; . _  1 i~' cos O--  = c o s  i ~ - - - E - ~  2~- - I  /~ 

und indem wir berticksichtigen, dab sinx 
X 

0 bis -~ wichst,  und folglich 

sin x >_ ~ x 
- -  7g 

sin z = sin (~ -- x) > s (= --  x) 

so bekommen wir naeh (8) 

( 2 n + i  0 =~ ~( i ,  n, oo) = 
I c ~  o--X-] --I sinoo -- I . (~ .+.~)  1~> sin (~-~2 i~) 

( 1 ~)  i 
> s i a  ~i---~'i-~ --  ~ i - - 1  

2(2n -b 3) sin 2--n-~ = 

1 ~ 1 
_> ~ sin 
- -  1 2  2 2 ~ - - 1  

2 (2 n + s) .  ~ - .  E E . ~  = 

1 , 

- - -  monoton abnimmt, wenn x yon 

= < 

2@n + S) sia O~ 

Wenn in Kroneekers Bezeichnungsweise 

I 
-t- 1, a > 0  

sgn. a =  0, a = (  

- -  1, a < ( ,  

geschrieben wird, so hat demnach der Ausdruck rechts in (9) das Vor- 
zeichen seines ersten Gliedes, d. h. 

(2-+10 =~=(_1)~ sgn. / ) , (cos  8o) = sgn. cos \ T  o - - T ]  

Es seien jetzt xl,,~ , x~ , , ,  . . . ,  x~,,, die Wurze]_u yon /)~(x) = 0, wobei 

1 > xl, ~ > x~,~ > �9 .. > x~,~ > - -  1; 
setzen wir ferner 

(10) x~,~-- cos 0~,~, 0 < 0~,~< =, 

so wird nach dem eben Bewiesenen 
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sowie, da zufolge (1) x~,~=--x~+i_~,, ,  ist, 

(12) ~i--I = i = ~Z--1 = 

1 = Z = [ - ~ ]  + 1, �9 .., n. 
+ (%%-~i) ( ~ . -  ~z+ i) ~ ' 

Aus (11) nnd (12) folg~, indem wir ftir 2 ) ~ -  1 bez. 2 n -  21 + 1 die 
unbre  Grenze 1 einsetzen, 

(13) 6z - '~ = 6 * -  i ~n+ l  3 < Oa,,< ~ f ~ i  -g '  ; t=  1~ 2, . - . ,n .  

F~ir p = 0 gib~ (7) 

r (~-) r ( .+  ~) ~(o, , , ,  o) 

ferner ist, wie aus der bekannten asympbtischen Reihe fiir log F(1 + x): 

( i) ~ . ,~-~( - -1) ' -~ , ,  i (i4) log r( l+x)  = z+  l o g z - x  + E l~ # = * , ~ - ~ K ~ , ; - - i ) - ~ i ~ : - i  

(-- i)'~B.+i h 
+ (2~+1)(~n+~) ~f~4i, O < h <  1, 

( i B, i ) wo B~ = ~-, = ~ ,  usw. die Bernoullischen Z~hlen sind fiir n = 1 

folgt u n b r  Anwendung yon I - (~-)=] /~- :  

es wird demnach 
4 1 (15) }P~(oos o)l < l / ~  r~-r 

Selzen wit endlich in (9) 

so wird 

0<0<~ and n _1. 

0 = 4i+l+h2n+l =2 ' --l<h<l,_ _ l~i_<n--l, 

eO~ 2n 1 O _ _  - -  4 (2n+3)  sin0 :>cOs i 2(2n+3)  sinO 

1 1 1 1 

_2~_~ >~ ~(2~+~). ~_ ~= > ]/g '~(2n+3) s in2~+l  ~ ' e ~ + l  
1 1 

> V~ 8 ' n>2, 
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w o r a u s  

T. H. G~o~w*~L. 

3 V ~  s 
oder 

(16) ] P,~(eos 0)I > 3 1 1 2Z 2Zq-1 
2-" 1/~--~ " ~ a ~  ' e~+-----~r ~ 0 ~< 2,-+-~ ~, 

Z = 1, 2~ ...~ n -- 1. 

n ~ "2, 

w 

Die Lebesgueschen Konstanten nullter 0rdnung. 

Es sei f(0j ~) eine auf tier Einheitskugel K im t~iemannschen Sinne 
iategrable Funktion; dann ist die ( n +  1) to Partialsumme der zu f(0, (p) 
geh5rigen Laplaeesehen Reihe nach (5) gleieh 

K 

Wit betraehten je~zt die Klasse aller auf K absolu~ integrablen Funk- 
tionen yore absoluten Betrage ~ 1; dann ist ftir irgend eine Funk~ion 
f(O, ~) der t~lasse 

Is.{f(o,,~)}~,<=~ Is.(cos 7)1 do', 
/ (  

und das absolute Maximum 

, f  o=(0,~)=Max, l s ~ { f ( o , ~ ) } l = ~  ls.(eos~)lao' 
K 

wird im Punkte (0, ~) erreicht, warm f so gew~hlt wird, da~ 

f(O', ~') ffi sgn. s,(eos r). 

Durch Verlegung des Nordpols in den Punkt (0, ~) wird 

~.(o,~)=~ . ~.(oo~O)i~i~o'ae'a~'= v Is.(coso')lsin6"ao. 
0 0 0 

also yon (0,r unabhiingig; sehreiXoen wir demnaeh Q~(0, e p ) ~  und 
segzen cos 0'== x, so wird 

1 

1 
/ " @  

j l s . ( x ) l d x ,  . = 0 ,  1, 2,. (17) e, = -~ .-. 

Diese Konst.an~en p. bezeichnen wir aDS den in der Eialeigung angeftihrten 
Griinden als die _Lebesgueschen Konstanten nullter Ordnung der Lalotaceschen 
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_Reihe. Wir wollen je~zt nachweisen, da$ dieselben mi~ ~ ins UnendlicLe 

wachsen und zwar wie ~/n. 
Wir zeigen zun~chst, dal die ~leichung s= (x) ~ 0 n Wurzeln zwisehen 

-- 1 und 1' besitzL Bekanntlich haben .P,,(xi,~+,,) =.P~(x~,,~+l ) --P,,+~ (x~,,,+~, 
und 2n(Ig~+l,u+l) = P n ( X ; ~ + l , n + l ) -  - P n + l ( X z + l , n + l )  entgegengesetzte Vor- 
zeichen, wenn, wie in w 1, x~,~+ 1 ( i s  1, 2,. . . ,  n-f-1) die NuDsbllen yon 
P~ +~ (x) sind, and wegen (5) hat dann s= (x) n Nunstenen x~, x , . . . ,  x,,, wo 

1 > xi.~+ 1 > x~. > x~+l,=+ i > - 1 (~. = 1, 2,. . . ,  n). 
Setzen wit also 

x~--cosO l, 0 < ~ < ~ ,  

so wird infolge (13) 

(18) 61--2 ~ 6;~A-5 ~ i = l ,  2 , . . . ,n .  

Weil offenbar s~(1) = Z  (2v + 1) > O, so wird, wenn wit noch xo --~ 1 

=r I==(x)l=(-i)'=,,(x) far x~>x>__x,.§ (~--0, 1 , . . . ,n) ,  und z~- 
folge (17) 

" " 7 )  

Aus (6) erhalten wit aber 

x~ 

fs=(x)dx = P~(x,) + ~=+~(~,) - P=(z,,+D - - ~ , + , ( x ~ + , ) ,  
mv+ l 

+ 
- - i  

unl dieses ia die vorangehende Formel eingelragen , ergibI nacI einigen 
Reduktionen 

n 

(19) e== 1 + ~ ( - 1 ) , ( ~ , ~ x , )  + ~,+,<x,)) 
v.-~l 

= 1 + ~ ( -  1),(~,=(r o,) + P.+~(r o,)). 
'V-~1 
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Unser niichster Schritt wird die Ermiltlung yon 57~iherungswerten ge- 
wisser tier 0~ sein. Mi~/o = 2 erhalten wir aus (7), unter Anwendung yon 
r(~ + l )  = xr(x), 

~, r ( , , + , + } )  

]/~ r(~-) r (~+ l) 

5 

(sin O) ~ (P~(cos O)-  P~+~ (cos 0)) 

= sin ~ O cos - -  O -  -~) + ~ ( ~  + 3) cos 0 - 

9 ~ ( % , ~ +  1,o) ] 

2,~d- I 
= .~o,~ Eoo~ ( T  ~_ ~ )_  ~o~ ( ~  ~-  ~)] 

1 

3 + 2(~n+ a)(2n+ 5)sin e cos ( % * ~  0- - -~)  

9 EM(2,~,O ) 2n+221i(,2, n+1,0)] + 3~(~n+ 3)(9.~ + 5) 2n+7 

= 2sin'O sin T sin ((n + l )O---~)  + ~-g--+~+3 sin'O cos 0---~) 

, ~ ,~o((,,+~)o-~) + ~ sin 0 sin T 

i [ ~  sin + (2~ + 3 ) (~ ,  + ~) 0 cos ( ~ + - - 5 0  - ~ )  

Es is~ aber nach (8) 

1 

o l 
+ 9 23~(2, n, O) - -  ~ -  2n_. F 7 

I 9 1 
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soda~ 

= r ( ~ + ~ + ~ )  
(90) V~ r (~_) r ( ~ +  ~) (sin O)-~ (P" (r176 o) - P" * '  (c~ O)) 

2 0 
= sin 0 sin ~- 

M' (n, o) ((.+.)o 2 n + ~ cos 

1 
= sin 0 sin T 

M' (n, O) 
+ ( , + 1 ) '  ' ~M'(n,O') I < 1 .  

Wit  begrenzen jetzt die ganzen Zahlen n und v dutch die Ungloichungen 

(21) n > 85, 
2 2 

( n + l )  ~ ~ v  ~ n - -  ( n + l )  '~ , 

und se~zen in (20) 
~v + 1 ~ xrc 

(22) 0~  n + l  r j- ~, u = +  l ,  
(n + 1)~0 

sodat3 
""  " . ,  

(n + 1)~ (n + 1) T 

Dann erhal~en wir aus (21) und (22) 

V~ v +  1 

and, weft sinx mono~on abnimm~, wean x yon 0 bis z wiiohst~ und folg- 

2 :v 
lieh sin x > -~ x ftir 0 < x ~ ~ ist~ 

~ 2 ~ 1 
sin > s i n  2(n--~1------) > ~ "  2 ( n + l )  -~  . . . .  "~A' 

sowie f~r 0 < 0 o =< -~- 

v~ 2 ~ 2 
sin 0 o > sin ~--+~ ~ -~- n + 1 ~ • ' 

(n+l)~ 

dagegen ffir -q < O o < 

v + l  n - - ~  2 2 
sin 0 o > sin ~ ~ = sin ~ ~ > -~ �9 - -  _s, 
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und endlich 

i . , .  ( ( .+ , )Oo_  = 

A u s  diesen Ungleichungen folg~ 

2 ~ 2 

(n+l)~ (n+l)~ (n+i)~ 

2 " ( (  ~_) ~ ~ s i sin0osm n-l-l)0 o -  > 2 . -  8 ~ * >2(n-~l) 
(~+l)~ (~+ ~)o (n+ 1)~ 

I 
~ [  2n-k3 ' 

seda~ 
' 

Weibr  erh~lten wir 

sin 0 o sin 0~[2 sin Oo sin ((n-k- 1)0 o -- -~-)+ ~ - ~  cos ( (n+ 1)0 o -- ~-)] 

M'(m 0o) 
> ( n + l p  > (n+i) '  ' 

sodal~ die rechi;e Seite yon (20) das Verzeichen ihros ersten Gliedes hal, d.h. 

(e3) ~g~. (P. (cos Oo)- &+,<cos oo)) = ( - W ~ -  

Hieraus s wegen (5), dal~ im Intervalle 

(24) 4~,+1 ~ ~ < 0 < ~ + 1  ~ 
~+i ~ (n+lf i  n+i u + o' 

(n + i)Y 

w o n  und v den Ungloichungen (21) geniigen, die Oleichung s~(cos O)= 0 
eine ungerade Anzahl ton Wurzela besitzt. Wit wollen noeh zeigen, da$ 
das Inbrvall (24) nut die einzige Wurzel 0~ en~h~ilt. Es sei niimliek 0 z 
irgend eine tier in (24) lbgenden W~rzeln; dann folgt aus (18) und (24~ 

odor 



L~pl~eesche Reihe. 227 

Aus (18) und (24) sehlieBen wir weiter, dab 

(~ + i) T 

w o r a l l s  

24(n+1)  ( i - -v)  -- 14n - -  12v- -  17 < ~(~+3)_~ < 24(~_bl).~ ' 

and diese Ungleiehung ergibt unter Ber/ieksiehtigung yon (21) 

i < v - + - 2  fiir v > ~ - ,  

woraus wir in Verbindung mi~ (95) schlieBen, dab 

~ , ~ ,  oder v~- 1 fiir v ~ - .  

Es lieger~ demnaeh im In~ervalle (24) hSchstens zwei Wurzeln, n~im- 
lieh 0 r u n d  0~+1; well abet die Zahl tier Wurzeln in (24) angerade ist, 
so liegt in dem fraglichen Inbrvalle nut eine Wurzel, d. h. entweder 
8w oder 0~+ 1. Jetzt sei v' das kleinsb der Bedingung (21) gentigende v, 
f~r welches das zugeh~dge i = v" -b 1 ist, dana gehSrt zu v = v' -- 1 der 
Weft i =  v ' - - 1 ,  und wegen 0.., ~ < 0 r  0r und (24) lieg~ 0,., im 
Intervall 

nq--~ 2 - +  6 < 0 <  6, 
( . +  i)~ n + i  ~ (n+i)z 

welches offenbar keine weitere Wurzel enth~il~. Aus (23) folgt aber, daiS 
im obigen Interval1 eine gerade Anzahl yon Wurzeln liegen; der enb 
sbhende Widerspruch zeigt also, dab immer 1---v ist, sodaB sich aus 
(24) endlich ergib~ 

(26) 0 , = - ~ f  u  6, l h~l< 1, 
(n + i) T 

{~r jedes n und jedes v, welche (21) gentigen. 
Nun bes~eht der n~chste Sehrit~ darin, fiir die Wurzeln (26) den 

Summanden in (19) asymptotisch auszuwerbn. Die Stieltjessche Formel 
(7) gib~ mit p = 1 
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(27) 

2 

T. H. G~o~wx~L. 

P.(cos o) + p.+~(eos O) 
0 

--:~-- O-- + ~ _  
+ 2n-+-3 (2sinO)~ 

._[ 2n-]-2 .M(1,2.-FI, O)I} 
2 n + 5  

2 o M"(,~,o) ~) r (~)r(n+a)(cos ((n+l)O----~)V~o~y + . . . .  , 

i ~"(,,, o)1 < 4. 
Es ist aber nach (26) 

oo~ ( ( . + 1 ) o ~ - ~ ) - - ( - ~ ) ~  oo~ 

und 

~T----(--1) ~ (1 -~ O(~ 'h~ ' ] /*)  
(~ + 1) -~ \(n + 1)YH 

={_1),(1+o(_;:)) 

daher 

ferner 

s 
o ,<  I_L_ cot -~ . o. < (n+l)-i-' 

S I I ) .  - -  2 

o._ V;o~ o,, (+); cos ( (n+ 1) O~ -- -~) ~coo~ ~- (--1) ~ -E-F O\n,o / 

. 2-~+8.(n+1) = o , 
(2 n -+ 3) (2 sin Or) ~ 

und endlich nach (14) 

o ~(~+~+~) - ~  0 + o (~)). 

Dies alles in (27) eingetragen, ergibt 

(2s) (-~y(~,(~osO,) + P.+~(r ~ ~ + o j .  

*) Die Bezeiehnung f(x) = O(g(x)) bedeute~, dal~ sieh eiee Konstan~e A findea 
likBt dera~, dab ffir jedes hinreichend groBe o~ 

L f(x) I < A I g (x,) I; 
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W i t  schreiben jetzt den Ausdruck (19) in der Form 

~ = 1 + z , ( -  17(~.goos o,,) + P,,+, {r 0,)) 

+ z ~ ( -  1).(P.(oo~ o,) + P~+, (~o, o j ) ,  

Wo die erste Summe sieh auf a l l ev  bezieht, weiche (21) gentigen, wiihrond 
die zweite auf die tibrig bleibenden v erstreckt ist. Wegen 

is~ 

2:l(--1)~(~P~(cosO~)-~-/)n+,(cos0,))= ~ Z i  -~ - ] - 0  .-~ ; 

2 

ferner ist die Anzahl d e r v  in Z 2 hSchsbns 2 (n+1)  T, und der absolute 
Betrag jedes Summanden ist nach (2) 

t (--1)'(_P,,(cos Oj q-_,P~ +~ (cos O,))l __< I B,,(cos 0,) I --I- I-P~,+ ~(cos 0,) I ~ 1 -l- 1 -- 2, 
weshalb 

~1S0 

oder 

] /n  ~u 

und well auf Grund yon (26) 

4 v - ~ 3  oV 
n J F 1  4 ~ 0 , , ~ - -  

so wird 

~ + 0  
\ ~ 1 0  / 

n-Fi  4 ' 

Obwohl alas Integral ein uneigentliohes ist, sieht man sofo~ die Be- 
rechtigung des Grenziiberganges ein, well der Inbgrand monobn ist. 

0 u ~ wird Durzh die Substitution cot T = 

7 ~o 

0 0 --r 
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wie rnittels der bekannten Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes 
auf di~ obere Halbebene ersichflich is~, und wir erhalten schlie$]ich das 
asymptotische Gesetz der 0,,: 

(30) 

und 

(3i) 

w 
Erstes  Beispiel der Du Bois Reymondschen Singularitit. 

Herr Fejdr*) ha~ den folgenden Satz bewiesen: 
Es sei 

cos (r-~- 2)x cos (r-~-n)x A(n,r,x)= cos(r+l)x + n ~ i - -  + ' ' "  + 
n 1 

1 2 n 

]~(n,r ,x) ~ sin (rq-1)Xn + sin (r -~- 2) __ l -~- " " " -[- ---:tsin(r-~-n)x . . . .  

sin (r--~n--~ l)x sin (r-~n.4- 2)x sin ( r+2n)x  
1 2 n 

dann i s t  fiir jedes ganzzahlige positive n und jedes reeUe r and x 

(32) ]A(%r,x) l  < ~ + 2, IB0~,r,x)[ < ~ + 2. 

Als ein Gegensttiek dazu im Gebiete der Kugelfunktionen wollen wir  

zeigen, dab wenn 

(33) c(~, r, x) = ~-~-~(~)~ + -~=~- + . . .  + - - f - -  

1 2 n 

so ist ftir jedes ganzzahlige positive r und n und jedes x im Intervalle 
l ~ x ~ l  
(34) I C( '~, ~', x) l <= (~ + 2) V2. 
Zum Beweise benu~zon wir die bekannten ~[ehlersehen Formeln 

0 
2 . + i  

2 f c~ 
t , .  (~os o)=-~!  

2 f s i n  T U d U  

0 

*) L. Fejdr, Sur les singulacitds de la s~rie de Fourier des fonctions continues, 
Annales de l']~cole Normale (3) 28 (1911), S. 63~103. Siehe besonders S. 7 ~ 7 6 .  
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w o r a l l s  

0 

0 

7g 

c~,,,.,~osO) = v j  i / ~ - - / : ~ ; ; )  ' 

0 

s<O<~=-s, 

sowie  fiir ~- ~ 0 ~< ~ - -  s arts der zweiten Formel mi~ cos y = cos i sin t 
i 

ico,,,.,r V~(~o~o-~og~) < ~ J i~ ;~o  ~o~-I) 
0 

0 0 

=~+o-~ = < (~ + 2) Y2. 
SID. - - -  

2 

D i e  Formel  (34) is~ also ffir -- cos ~ ~ x __< cos e bewiesen, und wegen 

w e n n  ~ eine bel iebig kleine positive GrSSe ist. 

Es  folg~ ffir ~ ~ 0 ~<-~ aus der ersten Formel, indem wit  noch 

0 
sin ~ = sin -~ sin t setzen~ 

0 0 

0 0 

7g 

2 2 

/VI/t ' ~ 0 - -gm -2-siu't ~ J ~l--gln . ,0__T 
0 0 

tog "~- 
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der S~e~igkei~ yon C(%r,  x) gilt sie dann auch im ganzen Intervalle 
--  1 < 5 x < 5 1 .  

Herr  Fej@ kons~ruiert nun yon (32) aus folgenderma~en ein Beispiel  
einer ffir 0 ~ x ~ 2~  s~etigen Funktion mit ffir x ---- 0 divergen~er 

Fourierscher Reihe: 
Es werde 

~o '~ O~ 
~ ,  = ~ ( ~ ' +  2 - + . . .  + 2% (,, = 1 ,2 , . . . )  

gese~zt, soda$ m , -  m,_l  ~ 2 "2~ isk Die Reihe 

stell~ eine fiir 0 ~ x ~  2z s~etige Funk~ion dar, denn die Reihe konver. 
giert zufolge (32) gieiehmii~ig und zwar wie 

~ + ~  

Om die Koeffizienten der zu f(x) gehSrigen Fourierschen Reihe zu er- 
mitteln~ bemerken wit, dais die Beziehungen 

(36) n - ~ m , _ ~ + i ,  l _ < l _ < m ~ - - m ~ _  1 

zu jedem ganzzahligen positiven n je ein ganzzahliges positives v und  ~t 
eindeutig bestimmen. Nach Multil01ika~ion yon (35) mit cos nx (bez. sin n x )  
kSnnen wit wegen der gleichmlt3igen Konvergenz auf der rechten Se i t e  
gliedweise integrieren; weil ferner jedes A nur eine endliche Anzahl y o n  
Cosinus en~h~lt, und cos n ~  nut in demjenigen A vorkomm~, welches zu 
dem durch (36)~ bestimmten ~ gehSr~ so wird die Fouriersche Reihe 

o~ 

f(x) 

wobei 
1 

(38) 
c~ ---- ~-~--~D ( ~ = 2 ~ +  1' 2 ~ +  2 ' " "2"  2"~)" 

Ffir x = 0 wird abet die m,_~ + 2 ''t~ Partialsumme yon (37) gleieh 

,(, , +) , 
~'~--~ + ~':-- . . . .  1 + "" " + ~ + > ; r  log 2"' ---- v log 2, 

was mit v fiber alle Grenzen w~ehs~, und folglieh divergiert5 die Four ie rsche  
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Reihe (37) fiir x = 0. Herr Fejgr beweist ferner (1. c. S. 85--87) ,  dat~ ftir 
t <: x <_ 2 z -  e, wo t positiv abet beliebig klein, 

N 
4 ~  1 

(39) c,~ cos m x  < -~- �9 ; ' i  ' 

wo das dutch (36) bestimmte v offenbar mi~ n fiber alle Grenzen w~ohst, 
und folglich konvergier~ (37) gleiehmi~I3ig in jedem Intervallo a_<x <: 9 z - - t ,  
wo t~>O. 

Diese Resultate des Herrn Fej6r lassen sieh unmit~elbar auf die 
Legendresche Reihe fibertragen. Der Ausdruek 

vo 

(40) m,_l, 
y----1 

stelli eine fiir --  1 <~ x ~ 1 stetige Funktion yon x dar, denn wegen (34) 
konvergiert die Reihe in diesem Intervalle gleichmiiBig. Genau wie oben 
wird bewiesen, dab die zugehiirige Legendresehe Reihe 

(41) F(x) ~ 2 c J ' d ~ )  

ist, wo c,, die in (38) angegebenen Konstanten sind. Wegen P , ( 1 ) =  1 
wird far x = 1 die m~_ 1 + 2 ~t~ Partialsumme yon (41) gr56er als v log2, 
und folglieh divergiert (41) ftir x -  1. Fas~ wiirtlieh wie (39) wird die 
Ongleiehung 

,.=~ ~-~ I '~= i ( t ~ u ~ 2 = - -  0 c~ sin u < "7- " ~-----~' 

bewiesen, und hieraus folgt dutch Anwendung der zweiten l~Iehlerschen 
Formel fiir 0 < ~ e ' < a _ < O < z - - a "  

=~ e= P= (cos 
~) < ~1 ~ -i~- 

O o 

. . . . .  ' < - 7 " , ~ -  - - -  o 
I ~ cos 2 :- sin ~ 

0 0 

e ~ ' - - 1  O -~- e v - - 1  ~ ~in e sin _~ Y 2 

Mathem~fi~ehe AnnMen. L X X I V .  1 6  



,and weil in 
I .,,V 

.~c~/'.,(cos e) =< 1 

beide Seiten yon e' unabhRngig, die li.ake Soite aber auch Stir ~ - - e ' ~ 0 _ ~ v  
stetig ist, so gilt obige U.agleichung im ganzen Intervalle ~ _~ 0_~ z. 
Folg!/ch konvergiert (41) gleichm~l~ig in jedem I.atervalle --  1 g x g 1 -- e, 
wo ~ > 0 .  

w  

Zweites  Beispiel der Du Bois Reymondschen  Singular i t~t .  

Wir wollen zun~chst einige Hilfsbe~rachtungen anstellen, welche die 
Grundlagen dieses sowie des folgenden Paragraphen bilden sollen. 

Es seien a und b zwei Nullstellen yon t ) ~ + l ( x ) ,  wobei 
1 

O ~ . a < b ~  T ,  

u n d e s  werde eine stetige Fu.aktion yon x mit dem ganzzahligen Parar, e ter  
m definier~ dutch 

f(x; m ) =  ]/2m-{-lx~ fiir a ~ x  <i b, 

= ~ l r ~ §  ear - -b_<x_<-a ,  ~o ~ '=1 ,  una 
= 0 ftir alle andoren x im Intervalle - - 1  _~ x ~ 1. 

Es bedeute 
s , .  {f(x; m) } 

die 2n--}-Y ~ Partialsumme der Legendreschen Reihe fiir f(x;m); d a n a  
ist nach (4) 

1 

s , . { f ( x ;  m)} --  - - V - j  ~ - 
- -1  

oder 
1 

(42) s~.{f(x;m)}---- ~ j y--z 

1 

1 
weiI f(y; m) = 0 fiir T < lYl ~ 1, oder endlich 

(43) 

f(y ; m) dy 

f(y; m) dy, 

b 

=~+I f ~.(~)P~.+~(y)-e~.+~(x) s, .{f(x;m)}= 2 j y - x  ~AY) f(Y;m)dy 

+ ---g--J2n+l f P~,(x)P~, + ~(y)y_x-~, + ~(z)~.(y)f(Y; m)dy . 
--b 
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Um jetz~ s~, {f(x; m)} abzuschiitzen, bemerkon wir, dab dem Iatervalle 
Yi 

i ~ ~ eabpricht, in welchem sin0~> ~- -- ~- ~ x ~ -~ das Interval] -~ < 0 _~ -~- 

is~, sodag nach (15) 

, a ~ < l _  1~,  -~_-< = ~ ,  _ / 

und folglbh 

(44) IZ%(x) i < -v~,,+----i' I&,,+,(x)l < ~V~---VI' l&,,+,(~)l <.r 

~ilr 1 1 - - ~ - ~ x ~  und n > 2 .  Wegen l iP~(x)ls  sind obige Formeln 

~.uch ftir n = 0 und n = 1 gtiltig. 
Es ist a|so fiir jeden Wer~ yon m u n d  n 

(45) ~ n ~  i 2,,, (x) .~,, +'(Y)y--x-- P~'~ + l(x) -"~" (Y) f(Y," m) 1l 

8 
- t ~ , - x [  

i i i < y ~ ,  x # y .  ftir -~-_<x_< ~ ,  ~ = 
Ferner ist nach (3) 

.P,,,(6) 
y - x  

1 [(~+~)z, , . (x)(6 2:',,,,+, (6) -  r , , ,+ ,  (6)) 

- ( 2 n +  1 ) / ' , . + ,  (x) (6 P, . (6) - B~,,+,(,~))], 

1 1 
wo 6 zwischen x und y liegt, also ---E ~ 6--<_ ~-, und zufolge (44) 

(40) 

2 

y - - X  

~_• ( ~ + 2 ) . ~  - .~+~ 

Y "  ]/2-E4~+ ~ 

~ $ 1  P~. (x) _P~.~ +1@ -- -P~. + ~ (x) _p,. (y) f(Y; 

= 8(4n + 3) < 64n, (--;z 

.,)[ 

" V~--++ 1 

_ < Z  ) I I <y n ~ l ~  m~l 

16" 
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Endlich ist n~ch (3), wena f ( x ;  m ) =  O, 

f(y; m) = 
y--x 

/ (y; ~) :/: f(x; ,.) _- + ]/2 ~ + 1 ida,. + ~ (y) _ I'.~ ~ + ~ (x) 
y - - x  y - - x  

= -~] /2m-{-  1 _P~,~+~(~) 

far  a ~ y ~_ b oder -- b ~ y ~ -- a 

= 0 ffir alle anderen y, wo -- 1 _< y ~ 1, 

1 1 
und, weft -- -~ ~ ~ ~ ~-, zufolge (44) 

(47) y - -  �9 f (y ;  m) 

i- k "r-V~ + 4 
---- 12(2m + 2) < 64m, 

1 1 

V < :x~  2' i < y S ~ - ,  n>_l, m_>i). 
2 ~ ~ ~ 

1 1 
Je~s~ liege erstens x, wo ---E ~ x  ~ ~-, au$erhalb der beiden In~orvallo 

(a , . . . ,  b) und ( - - b , . . - , -  a), Dann folgt aus (43) und (45) 

Is~,{f(x;m)}]< i~-~1 + I~-*t 

1 1 t 1 t ) 
< 8  ~ [ ~ - b ~  + l~ I x - a l  + l o g  I~-f-al + l ~  

oder 

(~_~_I 1 1 1 ) 
(48) [ s ~ , { f ( x ; m ) } l < 3 2 1 o g m a x  al '  I x + a i '  I x - - h i '  Ex+bl  " 

1 1 
Zweibns soi f(x; m) = 0 und -- T <: x =< ]--  Dann zerlegen w i r  

1 1 
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Aus (45) folgt 

< J ~ - ~  u ~ - ~  s ]og-~; - log _< s ~og 
~ ~ + ~  

- u  -3- - u  

1 1 1 

-~ 8 log-~ 

und aus (46) bez. (47) 

woraus infolge (42) 

1 1 ls~(f(x;  m)} 1 < 16 log ~- + 128nr bez. < 16 l o g ~  + 128m& 

1 bez. (~ ~- 1 Se~zen wir bier d ~ W 7~, so ergibt sich 

(49) Is~n{f(x; m)}[ < 16 log rain. (m, n) + 128. 

Drit{ens suchen wir eine untere Grenze fiir [s~,~{f(a;m)} I. Well 
/ )~+ , ( a )  = 0 ist, so gibt (43) nach Einse~zen des Wer~es yon f(y; ~n): 

(50) s~,~,{f(a;m)} ( ~ m + i ) ~  . ~F f ~ . ,+  
~ " ~ L J  ~---- 

a - -b  

b 

- -  ~ t)~,~(a) y - - a  v ~ + '  

Wit  setzen je~zt 
(- (o ) 

(51) a----cos.a, -~-<a~--~V ' und b = c o s f l ,  T ~ fl < a  ; 

dann existier~ nach (11) ein )~ > 0 derart, daii 

4 1 - - 1  ~v h 
~ m + s  2 + ( 4 m + a ) ( ~ z - 1 ) ' T  ~ - - l < h < l  i 

folglich wird 

cos (~ ~----- ~ = sm ( ~ - ~  : 1 .  i~) > sin ( ~ - ~ ) = 1  

und aus (9) und (14) folgt; 
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I P~., (~o~ ~)) I > u u 1 

- 8 y ~  i/~ V~ 
1 > - -  

s V ~ +  i 

l~'erner is~ ffir a ~ y ~ b 

1 1 1 
v_~ + ~-~ > y_--~, 

2a 1 
y- -a  y + a = y N a  y - - a - -  

sodaB (50) ergibt 
b 

2 m + 1  f ~zim+l(Y) dy fiir ~-~ -- 1, (5~) I s , ~ { Z ( ~ ; , , ) } l >  ~ , ]  v - a  
a 

b $ 

6 a+b,.J ~--~---a- dy fib x = l ,  

Es werden je~z~ zwei ganze Zahlen t '  und i"  bestimmi derar~, da$  
0 < ) / <  l"  und 

2z ' - - i  s~"-4- i (53) ~ < ~ + 3 ~ ,  ,~ > ~-i~--~+ 8 ~. 

Dann is~ wegen (16) 
9 1 1 9 1 

fib ~ra+-----~O~~= und Z ' ~ i ~ Z " ;  

ferner ffir fl < 0 < 

sin 0 sin 0 I y~ I V~ i 
eos O - -  cos a =  . 0 + , ~ "  0 > - ~  " 0 > . - ~ - ' a - O '  sin---~-- 2sin a-~ 2.ine~ 

und folglieh 
b ~  o~ c~ 

~ + l  f , , .+10) .  ~ + l  / '~,~(~ . ~ + ~  V~ f2%~+~ (~o~o) ,~0 

91+I '9.~ +1  
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Es ist abet 

w o r a l l S  

(5~) 

$~. 4-1 :2 ~."+ 1 
b ,V' b.m+ 3 ~t 4 m + 3  

2 7 : - - 1  

=~log - -  4~+3 

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, ein Beispiel tier Du Bob 
Reymondsehen Singu]aritiit zu kohstruieren. Wit w~hlen in der Definition 

2Z--:t yon f ( x ;  m)  ~ = -  1, a = 0 und b belbbig sodag 4~+--~ = zwisehen 

T und liegt; wird ferner i " ~  m gesetzt, so geben (52) und (54) 

1 
(55) ]ssm{f(0; m)}] > E~log  

-2-- 8 1 log m +  > ~ l o g  
2 5 6  

Es sei eo eine sp~iter zu bestimmende ganze Zahl > 1 und 

(56) r~, = 2o,~; 

die Funktion 

1 (57) f ( x )  =- - j  f(z; mJ 

zeigt ffir x = 0 die Du Bois Reymondsche Singulariiit. Es ist niimlich 
erstens f(x), als gleichm~igig konvergente Reihe, deren Glieder stetige 
Funktionen sind, im Inbrvalle ( - - 1 , . . . ,  1) selber sb~ig. Zwei~ens ist 
abet die zugeh[irige Legendresche Reihe far x =~ 0 divergent, wie sich 
folgendermal~en ergibt. Wegen der gleichmgBigen Konvergenz yon (57) 
ist offenbar 

c~ 

1 {f,(x) } = . ~  ~ s ~  {f@; ~n~) }, 8~ m v 



"WOYaUS 
v - - 1  

1 1 

2 - ,%~ I s,~, If(0; m,) }l 

folgt. Nun is~ abet nach (49) 
�9 --I ~--I v--I 

I . 2 ' ;  i,,.. t r(o;.,.)Ii <27 :+ (~,o~,.~+, ~)< (~,o~,,,._i + ' ~ ) 2 '  
M=I 2~=I ~u=l 

<(16  logm,_l+  128). 1 

= (16 log 2. d ' - l )" --]- 128). ~ 1 it 

20 log 9. co '~-~" 

fiix v hinreichend grog, und desgleiehen 

, ~  i i (161ogm,+128)  -Qr]%,~, {f(O;m,,) } l<:~_~ -~ 
#i=~+l ~=~+I 

= (16 log m, + 128) 1 ~,'(~ -1) 

= (16 l o g 2 . ~ , ~ +  128) ' 1 m"(~-- i) 

20 log 2 �9 ~-'-~. 

Mit Hilfe yon (55) erhalbn wit also 

s~,~, If(0) } > co'('-~) log 2..~g6 ~ , 

was nail ~ ins Unendliehe wiehs% wem~ nut co ~ 20.  256 gewihlt  wircL 

w 

Beispie l  der Lebesgueschen Singularit~it.  

In der Definition yon f(x; m) wiMen wit jetzt ~ = 1 mid b e b a c h t e n  
fib m die Werb  ml, m ~ , m s , ' " ,  wo m,+ l > m ,  und l i m m , = o ~ .  D ie  

zu m ~ m, gehSrigen Werte yon a und fl bezeichnen wit mit a ,  bez. fl , ,  
mid es sei fiir hinreichend gro~es v o 

(58) ~, < ~, < ~,+~ < ~,+l (~'=1,o, ~o+1, vo+2, - - . ) ,  
7g 
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Dann  ist 

(59) f(x) ----Z ~ f(x; in,,) 

als gleichm~iBig konvergente Reihe yon stetigen, ungeraden Funktionen 
selber im Intmwalle ( - - 1 , . . . ,  1) stetig und ungerade. Ferner is~ im 
tntervalle sin t ~ x ~  1 (sowie auch, well f(x) ungerade, im Intervalle 
--  1 ~ x ~ -- sin t), we a positiv abet belbbig klein ist, unsere Funktion 
yon beschdinkter Schwankung; denn nach (58) liBt sieh ein v(t) derart 

7g 
w~.hlen daB, f~ir v > v(a), ~, > -~ -- ~ ist, und folglich f(x; in,) ~ 0 ftir 

sin a ~ x ~ 1 sobald v > ~(e) ist. Im fraglichen Intervalle hat also 

als Summe einer endlichen Anzahl yon Funktionen beschr~nkter Schwankung 
selbst diese EigenschM~. Die Legendresche Reihe fiir f(x) konvergiert 
dann gleichm~Big*) fiir sin e _~ x ~ 1, sowie auch f~r -- 1 ~ x ~ -- sin 
Diese Legendresche Reihe enth~ilt, weil f (x)  ungerade, nur Kugelfunktionen 
ungerader Ordnung und konvergiert folgHch auch flit x = 0, indem slmt- 
liehe Glieder tier Reihe gleich Null werden. Es lassen sich aber m,~ ~ 
nnd fl, derar~ fes~legen, dab die Konvergenz in der Umgebung yon x =  0 
nicht gleichmiBig wird. Zu diesem Zwecke setzen wit 

~(~"-~"-")-i = + h, -= lh, l<l, 

Ih;l<l, 
(Zufdge (11) exislieren niimlich immer Nunstellen dieser Form), Da~n is~ 

(') 1-7; +0 

#,=g I- ~ + o , 

(61) 
= T " =-~; + 0 , 

3~+i--%= ~ -  ~,+~ ~;+~ + ~ ~-V+ 0 , 

*) E. W. Hobson, On the representation of a function by a series of Legendre's 
functions, Prec. London ~r Soc. (2) 7 (1909)~ S. 24--39. 
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sodag die Bedingungen (58) erfiillt sin& 
vergenz yon (59) is~ 

s,., .  ( / (z) / 

woraus 

Wegen der gleichmii$igen Kon- 

~ 2 1 8  , ~  {f(x; m,<) }, 

1 Is~, (f(%)}l >- ~ Is~, {f(~,; ~ , ) } l - ~  ~ I s~,., {f(a.; m~,) }1 
t~ =t=v 

foll~. Um das ers~e ~tlied abzusehi~zen, nehmen wir in (53) 

z - -  2 ( 2 , ' -  2 . . . . .  2,'-~,) + l ,  

X"# = ~ ( ~ , 4  S . . . .  ) - -  2 ,  

was offenbar ang~ngig ist. Dann wird 

sowie 

2~'--1 
a~ am~+ 3 ~ 

4m~+ 8 ~ 

--  2 . ' - -  + o(1), 

a . + b ~  ----- l "[- O , 

und es kommg naoh (52) und (54) 

Is,~,/f(~,;m,)}!> ~56 ~ > ~  n ;  

ferner folgt aus (61) 

~,~:, a -- a " ---- log = O ( v ) ,  

sodag eMlich, zufolgo (48) 

1 [s~,.. (f(a.) }t > -3~0 " - ,  

was mi~ v ins Unendliehe wiichst, und wegen lira a .  ~ 0 koavergiert  dem- 

nach die Legendresche l~eihe yon f(x) nicht gleichraiigig in tier Umgebung 
yon x = O. 
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Zwei t e r  Teil .  

w  

Die Lebesgueschen Konstanten erstcr 0rdnung. 

Wit betrachten je~zt start der n + 1 te~ Par~ialsumme s~{f(O, 9)} der 
Laplaceschea Reihe yon f(O, 9) des arithme~ische Mittel 

�9 ~ "~s ,  lf(o, s,,{f(o, ~)} = ~ , . . . ,  . . 9)} (62) 

Setzen wir 

(63) 

so wird offenbar 

n 

v = O  

8: Ir(e, 9)i = ~ f r (o ' ,  9,),:(~os r) do'. 
K 

Betraehten wir, wie in w 2, die Klasse aUer auf der Eiuh'eitskugel K im 
Kiemannschen Sinae absolu~ integrablen Fuak~ionen vom-absoluten Be- 
trage <: 1, so ist 

, , f  I s , { f ( o , ~ ) } l < = ~  Is;(r r)L do', 
K 

und des absolute Maximum 

, , 1 f t s : ( c o s r ) l ~ o '  q. (O, 9) = Max. [ s, { f(O, ~) } [ = u 
/ 

K 

wird im Punkte (0, 9) erreicht~ wenn f so gewiihlt wird, dag 

f (O,  9') = sg,. s'~ (cos r). 

Durch Verlegung des Nordpols nach (0, 9) wird 

" o 1 f f ~ ,  , l fl~:(oosO,)lsi~O,eO, ' Q.( ,  9) = ~ ~.(~o~ o )1 ~i. O'dO'dg' = -~ 
O 0  0 

also yon (0, 9) unabhiingig; sehreiben wit demnaeh Q;(O, ep)= Q~ und 
setzen cos 0"= x, so wird 

1 

f ls'.(x) l,~x, (,  = 1, ~,...), (64 )  
~ r  
- - t  

und diese Konstanten q~ werden ale 4ie Lebesgueschen Konstanten erster 
Ordnung der Laplaceschen t~eihe bezeichnet. Es soil jetzt gezeigg werdea, 
dal~ diesdben fiir alle Werge yon n besehri~nkt sin& Aus (63) uad (5) folgt 
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n-l-1 ( v + l )  1 - - x  

1 1 
~ 

n ~ l  1 - - x  

1 1 
==n_~l~ 

- - - -  x) + ~ P,(x) - ( v + l ) P , + , ( x )  

--(2~,(x)-(~,+l)t'.+l(x)) 
oder, indem wir die Bezeichnung 

(65) ~ ( ~ )  = ' ~--i ~ ' P , ( * )  

einffihren, 

(66) ~:(x) = ~ - ~  

Es seieu jetzt x 1 > x~ > . . .  > x~ diejenigen zwischen - -  1 und 1 gelegenen 
Nulls te l len  yon s'~(x), an  welchen Zeichenwechsel  stattfindet*); f erner  
we~de x o = 1 gese~zt. Weil zufolge (63) s ' . ( 1 ) >  0, so is~ 

1 4 ( ~ ) i = ( - 1 ) % ( x )  f~r x,>_x>x,+l, 
und (64) ergibt 

 2jt:()t e~----- ~ s x d x  + s x dx  
v=O x~+ i --1 

= ~  ( - 1 ) ,  8"(~)dx + 'A~)dx. 
=O x ~ +  1 --1 

Zufolge (6) isl abet 

- -1  

soda~ 

x x = n +  1 x) + .P,+~ 
--I ~=0 

, , + ,  P,(x) + (t'.+,(x) - Po(x)), 

*) Es l ~ t  sich beweisen, da~ m-~ n, d. h. da~ sgm~liche lqullstellen yon s~ (x) 
einfach sind und im Intervalle ( - -1 , . . . ,  1) liegen. Dieser Sa~z is~ jedoch f~r d ie  
vorliegende Untersuchung entbehrlich. 
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oder wegen (65) 

F i r  x -  x, ( v =  O, 1,. .-,  m) wird naeh (65) und (66) U , ( x . ) =  P .+I(x , )  
und daher 

x~ 

s'~(x)dx= 2 + ~ 4  i ~ + i '  
- - i  

f =" (=) == (2 + ~4~) (vo(=,>- v,(=,+1)). 
my+ 1 - - I  - - I  

Der worhin erhaltene Ausdruek f i r  ~:, wird dann 
m - - 1  

o. == -~ 2 + - i ) , (U.(x,)-  u,(z,+O) 
"v-----Q 

~(~+l) '  

oder  naoh e in igen  Reduk t ionen  

~(,,+~) + ~ + ; / ~  ( -  l )" U. (z,). *) 

Wir wollen nunmehr nach derselben Methode, durch welche Stiel#jes zur 
Formel (7) gelangte, einen asymptotischen Ausdruck flit U~(x) hersbllen, 
um sodann die Wurzeln yon s'~(x) = 0 und den Weft yon Q'~ abzusch~itzen. 

Es ist l~ekanntlich 
oo 

V ~ +  z, 
w o r a u B  

2(2 0 i 1 = P , ( x  �9 z5 
(i-~) i-~+~' ,--o 

1 
oder wenn wir T start s schreiben, 

~--n -- S 

*) In dem Falle,  dab es keine Wurzeln x l , ,  . . , x  mder  verlanggen Eigensehaf# 
gibe,  erhielte man durch dieselbe Analyse einfach 
(67 s) �9 . q~--- 1 
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nnd folglieh, wenn wir x = cos 0 einftihren, nach dem Cauehysehen Satze 

~v:,,(oo, o ) = •  f .~"+1~_ ' 
�9 =o "~ r i)V(.-.~ ( . -  . - ~ '  

we tier Integrationsweg C alle drei singuliiren Punkte  umschlieB~. Die 
Integration geschieh~ in positivem Sinne, und die Wurzel  ist e indeut ig  
festgelegt dutch die Forderung, dab dieselbe ftlr z = + (x~ positiv unend-  
lich wird. Der Weg C bestehe jeizt aus drei der Reihe naeh folgenden,  
yon z = 0 ausgehenden Sehleifen um je einen der Punkte  z = 1, z = e e~ 
und z = e  -~ . Weft die Wurzel aus tier reellen Achse fiir 0 < 0 <  
nirgends verschwindet, is~ auf der ersten Schleife (urn z = 1) im Anfangs-  
punkte z = 0 der Wert  der Wurzel = + 1 zu nehmen. Dann liefer~ d ie  
Integration liings der Sehleife um z = 1 den Beitrag 

1 1 1 

die Schleife u m $  = e ~ den Beitrag 

e 6 ~: 

1 f zn+ldz 
2 . ~  (z- i ) ] / (z - -*  ~176 , 

O 

we das Integral gradlinig ist und die Wurzel  ffir z = 0 den Anfangswert~ 
+ 1 hat. Die Schleife um z =-e -~ lie~ert endlieh, da die Wurzel  d u r c h  
Umkreisung yon z = @i ihr Vorzeichen geiindert hat, den Beitrag 

, - -O i  

1 
2 .  ~ [ ' d  z"+la~z 

o (z--l)]/(z-e~176 
we das Integral geradlinig is~ und die Wurzel ffir ~ = 0 den Were; -{- 1 
hat, und wit  bekommen also 

e0 i 

we ~ den reellen Teil des dahinLerstehenden Ausdruckes bedeute~. W i t  
setzen wetter 

= ee, (1 - u), 
we u zwisehen 0 und 1 verlgnf~ und erhalten 

~(~_~0,) (~_ ~_o,)= ~ f i - §  v ~ ] / 1  ~(0- ~)' 
2sinO "~ '  
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wobei ]/~ sin 0 uncl ~/u positiv, sowie fiir die letzte Wnrzel derjenige 
Wert zu w~ihlen isL, weleher fiir u = 0 gleich + 1 ist. Dann is~ nKmlieh, 
da der reelle Teil der letztea Wurzel fiir 0 < u _< 1 niemals versehwindet, 
dieser reelle Toil Ftir u = 1 (wo z = 0) positiv, und der ganze Ausdruck 
reehts flit u = 1 gleieh + 1, wie es sein sollte. 

Die vorhergehende Formel bekomm~ dutch Einffihrung yon u jetzt 
die Gestalt 

2 P,(eos 0) o 
1 

= 0 2 sin ~- 

0 - -  
sin ~ ]/~ sin 0 

0 

(l--u)n+ I du 

, ( - ~ ) ,  
1 e ~ 1 /~  1 

2sinO 2sin0 .u 

Aus dieser Gleichung lii$t sich din'oh weitere Yerfolgung des yon Sfieltjes 
eingeschlagenen Weges eine vollstiindige asymptofische Formel derselben 
Art wie (7) herstellen; uns wird bier schon eine einfache Absehittzung 
geniigen. 

Es ist o~enbar ffir 0 ~ u  ~ 1 

- ~ ~ - t  
e 

�9 0 
2 s in  ~ -  

~-) + v ~176 --Y) --~ 

f o l g l i e h  

- -  - i -  

J 

e ,  ' (~ ' e 

1 - -  ~ u 2sin0 ~ 
~ s i n ~  

<2V~,  

und nach der vorangehenden Gleiehung 

n 

P,(cos 0) 1 < o - -  
�9 =0 2 sin ~0 2 ~ sin,-I/2 sin 0 

1 

�9 ,~F~f , ,  -~- (z-,,).+~d,,, 
0 
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sowie dutch Auswer~ung des Integrals und Division dureh n 4 - 1  

r (~)  r(~,4-,) 
(68) o'.(~os o )=  t ~ �9 o ~- o ( . + ~  M,(n, O), 

IMi(n, 0)1 < 1, 
oder auf Gruud yon (14) 

1 
(69) U.(eos O) = ; +  

2 ( n + i ) s i n  ~ 

(~o) 

2 

Die Formel (7) hefer~ mi~ p = 1 

P.+,(oo, o):  (, 

I~,(% o) 1 < 1, 

1 
4 2n+ 5 

M,(n, o) ] 
(2 sin 0)~ ' 

und aus (66) und (68) erhalten wir, unter Benutzung yon (14) 

,, r ( . +  ~+-~) 
(1 - c o s  o) (2 sin o) ~- s;(cos o) 

r({-) r(.+~) 

= r ( n + ~ + l )  sin01/~--~-n0 
- 0 + '~ r ( ~ ) r ( n + ~ ) ( n  + i )  sin T 

i ~V-~aino 
+ i sin e 

2 

~, (m o) -- 2 sin 0 cos ( ~ - - ~  0 -- -~) 

M1 (n, o) 

2si=Ocos(~-2- o -  ~) -~ 

~, COS 

cos "E ~ (~' r /~  (~, 0) 
+ n + l  ~n+5  

T V ~ G o  

yEg-+ s 
IMp(% O)l < 1, 

wobei der letz~e Ausdruck nur fir n ~ / 7  gilt, wo /7 hinreichend g ro l$  
ist. Wir setzen jetzt 

2~ 
o = ~ . + ~  x, (i _< ~ =<, , ) ,  
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sodaB 

Wegen 0 > s i n 0 ~  2 0 fiir 0 < 0 <  ~ _ -  _ 2- haben wir 

2 n---+-8- ~ > sin ~ - ~  ~ ~ ~ ~ : - 3 -  f~r 0 < ~,~ + 3 ~ -----< V ,  

2n+~ ~ > sin ~-nq- a ~ 'an+a T ~ ~d-4-g+ s ~ < ~ ;  

ferner ist f{ir hinreiehend grol~es N 

und wit erhalten 

i 2sin 0c~ C ~ '  o -  ~ )  - '  1 /~  (_11 ~ :-~-)) COS ~] /~s in  0 - ~ 0  - -  laMs(n, 0) [ 2n-I- 3 

> ~-/7-+ a- 

* ( e  - 7 - , a )  > ~-4-+ ~ 

2 , ~  < = > 0  ffir 2 1 ~ 1 6  uncl 0 ~ - ~ % ~ a  ~ g ;  

f i ir-~ ~ 2n-{-3 ~ ~ Js~ in obiger Ungldchung 2Z durch 2n + 3 ~ 2~t 

zu erse~zen. Fiir 2~ ~ 16, 2n + 3 -- 2~ ~ 16, d. h. fiir 8 ~ X ~ n -- 7 
is~ folglieh nach (70) 

sgn. s, cos ~n + s/ -- sgn. cos ~n + a 

Das Intervall 

(71) ~ ~-_j_%- ~ < o < -~-~- ~ -  ~, ( 8 < z < . - 8 ,  n>_N)  

enthfitt demn~ch eine ungeracle Anzahl yon Wurzehl yon s~(cos 0 ) =  0. 
In diesem Intervalle ]iegt also mindestens eine Wurzel ungerader 0rdnung~ 
die wit mit 0~ bezeichnen; wenn es deren mehrere gibt, sei 0~ die kleinste 
unter ihnen. Wir batten vorhin mit xl, x~,-. . ,  xm, wo 

1 ~ x l  >x~ > . . . >  x,~_ 1 > x , ~ - -  1, 

diejenigen Wurzeln yon s: , (x)~ 0 bezeichnet, in denen Zeichenwechsel 
stattfinden; folglich gehSrt zu jedem (71) geniigenden )~ ein v = v  l 
derar~ dab 

COS 0~ ~ X~,~ 

Mathematlsche A.nnalen. LXXIV. 17 
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und os ist offenbar 

vl+ ~ > v l ,  v ~ + ~ - v  I---1 (rood. 2), 
d . h .  

~,+~ - ( i + l )  --- ~t - i (moO. ~), 
sodaB 

m n - 8  

.~(--1).U=(xj=(-1)~.-*~(-1)iU~(oosOD+.z (-1) U=(x.), 
* ,=1  1 = 8  

wo /Y sich auf die boi der Zuordnung cos 01 ----- x.~ mSglieherweise i b r i g  
gebliobenen x, boziehh Wail s=(x) yore n TM Grade ist, so ist zufolgo (71)  
die Anzahl jener x. h~chstens 7 + 7 + 1 = 15, und wegen I U,,(x) f<_~ 1 
f i r  -- 1 _< x _< 1 ist also 12~'1 =< ]:5. Um den Nachwois zu ftihren, dab 
fib n _~ 2X ale  p~ unbr einor endliohen Schranko bloiben, genig~ es dem- 
nach wegen (67) dasselbe f i r  die Summon 

n ~ 8  

~ ( -  ~), u.t~o= oi) 
i = 8  

zu beweisen. Infolge (69) ist 

n - 8  n - - 8  1 

( _ , c  o 
i=S ]/~V(n+ I) sinOi'sin-~- 2=s i=s 2(n+i) sin-ii ~ . . . . . .  ~--~- --Oi 

=s~+ s=. 

s i n e ~ > s i n ~ ~  ~ n + 3 ;  s i n - q > s i n ~ n + 3  > ~ + 1 ,  

sowie 

(- __> iv); 

desgleichon, f i r  y < 0 a < ~ ,  2 1 + 2 ~  ~n+ 1 d .h .  i>F ~-~-i] und 

2;~+2 2 (2n-- 2J,+ 1) 4(n--l) 

�9 0 i ~ ~ ( n - -  ~) sm-E_~ sin ~ ~ ~-~ 
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sowie 

, < - -  ( .> ~ .  
�9 O~ 

]/(n + 1) s sin 0~- sm -2- (n - -  Z) ~ 

Es ist also fiir n ~ N 

Iz t < < s 

d. h. wegen der Konvergenz der unendlichen Reihe beschr:~nkt. 
Die Reihe 2~ 1 ist alternierend, und zwar nehmen ihre Glieder dem 

absoluten Betrage nach ab, well zufolge (71) 0~+ 1 > 02 is~. Wit haben 
demnach 

1 1 1 

o, < ~__~t < ~-' (,,_~ zr I z~t < ~.(~+l)si=-~ ~(~+i) .2,~+ 3 

Nach dem vorher Gesagten ist also q~ ffir alte n _~ N, d. h. fiberhaupt5 
fiir alle n ~ 0, beschriinkt, soda$ 

(72) 0 < O" < _R, (n= O, 1, 2,...), 
wo .R eine Konstante ist. 

(73) 

w  

Die Konvergenz der  a r i thmet ischen  Mittel erster  Ordnung fiir 
absolut integrable Funktionen. 

Zun~chst wo]len wir den fo]genden I-Iilfssatz ablei~en: Ffir 0 < 8 < z is~ 

, 1~ ~ (n = O, 1, 2,...). Is.(r o) 1< <1- ~o~O>~Tn-~ ~ '  

Wogen (15) is~ fiir 0 < 0 < ~r, n ~  1 
4 I P,,(r o) F < 

]/(~n + l )  sin'O ' 

welche Ungleichung wegen 2o(cos 0) = 1 auch ffir n = 0 gilt, und aus 
(65) und (66) folg~ 

, 3. 1 

\ v----O 

4 1 1 1 

< (1--eosO) sV'~-O + ]/2g--~ ' 

17" 



252 T.H. Gao~wa~ 

u n d  es i s t  

�9 =o ~ ~-1  

~t 

1 2 ~ o  1 I . . . .  + ~-=;~%~ < ~.+~ ~ + ~ - - - ~  

0 

= ~ V ~ + I +  ~ - - s  8 3 .+  i ~ y ~ +  i '  

woraus der Hiffssa~z sofort folgr 

H a u p t s a t z .  Es sei f(O, ~) eine auf der Einheitskuge! K im Riemann- 
schen Binne absolut integrable 2~unktion ; dann konvergieren in jedem Punkte 
(O, q~), wo f(O, ~) stetig ist, die arithmetischen Mittel erster Ordnung do" 
zugehiirigen Laplaceschen Reihe gegen die Funktion selbst: 

lira s'~{f(O, ~)} = f(O, ~), 
~ o o  

und in einem Bereiehe T, der gan~ im lnneren eines Stetigkeitsbereiches 
yon f(O, q~) liegt, ist die Konvergenz gleichm~i/3ig. 

Zum Beweise ziehen wir auf der Einheitskugel um den Punkt (0, r 
und seinen ~egenpol (~--  0, r + ~) je einen Kreis yore sph~rischen Radius 

< ~- und ieilen dadurch K in drei Teile. Der Teil, welcher (0, r ent- 

hiil~, heiBe Ki, derjenige welcher (~t--O, ~+~)enth~i l~,  heiBe K~, und 
der tibrig bleibende Teil Ka. Dana is~ 

1 

X K 1 K~ I ~  

Es sei d eine beliebig kleine, positive Crr61le. Wir k6nnen dann, weil 
f(O, ~) im Punkte (O, r s~e~ig ist, e so Mein w~hlen, dab in j edem 
Punkte yon K 1 

(75) If(o, ~) - f(o', ~')l < - ~  

(und zwar, naeh dem Heine-Borelschen Satz, gleichmiiBig fiir alle (0, r 
des Boreiches T). Dann komm~ nach (72) 

1 
< ~-~.  s;(cosr)  l d o ' <  - - .  s;(oos ~)l do' = ~ . ~ .  < ~ .  ~ ' 

x 
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Es ist ferner 

1 , 5f]s.(cos~.)[do. t] ~ f g"(c~ T) d~ -i-~ f s"(c~ y) d~ , < 

~- ~,~8"n(eos T) [ do', 
I(3 

und well in K~ ~ -  ~ ~ 7 <~x is~, so folg~ aus (65) und (66) 

I ' 1 1 
(7 6) , s. (cos 7) 1 < ~ 1  -- cos 7 (I U. (cos 7) ] -[- I P .  +~ (cos 7)D < : ~  (1 + 1) 

2 
-----< 1+r < 2, 

sodal~ 

K. 1(. 
fe~er  ist in K s infolge (73) 

----- 1 - -cos  3; 

(77) ]s~(~os r)h < 

und daher 

5 ~  s~(cos ~')ldo'< 
K, 

< 

Es ist auflerdem 

12  1 12  1 

( ~ -  oo~r)V~i-~" V~-~+~ -<- (~ - ~o~ ~) ~i~-~ "~'~-~-+5 ' 

x. 
12 1 

(1-- cos ~)g~?- V~n+l  

j l 
1 

s. (cos 7) do' = 1, 
K 

denn nach der Definition yon s'~(x) ist 

s:(~) - -  1 + c~ Pl(x) + . . .  + c.P.(~),  

wo cl, c~,..., c~ Konstanten sind, und nach der Grundeigenschaft der 
Kugelfunktionen haben wit 

f P ,  (cos r) so' = o, (n = 1, 2, ~,.. 3. 
K 

Dies alles zusammengenommen, ergibt 

K 

<: T "]- i f(O, r I 1 - -  ~os ~ + ~ - - ~ o ~ )  ~ 



254 T.H. Gro~wir~,. 

In K~ haben wit zufolge (76) 

o', ~') s'~ (~o~ r) < f(o', r do, 
x~ x, 

und wegen der absoluten Integr~bilit~ yon f(O, r 1~$~ sich das In~egraI 
rechts durch angemessene Wahl yon z beliebig klein machen (und zwar, 
wie aus dem Heine-Borelschen Beweisverfahren sofort einleuchtet, gleich- 
m~Big f~ir alle (0, ~) des Bereiches T). 

Eadlieh ist zufolge (77) 

(o', ~,')s" (eo~ ~,) do' 

w o  , 

K~ 

12 I 1 f" 
< f(o', ' f) l  do" 

K~ 

12 1 

,f G = ~ .  If(c, ~/)ldo" 
1( 

wegen der absolubn Inbgrabilit~i~ endlich is~. 
Die vorherigen Absch~zungen zusammenfassend, erhalten wir aus (74) 

(78) Is;If(O, ~)l - f(o, ~)1 

< ~- + - cos + 
K, 

12 I 
+ (1-  co..)y~i,~; (if(o, ~) t+ G) "V~-+I 

l~un lii~i sich nach dem vorhin Gesagten ~ so klein wiihlen, da$ erstens 
(75) erfiiUt ist und zweitens 'das eingeklammerb G1ied rechts in (78) 

kleiner als T wird (und zwar gleichmiflig ftir alle (0, ~) des Bereiehes T) .  

l~aeh Festlegnag yon ~ l i s t  sieh dann N so grog wiihIen, das f i l r n  > 2W 

alas letzte Glied reehb in ( 7 8 ) <  ~- wird (und zwar gleichmii$ig for  aUr 

(O, T) im Bereiche T). Es ist demnaeh 

]s~ {f(O, ,~) } - f(O, ~)l < ~ far n > N (und @, ~) in T),  
womi~ der Haupbatz bewiesen ist. 

Wir wollen fsrner diejenige Art der Unster yon f(0, r be- 
traehten, welche der gewShnlichen Dirichle~schen Unste~igkeit bei d e n  
Fourie~schen tteihea enbpriehL 
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Dureh den Ptmkt (0, q0) legen wir einen Grogkreisbogen, dessen 
geographische Liinge, yon einem beliebigen festen Punk~ auf dem zu (0, q~) 
als Nordpol gehtirigen Aquator aus gemessen, ~ sei. Wir nehmen an, dal~ 
wenn 0", cp' auf diesem Grogkreisbogen sich dem Punkte (0, 9~) niihert, 

lira f(0', ~') = _F(0, ~, ~) 

und zwar gleiehmiigig fiir 0 ~ ~p ~ 2~, wobei F(0, % ~) eine integrable 
Funktion yon 0 sein soD. 

In einem derartigen Unstetigkeitslounkte (0, qo) ist nun 
2 ~  

(79) ,==lira s; {f(O, ~) } ~ - ~  O, % ~) d~. 
0 

Zum Beweise benutzen wir wiederum die Zerlegung (74) und betrrach~en 
zuerst K 1. Wir k6nnen dann bei beliebig kleinem ~ unser ~ so klein 
w~ihlen, daB, wenn (0', 9~') in K 1 auf dem zu 0 geh6rigen GroBkreis- 
bogen liegt 

ct (80) I f(o', r  - F(o, w, ~,)] < 3~ 

wird ffir jedes % wo 0 ~ ~0 < 2~. Dann wird wie vorhin 

~ f ~o,, ~,~ ~:coo~ ~ ~o - § ~, ~ s:~os ~ ~o, 
/q /q 

< - ~ "  , [s'~(e~176 < T" 

Indem wir den Nordpol nach 0, ~ verlegen, wird 

xa 

0 0 

2rt 

f ~  ~ f~.~oo~ o,~ ~o o, ~o, = (o, ~, v) d~,. ~- 
0 0 

2 ~  

~f~(  ~ f~' ~- O, ~, ~ , )dO .~  .(cos 7)do'. 

Wenn wh- die friiher gegebene Absch~zung yon 5 f s ~  (cos 7)do'  sowie 
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der In~egrale fiber K 2 und K s benutze% so ergib~ sich die Ungleichung 

(78) mi~ dem Un~erschiede, dat3 stat~ f(O, ~) tlberall O) d ~  
O 

steht, und tier Beweis wird wie vorhin zu Ende gefiihrL 
Um den Fall der Legendreschen I{eihe noch besonders hervorzuheben, 

sei f(O, ~) yon r uaabhi~ngig and -~ f(cos 0) ---- f (x)  gesetzt; dana ergebeu 
die vorhergehenden En~wicklungen 4en Satz: 

.Es sei f(x) eine im Intervalle ( -  1,...~ 1) absolut integrable tZunktion; 
dana konvergieren in jedem Punkte, wo lira r(x 4- e) =~ r(x d- o) und 

lira f ( x -  ~) = f (x  ~ O) beide existieren, die arithmetischen Mittel erster Ord- 

nung der zu f(x) gehgrigen Legendreschen t~eihe gegen den Grenzwert 

�9 e 1 (81) hm s~ / f(z) } = ~- (f(x + O) + f ( z -  0)); 

wenn f(x) fiir a ~ x ~ b s~etig ist, und a < a ' <  b" < b, so ist fiir a' <_ x < b" 
gleichm(iflig 

lira s, i f (  )} = f(x). 

w 

Die Konvergenz der ar i thmet i schen  Ni t te l  zweiter  0 r d n u n g  f i i r  
absolut in tegrable  Funktionen. 

Die ~rithmetischen Mittel zweiter Ordnung der zu f(~, ~) geh(irigeri 
Laplaceschen Reihe werden definiert dutch 

setzen wir 
n 

so wird offe~bar 

Der Sa~z, da] f~r eine absolut integrabIe Funktion die ari~hmetische~ 
Mi~tel zweitor Ordnung tier Laplaceschen Reihe gegen f(O~ r kon~ergiere~ 
in jedem Punk~e wo f(O~ ~) stetig ist~ folg~ selbstverst~ndlich aus der i n  
w 7 bewiesenen Konvergenz der ari&metisehen ~ i t t d  ers~er 0rdnung;  e r  
wurde aber zuerst auf direktem Wege yon Herra Fejdr*) bewiesen. Se in~  

*) L. Fejfir, f~ber die Laplacesehe Reihe, Math. Ann. 67 (1909), S. 76--109. 
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einschrinkende Voraussetzung, da$ f(0, ~) nur in einer endlichen Anzahl 
yon Punkten unendlich wird, ist unwesentlich. Herrn Fejdrs Beweis be- 
ruht auf den folgenden Eigenschaften der s~'(x): 

I. Es ist s~, ' (eos0)>0 ftir 0 < 0 < z  und n > 0 .  
II. Bei festem 8 > 0 ist ftir e < 0 =< z gleichmi~t3ig 

lira s~,' (cos 0) = 0. 

Wir wollen jetzt in einer Weise, welche den yon Herrn Fejdr ein- 
geschlagenen Urnweg fiber die Ces~rosehen Mitbl zweibr Ordnung ver- 
meidet*), die Eigenschaften I und IIa ableiten, wovon IIa offenbar II 
en~hili: 

IIa. Es ist ftir n ~ l  und 0 < 0 = <  

s~'(cos 0)  < ~ + bg (~+ 1) . 1 . = ( 0 ) ,  2 ( n + l )  sin -~- 

ZunKchst entwickeln wir einige Ausdrticke ftlr &'(cos ~). Zufolge (82) und 
(66) wird 

woraus wegen (65) 

(83) " x  " =  1 1 ( 2 U . (  ) s.v ) ~ : + ~ . ~ _ ~  x ) - 0 ~ + 2 ) g . + , ( x ) + i  . 
/ 

Aus der ersten Mehlerschen Formel folg~ 

f 
. ,~cos--~ u 

U= (cos 0) ---- 2 , = o du 

0 

oder 
0 

(84) GCoos o) = -1 / ~ (" + ' >  
�9 = ( ~ + 1 )  u 

sin T ],/2 (cos u - -  cos'~ 
0 

sowie aus der zweiten Mehlerschen Formel 

ds% 

(r O) 

8 

du 

*) Allerdings werden die Beweise nich~ dnfacher a]s diejenigen Herrn Feints. 
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oder 
r 

1 /i I -- c 0 s ( n +  1 ) u  d $ ~ -  

0 V~(cos 0 -- cos u) 
(85) u=(co~ o) ~(~-+~i ~=_~ 

0 

Aus (83) und (84) folgt 

sm(v+i)u  . 
/ ' ' ~  . . . .  s m ( n + 2 ) u . 4 - s m u  

(86) s;'(co=O)= 1 ~ 1,,~.o ~ + ~ _ _ _  ~ ,  
( o ) ,  ,, . . . . .  n--I-1 2z sin-~- / 

, .  sin ~- V~ (cos u - -  cos O) 
0 

sowie aus (83) und (85) 

It n l _ _ c o s ( ~ 2 r l ) u  
z ~ " ~  - - - - ~  c o s ( n - ~ 2 ) u - -  c o s u  -- ~ ~ ] ~ 0  ~+~ ' - - - " ' - '  d~.  

( o ) ,  ~ . . . . . . . .  �9 sin %- ] /~cos 0 -- cosu) 
0 

Ferner le ibn wir einige Hilfsformeln ab. 
tigen Beziehung 

folgt 

und es ist 

Aus der f i r  0 < u ~ :r gtil- 

ao 

-r ( ~ -  u) = 

" 2 
~'~ sin (,+ l)u 1 (~--U) -- sinv# 

-~T[  = Y ;'- ' 

u ~'Y sinvu 
sin T 7 

v=n+2 
2 ~ - COS 
~=n+~ 

2 n - f -  3 
1 cos - - E - -  u 

+ ,  

�9 _ ;  = ~  
s in  11) 

.v=n+2 

soda$ 

(88) 

sin ~u 

~=n+~ 

2 sin(~+l)u I (~--u) -- i 

�9 =o (n+ ~) sin + 
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Aus der f i r  0 < u ~ ~r geltenden Gleichung 

folgt 

log 1 = 2 cos_~ 
2 s i n -  2 - ~=l  

cos 0 '+  ~)u l 
~ , + 1  = log  u 

,, =0 '2 sin -~- 

und genau wie vorhin wird gezdgt ,  dab 

s in~-  ~+~2=' 

~odag 

(89) 

Z COS ~-"~ 
~2 

1 

259 

n 
y c ~  1 ) ~  < log  1 1 

= 2sinT;_~_ + -  ,t" , (n + 2) sin g 

Beweis yon I. 

Es sei erstens 0 < u ~ n---~-~; dann is~ 

sin ( n +  l )u  sin v~t > (~'= 1,2,...,n+ I) 
,,~ (n+2)u ' 

und infolgedessen 

�9 _ ~K'3 sin (n -~- 2) ~ ' ~  sin (v -t- 1) u sin (n + 2) u + sm u .>..2', g ~  ~- sin (v-4- 2) u + sin u 

t'=O ~=0 

= s in  st sin (n .n t- 2) ~ > O. 
n-b2 

1 
. ~ a  ; ,~ - f  = T  = 
�9 = o (~ + ~) sin ~ (a + ~) 

1 
ferner sin u - -  ~- u > 0, sin (n+2)u G O, und folglich 

;-~-f sin(nE2)u-bsin~>T%--l +sinu--Tu> > 0 .  
v----0 

Drittens sei ~ ~ u ~ -~; dann is~ nach (88) 

'~", sln O, + I) u i I _~y ~, 
= - 

�9 =o - -  (n + 2) sin n +'----J 
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1 
ferner sin u - -  ~- u > 0, sin (n + 2)u ~ 1, and folglich 

____ 1 1 1 ~ - - 8  ~'~sin(~,+l)u s i n ( n + 2 ) u + s i n u 2 > - g ~ - - T - - l + s i n u - - -  ~ u > - y - - > O .  

Diese drei Fi l le  zusammen ergeben also, da l  fiir 0 < 0 ~ -g der I a togrand  

in (86) positiv ist, sodal] s~'(eos 0) > 0 ftir diege Werte yon 0 und n 2> O. 
= 

Viertens sei -g < u < ~; d a n n i s t  naeh (89) 

.,~T ~os !L+l) ~ , 1 Va. 
_t_, ~. log - + log 2 - - - 7 =  ~ + ~--4 ~ ' 7,=0 2sin T (n ~- 2) sin ~- 

ferner cos (n + 2) u ~ 1, cos u ~ 0 and folglich 

2 2 I -- cos (~+1)u i log2 V~ 1 >0 ~,+ , + c o g ( n + 2 ) u - c o s u >  ~,+--~-- ~ + s  
'1~=0 v=O 

f i r  n >_ 3, 

denn der letzle Ausdruck wiichst monoton mit n. Daher ist f i r  n _~ 3 

8**/C and ~-=< 8 <: = der Integrand in (87) positiv und demnach =~ os 8 ) >  O 

f i r  diess Wer te  yon O. Die ib r ig  gebliebenen Fglle n = 0, 1 ua d  
erledigen sich sofort aus den ausgerechneten Formeln 

So"(x ) = 1, s ,"(x)  = 4q-ax~t , s,"(x) ---- laq-21xq-15x'18 

B e w e i s  yon  lla. 
Aug (85) folgt sofort~ da der Integrand positiv ist 

:rg 

0 < U,(cos O) < ~ / ' /  d~ 
= (n -~- 1) sin I , / 2  (cos 0 -- cos u) ' 

0 
u 0 und weil flit cos ~ = cos ~ sin t 

e o o 

so erhalken wir 
1 (90) o < v. (co= 0) < 

(nq-,) ( s in l ) '  ' 

0 �9 
s i n  

(0 < o < :~). 
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Aus (88) und 490) sehlieBen wir, dab fiir 0 < 0 < 

(2 ) s~(cos 0) = 1 U.(eos 0) - -  ~), - (. + ~) v.+~(~o~ o) + i ~(~+ 1) (sin \ ,=o  

) 
1 1 

< 1 

woraus wegen dor Stetigkeit beider Seiten far 0 = ~ tier Satz fol~. 
Der Satz 

lim s'; ( f(o, ~) } =- f(o, ~o) 
~ o a  

wenn f i m  Punkte (0, qo) ste~ig ist, l~Bi sich nun folgendermaBen be- 
weisen. 

Ein Kreis mit dem sphiirisehen Radius ~ um (0, ~o) teilt die Einheiia- 
kugel ~ zwei Teile, yon welchen der (0, qo) enlhaltende mit KI, der 
andere mit K s bezeichnet werde. Dann haben wit die Zerlegung 

It<o, 5 f r(~ :-; f+ 5.f 
x Kt x ,  

Wird ~ so klein gewEhl~, dal~ in jedem Punk~e yon K 1 

I f(O', ~p') - -  f(O, r < -if, 

we # eine beliebig.k/eine positive Griil~e ist, so wird 

CO', ~') s~ (oo~ r) e o ' -  f(o, ~). ~ "~'(cos 
Xl 1(i 

e : ,, , a 1 s . ( e o s r ) l d o .  �9 s .  (cos r)  1 do < -~-. 
K~ K 

Weil, wegen Eigenschaff I, s~(cos 7) niemals nega~iv wird, so sind die 
Lebesguesehen Konstanten zweiter Ordnung 

,, l ~ s , ( c o s e ) t d o , = ~  f sZ(eosr)ao'-, i, 
K K 
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wie auf Grund yon s:(x) = 1 + c,P~(x) + . . .  + c ,P , (x) ,  wo c~, . . . ,  c~, 

Konstan~en, und fP.(eosT)do'= o far n ~ 1 sofort einleuehtek Wir  
.K 

haben femer 

~ y s " ( e o s  7)do'-- 1 
/q 

1 ~"~ ~t ,- 1 ,, 
-- ~ d  s.~eos ;,)do' - ~ f s.(eo~ r) do' 

.r ,  I (  

1 /~ . . . . . .  2 + l o g ( n + l )  1 f ~ js~(,cos ~,) ao < / .  e \v" ~ d d  
X~ 2 (n-{- i)  ( s i n  ~ - )  /c~ 

+ log <n+ i) i 

< 2(n+1) " (sin ~ ) '  ' 

was auf Grund yon Ha sieh ergibt, sowie endlieh 

~ffo',~')s';(eosT)do'< ~+ ~og<.+,) . . . .  
x~ 

1 1 ( 

< 2 - ~ - - l o g ( n + l )  . I 

2(n+l) (sin ~) ' ' G '  

woraus wlr 

Is;~{f(o, q~)l- f (0 ,  r < ~  + - - ~  
:t ~ + log(~+a) 

erhalten, and der Beweis wlrd wie in w 7 zu Ends gefiihrt. 
Ein weiterer, ebenfans yon Herrn Fejgr 1. e. aufgestellter Satz ist der 

folgende: Is~ auf der Einheitskugel 'm < f(O, ~ ) <  .M, so ist auch 

,n < s'~' {f(O, ~)} < M ,  ( n =  0, 1, 2 , . . . ) .  

Weil s~(eOST) niemals negativ wird, so ist naeh dem ersten Mittelweff, satze 

1 tr r - t 1 t, .,. 

.K .K Is  

woraus der Satz fol~. Dieser Satz ist fiir die arithmetischen Mittel 
zweiter Ordnung eharakteristiseh und giR, wie aus geeigneten Beisloiolen 
hervorgeh~ (man w~kle etwa mr f(O, ~p) ein Polynom in cos 0), niel~t ~ r  
die arithmetisehen Mittel erster Ordnung. 
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w  

Die Konvergenz  der arithmetischen Mittel zweiter Ordnung fiir 
bedingt integrable Funktionen. 

Wit wollen der Einfaehheit halber uns auf den Fall besehrii~ken, 
we f(O, 9) in einem einzigen Punkte (01, ~ )  unendlieh oder auch nut  
uns~etig wird.*) 

Es besteht dann der Satz, dal~ in jedem yon (O1,91) verschiedenen Punkte 
lira s: { (re, 9) } = f(O, 9) 

ist. Zum Beweise werden wit aus einem spiter ersichtlichen Grunde den 
Umweg tiber die Ceshroschen Mi~tel zweiter Ordnung maehen. Das 
( n + l )  te Ceshrosche ' Mittel zwei~er Ordnung einer beliebigen Reihe 
u o + u  l + . . - + u . + - . -  ist, wenn wir s ~ = u  o + u  l + . . . + u ,  setzen, 

' 2 2  S;' ---- (~ + l) (~ + 2) s,,  

wihrend das entspreehende arithmetisehe 3Ii~el zweiter Ordnung 

, ,2 2 
*,=0 ~=0 

is~. Zwischen beiden besbh~ die Identit~t**) 

. 1 ~ l  1 ,, 

v = 0  

sodaB, wenn lira S~' existiert, lira s~ ----- lira S~'. Wenn wit mit S~'{f(O,9)} 
das ( n + l )  u Ces~rosehe Mit~el zweiter Ordnung der zu f(O, 9) gehiirigen 
Laplaceschen Reihe bezeiehnen, so ist folglich unser Satz bewiesen, wenn 
wit zeigen, dab 

lira S~' {f(e, 9)} --- f(O, ~). 

Es sei jetzt S~'(x) das ( n + l )  ~ Ces~rosche Mittel zweiter Ordnung der 
Reihe Bo(x ) + 3P~(x) + - . -  + (2 , ,+1)  _P,(x) + . . . ;  dann ist 

) s: {r(o, = j'f(o, S;' (eo  v)  do'. 
N 

*) Es miSge ausdrffcklich hervorgehoben werden, dab die irn folgenden dar- 
gelegte Beweismethode sicJa ohne Schwierigkeit auf den allgemeinsten Fall ausdehnen 
lil~, we die Unste~igkeibpunkte eine Menge veto Inhaltsmai~e bTull bilden. 

**) 1. c. S. 88~ we in unserer Bezeichnungsweise a~ ~ (n+l)2(n+2) 8~" isL 
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Nach Herrn Fejgr is~*) 

(9~) s:(~os o) > o, ( o ~  o <  ~), 

" ~ -- ~ -  - ( 0 < ~ _ < 0 < ~ ) .  

k ~ )  

Es sei ~ die zum Punkte (0, r als Nordpol gehSrigo geographisehe 
Lgnge des vergndorlichon P u n k b s  (0", ep') (wobei der Nullpunkt yon 
beliobig festzulegen ist), sowie 71 und ~01 die WorSe yon 7 und ~ fiir 
0' ~ 01, r = ~l- Es sol K 1 der dutch einen Kreis veto sphgrisehen Radius 
am den Punk~ (0, q0) bogrsnzto und diesen Punkt  enthalbnde Toil der  
Kugel; forner K~ das den Punk~ (01, q01) en~hal~ende, yon den KroisbSgen 
? m 71 "~ S l '  7 = 71 - -  el ~ = ~1 + $2, ~ =  ~1 - -  $2 begronzto Viereck, sowie K3 
tier tibrige Toil der Kugel. Wir  zerlegen nun das Integrationsgobio~ in  
(91) in Kx q- Ks q- g s. 

Nohmon w i r e  so klein~ dag fLir jeden Punkt  in K a 

(94) If(O, ~) --f(O', ~')[ < -~-, 

we ~ beliebig klein aber positiv vorgelegt ist, so wird, weft naeh (92)  
S~'(eos7) niomals nogativ wird, 

1 /'~,-,... 

x~ x, IS 1 [* . . . . .  ~ **) 
< T "  ~ . (cos  7) do' < E 

x,. x- 

Augordem ist naeh (93) 

K, xl x 

1 ~ , ,  t 4 1 5 j ~ d  4 1 

sodal~ 

I i ? . . . .  ~ , i ,'[f(O,q~)[. 
x~ 

*) 1. c., S. 84 bez. G1. (19), S. 86. 
**) Es is~ nimlich offenbar S~,(x) .~ 1 q- c~ P1 (x) q- . . .  q- cnPn@), we e l , . . . ,  c n 

Konstanten sincl, und nach der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen ist 

.f.Pn(cosT)do'=O f(ir n ~ l .  
K 
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Um das Integral in K~ abzuschKtzen, bezeichnen wir mit K~' das Gebiet 
zwisohen den beiden, den Punkt  (0t, r im Inneren enthal~enden: sphiirisehen 
Vierecke (a) und (b), welche begrenzt sind yon den KreisbSgen 

bez. 

wobei selbstverstindlich ~ ' <  e~ ~s '<  ~. anzunehmen ist. Dann ist, nach 
der Definition eines uneigentlichen Integrals, 

(96) ~'.lim~; = o ~'~-~x~: f(O'~')S~((c~176 
Verl~ger t  man die beiden dutch 7 = ~q A- ~l' und 7 = 7~ -- ~l' gegebenen 
Seiten des Vierecks (b), bis sie die dutch ~p = ~l -4- ~ und q~ = @l --  e~ 
gegebenen Seiten des Vierecks (a) schneiden, so zerfill t  K~' in vier Vier- 
eoke (2), (q), (r) lind (s), deren Seiten gegeben sind dutch 

# 
(r) 7 = 7 ~ + e l ,  7 = ~ - - ~ i ,  ~ - - V ~ + ~ ,  ~ + e i ,  

mad wir haben 

(97) <),.<.o.,),o.-S+s+!+i. 
x~' ( ) (1) ( ) ( ) 

Betrachten wir zuerst das fiber (p) erstreckte Integral. Nehmen wir ~, 
und ~ als Integrationsver~inderliche und sehreiben noch f(~', r = F(~,, ~), 
so wird 

f= f '(r,,)Sr@osr) inrdrdr 
(~)  y~ + t~' l p t - ~  ~ 

Es hat S~'(cos ~,) sin ~, im Intervalle 0 ~ 7 ~< ~t hSchstens ~ + 3 Maxima 
und Minima, wenn man die Endpunkte des Intervalles mitz~ihlt.*) Es 

# 
seien nun ~'i, 79, " ' ", 7(,  w o m  < n + 1 und 

d [S~'(cos ~) sin 7] *) Denn ~-7 

in cos ),. 

M a t h e m a t i s o h e  A n n a l e n .  L X X I u  

0 ist eine algebraische Gleichung n -{- 1 t~ Grades 

18 
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diejenigen Maximum- und Minimumpunkte, welche zwischen 71 + q" und 
r~ + at liegen. Weft, flit 7~ ~ r ~ 7~+~, S~'(cos ~) sin 7 positiv und mono~on, 
forner 2v@, ~p) flit alle Punkie yon (~v) endlich und stetig, also much 

(r, ~) = ~r(r) 

f l i t  Y~ + ~1' ~ ~' ~ r + a endfieh und stetig isi~ so folgL aus dem zweiten 
Mittelwertsatze 

E fr  
+ = j ~ ( r ) s : ( + o s r ) s i ,  r ar @9) f ; (r,O)S(~( os~,)sinrd7dO 

YZ ~ - -  ez Y~. 

" s S,~ ' (cos r~+,jH(Tt)dr, = S. (co r~) si~ rzfH(r) dr + r. + ,) sin 

(7, < ~a < ra + 1, ,t = O, 1,.. -, m). 

Nun lgl]t sich~ wegen der I_utegrabilit~t yon E(7 , 0), eine, fiir hinreichend 
kleiae ~ und a s beliebig kleine GrSge h(s~, es) derart angeben, dag 

0oo) 
r~ 

I ~ X + I  

,+ H(v)  ev 

f fF(+, +) ++ ++ <+(+,,++), 

-- f +) h(a,, +.0, 

( z =  o, 1 , . . . ,  m); 
ferner ist nach (93) 

4 
0 _< S: (~os ~,) si~ r ~ ,+ + 2 . . . . . .  

sodmB zufolge (9S), (99) und (100) 

(ira) 
m 

+ t +(+1, +,) = ,q_-+ . . . . . . . .  + (+ , ,  ++) 

< ++ ~-1-~ 1 8 8 
. . . . .  + ,  �9 h(+,, ~2) = ,. h(~l, a2). 

= n + ~  (sin -~) (sin ~) 

Fiir die Integrale tiber (q), (r) und (s) gill dieselbe Ungleichung, w e n n  
wir nur h(al, @ angemessen wi~hlen, und wir erhalten aus (97) und (96~ 
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I f  8 1 (102) ~-~ I <  - -  , , .  h(,~, ,~). 

In Ks ist somiemich If(g, *')i < ~(~,  '1, *~), wo ~ ~.dli~h ist, .nd ~ 
(93) folgt dann 

1 "i 4 i M(~, ~ ) .  do" (103) ~ ~. < ~ + ~" si. ~ ~ 

4 I 

~ ~) 

Fassen wir (95), (102) und (103) zusammen, so kommt infolge (01) 

t? 8 h@l, ~) 
[ S~[ { f(O, ~) } - -  f(O, r l < ff + -- .~, 

,L ~ (M(~, ~) + If(O, qo)1). + ~ + ~  (~,.~), ~, 

Naehdem ~ gom~iB (94) fes~geleg~ is~, kSnnon wir ~t und ~ so klein 
d 

wlihlen, dab dns zweito Glied reehts < ~ wird, and bei festem ~, ~1 und ~ 
# 

wird f i l rn  ~ _N, wo N gentigend groB, ~ueh das dri~te ~lied <-a-' sodaB 

[s"{f(o, ~)}- f(o, ~)1 < ~ ( ~ N ) ,  
d .h .  

lim S',[ {f(O, qo)} = f(O, ep), 

und wie wit vorhin gesohen haben, is~ wegen der Exis~enz obigen (]renz- 
wertes 

lira s'~ {f(O, r lira S~' {f(O, ~0)}= f(O, ~). 

Man sieh~ nun ein, warum die Cos~roschen Mittel zur Erzi~lung dieses 
Resulta~es no~wendig waren, Bei der Au~stellung der zu (102) analogen 
Formel fiir die ari~hmetischen Mittel wfirde ni~mlich, infolge Eigenschaf~ 
IIa (w 8) die reeh~e Seit~e mit dem Fakior 2 q-log (nq-1) behafte~ au5 
broten, und die weiteren Schltisse wiirden hinfiillig. DaB diese Schwierig- 
kei~ keine seheinbare is~, erhellt daraus, dab infolge (83) und (96)fiir 
0 < 0 < z die asympto~isehe Gleiehung besloht 

S~'(COS 0) = log (n q- 1) q- 0(1) 
4(n+l) (.in O) ~ 

18" 
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Der obige Beweisgang l~Bt sieh leich~ erg~nzen zum Nachweis der  
gleichm~t~igen Kouvergenz in jedem Oebiete T, f~ir welches (0z, 91) e~n 
~uBerer Punkt ist. Auch 1KBt sich due zu (79) analoge Formel aufstellen. 
Stat~ abet auf diese einfachen Dinge n~her einzugehen, mSchte ich zum 
Schlul~ eine Bemerkung machen, die sich auf die Konvergenz~rage der  
arithmetischen Mittel erster Ordnung der zu einer beding~ integrablen 
Funktion goh~rigen Laplaceschen Reihe bezieh~. 

Es sei f(8, 9) eine Funktion, die endlich und s~e~ig is~ ausgenommen 
im Punk~e (01, 9~), we sie integrabel (aber nieh~ absolut in~egrabel) un-  
endlich wird. Der Punkt (0, 9) sowie sein Gegenpol ( ~ -  ~, 9 + z) seien 
beide yon (81, 9~) verschieden. Um 

K 

zu berechnen, zerlegen wit K in vier Teile: K 1 und K~ seien wie in w 7 
dutch Kreise veto sph~rischen Radius e um (~, ~) bez. seinen Gegenpol  
begrenz~, A: s sei das soeben be~rachtete kleine Viereck um (01, 91), end-  
lich K~ der iibrig bleibende Tell yon K. Die Summe der fiber K1, I ~  
und K~ genommenen Teilintegrale unterscheide~ sich nach dem Vorher igen  
yon f(O, 9) um einen Be~rag, der dutch geeignete Verf~igung fiber e, ex, e~ 
und n b~liebig klein gemach~ werden kann. Es frag~ sich nur nooh, ob  
das Teilin~egral fiber K~ zum Grenzwert Null gebracht werden kann .  
Lau~ (66), (69) and (14) is~ 

V~-~-~ " , 0  cos 0 + + ~(n, o) 
sin -~- ]/sin 0 n (sin 0) ~z ' 

we A(% 0) ffir 0 ~ 0 ~ ~ und n ~ 1 beschr~nk~ ist. Aus dieser F o r m e l  
A (n, o) 0 

folgt, dab (sin 0)~ eine algebraische Funktion yon tg ~ ist, die fo lg l ich  

im Intervalle 0 _~ 0_~ ~ hSohstens kn Maxima und Minima besi~zt, 
we k yon n unabhgngig ist (es werden hierbei 0-~ 0 und 0 = ~ zu den  
Maximum- und Minimumstellen mitgereehnet). Fas~ wSr~lich wio o b e n  
l~il~ sieh dutch Anwendung des zweiten Mi~telwer~sa~zes zeigen, dab 

n(sin 7) �89 (sin ~)~ ' 

we h'(el, ~) dureh zweekm~it~ige Wahl yon e~ und ~ beliebig klein,  ge- 
maeht werden kann. Sehreiben wir welter 
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sin ~ ~__ 
2 

so bleib~ uns das Integral 

K~ 

je nachdem dieses, nach Fesflegung yon t, e 1 und ~,  fib wachsendes n 
gegen Null konvergiert oder niche, ist 

lira s; {f(O, q)) } = f(e, ~) 
7 t ~ r  

oder nicht, we (0, T) ein beliebiger, nur yon (O1, r und seinem Gegen- 
pol ( ~ -  01, ~1 + ~) verschiedener Punkt ist. 

Nun hat Riemann*) gezeig~, 4al~ es sogar analytische Funktionen f (x)  
gibe, die nut in einem einzigen Punkb unendlich werden, und ffir wolche 
die Gloichung 

S z  

lira d f ( x )  cos n (x--a) dx = 0 
n = ~  

0 

nicht gilt, wenn a einer gewissen Punktmenge veto Inhaltsmat~e > 0 an- 
gehLrt. Seine Analyse l ~  sich wLrtlich auf den Ausdruck 

2 ~  

0 

iibertragen. Es ist also die En~scheidung 5ber das VerMlbn yon (105) 
im wesentliehen iden~isch mit dem folgenden Problem: Ist fiir jede, in 
nur einem Punkte des In~ervalles 0 ~ x ~ 2~ unendlich werdende, inbgrable 
Funktion f (x)  

I. lira 1 ~f(x) n ( x -  a) clx = 0 ~=~Y~' cos 

ffir 0 g a ~ 2~? oder II. gibt es eine integrable Funklion derart, da$ 
obige Gleiohung aufhLr~ zu gelten ffir alle a einer Punktmenge veto 
lnhaltsmaBe > O? 

Schreibt man n T-~ start ~/n, we s > 0 aber beliebig klein, so lassen 
sieh naeh tier Riemannsehen Methode leicht Beispiele bilden, ffir welche 

der Fall II. eintritt. Schreib~ man dagegen n start ]/n, so bitt der 

*) B. Riemaan, Ober die Dars~ellbarkei~ einer Yunktion durch eine ~rigono- 
me~dsche Reihe, Ges. Werke 2. Aufl. (Leipzig, Teubner 1892), S. 227--265. Siehe 
Nr. 1~, S. 260ff. 
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Fall I. immer oin.*) F[ir eine absolut integrable Funktion f(x) ~ritt der  
Fall I. selbstverst~iadlich ein~ denn wit haben dann 

1 c o s  ,~(x--a)dx <= x)[ dx. 
0 0 

Es w~ire nun sehr intoressant, das gestellte Problem im allgemeinen Fa l l  
(even~uell under Beschr~inkung auf analytische Funktionen) anzugreifen. 

Chicago,  U.S., den 16. Juli 1912. 

*) L. Fejdr, Untersuchungen fiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. 5B (190~), 
S. 51--69. $iehe S. 56. 


