
~ber Funktionen mit positivem Realteil. 
Von 

W. Catler in G6ttingen. 

Einleitung. 

Die praktischen kufgaben der Elektrot~chn~k, Schaltungen zu entwerfen, 
deren Verhalten nach augen hin sich in vorgeschriebener Weise mit der 
Frequenz des Wechselstroms/indert, ~[iihren auf das folgende mathematische 

Problem 2): 
Gegeben seien drei nicht negative ~-) quadratische Yormen yon ~ Variabeln 

mit den Matrizen L, R,  D 3) und eine komplexe Yer~nderliehe ~. Sei 

L 2 + R ~ - D 2 - 1 = A .  

D e f i n i t i o n  1. Eine gegebene quadratische symmetrische q-reikige 
Funktionenmatrix Q, die als Hauptminor einer Ma~'ix A -1, bei der n ~ q 
ist, aufgefai~t, oder ,dargestellt ~, werden kann, mSge ,darstellba~" 4) heigen. 

H a u p t p r o b l e m .  G~ucht sind die notwenddgert und hinreichenden 
Bedingungen da/iir, daft eine Funktionenmatrix 5) darstellbar ist. Sind die 

~) Vgl. dazu Math. Annalen 105 (1931), S. 86--132, ,Untersuehungen fiber ein 
Problem, alas drei positiv definite quadratische Formen mit Streckenkomplexen in Be- 
ziehung setzt", weiterhin kurz als ,QFS" zitier~. Um die vorliegende Arbeit von QFS 
unabh~ngig lesbar zu Inachen, wurden die erforderlichen Erl~uterungen fiber Zu- 
ordnungen yon quadratischen Formcn und Streckenkomplexen in w 2 in gekiirzter 
Form zusammengestellt. 

-") Wit wollen vorausaetzen, daft we~gstens fi~r einen Punkt der recht~u ~-Halb- 
ebene der P.ealtefl yon A positiv delinit ist. Hinreichend dafftr ist, dal] weni~tens 
eine der drei Formen L, R, D poaitiv definit ist. 

~) L repr~entiert die InduktivitAten, R die Ohmschen W i d e ~ ,  D die rezi- 
proken Kapszit~ten yon gescklossenen Stromkreisen einer Schaitaug. 

4) ,Darstellung" in dieser Arbeit ist ideatisch mib ,Darstellung im wdtervn 
~nne~ ia QFS. 

~') Eine solche darstellbare Matrix yon Funktionen repr~sentlert phy'~k_aJ~h die 
Prequenzcharakteristiken eines ~2 g- Pols". 

Mathemstische Annalen. 106. 9~ 
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notwendigen und hinreichenden Bedingungen da/i~r er/iillt, 80 wird di~ 
Angabe einer Darstellung, oder, allgemeiner, aller DarsteIlungen verlangt 

N o t w e n d i g e  Bed ingungen .  (w 1.) Eine einfache Uberlegtmg zeigt 
dab jede darstellbare Matrix Q in der rechten 2-Halbebene regul~ ist, de~ 
reelle Tell yon Q dort zu einer positiv detiniten quadratisehen Form gehSrt, 
und Q ffir reelle 2 reelle Werte an~immt. 

D e f i n i t i o n  2. Eine diesen notwendigen Bedingungen geniigende sym- 
metrisehe Matrix Q mSge ,,positiv" genannt werden. 

Vermutung .  Eine positive Matrix ist darstellbar. 

Diese Umkehrung der Tatsache, dab jede darsteUbaxe Matrix positiv 
ist, ist nicht trivial, scheint abet aUgemein richtig zu sein. Sie wird i~ 
dieser Arbeit fiir folgende F$11e bewiesen: 

I. q : 1.6) Hier reduziert sich die Matrix Q auf eine positive Funktion 

a) (w 3.) Beschr~qkung des Grades der positiven Funlddon so, dat~ dena 
Grad nach eine Darstellung mit n = 2  mSglich erscheint, abet n = 2  oder n> "2. 

b) (w 4.) n - ~  oo in dem Sinne, dab jede positive Funktion in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet der Halbebene ~ 7) 2 > 0 beliebig gut gleich- 
m~i~ig dutch eine Funktion approximiert werden kann, die dutch A mit 
hinreichend grol]em n dargestellt wird. 

DaB die Vermutung im Falle q = 1 /iir late rationale positive Funktion 
nicht nut approximativ, sondern exakt richtig ist, mit endlichem n, wurde 
kiirzlich yon Otto Brune :a) dutch einen Kettenbruchalgprithmus bewiesen, 
der als SpezialfaU die Stieltjesschen Kettenbriiche enth[ilt. 

n .  q = 2. (w 5.) 

a) Gleichheit der Elemente der ersten Zeile (trod Spalte) der Matrix Q. 

b) Symmetrie der Matrix Q beziiglieh der Nebendiagonaleg). 
Beide 1?$11e II. a) und II. b) kSnnen auf Fall I. reduziert werden. 

Die Diskussion des Falles II. b) liefert einen sehr einfachen neuen 
Beweis eines unter anderm fiir die Theorie der Siebschaltungen grund- 
legenden Theorems fiber symmetrische Vierpole x~ (vgk die Definition 12). 

Derjenige Tell des Haup~roblems, der nieht nur die Angabe einer, 
sondern allgemeiner, die Angabe aller m6glichen DarsteUungen ein trod 

6) Elektrotechni.qch: Zweipol (We~hselstromwiderstand~ 
v) 91 bedeut~t ,reeller Teil yon". 
~) Genaucs Zitat s. S. 885, Anm. m~). 
8) Elektrote~hnisch: Vierpol. 
9) Elektrotechnisoh: Symmetriseher Vierpol. 
xo) ~ber  die Variabeln eines passiven Viexpols", Sitzu_ngsber. der PreuBisehe~ 

,Akademie der Wiss., Dez. 1927. 
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derselben Matrix Q verlangt, wird in clieser Arbeit nieht behanctelt. Dieser 
Tefl des Hauptproblems fiihr~ im weselrthehen auf invarianter~theoraisehe 
( algebrai~h-geometrische ) Fragen. 

Im Einklang mit der ausgesprochenen Vermutung stehen die in QFS 
bewiesenen ReziprozitStstheoreme, die besagen, da~ mit ]edem Q auch Q-z 
darsteUbar ist. Wie bier in w 1 gezeigt wird, ist n~mlich mit Q aueh Q-1 
positiv. 

Neben dean Hauptproblem sind fiir die elekt~otechn/schen Anwendungen 
eine Reihe von Interpolationsproblemen yon Interesse, die clarauf ~naus- 
laufen, da~ eine numer~sch oder graphiseh oder dutch geudsse ideale For- 
derungen gegebene Matrix Q* dutch positive Matrizen Q approximiert 
werden soil, deren Elemente rationale Funk~onen sin& 

1. Dez Entwarf symmetrischer Siebschaltungen entspricht wesentlich 
der LSsung eines solchen dem obigen Fall H. b) angeh6rigen Interpolations~ 
problems, flit das die idealen Forderungen formuliert werden (w 6). Dieses 
Problem wurde ~heoretisch und praktiseh befriedigend gelSst 11). 

2. Ffir den Fall I. und somit indite]or aaeh fiir die F~lle II. a) und 
IL b) wird das Interpotationsproblem behandelt, zu einer numer'Lsch oder 
in Kurvenform auf einem Stiick der imagin~en Aehse der $-Ebene dutch 
Realteil und Imagin~rteiI gegebenen Fanktion die Bedingungen anzugeben, 
dal~ diese Fanktion dutch eine positive Funktion approximier~ werclen kann, 
und zutreffendenfalls approximierende rationale Fun~ionen konsgruierenl~). 
Ein Beitrag zur LSsung dieses Problems wird bier im Avsehlul3 an eino 
Untersuehung yon O. Pick is) gefiefert. (w 7.) 

Die in dem besonderen Fall q-----1 auftretenden positiven Funktionen 
bilden, wenn man yon einer linear gebrochenen Trm~sformation absieht, 
einen Spezialfall der yon Carath&~dory u. m untersachten im Einheitskreis 
beschriinkten Funl~ionen oder Ftmktionen mit positivem Realtefl. Die 
8peziati~ierung liegt in der Einschr~nkung, dag ,,positive" Funktionen nach 
der bier gegebenen Definition flit reelle ~ reeilwertig sin& Die in jenen 
Arbeiten im Falle der Semidefinitheit gewisser positiver Hermitescher Formen 

~z) Vgl. Zeitschr, f. angew. Math, u. Mechanik~ Okt.. 1930, ,Die Siebueh~ltungen 
der 1%rnmeldetechn/lc"; die in Bucb/orzn als Forsehung~heft des V.D.I. ~d$ ~ter-  
~tiitzung des Elek~rotechnischen Verein~ herausgegebene Arbeit ,Siebsehattungen~, 
sowie eine in ,Physics" erseheinende Arbeit ,,New theory and design of w~ve 
filters% 

v~) Elektroteehnisch: FAn Zweilml oder symmetr~her Vierpol vo~ numeriseh 
O ~ r  ,8, " / '  gr ph~h  gegebener Frequenzabh~ngigkeit soil konsta~ier~ werdem 

~) Math. Annalen 77, S. 7, ~Ube~ die B e ~ h r ~ g e n  ~ ly t i seh~ Fn~'l~one~ 
welche dutch vorgegebe~e Fun~o~swer~e ~ weeden ~. !oh bin Henm ~ H e ~ t r ,  
i~ den Hinweis auf diese Arbeit zu hesonderem Dank verpflichte~ 

24* 
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auitretenden rationalen Funktionen bilden, abgesehen yon der eben er- 
w~hnten ~ t i i t sbed ingung ,  ihrerseits nvx einen Spezialiall der in unserer 
Fragestellung aufCretenden rationalen Fnnlct.~onen Im hiex vorliegenden 
Fall wiirde das eine Einschr~nl~mg auf solche rationale positive Funktionen 
bedeutem, die auI der imagin~en Aehse rein imaginRre Werte annehmen. 
Diese kSunen bereits dttrch zwei nicht negative quadratische Fomen dar- 
gestellt we~den, nKm|ich A ~ L ~ + D 2- t. 

Die zugrunde liegenden elektrotechnischen Fragen haben mit Schal- 
tungen zu tun. Entsprechend handeln die urspriinglichen mathematischen 
Frsgen yon einer Zuordnung yon positiven definiten Formen zu Strecken- 
komplexen (Graphen). In dem urspriinglichen Hauptproblem, das in 
QFS (Anm. 1)) formuliert wird, ist die L-Form vor den beiden anderen 
Formen R und D bevorzugt, wodurcb eine unliebsame Unsymmetrie in 
die Problemstellung hineinkommt. In jener Mbeit wird gezeigt, daft sich 
die urspriingliehe Frage in gewisser Weise auf das bier formulierte Haupt- 
problem reduzieren last, das unmittelbar mit Streckenkomplexen nichts 
mehr zu tun hat. Trotzdem erscheint es nicht nut vom elektrotechnlschen, 
sondern auch yore rein mathematischen Standpunkt aus ganz naturgem~B, 
wenn hier bei der Durchfiihrung der Beweise und der Konstruktion dar- 
stellender Formen L, R, D yon Streckenkomplexen Gebrauch gemacht wird. 
Man sieht das z.B. deutlich an den~enigen positiven Funktionsklassen, die 
schon dutch zwei quadratische Formen dargestellt werden kSnnen, niimlich 
R und D, D uncI L oder L u n d  R. Diese Funktionen sind flit unbe- 
schr~nkte~ n identiscb mit den Stieltjesschen Kettenbrffchen und haben als 
solehe eine wesentliebe mathematisehe Beziehung zu Streekenkomplexen ~'). 

w 

Not~ endige Bedingungen. 

Es soil bewiesen wexden, da~ eine darstellbare Matrix Q gem~i~ der 
Definition 2 notwendig positiv ist. Aus der gemachten Voraussetzung, d ~  
die zu 

geh6rige quad~atische Form Z A,~xix~ fiir wenigstens ein ). mit S~2 ;>0 
/ , j~ l  

1x~itiv deiinit ist, Iolgt zun~TJ~st, da~ sie in der ganzen rechten Halbebene 
positiv detinit ist, Da clie L, R, D als niebt negativ vorauegesetzt aind, 
kann ~ A nieht negativ, kSnnte aber fiir gewisse 2 der rechten Halbebene 

x') S. Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 1929, S. 63, .Uber 
eine Klasse yon Funktionen, die die Stieltjesschen Kettenbrtiche als Sonderbs 
onth~lt". 
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positiv-semidefmit sein. Das wiirde abez bedeuten, daft fiir ein System 
nicht s~mtlich verschwindender reeller z -Wer te  die in 2 analytische Fmaktion 

i , j = l  

flit wenigstens ein 2 in der rechten Halbebene versehwindenden Realteil 
und sonst nJcht negativen Realteil h~itte. Aus dem Satze, dab eine in einem 
Bereich harmonische Funktiun ihr Minimum stets am Rande des Bereiches 
armimmt, folgt dann abet das identische Verschwinden des Realteils und 
somit ein Widerspruch gegen die Voraussetzung. Unter der engeren Voraus- 
setzmag, da~ wenigstens eine der Formen L, R, D positiv defmit ist, folgt 
ebenfalls sofort, da~ die Form 

( _~* Aijxixj) 
" i , j = l  " 

im Innern der rechten ~-Halbebene positiv definit ist. Denn sie ist die 
Summe dreier nicht negativer Formen, yon denen wenigstens eine positiv 
definit ist. Die Matrix A ist ferner symmetrisch und in der rechten Halb- 
ebene reguliir und reellwertig fiir reelle 2. Somit ist A positiv, was auch 
so ausgedriickt werden kann: 

Z A~ s x~ x~ 
i,3=1 

ist eine positive Funktion yon 2, sofern nicht gleichzeitig alte auftretenden 
n Parameter xi verschwinden. 

Wir beweisen nun im folgenden den 

Sa tz  1. Zu jeder positiven l~unktionenmatrix B existiert sine In- 
verse B -x, und diese ist wieder positiv. 

Die Anwendung dieses Satzes auf A zeigt, dab A -~, mad damit aUe 
Hauptmlnoren Q yon A -1 positiv shad, was nachgewiesen werden sollte. 
Die Anwendung auf irgendeine positive Matrix Q ist mit Riicksicht aaf 
die in tier Einleitung erw~ihnten Reziprozits von Interesse. 

Nach Voraussetzung ist B speziell fiir positiv reelle 2 posit-iv definit. 
Also kaun ]B I a*) nicht identisch und wegen der Regularit~tsbedingung 

is) DaB eine ,Fundamentaldeterminante" !A nur Nullstellen in der |in]ten Halb- 
ebene hat, wurde yon Routh, ,Die Dynamik der Systeme starrer KSrpe#, Bd. ]I, 
Kap. VII, Teubner 1898, bewiesen. Vgl. auch Sitzungsber. d. Berl. Math. Gea, 
27, S. 25, ,Ein Satz fiber zwei zusammcnh~ngende Hurwitzsche Polynome". DaB 
jede komp]exe NullsteUe einer Fundamentaldeterminante negativ reeJlen Teil be- 
8itzt, besagt physikMisch die einleuchtende Tat~ache, daft in einem schwingungs- ~ 
~higen System mit Energieverzehrung jede freie Schwingung abklingen mu~. Der 
Realteil einer positiven Funktion (eines Wechselstromwiderstandes) ist ~ rein ima- 

~ = i o~ proportional zum mittleren Energieverbrauch des Systems, wenn es 
sinusfSrmige erzwungene Schwingungen yon der Kreisfrequenz w aus~hrt. 
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hSchstens in isolierten Punkten versehwinden, die im Innern der rechten 
Halbebene keinea EI~iufimgspunk$ besitzen diirfen. Beschr~inken wit 2 zu- 
n~ehst auf des Innere der rechten Halbebene muter Ausschlu~ dieser iso. 
herren Pnnl~te, dann existiert zu B die inverse Matrix B -1 und ist wieder 
regular und fiir reetle 2 reell. Seien B~j die b ~ Elemente von B, fii~ die 
Elemente yon B -1. 

Nach Voraussetzung ]st fiir die komplexe quadratisehe (nieht Hermite- 
sche) Form 

b 

i~3=1 

der Realteil 
[ \ b 

(t) 

fiir beliebige komplexe x i, die nicht alle zugleich versehwinden. Da bei 
einer komplexen hnearen Transformation der x~ der reelle Teil von 

b 

% J = l  

in sich iibergeht, bleib~ die Definitheitsbedingung (1) bei einer nicht singu- 
l~iren komplexen hnearen Transformation der x t erhalten. W~ihlen wit 
spezietl die Transformationen 

b 
~gt 

/r 

so geht die quadratLsche Form mit der Matrix B fiber in eine mit der 
Matrix 

B-~' B.~-~ .~ B-~ B ~ - X =  ~ -~. 
Demnach ist 

( Z Z ~  ~ ~ = ~  X Z ~  ~ j > 0 ,  
\i,3-----1 - i , 3 = 1  

wenn nicht atle x i zugleich verschwinden. Dies gilt zun~ichst nicht fiir a|te 
Punkte in der rechten Halbebene, sondern mit AussclfluB eventuell von 
einer Menge isoherter Punkte, die sich im Inhere der Halbebene nicht 
h~ufen, und in denen B verschwindet. Diese Punkte kSnnten fiir dio in 2 

b 
analytisehe Funktion ~ fl~j x~ ~j im Innera der reehten Halbebene kei~e 

anderen Singutarit~ten hefern, als Pole. Da abet die Umgebnng eines solehea 
Poles die volle Umgebung des unendhch fernen Punktes mindestens einfach 
iiberdecken wiirde, kann in der Umgebung einos Poles nieht iiberall die 

~) Ein Q~rst~ch bezeichnet den konjugier~ komple,r~en Weft. 
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dort bewiesene Ungleichung 

.2' x" e/ > o 
~i,3=1 

gelten. Somit sind solche Pole im Innern der rechten Halbebene nicht 
mSglich, lind der Satz 1 ist ausnahmslos bewiesen. 

w 

Zuordnung quadrafischer Formen  zu Streckenkomplexen.  

In diesem Abschnitt werclen einige spiiter benutzte Hilismittel erl~utert. 
Es sollen gewisse Zuordnungen der quadratischen Formen L, R, D zu 
Streckenkomplexen (liaearen Komplexen, Grapheu) deilniert uud einige eiu- 
fache Hilfss~tze dariiber ausgesprochen werden 1;). 

Def in i t ion  3. Ein (orientierter) Streckenkomplex ist eine Matrix 
M ~ (mrs) yon k Zeilen, den ,,Knotenpunlr~en" and l Spalten, den Strecken 
oder ,Zweigen", dadurch gekennzelchnet, dab ein Element jeder Spalte den 
Wert + 1 ,  ein anderes den Wer~--1, und alle iibrigen den Welt 0 besitzen. 

Wit verabreden zu sagen, daft ein ,Zweig" in einem ,Knot~npunkt" 
,endigt ", ,beginnt" oder keinen Punkt mit ihm gemeinsam hat, je nach- 
dem das betreffencle Element der Matrix den Welt + I ,  --1 oder 0 hat, 
uncl veransehaulichen diese Verh~ltnisse start durch Matrizenschreibweise 
auch in bekannter Weise durch die Figur eines Streclrenkomplexes. Nur 
,,zusammenh~ingende" Streckenkomplexe kommen bier in Betracht, r h. 
solche, in denen yon jedem Knotenpunk't ein Weg fiber Zweige des Strec]~en- 
komplexes zu jedem anderen Knotenpunkt fiihrt. Die not~vendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir ist, daft M den Rang k -  1 hat. Perner mSge 
vorausgesetzt werden, dal~ jeder Zweig wenigstens einem ,,Kreis" angeh6rt 
(vgl. Def. 4), woraus u.a. folgt, daft l _~ k ist. 

Jedem (orientierten) Zweige p mSge eine ,Zweigvariable" x~ zugeordnet 
werden, derart, dal~ die Gleichungen 

l 
(2) 2 = 0 

~=1 

gelten, so da~ die x~ dutch n ~ l -- k + 1 (1. Bettische Zahl, ,zyklomatische 
Ordnangszahl", z. B. 1 = 8, k = 5, n -~ 4 in Fig. 1 a) unabh~gige ,Kreis- 
variable" x~ ausgedriickt werden kSnnen. 

1~) Vgl. hierzu auch den hbachnitt H in QFS. 
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Bei passender Numerierung der x~ besteht zwischen x~, x~ . . . . .  x~ keine 
lineare Relation, und diese x~ mSgen dann mit den xp (p ~ 1, 2 . . . . .  n) iden- 
tifiziert werden, also 

1 ffir p ~ r ,  falls r ( n .  
Y~r= 0 ffrt p=~r, 

Die ~,~,. bilden ein Fundamentalsystem von L6sungen des Diophautischen 
linearen Gleiehungssystems 

l 

(4) = o ( r  = 1 ,  2,  . . . ,  n ) ,  

aus denen sich die iibrigen 7v~ eindeutig bestimmen. 

Hi l fssa tz  1. Jede aus M gebildete Determinante hat entweder den 
Wert d- l ,  --1 oder 0 (leicht durch vollst~ndige Induktion zu beweisen). 

Hieraus folgt, daI~ alle 7rq nut die Werte -4-1, --1 oder 0 annehmen 
kSnnen. 

Def in i t ion  4. Eine zylrllache Folge von orientierten Zweigen derart, 
daft jeder folgende Zweig in dem Knotenpunkt beginnt, in welchem der 
vorhergehende endigt, heiBt (geschlossener) ,Kreis". 

Ein Kreis wird vollstd,utig charakterisiert dutch ein ganzzahliges nicht 
identisch verschwindendes teiler/remdes I, dsungssystem x~=dp  van (2). 
dp gibt an, wie oft der Zweig p des Streckenkomplexes bei einmaliger 
Durchlaufung der den Kreis bildenden Zweigfolge vorkommt, wobei eine 
Durchlaufung im Sinne yon M mit d-l,  fin entgegengesetzten Sinne mit --1 
gez~hlt wird. 

Besteht irgendeine lineare Relation zwischen den Zweigen eines Strecken- 
komplexes, so heiflt das demnach, dal~ ein geschlossener Kreis im S~ecken- 
komplex vorhanden ist. 

Die 7pr charakterisieren speziell ein Fundamentalsystem yon n Kreisen 
mit /olgenden Eigenscha]teu: 

a) In jedem Fundamentalkreis gibt es einen Zweig, der keinem anderen 
Fundamental~eis angehSrt (Zweige r = 1, 2 . . . . . .  n). 

b) Jeder Fundamentalkreis enth~ilt jeden in ibm enthaltenen Knoten- 
punkt und Zweig nut einmal. 

Als Orientierung eines Fundamentalkreises wird die Orientienmg des 
in ihm ausgezeietmeten Zweiges defmiert. 

y~  hat den Weft q-1 oder --1,  je nachdem der r-re Fundamental- 
kreis mit einem vorkommenden Zweig p gleichorientiert ist oder nicht, 
und ~,s, verschwindet, wenn der Kreis r den Zweig p nicht enth~lt. 

Def in i t i on  5. In einem zusammenh~ugenden Streckenkomplex M 
heil~t ein in ibm enthaltener zusammenh~ngender Teilkomplex ohne ge- 
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schlossene 'Kreise mit Maximalzahl von Zweigen ein ,Baum"18); die im 
Baum nicht enthaltenen (n) Zweige heil]en ,unabh~ngig". 

Die Zahl der Zweige eines Baumes und der Rang ist k -- 1, und um- 
gekehrt ist jeder Teilkomplex von / r  1 Zweigen vom Range / r  1 ein 
Baum (z. B. Zweige 5, 6, 7, 8 in Fig. la). Die Zweige 'n+  1. ~ - 2  . . . .  ,1 

h 

~'~ L J c 

o z d 
Fig. 1. 

in der oben festgesetzten lqumerierung bflden einen Baum. Jedem Baum 
entspricht eindeutig ein Ftmdamentalsystem von Kreisen (I, II,  III ,  IV 
in Fig. la).  

Die quadratischen Formen 
l ! l 

x~ , .~ R~ Z D~ xp,  
p = l  p = l  ~ 1  

mit den Matrizen L*, R*, D* 19) werden einem Streclrenkomplex M da- 
dutch zugeordnet, da~ Lp, R v, Dv dem p-ten Zweige von M zugeordnet 
werden. Dutch die Transformation (3) gehen diese neu eingefiihrten 
quadratischen Formen in solche mit unabh~ugigen ,Kreisvariabeln" 

n ~ n 

Z LO xi x i, F_.~=IRi~ x i x~, Z Dij xi x~ 
i , j = l  i, i , j = l  

fiber19a). Sei A* = L*2 ~- R* + D*2 -~. Den Nebenbedingungen (2) ent- 
spricht eine R~i.nderung der Matrix A* mit der tun eine Zefle vermlnderten 
~Iatrix M, welche M* heil]en mSge: 

(5) C ~  M* " 

is) Etwa~ abwoichend yon der iiblichen Dofinition eines ,,Baume~". 
t~) Fiir die Zwecke dieser Arbeit genfigt es, diese quadratischen Formen Ms 

Quadratsummen vorauszusetzen. Allgemeinere Zuordnungen yon quadratischen Formen 
zu Stzeckenkomplexen sind in QFS behandeIt. 

I~L) Fiir den Zusammenhang zwischen den L~j, R~, D~j und den L~, R~, D~, 
bestehon einfache geomotrische Regeln, die nnmittelbar aus dem fiber die ~,~ Ge- 
aagten folgea und am Ende des Absehnittes H 14 yon QFS angegeben aind. Z.B. 
ist bier in Fig. la D,,=D,+Ds, ~ = - - . R , .  
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Hi l fssa tz  2. Die aus den ersten n-Zeilen und Spa]ten yon C -1 be- 
stehende Matr~" C-1 .  ist identisch mit A - 1  wenn die in den unabh~ngigen 
Kteisvariabeln x i gesohxiebenen quadratischen Formen L*, R*, D* mit den 
Formen L, R, D tmserer Problemstellung identifimert werden. 

Zum Beweis 15se man z.B. das Extremalproblem 

~ ' Y ~  t2  r 
5 ~ . a p x ~  ~ x:yi = 0  

p = l  i = 1  

unter den Nebenbedingungen (2) einmal nach der Lagrangesehen Multi- 
plikatorenregel und das andere Mal dutch das Einfiihren der unabh~ngigen 
Kreisvariabeln x~ und 15se die so gewonnenen linearen Gleichungen nach 
x l  = x~, . . .  , x .  =--- x'~ all:[. 

Def in i t i on  6. Wenn eine gegebene symmetrische quadratisehe Funk- 
tionenmatrix Q als Hauptmlnor einer Matrix C -~* aufgefaBt oder daz- 
gesteIlt werden kann, so nennen wit das eine ,Darstellung yon Q in 
einem Streckenkomplex M"~~ falls die vermSge (3) transformierten 
quadratischen Formen L*, R*, D* nicht negativ sin& 

Hinreichend, abet nicht notwendig dafiir, da~ die aus L*. R*, D* 
dutch die Transformationen (3) entstehenden Formen L, R, D nicht negativ 
sind, ist, daft 

(6) Lp ~ 0, Rp _~ 0, Dp :> 0. 

Nach HJlissatz 2 ist eine ,,in einem Streckenkomplex darstellbare" 
Matrix auch darsteUbar im Sinne der Definition 1. Darstellungen in Strecken- 
komplexen werden demgem~il] in den folgenden Paragraphen als Beweis- 
mittel fiir die ,Darstellbarkeit" benutzt. 

Eine Darstellung (lurch einen Streekenkomplex wird start dutch die 
Matrix (5) mehr anschaulich dutch das Bild eines Streckenkomplexes 
repr~entiert, wenn in die betreffenden Zweige noeh Zeichen fiir die zu- 
geordneten Ap (Lp, Rv, D~) eingetragen werden. Die Zeichen fiir 0, Lp, Rp, Dt 
werden gem~i~ Fig. l d vexabredet. Diejenigen Zweige, welche der dar- 
gestellten Matrix Q speziell zugeordnet sind, d. h. die zu dem betreitenden 
Hauptminor in C -I* (Definition 6 und Hilfssatz 2) gehSrigen Zweige 
werden in der Darstellung darch ,0ffnung" der betreffenden Zweige, d. h Zu- 
fiigung zweier neuer Knotenpnn~se oder ,Pole" in jedem solchen Zwei~ 
hervorgehoben. Demgem~B mSge definiert werden: 

D e f i n i t i o n  7. Eine Darstellung einer q-reihigen Matrix Q in einem 
Stzeckenkomplex heil~t 2 q- Pol. 

~o) Dieser  Begri l l  , ,Da~stel]ung in  e inem S t r e c k e n k o m p l e x "  d e c k t  s ich n u t  te i lwe~e :: 
m i t  de r  =Dars te i lung  im engeren  S i n n e "  yon  QFS. ": 

! 
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Fig. 1 a zeigt einen Vierpol, Fig. 1 b und 1 c Zweipole. Die Orientierung 
der Zweige wird dutch Pieile markiert. 

Hi l f s sa tz  3. Eine dutch einen 2q-Pol dargestellte Funktionenmatrix 
ist invariant gegeniiber Orientierungs~ndemngen der ihr nicht spozieU zu- 
geordneten (geSfineten) Zweige und ebenso unabh~ingig yon der Wahl des 
Systems yon Fundamentalkreisen, sofern nut die ge6fineten Zweige dem 
entsprechenden System yon unabh~ngigen Zweigen augehSrem 

Eine Orientierungs~inderung eines geSffneten Zweiges bewirkt lediglich 
eine Vorzeichen~indemng der zugehSrigen Zeile und Kolonne der dargestel]ten 
Matrix. 

Der Beweis fo]gt unmittelbar dutch Bfldtmg der zu (5) inversen 
Matrix C -1. Insbesondere also ~ndert eine gleichzeitige Orientierungs- 
~nderung s~mtlicher geSffneten Zweige nichts an der dargestellten Matrix. 
Demgem~i~ eriibrigt sich bei einem Zweipol jede Orientierung (Fig. 1 b und 1 c). 

D e f i n i t i o n  8. Ap heil~t ,Funktionswert", L~, Rp, D r ,Elemente" des 
Zweiges p. Werden fiir Ap statt Lp). -~- R~ ~- D~ 2-1 beliebige Funktionen 
yon 2 zugelassen, so heiflt die Darstellung dutch den Streckenkomplex 
,uneigentlich". 

Folgende ~ t z e  erlanben eine kombinatorische und anschautiehe 
Ermittiung der Elemente aij einer dargestellten Matrix aus dem dar- 
stellenden Streckenkomplex. Sei c die Determ~nante von C (5), %- das 

% 
algebtaische Komplement zu C~j, so dab a ~ j -  e 

H i l f s sa t z  4"z~ ( '--1)~-1c ist gleich der Summe alter Produl~e der 
Funktionswerte von je n ---- l -- k -~- 1 unabh~ngigen Zweigen. 

(--1)~-~ci,  ( i = 1 , 2  . . . . .  l) ist gleich der Snmme aller Produkte 
der Funlr~ionswerte von je n -  1 Zweigen, naeh deren Entfernung noch 
ein geschlossener Kreis, dex den Zweig i enth~.lt, vorhanden ist, derart, da~ 
nach weiterer Entfernung des i- ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt. 

( - l ) ~ - l c i j  ( i ,  ~ = 1, 2 . . . . .  l; i ~=j) ist gleich der algebraischen 
Summe aller mit passendem Vorzeichen versehenen Produlr~ der FAemente 
yon je n -  1 Zweigen, nach deren Entfernung noch ein zugleich dutch 
Zweig i und Zweig ] laufender Kreis vorhanden ist, detart, dab sowohl 
naeh wei~erer Entfernung des i- ten Zweiges, als auch nach weiterer Ent- 
fernung des ~-ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt. Dabei ist das Vor- 
zeichen eines Produktes posit-iv zu nelnnen, wenn die Zweige i und ] relativ 
zu dem dutch sie laufenden ausgezeictmeten Kreis gleich orientiert sind, 
andern/aUs negativ. 

s0~) I)ieser Satz finder sich in anderer Form bei G. Kirchhoff, Pogg. Annalen 
72 (1847). 
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Der Beweis kann dutch Laplace-Entwicklung der Determinante yon C (5) 
nach den letzten k -  1 Zeilen und Spalt~n unter Beriicksichtigung des 
I-/_ilfssatzes 1 erbracht werden. 

Hi l f ssa tz  5. Die dutch einen 2q-Pol dargestellte Matrix iiJadert sich 
nicht, wenn ein in ibm enthaltener Zweipol ohne geSffnete Zweige (wie 
z. B. Z in Fig. le)  dutch einen einzigen Zweig mit einem Funktionswert 
ersetzt wird, welcher zu der dutch diesen Zweipol dargestellten" Funktion 
reziprok ist ~-1). 

Def in i t ion  9. Der durch den ,,Verkiirzungsprozel~" yon Hilfs.~atz 5 
entstehende Ersatz-2q-Pol heist eine ,,verkiirzte Darstellung':. 

Verkiirzte Darstellungen sind im allgemeinen uneigentlich gem/i$ 
Definition 8, abet nicht jede uneigentliche Darstellung kann als verkiirzte 
au/gefa~t werden. 

Def in i t ion  10. Zwei Zweige ,liegen in Reihe", wenn sie in einem 
Knotenpunkt zusammensto~en, der fiir keinen weiteren Zweig Anfangs- 
oder Endpunkt ist; zwei Zweige ,liegen parallel", wenn sie in zwei Knoten- 
punkten aneinanderstol~en. Die Verkiirzung zweier in Reihe tiegender Zweige 
zu einem einzigen Zweig heiSt ,,Reihenverldirzung:', die Verkiirzung zweier 
parallel liegender Zweige zu einem einzigen Zweig ,ParalleIverkiirzung". 

Hi l f s sa tz  6. Ein aus zwei in Reihe liegenden Zweigen mit den 
Funktionswerten z~ (2) und z~ (2) bestehender Zweipol stellt die Funlaion 

1 
zl(~)+z2().); ein ans zwei parallel liegenden Zweigen mit den Ftmktions- 

werten z1(2 ) und z,(2) bestehender Zweipo'l stellt die Funktion 
Z I  1 (~) ~- Z~ "-1 (2)  dar. 

(Zu beweisen z. B. wieder dutch Ausrechnung der Determinanten 
yon C (5).) 

Damit kennt man gemiil] ttilfssatz 5 einfache Regeln fiir die Xnderung 
der zugeordneten Funktionswerte bei dem ProzeB der ,Reihenverkiirzung" 
trod der ,,Parallelverkiirzung". 

Def in i t ion  11. Zweipole, die dutch fortgesetzte Reihen-und Parallel- 
verkiirzung zu einem einzigen Zweig zusammengezogen werden kSnnen, 
heiBen .einfach" ~o.). 

e~) Der Beweis kann durch Umformung der Determinmaten yon C(5) gefiihrt 
werden. Ein natiirlieherer Beweis des Hilfssatzes 5 ergibt sich dutch Einfiihrung 
von neuen Variabeln, die den Knotenpunkten zugeordnet sind und den elektrischen 
Potentialen entsprechen, so wie die x' den elektrischen StrSmen entsprechen. 

~) Von den in QFS benutzten Begriffen ,,Reihen-" und ,,Parallelverkiirzung" 
und ,,einfacher Zweipol" bilden die bier eingefiihrten g]eichnamigen Regriiie einen 
Sl~e~ . i~ l ia l l  , da ,,Verknfipfungselemente'" in dieser Arbeit nicht ha Betraeht gezogen 
werden. 
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Die weiterhin hier vorkommenden Zweipote.sind einfach (z  B. Fig. lb,  
lc, 3, 4). 

Nach den Hilfss~itzen 5 und 6 kann jede Partialbruchzerlegung and 
Kettenbruchentwicldung einer Funktion als (eventueU uneigentliche)Dar- 
stellung der Funktion dutch einen Streckenkomplex oder als einfacher Zwei- 
pol aufgefal]t werden. 

Zu jedem einfachen Zweipol kann man einen reziproken angeben, der 
dem ersten Zweig ~ Z weig zugeordnet wird, derart~ daft zwei Zweige oder 
Teilzweipole, die in dem ersten Zweipol parallel liegen, in dem zweiten 
Zweipol in Reihe liegen und umgekehrt, und die Zweige des zweiten Zwei- 
pols Funktionswerte haben, die zu denen des ersten Zweipols reziprok sind. 
Speziell sind Fig. l b und 1 e reziproke einfache Zweipole. Reziproke Zwei- 
pole stellen reziproke Funktionen dar. 

Kann man eine positive Funktion in zwei Snmmanden zerhgen, dis 
beide positiv sind, und die Summanden oder ihre reziproken Werte, die 
wieder positive Fun]rtionen sind, in gleicher Weise welter zerlegen usfi, bis 
man sehliel~lieh nut einfaehe Glieder L 2, R, D 2 -1 iibrig beh~lt, so ent- 
spricht diesem Zerlegungsprozel~, der eine Mi~chung von Partialbruchzer- 
legung und Kettenbruchentwicklung ist, offenbar eine DarsteUung der Aus- 
gangafunktion duzch einen (eigentlichen) einfaehen ZweipoL 

w 

Fall q-----1. 

Wit beschr~nken uns jetzt auf den Fall q ~-1, d.h.  anf Zweipole 
und dargestelite skalare positive Funktionen und bier wiederum auf solche - 
dargestellte rationale Funl~ionen, deren Grad dem Fall n ~ 2 entsprich~ 
n~mlich rationale Fnnlrtionen der Form 

~_ b l ~ + b ~ + b ~  ~ 
(7) ez~z aol,  q_aa2~q_a.~q_a82+a , 

deren Koeffizienten olme Einschr&nkang der Allgemeinheit als reell an- 
genommen werden kSnnen. Unter r sind die Elemente der Matrix A "-1 
zu verstehen. 

Satz  2. Jede posi t ive FunJaion der Form (7) iat darstellbar. 

Wir gehen davon aus, dal~ die Voraussetzung der Positivheit ~ eine 
in der rechten Halbebene regulate rationale Fnnlrtion oder, aUgemeiner, 
flit eine im Innern der rechten Halbebene regulate lbmlrtion, die suf der 
imagin~en Achso keine anderen Singularit~ten als Pole be~itzt, lediglich 
dutch das Verhalten der Funktion auf der imagin~en Achse charakterisiert 
werden kann. 
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H i l f s sa t z  7. Eine im Innern der rechten Halbebene regul~re und 
fiir reelle 2 reellwertige l~mtrtion f(2), die auf der imagin~iren Achse keine 
anderen Singularit~ten als Pole besitzt und nicht identisch verschwindet, 
ist dann und nut dann positiv, wenn sie in den regalgren Punkten der 
imagin~iren Achse nicht negativen reellen Teil, und dort als Singularitiiten 
nut einfache Pole hat, deren Residuen alle positiv sind. Ist Unendlich ein 
Pol, so ist dabei das zu diesem Pol gehSrige Residuum ats das P~siduum 

f ( l . )  fiir 3~---0 definiert. v o n  

Beweis  des H i l i s sa t zes  7. Die Notwendigkeit der Bedingungen fiir 
einen Pol auf der imaginiiren Achse folgt sofort daraus, dab fiir Pole 
anderer Beschaffenheit Bildpunkte der Umgebung dieses Poles negativ 
reeUen Tell erhalten. Jedem Pol auf der imagin~ren Achse entspricht ein 
koniugiert komplexer Pol mit gleichem Residuum, beide addiert mit einem 
Partialbruchanteil 

(8) ~ �9 
~.~+ b 

ist der Nu]Ipunkt Pol, so entsprieht ibm spezJell der Partialbruehanteil 

a (9) 
/. 

ist Punkt co Pol, so entspricht ihm der ganze rationale Anteil 

(10) a~, 

Xvorin immer a > 0, b > 0 gelten mug. Diese drei einfachen Typen von 
Funktionen sind o~enbar positiv. Nach Subtraktion solcher hSehstens in 

.endlicher Anzahl auftretender Partialbruchanteile von f(2), die mit Aus- 
nahme des betreffenden Poles auf der ganzen imagin~iren Achse rein imagin~r 
sind, bleibt eine Funktion mit reeUen Koeffizlenten iibrig, die in der ab- 
geschlossonen rechten Hatbebene regular ist und auf der imagin':iren Achse 
nicht negativ reellen Teil besitzt. Aus dem Umstande, dab der Realtei| 
Ms harmonische Funktion sein Minimum auf dem Rande annehmen mul~, 
folgt, dab die Restfunktion eine positive Funktion ist, ausgenommen, welm 
sie auf der ganzen imaginiiren Achse verschwindenden Realteil hat. In diesem 
Ausnahmefall ergibt sich nach dem Schwarzsehen Spiegelungsprinzip "3) abet, 
dab die Restfunktion in der ganzen ~-Halbebene regul~, also eine rein 
imagin~re Konstante und somit identisch Null ist. Fiir die urspriingliche 
Funktion folgt die Posivit~t dann einfaeh daraus, dag die Summe zweier 
positiver Funktionen wieder eine positive Funktion liefert. D~mlt ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

~*) Um den folgenden Sohluf3 zu machen, geniigt sclaon die Voratmsetztmg, dal3 
der Resttefl nut in einem Intervall der imagingren Achse rein imagin~ ist. 
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Man bemerke, was flit das Folgende wichtig ist, daft die Funktionen 
(8), (9 ~ (10 ~ bzw. eine Darstellung gestatten duzch ein Element L ~- a -  ~ 
trod ein Element D -~- b . a  ~ in Reihe, ein Element L = a -x, ein Element 
D = a -~ and die zu (8), (9), (10) reziproken Funktionen, bzw. dutch eine 
Parallelanordnung eines Elementes L - - ~  a b -~  

und eines Elementes D =~ a,  dutch ein Element 
D = a,  ein Element L = a .  Die Bedingtmg dafiir, 
da~ der Realteil yon (7) auf der imagin~ren 
hchse nieht negative Werte ~nnlmmt, tauter 

worin 

V x = a l b  1 - a o b 2 ,  

( 1 2  ) V., = a.~ b :  - -  a I b 3 - -  a:~ b 1 , 

V~ = % b~ - -  a 4 b., .  

Um Weitschweifigkeiten zu vermeiden, be- 
schr~i~ken wir ans auf den Fall, dal3 die Null- 
stellen des Nenners yon (7) im Innern der linken 
IIalbebene liegen:4). Hier ist die Funktion (7) 
noch auf der ganzen imagini4ren kchse regul~  
und daher die Bedingung (11) nach Hllfssatz (7) 
auch hinreiehend fiir die Positivit~t. In  dieser 
Bedingung ist enthalten, dab a o und b 1 gleiches 
Zeichen haben"-~). Setzen wir dies voraus und 
denken wir uns die Nullstellen an, a~, e s, a 4 des 
Nenners yon (7) irgendwie in der linken Halb- 
ebene ge~geben, so ist der fiir positive Fnnlv- 
tionen (7) charakteristische Bereich in der kar- 

b~ b a 
t~ischen ~ ,  ~ -  Ebene (Fig. 2) dutch das Innere 

der Ellipse. 

(13) v:=o ~g.~. 

~*) Dieses ist der komplizierteste Fall. Ist z. B. a 0 oder a4, oder shad beide 
gleieh 0, so ist der im folgenden Beweis vorgenommene Redu_ktionsprozel3 in ver- 
einfachter Form anwendbar. Im Fall a 0 = 0 will aus der Ellipse Fig. 2 eine Faral~. 
Enth~lt der Nenne~ zwei konjugiert imagin~re Wurzeln, so h a t  m a n  zuerst gemJ~ 
dem Beweis yon Hilfssatz 7 einen Partialbruchanteil der Form (8) abzuspalten und 
gelangt sofort zu einer positivvn Funktion der Form eines G]iedes der rechten SeRe 
yon (15). 

~s) Bed~gumg (11 t enthiJaxt tinter anderem die notwendige Bedingung, daft a//e 
Koeffizienten yon (7) gleiches Zeichen habem 
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zusammen mit dem von iliren Tangenten F 1 = 0 und V s ~ 0 mad der 
Ellipse eingeschlossenen Gebiet gekennzeiclmet. Die Positivheitsbedingung 
entsprich~ also in Fig. 2 dem konvexen Bereich aehda.  Darin fist a der 
Beriihrungspnnkt der Ellipse mit der Geraden b~ = 0, d ikr Bexiihnmgs- 
punk* mit V a ~-0 und e ihr Berfihrungspunk* mit V 8 = 0, h der Schnitt- 
punkt von V 1 ~ 0 mid V~ -~ 0. Die vollsLgndige Dfisk~l.~ion der mit n =- 2 
darsteUbaren Funktionen ~ (7) ergab das Resultat, dab nut ein Teil des 
ebea beschriebenen Gebietes darstellbar ist, der yon der Ellipse (13) und 
dem reellen Tell der gleich Null gesetzten Resultante yon Z/iJaler und Nenner 
in (7) begrenzt wird, die vier Tangenten der Ellipse darstellt. In Fig. 2 
ist ein Beispiel des kompliziertesten Falles gezeichnet, in dem diese vier 
Tangenten s~mttich reetl sind. Das darsteUbare Gebiet fist schraffiert. 

Fiir das Folgende fist es nut  wesentlich, dab in allen Fhllen das Innere 
der Ellipse (13) mit n----2 darstellbar ist. 

Es soU jetzt gezeigt werden, dab das yon den drei Geraden V 1 = 0, 
V~ = 0, V3= 0 eingeschlossene Dreiecksgebiet hde (V 1 ~ 0, Vs~  0, Va~  0) 
stets mit n > 2 darstellbar [st. Zum Bewefis sollen ,einfache" Zweipole 
konstmiert werden, welche eine Darstellung dutch einen Streckenkomplex 
leisten. Wit nehmen eine Zerlegung der Funk*ion (7) derart vor, wie sie 
am Ende yon w 2 gesehildert wurde. 

~1-11 hat flit 2 = 0 und 2 ~ c~ je einen einfachen Pol. Die zugehSrigen 

Partialbruehanteile aol a, spalten wir ab. Die Funk*ion b~ ' b,/~ 

bl ba~ bl~+bz~ + Za 
fist wieder positiv. Bei dieser Operation bleibt V~ : 1]~, 5 = V~, V a = V~ 
invariant. Es fist daher auch insbesondere 

(14) " " ' -- ' V~' ---- a o  b~ - -  a I b s a 3 b 1 > 0. 

Fiir Punkte des Dreieeks hde fist eine weitere Zerlegung in zwei posi- 
tive Fanktionen auf unendlich viele Weisen m6glich: 

a~"~ a' 
05)  a ' ~ ' + ~ + ~ , ' _  ~,~,+~',~ + + ~ = u + ~ , .  

b, i~--V b,, 9. +/~ ~ l ~ +  b~l+ bs btl~+bgl+b, 

Nach (14) kann man niimlieh auf unendtich viele Wefisen setzen: 
a~ ---- a~ '+  a , ' ,  

derar t ;  da$ sgn a~ -= sgn a.~' = sgn a~" und ferner die Ungleiehungen 

~'b~ -- a~ b~ ~ 0 
und 

a'd' b~ a'  bl :> 0 

**) R. M. Fo~ter, The Bell Syst. Tech~ Journ., Okt~ 1924, mad Cauer, Archly fiir 
FAektrotechnik 1926. 
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die Darstellbarkeit nachzuweisen. 
Die linear gebrochene positive ~'6 ~) Funktion 

y).+~ 

wird nun abet z. B. dureh einen einfaehen 
oder Fig. 3b dargestellt, 
je nachdem 

~ - - / ~ r ~ O ,  
womit der Beweis von 
Satz 2 beendet ist. 

Zweipol gem~l] Fig. 3a 

F~g. S. 

Der wesentliehe Gesichtspankt bei der Konstruktion einer Darstellung 
fiir irgendeine positive Funk~ion, deren Grad dem Fall n ~ 2 entspricht, 
war, da~ man auBer n ~ 2 such ausgeartete F~ille (semidefinite Formen 
L, R, D) ~ > 2 zur Darstellung mit heranziehen muB. 

Ausgehend yon Satz 2 hat ldirzlich Otto Brane einen sehr ein- 
fachen and funktionentheoretisch durchsichtigen, flit beliebige positive Funk: 
tionen anwendbaren Kettenbruchalgorithmus (Darstellung dutch einfache 
Zweipole) entwickelt, der den Stieltjesschen Kettenbruchalgorithmus als 
SonderfaU enth~ilt, und dadarch die Darstellbarkeit ]eder positiven ratio- 
nalen F un~ i on  bew/esen~Sb). 

w  

Approximation beliebiger positiver Funkt ionen 
durch darstellbare Funktionen. 

In diesem Absclmitt wird der Satz bewiesen: 

Sa tz  3. Jede positive Fu~ktio~ kann in jedem abgeschlossenen Teil- 
9ebiet der Halbebene ~ ~ > 0 gleichmdflig dutch eine mit hinreichend gro~em 

�9 6a) .positiv. ist in diesem Fall gleichwertig mit ~ _~ 0, fl ~ 0, 7 ~ 0, ;} ~ 0, 

esb) Otto Brune, ,Synthesis of a finite two-terminal network whose driving-point 
impedance is a prescribed function of frequency ~, Journal of Mathematics and Physics, 
10, 1%. 3 (1931). 

Mathematische AnnMen. 106. 25 

erfiiUt sind. Da auBerdem 
! t v,'= > o  a~ b~ 

mad 

ist, sind hinreiehende Bedingungen fiir die Positivheit yon u und v vor- 

handen. Von u -1 wird wiederum das Glied b8 v-1 b~ Z a~'--~' yon alas Glied aU 

abgespalten, wobei die restlichen Funktionen wieder notwendig positiv sind. 
Alles ist nun daratff reduziert, von einer linear gebrochenen positiven Funk- 
tion, d.h.  von einer linear gebrochenen Funktion mit positiven Koeffizienten, 
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endlichem n daraellbare Funktion atvproximiert werden, wobei die Dar- 
stellun# nut  zwei quadratische Formen, ndmlich die L- und die D-Form, 
enthdlt. 

Beweis. Ffir positive Funktionen w gilt niimlieh die Poissonsche 
Integraldarstelltmg ~ 7) 

o~ 

(16) w = ~ ( c +  (d~(~)~ 
\ ...1 .~.~+ �9 J ' 

0 

worin C ~ 0 und v/eine nicht abnehmende Funktion ist, die der Bedingung 
c o  

geniigt, da6 | dw (x) flit a > 0 existiert und das Integral im Stieltjessehen j x 
a 

Sinne genommen werden soll. Ist w noeh auf der imagin~ren Achse regular, 
so ist yJ differentiierbar und die Ableitung y/  proportional ~ w :  

~(~ t~ )  ~ 0 ( 1 6 , , )  ~ , ' ( : ~ ) -  ~ , - ~  _ . 

Ein solehes Integral (16) kazan abet in jedem abgeschlossenen Teilgebiet der 
Halbebene ~ 2  > 0 gleiehm/i/~ig dutch eine Summe angen~ihert werden, 
welehe die Form 

besitzt, wo C ~ 0, a, ::> 0, b ~ 0. 
Jede Summe (17) wird abet z. B. dutch einen Zweipol Fig. 4a dar- 

gestellt's). Man vergleiche dazu die Bemerkungen fiber die Darstellbarkeit 
der Funktionen (8), (9), (10) auf S. 382 und den Hilfssatz 6. 

r 

Fig. 4. 

In den Anwendungen handelt 
es sieh gewShnlich um solehe posi- 
tive Funktionen, die als Fnnlctionen 
von 2 + e ,  mit genfigend kleinem 
e > 0, noch positiv shad. Ffir sie 
gilt die zu (17) analoge Partial- 
bmchapproximation 

-aT) Sie wurde abgeleitet aus einem Resultat von G. Herg]otz in den Leipziger 
Berichten ]911 unter Anwendung einer linear gebrochenev Transformation und water 
Beriicksichtigung des Umstandes, dab es rich um Funktionen hande]t, die fiir reello 
2 reellwertig ~ind. 

�9 s) Uber ~luivalente Darstellungen siehe loc. cir. Al~hiv f, Elekttotechn. 1926 
mad QFS. 
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wo C ~ 0 ,  a :>0,  b ~ 0 ,  # = 2 - 4 - e .  Sie ist in 2 auch noch auf dar 
imaginEren Achse selbst giiltig~9). Die Funktion (18) ist nicht nut eine 
in/~ positive Funl~tion, sondern erst recht eine in 2 positive Funktion, und 
kann demnach gem~ft w 3 dargestellt werden, Es l~l~t sich aber sehr leicht 
unmittelbar eine Fig. 4a entsprechende Darstenung darch einen Strecken- 
komplex angeben (Fig. 4b), die wieder ein einfacher Zweipol ist. Fig. 4b 
geht aus Fig. 4a daclurch hervor, dal~ neben ~edes D-Element yon Fig. 4a 
ein R-Element parallel gelegt wird, derart, dab 

D 
(19) R~=e ,  

und ebenso mit jedem L-Element ein R-Element in Reihe gelegt wird, 
derart, dal3 

R (20) Z = ~ .  

w 

Fall q = 2 .  

Von dem Fall q = 2, d. h. poaitiver zweireihiger Matrizen 

(21) ( a~l ~1~ 1 , 
\%1 a~/  

werden hier zwei Spezialf/ille behandelt. Zu der stets geltenden Einschr~nkmng 
a1~ " ~ a21 nehmen wit erstens die weitere Einschr~nkung a n ~  al., hinzu. 
Dann kann leicht der Satz bewiesen werden: 

Satz 4. Jede ~x~itive Matrix der Form ( t~l ~11~ ist darsteUbar. 

Beweis. Wir betrachten den uneigentliehen Vierpo] Fig. 5a mad be- 
rechnen die dutch ihn dargestellte Matrix, ausgedriiekt dureh z,(2) und z2(2), 
die Funktionswerte seiner Zweige. Dieser Vierpol enth~lt nach Schlief~ung 
yon Zweig 1 und 2 zwei Knotenpunkte und drei Zweige, letztere mit den 
Funk~donswerten z 1, 0, z~. 

Nach Hilf~satz 4 erhiilt man soiort 

~ ~ Z 1Z~ 

- -  r  = Z~, 

~) In den Anwendungen interesaieren haupt~chlich re/n/mag/~re 2, ch h. reen~ 
~requenzen des WechseIstroma 

0 1 ~ $  
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also  
- 1  

c 

(22) a~z -~ ~ = z ~  ' - -  z.7 i ,  

C12 - I  
c 

Da die Bedingung %x = ax~ erfiillt ist, lassen sich z~ mad z~ so bestimmen, 

dab Fig. 5a eine (zmaichst uneigentliche) Darstellung v o n (  a~t a~x'l gibt. 

Dutch AuflSsung von (22) folgt 

-1 
( 2 3 )  zl - -  ~l i  , 

z~ = ( ~  - ~ i ) - ' .  

Die Positivheitsvoraussetzung besagt im wesentliehen 

~ a ~ > o  ffir ~ 2 > 0  
und 

wovon die letzte Ungleichung ersetzt werden kann dutch 

~ ( a ~ - - e ~ ) > o  f l i t  ~ t i > 0 .  

Danaeh sind z x und z~ in (28) positive Funktionen mad als solche nach 
w 3 darsteUbar. Die uneigentliche Darstellung Fig. 5a kann danach als ver- 

,l 
Ny~ j 
b 

Fig. 5. 

kiirzte (eigentliche) Darstellung aufgefal3t 
werden, und damit ist Satz 4 durch Reduk- 
tion auf q = 1 bewiesen. 

Mathematisch interessanter und flit dis 
Anwendungen wichtiger ist ein zweiter Spezial- 
fall yon (21), nSmlich der Fall, wo die Ein- 
schrinkung a~l ~ %s gilt. 

Def in i t ion  12. lJnterliegt die durch einen Vierpol dargestellte Matrix 

(~li Einsehr~kung a n ~ ~ .... so heigt der Vierpol ,symmetrisch". 
t~lg~ der 

Die dutch einen ,symmetrischen" Vierpol dargestellte Matrix ~indert 
aieh nicht, wema die beiden geSFmeten Zweige miteinander vertauseht werde~ 

Satz 5. Jede positive Matrix der Form (r r ist darstellbar. 
\g12 ~Xl / 

Beweis. Wit betrachten den uneigentlichen Vierpol Fig. 5b und be- 
rechn~n die dutch ikn dargestellte Matri~ Dieser Vierpol enth/ilt (nach 
$chliegung d er Zweige 1 mad 2) vier Knotenpunktr und seehs Zweige, der 
Reihe naeh mit den Funktionswerten 0, 0, zi, zl, z~, z~.. Die Anwea4ttcg 
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yon Hilfssatz 4 ergibt: 

- c = 2 z ~ z ~  + 2 z ~ z o . ,  

- c .  = - % = z~ + z~ + 2 z ,  z~,  
a ,'* 

- - c ~ - =  z ;  - -  z.~ 
oder 

Cll  C22 _ _  Zt -~ Z~ 
r = ~5~* C C 2 ~1 Z2 (24) o 2 

el,  2 Ze - -  g l  
~ i o  - -  . 

Die AuflSsung der Gleichungen (24) nach z 1 und z~ ergibt 

~o = ( , , -  ~L,) -~. 
Die Positivheitsvoraussetzung besagt im vorliegenden Fall in der Hauptsaehe 

ax l>O flit ~ 2 > 0 ,  
(26) ( ~ , ~ ) ' - ( ~ % . ) - > 0 ,  ~ "" ~ r  . ~ > o .  

Also haben entweder ~a~l ~- ~ a ~  trod ~ a l l - - ~ e l ~  beide negatives oder 
beide positives Zeiehen flit ~2  > 0. Das erste wiirde einen Widersprueh 
gegen !}ta~ > 0 fiir 9~2 > 0 ergeben. Somit sind die Bedingungen (26) 
iiquivalent zu 

(27) ~t(~.  _+ ~ )  > 0 ~ r  ~ > 0 .  

Danach sind z 1 und z~ in (25) positive Funktionen mad naeh w 3 dar- 
stellbar. Somit ist auch Satz 5 dureh Reduktion auf q----1 bewiesen. 

w 

Das Interpolationsproblem der symmetrisehen Siebschaltungen. 
Das in diesem .kbsclmitt behandelte Interpolationsproblem ist ein typi- 

sches Beispiel einer Aufgabe, in der nicht eine gegebene positive Matrix Q 
dargestellt, sondern eine gewissen idealen Forderungen geniigende Matrix Q* 
approxim~tiv dargestellt werden soil so). Soweit die Aufgabe, eine gegebene 
positive Matrix Q darzustellen, gelSst ist (unser Haupt-problem), redtmieren 
sieh derartige Aufgaben darauf, den idealen Forderungen approzim~tiv dutch 
eine positive Matrix Q mit rationalon Elementen zu geniigenSl). 

Der Entwurf symmetriseher elektriseher Siebschaltungen, die in ge- 
wissen Frequenzintervallen nahezu verschwindende ,Gesamtd~mpfung" (Be- 

~o) Solche Aufgaben treten h~tufig in der Teehnlk der Wechselstromschaltmagen auL 
~) Dio folgenden Ausfiihrungen iibex das Interpolationsproblem der symmetri- 

schen Siebschaltungen besehr~nken ~ich auf ein kurzes Referat, da ausffthrlichere Ver- 
5ffeatIichtmgen dairiiber an anderer Stelle schon ersehienen aind oder noch erschdmev. 
:8iohe die Literaturangaben ~ m  ll). 
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triebsd~mpfung), in den komplement~ren Frequenzintervallen abet praktisch 
unendfieh groae D~mphmg haben soUen, fiihrt auf ein Interpolationsproblem 
mit positiven Matrizen der Form des Satzes 5 (w 5): 

Die idealen Forderungen lauten: Es so]] 

V=log - -  o 

sein in gewissen vorgesehriebenen Intervallen der posit;iven imagln~en Aehse 
(und damit yon selbst in den konjugiert imagin~iren Intervallen) und 

U = c ~  

in den komplement~ren Intervallen. 
Unter dot Benutzung der Parameter z~ und z~ yon w 5 l~i~t sich dem- 

nach das Interpolationsproblem so formulieren: 

I n t e r p o l a t i o n s p r o b l e m  1. Zwei rationale positive Funktionen z 1 
und z~ sind so zu bestimmen, dab die Forderungen 

(28) U = l o g ]  (I~-~)(l+z~) = 0  

in gegebenen Intervallen der positiv imagin~ren kchse und 

( 2 9 )  v = 

in den komplementSxen Intervallen alOproximativ erfiillt werclen. 
Es ist leieht zu sehen, dab wegen der :Forderung (28) z 1 und z.~ 

(yon Polen abgesehen) auf der imagin~en Aehse nahezu rein imaginKr sein 
miissen. Um Weitl~iufigkeit in der Ausdrucksweise zu vermeiden, setzen 
wit weiterhin voraus, dab zl und z~ solche rationale positive Funktionen 
sind, die auf der imagin~iren Achse his auf Pole rein imagin~r sin& Solche 
Funktionen shad naeh den Erl~uterungen zu Hilfssatz 7 bexeits dutch zwei 
quadratisehe Formen, n~mlich L und D, darstellbar. 

De f in i t i on  13. Positive Matrizen, die dutch lediglich R und D dar- 
gestellt werden trSnnen, heiBen Matrizen der Klasse ~ .  

Positive Matrizen, die dutch lediglieh D und 15 darge~tetlt werden 
kSnnen, he~en Matrizen der Klasse @. 

Positive Matrizen, die dutch ledJglioh L und R dargestellt werden 
kfnnen, he i~n  Matrizen der Klasse ~ .  

Weiter-hin ist leieht zu sehen, daft sieb alas Interpolationsprob]em 1 
ohne Eins~hr~uktu~g der Allgemeinheit auf das folgende einfachete Problem 
reduziexen ]~l~t: 
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I n t e r p o l a t i o n s p r o b l e m  la. Es sollen rationale Fun~onen  z~(2) 
und z.2(2 ) d e r  Klasse ~ so bestimmt we~den, dal~ die Gleichnngen 

(30) z l z , .~  l 

in gegebenen Intervallen der positiv imagin~iren 2-Aehse und 

(31) z~ ---~1 
Zg 

in den komplement~ren IntervaUen approximativ erfiillt werden. 

1 Funktion der Klasse ~ ist, sind beide Forderungen Da mit z.~ auch z~ 

(30) und (31) gleicher hxt. Mit (30) allein ist (28) erfiillt, mit (31) die 
Forderung (29). Es gilt 

Satz 6. Interpolationsproblem l a  ist 15sbar in dem Sinne, daft die 
Approximation gleichmdflig beliebig gut gemaeht werden kann in jedem 
Teilinterval131a) der gegebenen lntervalle liar die Forderung (30) und zugleich 
in jedem Teilintervall der ]r Intervalle /~r die "Farderung (31). 

Verschiedene LSsungen des Interpolationsproblems 1 bzw. 1 a, und somit 
Beweise des Satzes 6, iindet man in den zitierten Arbeiten. Eine LSsung 
zeigt mittels einer Integraldarstellung den Grenzfa]l, wo der Grad der Funk- 
tionen z 1 und z~ nach ~ strebt und die Approximation ideal wird. Be- 
sonders wertvoll fiir die elektrotechnisehen Anwendungen ist eine Approxima- 
tion im Sinne yon Tschebyseheff, welche bei geniigend kleiner Zahl der ge- 
gebenen Intervalle, d.h. flit die praktisch vorwiegend interessierenden F~ille, 
auf das Transformationsproblem der elliptischen Integrale zuriickgefiihrt 
werden kanm Fiir aUe diese F~lle wu~den die Pa~amete~ der im Tscheby- 
scheffschen Sinne approximierenden rationalen Funktionen z~ und z~ explizit 
ausgerechne~ und dutch ein umfangreiches Kurvenmaterial alb) dem Ingenieur, 
der Siebsehaltungen zu entwerfen hat, zug~nglich gemach~. 

w 

Approximation numerisch oder graphiseh auf einem Stiick der imagin~ren 
hehse gegebener komplexer Funktionen dureh positive FunktionenS~). 

Die al]gemeine Problemstellung dieses Abschnittes ist die fo]gende: 

I n t e r p o l a t i o n s p r o b l e m e  2. In einem Interval] der positiven ima- 
gin~en 2-Achse sind Realteil und Imagin~rteil als stetige odex stiickweise 
stetige Fun]rtionen gegeben. Gesueht sind rationale positive l~nnlctionen, 

~s) de~en Enden innere Punkte eines dex gegebenen Intervalle sin& 
~b) VerSffentlicht in tier in Anm. 11) an zweiter Stelle genann~a At~beit. 
~) Diese Iuterpelationsproblemo lassen" sich natiirlich auoh auf positive 

ausdehnen und ~nd auch in dieser VeraHgemeinerung yon praktisch grofler Bede~tm~ 
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bzw. Funktionen der Klassen ~ ,  ~,  ~ ,  welehe diese gegebenen Funktionen 
approximieren, sowie die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 
die Approximierbarkeit ~s). 

Eine Vereinfachung dieser Interpolationsprobleme besteht darin, da6 
verlangt wkd, w in einer endlichen Anzah l  yon P u n k t e n  der imagin&ren 
2-Achse dutch rationale positive Approximationsfunktionen, bzw. solche Funk- 
tionen der Klassen ~ ,  ~, ~ exakt ,  wiederzugeben. Fiir die LSsung dieser 
Aufgaben aind die Resultate der erw&hnten Arbeit von G. Pick z~) von 
Interesse. Zu beachten ist, daft die von Pick untersuchten Funktionen 
nicht flit reelle 2 reel] sind, und dal~ die Interpolationsstellen bei Pick nach 
unserer Redeweise im Innern der reehten 2-Halbebene liegen. 

D e f i n i t i o n  14. VorgesehriebeneWertepaare (21, wl) , (2~, w~) ... . .  (2~, w~} 
heil~en fiir positive Funktionen (Funktionen der Klassen ~ ,  ~, ~ )  ,zul&ssig", 
wenn positive Funktionen (Funktionen der Klassen ~ ,  ~, ~ )  existieren, 
welche die vorgeschriebenen Werte annehmen. 

Im folgenden wird eine pralz~iseh brauchbare LSsung ffir das verein- 
fachte Interpolationsproblem z~) im Fall der Klasse ~ mitgeteilt. Durch 
Vertauschung von 2 mit  2 -1 erh~t  man daraus die entsprechende LSsung 
flit den Fall der Klasse ~ .  

Atle Funktionen r der Klasse ~ gestatten die Schreibweise 
c o  

(39) = c + J Z+z 
0 

wo C~ > 0 ist, v/ eine nicht abnehmende Funlrtion und das Integral im 
Stieltjesschen Sinne zu nehmen ist. 

Dutch die Transformation 2 = y~ wird 
c o  

/ (z)~ 
w ; ,  = u ( c  4- - -  Jy '~  + x /  

0 

als Funktion yon y eine aUgemeine positive Funktion (vgl. (16) w 4). Die 

~) Die Ausfiihrtmgen dieses Paragraphen haben wie die des w 6 nur referieren- 
den Charakter, da beabsichtig~ ist, auf diese ftir die elektrotecbn{,cben Anwendungen 
besonders wiehtigen Interpolationsprobleme in einer besonderen Arbei~ ausfiihrlich 
zuriickzukommen. Die elektrotechnischen Aufgaben, Nachbildungsschaltungen, Phasen- 
und D~npfungsausgleichsschaltungen, Entzerrungsschalmngen zu entweffen, fiihren 
z. B. auf Interpolationsprobleme 2. 

~) Siehe I. c. 1~). 
85) Das ~luivalente elektrotechnische Problem lautet: Einfachste Zweipolschal- 

txmgen aus Kapazit~ten und Ohmschen Widerst4inden zu finden, deren Wechselstrom o 
widerst~ad ffir eine endliche Anzahl gegebener Frequenzen vorgeschriebene Werte 
aun~mmt~ 
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Interpolationsstellen 2~ werden bei dieser Transformation auf die Halbgerade 

~ R y = ~ y  a6) > 0 ,  

also jedenfalls in clas Innere der rechten Halbebene transformiert. 
Eine Modifizierung der Uberlegtmgen yon Pick ergibt nun 

Sa tz  7. Sind ]i~r die Punkte 21, ~ ,  . . . ,  2,, der positiv imagindren 
Achse die komplexer~ Werte w~, w~ . . . .  , w.  bzw. vorgeschrieben, so lie]err 
das [olgende Interpolationsver/ahren nacheinander je zwei rationale $'unk- 
tionen u,,  v,, der Klasse fg niedrigsten Grades, welche die Wertepaare 
(2~, w~) [iir i = 1 , 2  . . . .  , a  (a~---1,2 . . . . .  n) annehmen, v~ausgesetzt, daft 
die (~, w~) /~2r Funktionen der Klasse ~ zuldssig sin& Notwendig und 
hinreichend ]iir die Zuldssigkeit ist sowohl, daft die ira Verlau/ des Inter- 
polationsver/ahrens ermittelten Konstanten a~, b~, als auch, daft die c., d,, 
nicht negativ aus/allen. 

Man bestimme die Konstanten a~, b~; %, d~ elndeutig so, dal~ 

p~(z) _ ~ + b ~  
u~ = ~q,(~) 

und 
r~(z) 1 

beide das Wertepaar (~1, wl) amaehmen. 
Hat  man 

u ,  -- ~q~(~.), 
(40) r~(Z) 

so bestimmt, dab beide die Wertepaare ()a, w~), (~ ,  w~), . . . ,  (2~, w~) an- 
nehmen, wobei lo~, s ,  Polynome in ~ vom a-ten Grade mit positiven Koefti- 
zienten mad q~,r~ Po]ynome in 2 yore ( r  Grade mit poaitiven 
Koeffizienten bedeuten, so finder man die entsprechenden u ,+ l ,  v~+~ dutch 
die hnsiitze 

(aa+~ ~ + b.+,) Pa + ~r,, 
u.+~ = ~ [ (a .+~ + b.+~) q. + s.]' (41) 

indem man a.  + ~, b. + 1; c~ + 1, d. + 1 eindeutig so bestimmt, da~ u~ + a and 
v.+l beide auch noch das Wertepaar (~+1,  w .+ l )  annekmen. 

Die in Satz 7 genahnten notwendigen mad hin~eichenden Bedingtmgen 
fiir die Zul~sigkeit ffir Fnn]rtionen der Klasse ~ lauten mit 

~) 3 y bodeut~t Imaghaaxteil yon y dividiert dutch i. 
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und 
w , =  f,,-~-igr 

in den eizffachsten F~llen explizit folgendermal~en: 

(42) a - - 1 .  f,_>_0, gl=<0; 

f l_~0,  gl__<0, 

2 (43) a----2, glg~(aJ~--~-wg)-[(fa--f2)~-k-g~-l-g~]ajaw,~_O, 
(f~f~ - g - g ~ ) ~  + 2g lg~  ~1 ~ ,  + ( f~f ,  - fg - g , ) ~ ,  > 0 .  

Damit Ms stetige Kurve gegebener Realteil ~ w = f(o~) and Imagin~ir- 
teil ~ ~ w - ~ g ( w )  duxch Funktionen der Klasse ~ approximiert wexden 
kSmaen, sind flit den Kurvenverlauf nach (42) and (43) notwendige, abet 
nicht hinreichende Bedingungen 

f ~ 0 ,  g ~ 0  

and (olme die Bedingmagen (43) zu erschSpfen) f monoton /allend, g 
monoton wachsend. 

Dutch Grenziibergang ergeben sich die notwendigen mad hinreichenden 
Bedingungen fiix f mad g mad die erst~n Ableitungen f '  mad g' fiir einen 
vorgeschriebenen Pmakt: 

f ~ 0 ,  g=_<0, 
(44) (f'~ -f- g" )  oS -> -- g~ ~_ 0, 

(f'"- + g'~)co'~ -~ (f"- + g"-)'~o + g"- ~ O. 

Realtefi trod Imagin~rtefl sowohl yon u x als auch yon v~ geniigen den 
beiden Differentialgleichungen, die sich aus den beiden letzt~n Relationen (44) 
•r den Fall des Gleichheitazeichens ergeben. 

(Eingegangen am 20. 3. ! 931.) 


