Uber Funktionen mit positivem Realteil.

Von
W. Cauer in Gottingen.

Einleitung.

Die praktischen Aufgaben der Elektrotechnik, Schaltungen zu entwerfen,
deren Verbalten nach auflen hin sich in vorgeschriebener Weise mit der
Frequenz des Wechselstroms sindert, fithren auf das folgende mathematische
Problem ):

Gegeben seien drei nicht negative ?) quadratische Formen von » Variabeln
mit den Matrizen L, R, D ®) und eine komplexe Verinderliche i. Sei

Li+R+DI ' =A4A.

Definition 1. Eine gegebene quadratische symmetrische g-reihige
Funktionenmatrix Q, die als Hauptminor einer Matrix 477, bei der n > ¢
ist, aufgefat, oder ,dargestellt%, werden kann, moge ,darstellbar ¥) heillen.

Hauptproblem. Gesucht sind die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, daf eine Funkiionenmairiz®) darsiellbar ist. Sind die

1) Vgl dazu Math, Annalen 105 (1931), 8. 86132, ,Untersuchungen fiber ein
Problem, das drei positiv definite quadratische Formen mit Streckenkomplexen in Be-
Zichung setzt, weiterhin kurz als ,QFS“ zitiert. Um die vorliegende Arbeit von QFS
unabhingig lesbar zu machen, wurden die erforderlichen Erlauterungen iber Zu-
ordnungen von quadratischen Formen und Streckenkomplexen in § 2 in gekiirzter
Form zugammengestellt,

) Wir wollen voraussetzen, daB wenigstens fiir einen Punkt der rechten 2-Halb-
el}ene der Realteil von 4 positiv definit ist. Hinreichend dafiir ist, daB wenigstens
€ine der drei Formen L, R, D positiv definit ist.

%) 1 reprisentiert die Induktivititen, R die Ohmschen Widerstinde, D die rezi-
proken Kapazitaten von geschlossenen Stromkreisen einer Schaltung.

%) ,Darstellung® in dieser Arbeit ist identisch mit ,Darstellung im weiteren
Sinnet in QFS.

%) Eine solche darstellbare Matrix von Funktionen reprasentiert phys:kabscb dle

Frequenzcharakteristiken eines 22 g-Polsé.
Mathemstische Annalen. 106. : 24
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notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir erfilll, so wird di
Angabe einer Darstellung, oder, allgemeiner, aller Darstellungen verlangt

Notwendige Bedingungen. (§1.) Eine einfache Uberlegung zeigt
dal jede darstellbare Matrix @ in der rechten i-Halbebene regulir ist, de:
reelle Teil von @ dort zu einer positiv definiten quadratischen Form gehort,
und § firr reelle 1 reelle Werte annimmt.

Definition 2. Eine diesen notwendigen Bedingungen geniigende sym-
metrische Matrix ) mdoge ,positiv genannt werden.

Vermutung. Eine positive Matrix ist darstellbar.

Diese Umkehrung der Tatsache, daf jede darstellbare Matrix positiv
ist, ist micht trivial, scheint aber allgemein richtig zu sein. Sie wird in
dieser Arbeit fiir folgende Fille bewiesen:

I. ¢ =1.%) Hier reduzert sich die Matrix ¢ auf eine positive Funktion.

a) (§3.) Beschrinkung des Grades der positiven Funktion so, da dem
Grad nach eine Darstellung mit n=2 mdglich erscheint, aber n=2 oder n>2.

b) (§4.) m—» oo in dem Sinne, dall jede positive Funktion in jedem
abgeschlossenen Teilgebiet der Halbebene $ ) 1 > 0 beliebig gut gleich-
milig durch eine Funktion approximiert werden kann, die durch A mit
hinreichend grolem n dargestellt wird.

Dall die Vermutung mm Falle ¢ = 1 fiir jede rationale positive Funkiion
nicht nur approximativ, sondern exakt richtig ist, mit endlichem n, wurde
kiirzlich von Otto Brune??) durch einen Ketienbruchalgorithmus bewiesen,
der als Spezialfall die Stieltjesschen Kettenbriiche enthilt.

IL ¢g=2.% (§5)

a) Gleichheit der Elemente der ersten Zeile (und Spalte) der Matrix .

b) Symmetrie der Matrix Q beziiglich der Nebendiagonale®).

Beide Fialle I1. a) und II.b) konnen auf Fall 1. reduziert werden.

Die Diskussion des Falles II. b) liefert einen sehr einfachen neuen
Beweis eines unter anderm fiir die Theorie der Sjebschaltungen grund-
legenden Theorems iiber symmetrische Vierpole %) (vgl. die Definition 12).

Derjenige Teil des Hauptproblems, der nicht nur die Angabe einer,
sondern allgemeiner, die Angabe aller moglichen Darstellungen ein und

%) Elektrotechnisch: Zweipol (Wechselstromwiderstand).

%) R bedentet _reeller Teil von¢,

7#) Genaues Zitat s. S. 385, Anm. 28b%),

%) Elektrotechnisch: Vierpol.

9} Elektrotechnisch: Symmetrischer Vierpol.

19) ,Uber die Variabeln eines passiven Vierpols®, Sitzungsber. der PreuBischen
-Akademie der Wiss., Dez. 1927.
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derselben Matrix @ verlangt, wird in dieser Arbeit nicht behandelt. Dieser
Teil des Hauptproblems fiihrt im wesentlichen aunf snvariantentheoretische
(algebrassch-geometrische) Fragen.

Im Einklang mit der ausgesprochenen Vermutung stehen die in QFS
bewiesenen Reziprozititsiheoreme, die besagen, daf mit jedem @ auch Q*
darstellbar ist. Wie hier in § 1 gezeigt wird, ist nimlich mit Q auch Q~*
positiv.

Neben dem Hauptproblem sind fiir die elektrotechnischen Anwendungen
eine Reihe von Interpolationsproblemen von Interesse, die darauf hinaus-
laufen, daf eine numerisch oder graphisch oder durch gewisse ideale For-
derungen gegebene Matrix Q* durch positive Matrizen @ approximiert
werden soll, deren Elemente rationale Funktionen sind.

1. Der Entwurf symmetrischer Siebschaltungen entspricht wesentlich
der Ldsung eines solchen dem obigen Fall II. b) angehérigen Interpolations-
problems, fiir das die idealen Forderungen formuliert werden (§ 6). Dieses.
Problem wurde theoretisch und praktisch befriedigend gelést ).

2. Fir den Fall I. und somit indirekt anch fiir die Fille II. a) und
ILb) wird das Interpolationsproblem behandelt, zu einer numerisch oder
in Kurvenform auf einem Stiick der imaginiren Achse der i-Ebene durch
Realteil und Imaginéirteil gegebenen Funktion die Bedingungen anzugeben,
daf diese Funktion durch eine positive Funktion approximiert werden kann,
und zutreffendenfalls approximierende rationale Funktionen konstruieren ?).
En Beitrag zur Lésung dieses Problems wird hier im ApschluB an eine
Untersuchung von G. Pick %) geliefert. (§7.)

Die in dem besonderen Fall g =1 auftretenden positiven Funktionen
bilden, wenn man von einer linear gebrochenen Transformation absieht,
einen Spezialfall der von Carathéodory u.a. untersuchten im Einheitskreis
beschriinkten Funktionen oder Funktionen mit positivem Realteil. Die
Spezialisierung liegt in der Einschrinkung, daB ,positive“ Funktionen nach
der hier gegebenen Definition fiir reelle 1 reellwertig sind. Die in jenen
Arbeiten im Falle der Semidefinitheit gewisser positiver Hermitescher Formen

') Vgl. Zeitschr. f. angew. Math, u. Mechanik, Okt. 1930, ,Die Siebschaltungen
der Fernmeldetechnik’; die in Buchform als Forschungsheft des V.D.L mit Unter-
Stitzung des Elektrotechnischen Vereing herausgegebene Arbeit ,Siebschaltungent,
;f:z eine in ,Physics® erscheinende Arbeit ,New theory and design of wave

43 -

*%) Elektrotechnisch: Ein Zweipol oder symmetrischer Vierpol vom nnmerisch
oder gf&phisch/gegebener Frequenzabhingigkeit soll konstruiert werden.

%)} Math, Annalen 77, 8. 7, ,Uber die Beschrinkungen snalytischer Fanktionen,
Welche durch vorgegebene Funktionswerte bedingt werden®. Teh bin Herrn G. Herglotz-
fir den Hinweis auf diese Arbeit zu besonderem Dank verpflichtet,

24%
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auftretenden rationalen Funktionen bilden, abgesehen von der eben er-
wihnten Realititsbedingung, ibrerseits nur einen Spezialfall der in unserer
Fragestellung auftretenden rationalen Funktionen. Im hier vorliegenden
Fall wiirde das eine Einschrankung anf solche rationale positive Funktfionen
bedeuten, die auf der imaginiren Achse rein imaginidre Werte annehmen.
Diese konnen bereits durch zwei nicht negative quadratische Formen dar-
gestellt werden, nimlich 4 — Li+4- D17 %

Die zugrunde liegenden elektrotechnischen Fragen haben mit Schal-
tungen zu tun. Entsprechend handeln die urspriinglichen mathematischen
Fragen von einer Zuordnung von positiven definiten Formen zu Strecken-
komplexen (Graphen). In dem urspriinglichen Hauptproblem, das in
QFS (Anm.')) formuliert wird, ist die L-Form vor den beiden anderen
Formen R und D bevorzugt, wodurch eine unliebsame Unsymmetrie in
die Problemstellung hineinkommt. In jener Arbeit wird gezeigt, daf sich
die urspriingliche Frage in gewisser Weise auf das hier formulierte Haupt-
problem reduzieren laBt, das unmittelbar mit Streckenkomplexen nichts
mehr zu tun hat. Trotzdem erscheint es nicht nur vom elektrotechnischen,
sondern auch vom rein mathematischen Standpunkt aus ganz naturgemib,
wenn hier bei der Durchfiihrung der Beweise und der Konstruktion dar-
stellender Formen L, B, D von Streckenkomplexen Gebrauch gemacht wird.
Man sieht das z. B. deutlich an denjenigen positiven Funktionsklassen, die
schon durch zwei quadratische Formen dargestellt werden konnen, nidmlich
R und D, D urd L oder L und R. Diese Funktionen sind fiir unbe-
schranktes n identisch mit den Stieltjesschen Kettenbriichen und haben als
solche eine wesentliche mathematische Beziehung zu Streckenkomplexen *).

§1
Notwendige Bedingungen.

Es soll bewiesen werden, daB eine darstellbare Matrix Q gemi8 der
Definition 2 notwendig positiv ist. Aus der gemachten Voraussetzung, da8
die zu ’ . :

R4 LR+ R+ D2,

gehorige quadratische Form 3 4, z,z; fiir wenigstens ein 1 mit 34 >0

i, 7=1

positiv definit ist, folgt zunichst, daB sie in der ganzen rechten Halbebene
positiv definit ist. Da die L, R, D als nicht negativ vorausgesetzt sind,
kann R A nicht negativ, konnte aber fiir gewisse 1 der rechten Halbebene

34) S. Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 1929, S. 63, ,Uber
eine Klasse von Funktionen, die die Stieltjesschen Kettenbriiche als Sonderfsll

enthilt“.
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positiv-semidefinit sein. Das wiirde aber bedeuten, da8 fiir ein System
nicht simtlich verschwindender reeller z, - Werte die in 4 analytische Fanktion
> A,-j T, %;
i,J=
fiir wenigstens ein 4 in der rechten Halbebene verschwindenden Realteil
und sonst nicht negativen Realteil hiitte. Aus dem Satze, daf eine in einem
Bereich harmonische Funktion ihr Minimum stets am Rande des Bereiches
annimmt, folgt dann aber das identische Verschwinden des Realteils und
somit ein Widerspruch gegen die Voraussetzung. Unter der engeren Voraus-
setzung, daB wenigstens eine der Formen L, R, D positiv definit ist, folgt
ebenfalls sofort, dal die Form
1 <i,3'>'=71Aij z; xj>

im Innern der rechten 2-Halbebene positiv definit ist. Denn sie ist die
Summe dreier nicht negativer Formen, von denen wenigstens eine positiv
definit ist. Die Matrix 4 ist ferner symmetrisch und in der rechten Halb-
ebene regulir und reellwertig fiir reelle 4. Somit ist 4 positiv, was auch
so ausgedriickt werden kann:

k3
I S
,9=1

18t eine positive Funktion von i, sofern nicht gleichzeitig alle auftretenden
% Parameter z; verschwinden.

Wir beweisen nun im folgenden den

Satz 1. Zu jeder positiven Funktionenmatriz B existiert eine In-
verse B™*, und diese ist wieder positiv.

Die Anwendung dieses Satzes auf A4 zeigt, da 4™, und damit alle
Hauptminoren @ von 47" positiv sind, was nachgewiesen werden sollte.
Die Anwendung auf irgendeine positive Matrix @ ist mit Riicksicht auf
die in der Einleitung erwihnten Reziproztitstheoreme von Interesse.

Nach Voraussetzung ist B speziell fiir positiv reelle 1 positiv definit.
Also kann |B| ) nicht identisch und wegen der Regularititsbedingung
%) DaB eine ,Fundamentaldeterminante“ {4, nur Nullstellen in der linken Halb-
ebene hat, worde von Routh, ,Die Dynamik der Systeme starrer Korper¢, Bd. II,
Kap. VII, Teubner 1898, bewiesen. Vgl. auch Sitzungsber. d, Berl. Math. Ges.,
27, 8. 25, ,Fin Satz diber zwei zusammenhingende Hurwitzsche Polynome“. DaB
j?de komplexe Nullstelle einer Fundamentaldeterminante negativ reellen Teil be-
Sitzt, besagt physikalisch die einleuchtende Tatsache, daB in einem schwingungs-
fahigen System mit Energieverzehrung jede freie Schwingung abklingen mu8. Der
Realteil einer positiven Funktion (eines Wechselstromwiderstandes) ist fir rein ima-
gfllire i={w proportional zam mittleren Energieverbranch des Systems, wenn es
Sinusfdrmige erzwungene Schwingungen von der Kreisfrequenz « gusfithrt.
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hichstens in isolierfen Punkten verschwinden, die im Innem der rechten
Halbebene keinen Hiufungspunkt besitzen diirfen. Beschrinken wir 1 zu-
nachst auf das Innere der rechten Halbebene unter Ausschluffi dieser iso-
lierten Punkte, dann existiert zu B die inverse Matrix B~ und ist wieder
regulir und fiir reelle 1 reell. Seien B;; die b® Elemente von B, p;; die
Klemente von B~%

Nach Voraussetzung ist fiir die komplexe quadratische (nicht Hermite-
sche) Form

der Realteill
b
1) S‘i( > Bij:z:ia—:j> >0,

fiir beliebige komplexe z,, die nicht alle zugleich versechwinden. Da bei
einer komplexen linearen Transformation der z, der reelle Teil von
b —
1,J=1Bijx"xj'
in sich iibergeht, bleibt die Definitheitsbedingung (1) bei einer nicht singu-
laren komplexen linearen Transformation der z; erhalten. Wihlen wir
speziell die Transformationen

b
z; = Zﬁlkxéﬁ
k=1

so geht die quadratische Form mit der Matrix B iiber in eme mit der
Matrix

BYBB '=B'BB*=B""
Demnach ist

b b
?R’(,Z' ﬁux{-@'> = %<,2 ﬁz'jx«:'@') >0,

2,3==1 1,0=1
wenn nicht alle z; zugleich verschwinden. Dies gilt zuniichst nicht fiir alle
Punkte in der rechten Halbebene, sondern mit AusschluB eventuell von
einer Menge isolierter Punkte, die sich im Innern der Halbebene nicht
hinfen, und in denen B verschwindet. Diese Punkte kénnten fiir die in 4

b

analytische Funktion 3 f,.;# im Innern der rechten Halbebene keine
2,71

anderen Singulatititen liefern, als Pole. Da aber die Umgebung eines solchen

Poles die volle Umgebung des unendlich fernen Punktes mindestens einfach

iiberdecken wiirde, kann in der Umgebung eines Poles nicht iiberall die

%) Ein Querstrich bezeichnet den konjugiert komplexen Wert,
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dort bewiesene Ungleichung

b

9%( 2 ﬁ,—jx.{:?j') >0
3,7=1

gelten. Somit sind solche Pole im Innern der rechten Halbebene nicht

moglich, und der Satz 1 ist ausnahmslos bewiesen.

§2.

Zuordnung quadratischer Formen zu Streckenkomplexen.

In diesem Abschnitt werden einige spater benutzte Hilfsmittel erliutert.
Es sollen gewisse Zuordnungen der quadratischen Formen L, B, D zu
Streckenkomplexen (linearen Komplexen, Graphen) definiert und einige ein-
fache Hilfssitze dariiber ausgesprochen werden*7).

Definition 3. Ein (orientierter) Streckenkomplex ist eine Matrix
M= (m,,) von k Zeilen, den ,Knotenpunkten“ und I Spalten, den Strecken
oder ,Zweigen, dadurch gekennzeichnet, daB ein Element jeder Spalte den
Wert -1, ein anderes den Wert —1, und alle iibrigen den Wert 0 besitzen.

Wir verabreden zu sagen, daf ein ,Zweig“ in einem ,Knotenpunkt“
pendigt®,  beginnt“ oder keinen Punkt mit ihm gemeinsam hat, je nach-
dem das betrefiende Element der Matrix den Wert +1, —1 oder O hat,
und veranschaulichen diese Verhiltnisse statt durch Matrizenschreibweise
auch in bekannter Weise durch die Figur eines Streckenkomplexes. Nur
»zusammenhingende“ Streckenkomplexe kommen hier in Betracht, d. h.
solche, in denen von jedem Knotenpunkt ein Weg fiber Zweige des Strecken-
komplexes zu jedem anderen Knotenpunkt fiihrt. Die notwendige und hin-
teichende Bedingung dafiir ist, daB M den Rang k —1 hat. Ferner moge
vorausgesetzt werden, dal jeder Zweig wenigstens esnem ,Kreis“ angehort
{vgl. Def. 4), woraus u. a. folgt, dal I > % ist.

Jedem (orientierten) Zweige p maoge eine , Zweigvariable“ g zugeordnet
werden, derart, da8 die Gleichungen

14
(2) 2 mip 2y =10
p=1

gelten, so daB die zp durch # =1 — k 41 (1. Bettische Zahl, , zyklomatische
Ordnungszahl“, z. B. | =8, k=5, n=4 in Fig. 1a) unabbingige ,Kreis-
variable“ z_ ausgedriickt werden konnen.

n

(8) xl;:zzyprxr'
r=1

) Vgl. hierzo anch den Abschnitt II in QFS.
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Bei passender Numerierung der z, besteht zwischen z{, 23, ..., 2, keine
lineare Relation, und diese z, mdgen dann mit den z, (p =1, 2, ..., n) iden-
tifiziert werden, also
1 fiir p=r,
ypr={ . p=r falls r < .
0 fir p 7,
Die y,, bilden ein Fundamentalsystem von Lésungen des Diophantischen

linearen Gleichungssystems
L

(4) Z:mipypr=0 (r=1,2,...,n),
p:

aus denen sich die iibrigen y,, eindeutig bestimmen.

Hilissatz 1. Jede aus M gebildete Determinante hat entweder den
Wert +1, —1 oder 0 (leicht durch vollstindige Induktion zu beweisen).

Hieraus folgt, daB alle y, nur die Werte 41, —1 oder 0 annehmen
konnen.

Definition 4. Eine zyklische Folge von orientierten Zweigen derart,
dafl jeder folgende Zweig in dem Knotenpunkt beginnt, in welchem der
vorhergehende endigt, heilt (geschlossener) , Kreis®.

Ein Kreis wird wvollstindig charakterisiert durch ein ganzzahliges nicht
identisch verschwindendes feilerfremdes Losungssystem =, =d, von {2)
d, gibt an, wie oft der Zweig p des Streckenkomplexes bei einmaliger
Durchlanfung der den Kreis bildenden Zweigfolge vorkommt, wobei eine
Durchlanfung im Sinne von M mit -+1, im entgegengesetzten Sinne mit —1
gezéhlt wird.

Besteht irgendeine lineare Relation zwischen den Zweigen eines Strecken-
komplexes, so heiit das demnach, dafl ein geschlossener Kreis im Strecken-
komplex vorhanden ist.

Die y,, charakterisieren speziell ein Fundamentalsystem von n Kreisen
mit folgenden Eigenschaflen:

a) In jedem Fundamentalkreis gibt es einen Zweig, der keinem anderen
Fundamentalkreis angehért (Zweige r=1,2,....,2).

b) Jeder Fundamentalkreis enthilt jeden in ihm enthaltenen Knoten-
punkt und Zweig nur einmal.

Als Orientierung eines Fundamentalkreises wird die Orientierung des
in thm ausgezeichneten Zweiges definiert.

7pr hat den Wert +1 oder —1, je nachdem der r-te Fundamental-
kreis mit einem vorkommenden Zweig p gleichorientiert ist oder nicht,
und y,, verschwindet, wenn der Kreis » den Zweig p nicht enthalt.

Definition 5. In einem zusammenhingenden Streckenkomplex M
heibt ein in ihm enthaltener zusammenhingender Teilkomplex ohne ge-
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schlossene ' Kreise mit Maximalzahl von Zweigen ein ,Baum®®); die im
Baum nicht enthaltenen (n) Zweige heilen ,unabhingig®.

Die Zahl der Zweige eines Baumes und der Rang ist £ — 1, und um-
gekehrt ist jeder Teilkomplex von k — 1 Zweigen vom Range & —1 ein
Baum (z. B. Zweige 5,6, 7, 8 in Fig. 1a). Die Zweige n+1.242,...,1

in der oben festgesetzten Numerierung bilden einen Baum. Jedem Baum
entspricht eindeutig ein Fundamentalsystem von Kreisen (I, II, III, IV
in Fig. 1a).
Die quadratischen Formen
d r2 ! 2 l re

2hyxy, SRy, Dy,

p=1 =1 p=1
mit den Matrizen L*, R*, D* 1) werden einem Streckenkomplex M da-
durch zugeordnet, daf L, R, D, dem p-ten Zweige von M zugeordnet
werden. Durch die Transformation (3) gehen diese neu eingefiihrten
quadratischen Formen in solche mit unabhingigen ,Kreisvariabeln®
nlLi] z; z;, ﬁ‘Rxx nlD,.jx,.xj

o ey 4
i, =1 i,J=

1, =
iiber192). Sei 4*—= L*1+ R* 4 D*1™'. Den Nebenbedingungen (2) ent-
spricht eine Rinderung der Matrix 4* mit der um eine Zeile verminderten

Matrix M, welche M* heilen moge:

* gr¥s
(5) C= ( A* u )
M0

%) Etwas abweichend von der iiblichen Definition eines ,,Baumes*.

¥) Fir die Zwecke dieser Arbeit geniigt es, diese quadratischen Formen als
Quadratsummen vorauszusetzen. Allgemeinere Zuordnungen von quadratischen Formen
7 Streckenkomplexen sind in QFS behandelt.

1°*) Fir den Zusammenhang zwischen den L,;, B;;, D;; und den L,, R,, D,
bestehen einfache geometrische Regeln, die unmittelbar ans dem iber die y,, Ge-
Sagten folgen und am Ende des Abschnittes II 14 von QFS angegeben sind. Z. B.
18t hier in Fig. ta D,y=D,+ D,, Ry =—R,.
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Hilfssatz 2. Die aus den ersten n-Zeilen und Spalten von €' be-
stehende Matrix ¢~ '* ist identisch mit 4% wenn die in den unabhingigen
Kreisvariabeln z, geschriebenen quadratischen Formen L*, R*, D* mit den
Formen L, B, D unserer Problemstellung identifiziert werden.

Zum Beweis lése man z B. das Extremalproblem

6( Ax,, ley,)-——O
p= 1

unter den Nebenbedingungen (2) einmal nach der Lagrangeschen Multi-
plikatorenregel und das andere Mal durch das Einfiihren der unabhingigen
Kreisvariabeln z; und l6se die so gewonnenen linearen Gleichungen nach
Ty =21, ..., Ty = &, auf.

Definition 6. Wenn eine gegebene symmetrische quadratische Funk-
tionenmatrix @ als Hauptminor einer Matrix €~ '* aufgefaBt oder dar-
gestellt werden kann, so nennen wir das eine ,Darstellung von @ in
einem Streckenkomplex 23“20), falls die vermoge (3) transformierten
quadratischen Formen L*, R* D* nicht negativ sind.

Hinreichend, aber nicht notwendig dafiir, daB die aus L™ B*, D*
durch die Transformationen (3) entstehenden Formen L, R, D nicht negativ
sind, ist, da}

(6) L,20, R, 20, D >0.

Nach Hilfssatz 2 ist eine ,in einem Streckenkomplex darstellbare“
Matrix auch darstellbar im Sinne der Definition 1. Darstellungen in Strecken-
komplexen werden demgemiB in den folgenden Paragraphen als Beweis-
mittel fiir die ,Darstellbarkeit“ benutzt.

Eine Darstellung durch einen Streckenkomplex wird statt durch die
Matrix (5) mehr anschaulich durch das Bild eines Streckenkomplexes
reprisentiert, wenn in die betreffenden Zweige noch Zeichen fiir die zu-
geordneten 4, (L, B,, D,) eingetragen werden. Die Zeichen fiir 0, L, B, D,
werden gemil Fig. 1d verabredet. Diejenigen Zweige, welche der dar-
gestellten Matrix @ speziell zugeordnet sind, d. h. die zu dem betreffenden
Hauptminor in ¢~'* (Definition 6 und Hilfssatz 2) gehorigen Zweige
werden in der Darstellung durch , Offnung“ der betreffenden Zweige, d. h. Zu-
figung zweier neuer Knotenpunkte oder ,Pole“ in jedem solchen Zweig
hervorgehoben. DemgemiB mége definiert werden:

Definition 7. Eine Darstellung einer g-reihigen Matrix @ in einem
Streckenkomplex heilt 2¢-Pol.

20) Dieser Begriff ,,Darstellung in einem Streckenkomplex* deckt sich nur eeﬂwe!w :;
mit der ,Darstellung im engeren Sinne“ von QFS.
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Fig. 1a zeigt einen Vierpol, Fig. 1b und 1¢ Zweipole. Die Orientierung
der Zweige wird durch Pieile markiert.

Hilfssatz 3. Eine durch einen 2g-Pol dargestellte Funktionenmatrix
ist invariant gegeniiber Orientierungsinderungen der ihr nicht speziell zu-
geordneten (gedfineten) Zweige und ebenso unabhingig von der Wahl des
Systems von Fundamentalkreisen, sofern nur die gedfineten Zweige dem
entsprechénden System von unabhingigen Zweigen angehéren.

Eine Orientierungséinderung eines gedffneten Zweiges bewirkt lediglich
eine Vorzeicheninderung der zugehorigen Zeile und Kolonne der dargestellten
Matrx.

Der Beweis folgt unmittelbar durch Bildung der zu (5) inversen
Matrix C~'. Insbesondere also #ndert eine gleichzeitige Orientierungs-
inderung sidmtlicher gedfineten Zweige nichts an der dargestellten Matrix.
Demgemil eriibrigt sich bei einem Zweipol jede Orientierung (Fig. 1bund 1¢).

Definition 8. 4, heiBt ,Funktionswert, L,E,D, nElemente“ des
Zweiges p. Werden fir 4, statt L 2+ R, + Dp}.'l beliebige Funktionen
von 1 zugelassen, so heifit die Darstellung durch den Streckenkomplex
wuneigentlich®,

Folgende Hilfssitze erlauben eine kombinatorische und anschaunliche
Ermittlung der Elemente «;; einer dargestellten Matrix aus dem dar-
stellenden Streckenkomplex. Sei ¢ die Determinante von C (5), ¢;; das

¢ ;
algebraische Komplement zu C;;, so daB «;; = .

Hilfssatz 4202). (2-1)*"%¢ ist gleich der Summe aller Produkte der
Funktionswerte von je n =1 — k- 1 unabhingigen Zweigen.

(—1)*t¢; (=1,2,...,1) ist gleich der Summe aller Produkte
der Funktionswerte von je » — 1 Zweigen, nach deren Entfernung noch
emn geschlossener Kreis, der den Zweig ¢ enthilt, vorhanden ist, derart, daf
nach weiterer Entfernung des 7-ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt.

(-1)"‘lcij (¢,7=1,2,...,5; i &j) ist gleich der algebraischen
Summe aller mit passendem Vorzeichen versehenen Produkte der Elemente
von je n —1 Zweigen, nach deren Entfernung noch ein zugleich durch
Zweig ¢+ und Zweig § laufender Kreis vorhanden ist, derart, daB sowohl
nach weiterer Entfernung des i-ten Zweiges, als auch nach weiterer Ent-
fernung des j-ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt. Dabei ist das Vor-
zeichen eines Produktes positiv zu nehmen, wenn die Zweige 7 und j relativ
zu dem durch sie laufenden ausgezeichneten Kreis gleich orientiert sind,
andernfalls negativ.

. #3) Dieser Satz findet sich in anderer Form bei G. Kirchhoff, Pogz. Annalen
2 (1847). '
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Der Beweis kann durch Laplace-Entwicklung der Determinante von C(5)
nach den letzten & — 1 Zeilen und Spalten unter Beriicksichtigung des
Hilfssatzes 1 erbracht werden.

Hilfssatz 5. Die durch einen 2¢-Pol dargestellte Matrix andert sich
nicht, wenn ein in ithm enthaltener Zweipol ohne gedfinete Zweige (wie
z. B. Z in Fig. l¢) durch einen einzigen Zweig mit einem Funktionswert
ersetzt wird, welcher zu der durch diesen Zweipol dargestellten- Funktion
reziprok ist*).

Definition 9. Der durch den , Verkiirzungsprozel“ von Hilfssatz 5
entstehende Ersatz-2¢-Pol heilit eine ,verkiirzte Darstellung®.

Verkiirzte Darstellungen sind im  allgemeinen uneigentlich gemif
Definition 8, aber nicht jede uneigentliche Darstellung kann als verkiirzte
aufgefallt werden.

Definition 10. Zwei Zweige ,liegen in Reihe®, wenn sie in einem
Knotenpunkt zusammenstoBen, der fiir keinen weiteren Zweig Anfangs-
oder Endpunkt ist; zwei Zweige ,liegen parallel“, wenn sie in zwei Knoten-
punkten aneinanderstoBen. Die Verkiirzung zweier in Reihe liegender Zweige
zu einem einzigen Zweig heilt , Reithenverkiirzung®, die Verkiirzung zweier
parallel liegender Zweige zu einem einzigen Zweig ,Parallelverkiirzung-.

Hilfssatz 6. Ein aus zwei in Reihe liegenden Zweigen mit den
Funktionswerten z, (1) und z, (1) bestehender Zweipol stellt die Funktion

51(1—)“}%2(7)’ ein aus zwel parallel liegenden Zweigen mit den Funktions-
werten 2z, (1) und 2z,(i) bestehender Zweipol stellt die Funktion
zi (1) 4+ 2 ' (4) dar

(Zu beweisen z. B. wieder durch Ausrechnung der Determinanten
von C (5).)

Damit kennt man gemif Hilfssatz 5 einfache Regeln fiir die Anderung
der zugeordneten Funktionswerte bei dem ProzeB der ,Reihenverkiirzung”
und der , Parallelverkiirzung“.

Definition 11. Zweipole, die durch fortgesetzte Reihen- und Parallel-
verkiirzung zu einem einzigen Zweig zusammengezogen werden konnen,

heilen ,einfach“??).

1) Der Beweis kann durch Umformung der Determinanten von C{5) gefithrt
werden. Ein natirlicherer Beweis des Hilfssatzes 5 ergibt sich durch Einfithrung
von neuen Variabeln, die den Knotenpunkten zugeordnet sind und den elektrischen
Potentialen entsprechen, so wie die z’ den elektrischen Strémen entsprechen.

2) Von den in QFS benutzten Begriffen ,Reihen-“ und , Parallelverkiirzung®
und ,einfacher Zweipol bilden die hier eimgefithrten gleichnamigen Begriffe einen
Spezialfall, da ,,Verkniipfungselemente in dieser Arbeit nicht in Betracht gezogen
werden.
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Die weiterhin hier vorkommenden Zweipole sind einfach {z. B. Fig. 1b,
le, 3, 4).

Nach den Hilfsséitzen 5 und 6 kann jede Partialbruchzerlegung und
Kettenbruchentwicklung einer Funktion als (eventuell uneigentliche) Dar-
stellung der Funktion durch einen Streckenkomplex oder als einfacher Zwei-
pol aufgefalt werden.

Zu jedem einfachen Zweipol kann man einen reziproken angeben, der
dem ersten Zweig fiir Zweig zugeordnet wird, derart, dall zwei Zweige oder
Teilzweipole, die in dem ersten Zweipol parallel liegen, in dem zweiten
Zweipol in Reihe liegen und umgekehrt, und die Zweige des zweiten Zwei-
pols Funktionswerte haben, die zu denen des ersten Zweipols reziprok sind.
Speziell sind Fig. 1b und 1c reziproke einfache Zweipole. Reziproke Zwei-
pole stellen reziproke Funktionen dar.

Kann man eine positive Funktion in zwei Summanden zerlegen, die
beide positiv sind, und die Summanden oder ihre reziproken Werte, die
wieder positive Funlktionen sind, in gleicher Weise weiter zerlegen usf, bis
man schlieBlich nur einfache Glieder L i, R, DA™" iibrig behilt, so ent-
spricht diesem Zerlegungsproze, der eine Mischung von Partialbruchzer-
legung und Kettenbruchentwicklung ist, offenbar eine Darstellung der Aus-
gangsfunktion durch einen (eigentlichen) einfachen Zweipol

§ 3.
Fall ¢ =1.

Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall ¢ =1, d. h. auf Zweipole
und dargestelite skalare positive Funktionen und hier wiederam auf solche -
dargestellte rationale Funktionen, deren Grad dem Fall n =2 entspricht,
nimlich rationale Funktionen der Form

by A%+ by A%+ by 4

(7) Gy = ’
gy itta 1% 4a, 1% +asl+a,

deren Koeffizienten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als reell an-
genommen werden koénnen. Unter o sind die Elemente der Matrix 471
zu verstehen.

Satz 2. Jede positive Funktion der Form (7) ist darstellbar.

Wir geben davon aus, daB die Voraussetzung der Positivheit fiir eine
in der rechten Halbebene regulire rationale Funktion oder, allgemeiner,
fiir eine im Innern der rechten Halbebene regulire Funktion, die auf der
Imaginiren Achse keine anderen Singularititen als Pole besitzt, lediglich
durch das Verhalten der Funktion auf der imaginiren Achse charakterisiert
werden kann,
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Hilissatz 7. Eine im Innern der rechten Halbebene regulire und
fiir reelle 1 reellwertige Funktion f(4), die auf der imagindren Achse keine
anderen Sipgularititen als Pole besitzt und nicht identisch verschwindet,
ist dann und nur dann positiv, wenn sie in den reguliren Punkten der
imagindren Achse nicht negativen reellen Teil, und dort als Singularititen
nur einfache Pole hat, deren Residuen alle positiv sind. Ist Unendlick ein
Pol, so ist dabei das zu diesem Pol gehérige Residuum als das Residuum

von f (f) fiir 2 =0 definiert.

Beweis des Hilissatzes 7. Die Notwendigkeit der Bedingungen fiir
einen Pol auf der imagindren Achse folgt sofort daraus, daB fiir Pole
anderer Beschaffenheit Bildpunkte der Umgebung dieses Poles negativ
reellen Teil erhalten. Jedem Pol auf der imaginiren Achse entspricht ein
konjugiert komplexer Pol mit gleichem Residuum, beide addiert mit einem
Partialbruchanteil

al

(&) o

ist der Nullpunkt Pol, so entspricht ithm speziell der Partialbruchanteil
a

(9) 7

ist Punkt co Pol, so entspricht ihm der ganze rationale Anteil

(10) al,

‘worin immer a >0, b > 0 gelten muB. Diese drei einfachen Typen von
Funktionen sind offenbar positiv. Nach Subtraktion solcher hochstens in
.endlicher Anzahl auftretender Partialbruchanteile von f(i), die mit Aus-
nahme des betreffenden Poles auf der ganzen imagindren Achse rein imaginir
sind, bleibt eine Funktion mit reellen Koeffizienten iibrig, die in der ab-
geschlossenen rechten Halbebene reguldr ist und auf der imaginiren Achse
nicht negativ reellen Teil besitzt. Aus dem Umstande, dafl der Realteil
als harmonische Funktion sein Minimum auf dem Rande annehmen muf,
folgt, daB die Restfunktion eine positive Funktion ist, ausgenommen, wenn
sie auf der ganzen imagindren Achse verschwindenden Realteil hat. In diesem
Ausnahmefall ergibt sich nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip®) aber,
dal die Restfunktion in der ganzen i-Halbebene regulir, also eine rein
imaginire Konstante und somit identisch Null ist. Fiir die urspriingliche
Funktion folgt die Posivitit dann einfach daraus, daf die Summe zweier
positiver Funktionen wieder eine positive Funktion liefert. Damit ist der
Hilfssatz bewiesen. )

*%) Um den folgenden Schiuf zu machen, geniigt schbx; die Voraussetzung, daB
der Restteil nur in einem Intervall der imagindren Achse rein imaginir ist.
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Man bemerke, was fiir das Folgende wichtig ist, dafl die Funktionen
(8), (9) (10), bzw. eine Darstellung gestatten durch ¢m Element L =a *
und ein Element D = b-a"* in Reihe, ein Element L = a™*, ein Element
D =a"* und die zu (8), (9), (10) reziproken Funktionen, bzw. durch eine
Parallelanordnung eines Elementes L = ab™*
und eines Elementes P = @, durch ein Element
D =a, ein Element L = a. Die Bedingung dafiir,
dal der Realteil von (7) auf der imaginiren
Achse nicht negative Werte anmimmt, lautet

1) ME+ &L+ VE20
fir £20,§20,
WOTIn
Vi=a,b —a,b,,
(12) V,=a,b,—~ a,b;—a;b,,
V,=a;b,—a,b,.

Um Weitschweifigkeiten zu vermeiden, be-
schrinken wir uns anf den Fall, daB die Nuli-
stellen des Nenuers von (7) im Innern der linken
Halbebene liegen *¢). Hier ist die Funktion (7)
noch auf der ganzen imaginiren Achse regulir
und daher die Bedingung (11) nach Hilfssatz (7)
auch hinreichend fiir die Positivitdt. In dieser
Bedingung ist enthalten, da8 a, und b, gleiches
Zeichen haben®). Setzen wir dies voraus und
denken wir uns die Nullstellen «,, a,, ,, , des
Nenners von (7) irgendwie in der linken Halb-
ebene gegeben, so ist der fiir positive Funk-
tionen (7) charakteristische Bereich in der kar-

tesischen %—2 , Z—“-Ebene (Fig. 2) durch das Innere
der Ellipse
(13) 4V, V,—Vi=0

%) Dieses ist der komplizierteste Fall. Ist z. B. @, oder @,, oder sind beide
gleich 0, so ist der im folgenden Beweis vorgenommene Reduktionsproze8 in ver-
cinfachter Form anwendbar. Im Fall ¢, = 0 wird aus der Ellipse Fig. 2 eine Parabel.
Enthilt der Nenner zwei konjugiert imaginire Wurzeln, so hat man zuerst gemi8
dem Beweis von Hilfssatz 7 einen Partialbrnchanteil der Form (8) abzuspalien und
gelangt sofort zu einer positiven Funktion der Form eines Gliedes der rechten Seite
von (15).

?3) Bedingung (11) enthilt unter anderem die notwendige Bedingung, daB alle
Koeffizienten von (7) gleiches Zeichen haben.
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zusammen mit dem von ihren Tangenten ¥, =0 und V=0 und der
Ellipse eingeschlossenen Gebiet gekennzeichnet. Die Positivheitsbedingung
entspricht also in Fig. 2 dem konvexen Bereich aehda. Darin ist a der
Beriihrungspunkt der Ellipse mit der Geraden b, =0, d ihr Beriihrungs-
punkt mit ¥, =0 und e ihr Beriihrungspunkt mit V; =0, % der Schnitt-
punkt von V;=10 und ¥, = 0. Die volistindige Diskussion der mit n = 2
darstellbaren Funktionen®®) (7) ergab das Resultat, daB nur ein Teil des
eben beschriebenen Gebietes darstellbar ist, der von der Ellipse (13) und
dem reellen Teil der gleich Null gesetzten Resultante von Zibhler und Nenner
in (7) begrenzt wird, die vier Tangenten der Ellipse darstellt, In Fig. 2
ist ein Beispiel des kompliziertesten Falles gezeichnet, in dem diese vier
Tangenten simtlich reell sind. Das darstellbare Gebiet ist schraffiert.

Fiir das Folgende ist es nur wesentlich, daB in allen Fillen das Innere
der Ellipse (13) mit n = 2 darstellbar ist.

Es soll jetzt gezeigt werden, da das von den drei Geraden V, =0,
V,=0, V;=0 eingeschlossene Dreiecksgebiet hde (V,=>0,V,=>0,¥,>0)
stets mit » > 2 darstellbar ist. Zum Beweis sollen ,einfache“ Zweipole
konstruiert werden, welche eine Darstellung durch einen Streckenkomplex
leisten. Wir nehmen eine Zerlegung der Funktion (7) derart vor, wie sie
am Ende von § 2 geschildert wurde.

;" hat fiir 1 =0 und 1 = co je einen einfachen Pol. Die zugehérigen

Partialbruchanteile %1’ bl‘z spalten wir ab. Die Funktion
1 3

-1 _a_o_l___aL=a1'l*+a,'1+a§
b, b b A+ 0,4+ 4

st wieder positiv. Bei dieser Operation bleibt V,=V,, V,=V,, V,=V;
mvariant., Es ist daher auch insbesondere

(14) V,=a,b,—a b, —a; b, >0.

Fiir Punkte des Dreiecks hde ist eine weitere Zerlegung in zwei posi-
tive Funktionen auf unendlich viele Weisen méglich:
752 , ’ ’ ’” " ’
(15) a, i +.a,1.+a,___ ad®+a) 1 a; itay =u-+to.
b+ d+b, b A%+ by A+t b, | b AT byt by
Nach (14) kann man némlich auf unendlich viele Weisen setzen:

g ”r
ay = ay +a;”,
144

derart, da8 sgna; — sgna; =sgnal’ und ferner die Ungleichungen
@'by—ajb; 20

a)’ by — aib, >0

) R. M, Foster, The Bell Syst. Techn. Journ., Okt 1924, und Cauer, Archiv filr ‘
Elektrotechnik 1926.
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erfilllt sind. Da auBerdem
Vi=a;5,>0

Vo= a5b; 2 0

ist, sind hinreichende Bedingungen fiir die Positivheit von % und » vor-
-1

und

Iff 7> von v ' das Glied 2 ,,,
abgespalten, wobei die restlichen Funktionen wieder notwendig positiv smd
Alles ist nun darauf reduziert, von einer linear gebrochenen positiven Funk-
tion, d. h. von einer hinear gebrochenen Funktion mit positiven Koeffizienten,
die Darstellbarkeit nachzuweisen.
Die linear gebrochene positive®¢*) Funktion

celt+-g

ri+4é
witd nun aber z. B. durch einen einfachen Zweipol gemif Fig. 3a
oder Fig. 3b dargestellt,

je nachdem w_/
2d — By =0, e S “‘T‘

womit der Beweis von
Satz 2 beendet ist. Fig. 8.

Der wesentliche Gesichtspunkt bei der Konstruktion einer Darstellung
fir irgendeine positive Funktion, deren Grad dem Fall » = 2 entspricht,
war, daB man aufler n =2 auch ausgeartete Fille (semidefinite Formen
L, R, D) n> 2 zur Darstellung mit heranziehen muf.

Ausgehend von Satz 2 hat kirzlich Otto Brune einen sehr ein-
fachen und funktionentheoretisch durchsichtigen, fiir beliebige positive Funk-
tionen anwendbaren Kettenbruchalgorithmus (Darstellung durch einfache
Zweipole) entwickelt, der den Stieltjesschen Kettenbruchalgorithmus als
Sonderfall enthilt, und dadurch die Darstellbarkesit jeder positiven ratio-
nalen Funktion bewiesen?6b).

handen. Von «~ " wird wiederum das Glied

§ 4.
Approximation heliebiger peositiver Funkfionen
durch darstellbare Funktionen.
In diesem Abschnitt wird der Satz bewiesen:

Satz 3. Jede positive Funkiion kann in jedem abgeschlossenen Teil-
gebiet der Halbebene B2 > 0 gleichmdfig durch eine mit hinreichend grofem

22}  Positiv¥ ist in diesem Fall gleichwertig mit « =0, £ =0, y =0, 4=0,
@By 0.

88) Otto Brune, ,Synthesis of a finite two-terminal network whose driving-point
impedance is a prescribed function of frequency“, Journal of Mathemat-ws and Physics,
10, No. 3 (1931).

Mathematische Annalen. 106, 25
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endlichem n darstellbare Funktion approximiert werden, wober die Dar-
stellung nur zwei quadratische Formen, ndmlich die L- und die D - Form,
enthdlt.

Beweis. Fiir positive Funktionen w gilt ndmlich die Poissonsche
Integraldarstellung®?)

(16) w=1 0+f‘“”(x)>

worin ¢ 2> 0 und v eine nicht abnehmende Funktion ist, die der Bedingung
geniigt, daB f 9¥(2) fijr 6> 0 existiert und das Integral im Stieltjesschen

a
Sinne genommen werden soll. Ist w noch auf der imaginiren Achse regulir,
so ist y differentiterbar und die Ableitung v’ proportional R :

(16a) w’(z)z—;—_

Ein solches Integral (16) kann aber in jedem abgeschlossenen Teilgebiet der
Halbebene i >0 gleichmifiig durch eine Summe angendhert werden,
welche die Form

a7) (o+ DY w5

besitzt, wo C >0, a,>0, 5,2 0.

Jede Summe (17) wird aber z. B. durch einen Zweipol Fig. 4a dar-
gestellt*5). Man vergleiche dazn die Bemerkungen iiber die Darstellbarkeit
der Funktionen (8), (9), (10) auf 8. 382 und den Hilfssatz 6.

, In den Anwendungen bandelt

shi'=  es sich gewdhnlich um solche posi-
;5 % ,jg% tive Funktionen, die als Funktionen
von 4-e, mit geniigend kleinem

e >0, noch positiv sind. Fiir sie -

gilt die zu (17) analoge Partial-
] # i § TE tE bruchapproximation
r
Fig. 4

18 C 2“;;*)’
(18) ’u( +£u +b,

") Sie wurde abgeleitet aus einem Resultat von G. Herglotz in den Leipziger
Berichten 1911 unter Anwendung einer linear gebrochenenp Transformation und unter
Beriicksichtigung des Umstandes, daB es sich um Funktionen handelt, die fiir reelle
2 reellwertig sind.

) Uber aquivalente Darstellungen siehe loc. cit. Archiv f. Elektrotechn. 1926
und QFS.




Funktionen mit positivem Realteil. 387

wo 0=0,a,>0,56,>20, u=21-+¢. Sie ist in 1 auch noch auf der
imaginiren Achse selbst giiltig?®). Die Funktion (18) ist nicht nur eine
in u positive Funktion, sondern erst recht eine in 1 positive Funktion, und
kann demnach gemiB § 3 dargestellt werden. Es lafit sich aber sehr leicht
unmittelbar eine Fig. 4a entsprechende Darstellung durch einen Strecken-
komplex angeben (Fig. 4b), die wieder ein einfacher Zweipol ist. Fig. 4b
geht aus Fig. 4a dadurch hervor, daf neben jedes D-Element von Fig 4a
ein R-Element parallel gelegt wird, derart, dafl

(19) % =g,

und ebenso mit jedem L-Element ein R-Element in Reihe gelegt wird,
derart, daB}

(20) X
§ 5.
Fall g =2.
Von dem Fall ¢ = 2, 4. h. positiver zweireihiger Matrizen
(21) (“11 “12>,
Co1 Ggo

werden hier zwel Spezialfalle behandelt. Zu der stets geltenden Einschrinkung
@,, = ¢y, Nehmen wir erstens die weitere Einschrinkung &, =« , hinzu.
Dann kann leicht der Satz bewiesen werden:
Satz 4. Jede posttive Matrix der Form (Z“ zn) st darstellbar.
11 22
Beweis. Wir betrachten den uneigentlichen Vierpol Fig. 5a und be-
rechnen die durch ihn dargestellte Matrix, ausgedriickt durch 2,(2) und 2,(1),
die Funktionswerte seiner Zweige. Dieser Vierpol enthdlt nach SchlieBung
von Zweig 1 und 2 zwei Knotenpunkte und drei Zweige, letztere mit den
Funktionswerten z,, 0, z,.
Nach Hilfssatz 4 erhilt man sofort
—C =2,2,,
€3 = %,
— €39 =2, T 2,

— 019 = 25,

%) In den Anwendungen interessieren hauptsachhch rein unagmare i, d. h reeﬂe
Prequenzen des Wechselstroms.

522 4
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also
(% -1
==z,
c
(%% - =1 _ 4—1
(22) 0‘227——??=21 %,
c -1
o — " —2 .

Da die Bedingung «,, =, erfiillt ist, lassen sich z, und z, so bestimmen,
AY

da8 Fig. 5a eine (zunichst uneigentliche) Darstellung von (a’-‘- ““) gibt.

Durch Auflésung von (22) folgt "o

(23) B= B

2o = (ttgr — &ty) .

Die Positivheitsvoraussetzung besagt im wesentlichen
Rey >0 fir Ri>0
Rey, Rey, — (R, )’ >0 fir R1>0,

wovon die letzte Ungleichung ersetzt werden kann durch

R ey — ) >0 fiir Ri>0.

und

Danach sind 2, und z, in (23) positive Funktionen und als solche nach
§ 3 darstellbar. Die uneigentliche Darstellung Fig. 58 kann danach als ver-
kiirzte (eigentliche) Darstellung aufgefaBt

Z P .\, werden, und damit ist Satz 4 durch Reduk-
,T %‘- Tz tion auf g =1 bewiesen.
ht 4 Mathematisch interessanter und fiir die
24
b

Anwendungen wichtiger ist ein zweiter Spezial-
fall von (21), ndmlich der Fall, wo die Ein-
schrinkung «,, = «,, gilt.

Definition 12. Unterliegt die durch einen Vierpol dargestellte Matrix

(Z‘l Z") der Einschrinkung e, = «,,, so heit der Vierpol ,symmetrisch*.
21 2
Die durch einen ,symmetrischen“ Vierpol dargestellte Matrix #ndert

sich nicht, wenn die beiden gedfineten Zweige miteinander vertanscht werden.

Satz 5. Jede positive Matriz der Form ("‘11 "‘m) ist darstellbar.

12 11

Beweis. Wir betrachten den uneigentlichen Vierpol Fig. 5b und be-
rechnen die durch ihn dargestellte Matrix. Dieser Vierpol enthilt (nach
Schliefung der Zweige 1 und 2) vier Knotenpunkte und sechs Zweige, der.
Reihe nach mit den Funktionswerten 0, 0, z,, z,, 2,, 2,- . Die Anwendung

Fig, 5.
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von Hilfssatz 4 ergibt:

—¢ =2z27+422%z,,
2 2
—Cy = —Cp=21+2,+ 222,
2 2
T T2 T2
oder
_ Gy Gy EZtZe
b T lyy == T >
. ¢ ¢ 2,2,
(24) c 22 _ 2
« :.ﬂ_—:‘_g___.l_._.
12 ¢ 22122(21+22>

Die Auflésung der Gleichungen (24) nach z, und z, ergibt

(25) z1=(“u+“rz)—i:

zy= (@, — &35) 7"

Die Positivheitsvoraussetzung besagt im vorliegenden Fall in der Hauptsache
Rey, >0 fir Ri>0,

(Reyy)’— (Rep,)*>0 fir Ri>0.

Also haben entweder Re,, - Re,, und Re,, — Re,, beide negatives oder
beide positives Zeichen fiir :#1 > 0. Das erste wiirde einen Widerspruch

gegen ey, >0 fiir B> 0 ergeben. Somit sind die Bedingungen (26)
dquivalent zu

(27) R, +eq) >0 fiir R1>0.

Danach sind z und 2z, in (25) positive Funktionen und nach § 3 dar-
stellbar. Somit ist auch Satz § durck Reduktion auf ¢ =1 bewiesen.

(26)

§ 6.

Das Interpolationsproblem der symmetrischen Siebschaltungen.

Das in diesem Abschnitt behandelte Interpolationsproblem ist ein typi-
sches Beispiel einer Aufgabe, in der nicht eine gegebene positive Matrix @
dargestellt, sondern eine gewissen idealen Forderungen geniigende Matrix Q*
approximativ dargestellt werden soll®"). Soweit die Aufgabe, eine gegebene
positive Matrix @ darzustellen, geldst ist (unser Hauptproblem), reduzieren
sich derartige Aufgaben darauf, den idealen Forderungen approximativ durch
eine positive Matrix ¢ mit rationalen Elementen zu geniigen3?).

Der Entwurf symmetrischer elektrischer Siebschaltungen, die in ge-
wissen Frequenzintervallen nahezu verschwindende ,Gesamtdimpfung“ (Be-

3°) Solche Aufgaben treten hiufig in der Technik der Wechselstromschaltangen auf.

) Die folgenden Ausfithrungen iiber das Interpolationsproblem der symmetri-
schen Siebschaltungen beschrinken sich auf ein kurzes Referat, da ansfithrlichere Ver-
Offentlichungen dariiber an anderer Stelle schon erschienen sind oder noch erscheinen.
Siehe die Literaturangaben Anm. 1),
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triebsdampfung), in den komplementiren Frequenzintervallen aber praktisch
unendlich grofe Dampfung haben sollen, fiithrt auf ein Interpolationsproblem
mit positiven Matrizen der Form des Satzes 5 (§ 5):

(“11 “12).

g Oy

Die idealen Forderungen lauten: Es soll
( “u+l) - “1 I

i

—-logl

sein i gewissen vorgeschriebenen Intervallen der positiven imaginiiren Achse
(und damit von selbst in den konjugiert imagindren Intervallen) und

U=o0
in den komplementidren Intervallen.
Unter der Benutzung der Parameter z, und 2z, von § 5 laBt sich dem-
nach das Interpolationsproblem so formulieren:
Interpolationsproblem 1. Zwei rationale positive Funktionen z,
und z, sind so zu bestimmen, daf die Forderungen
(28) U=log| Uxallen) |,

B3 2%
in gegebenen Intervallen der positiv imaginiren Achse und
(29) U= o0

in den komplementdren Intervallen approximativ erfiillt werden.

Es ist leicht zu sehen, dal wegen der Forderung (28) z, und z,
{von Polen abgesehen) auf der imaginiiren Achse nahezu rein imaginir sein
miissen. Um Weitlaufigkeit in der Ausdrucksweise zu vermeiden, setzen
wir weiterhin voraus, daf z, und z, solche rationale positive Funktionen
sind, die auf der imaginéiren Achse bis auf Pole rein imaginir sind. Solche
Funktionen sind nach der Erliuterungen zu Hilfssatz 7 bereits durch zwei
quadratische Formen, ndmlich L und D, darstellbar.

Definition 13. Positive Matrizen, die durch lediglich R und D dar-
gestellt werden kénnen, heien Matrizen der Klasse B.

Positive Matrizen, die durch lediglich D und L dargestellt werden
konnen, heifen Matrizen der Klasse §.

Positive Matrizen, die durch lediglich L und R dargestellt werden
kinnen, heien Matrizen der Klasse ®.

Weiterhin ist leicht zu sehen, dall sich das Interpolationsproblem 1
ohne Emschrankung der Allgemeinheit auf das folgende einfachere Problem
reduzieren 1aB86: .
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Interpolationsproblem la. Es sollen rationale Funktionen z, (1)
und 2,(1) der Klasse € so bestimmt werden, dal die Gleichungen

(30) 2,2,=1
in gegebenen Intervallen der positiv imagindren i-Achse und

(31) 2=

%
in den komplementiren Intervallen apfroximativ erfiillt werden.
Da mit 2z, auch ;1— Funktion der Klasse § ist, sind beide Forderungen
2

(30) und (31) gleicher Art. Mit (30) allein ist (28) erfiillt, mit (31) die
Forderung (29). Es gilt

Satz 6. Interpolationsproblem la ist losbar in dem Sinne, daf die
Approximation gleichmdpig beliebig gut gemacht werden kann in jedem
Teilintervall®?) der gegebenen Intervalle fir die Forderung (30) und zugleich
in jedem Teilintervall der komplementdren Intervalle fir die Forderung (31).

Verschiedene Losungen des Interpolationsproblems 1 bzw. 1a, und somit
Beweise des Satzes 6, findet man in den zitierten Arbeiten. Eine Losung
zeigt mittels einer Integraldarstellung den Grenzfall, wo der Grad der Funk-
tionen z, und 2z, nach oo strebt und die Approximation ideal wird. Be-
sonders wertvoll fiir die elektrotechnischen Anwendungen ist eine Approxima-
tion im Sinne von Tschebyscheff, welche bei geniigend kleiner Zahl der ge-
gebenen Intervalle, d. h. fiir die praktisch vorwiegend interessierenden Fille,
auf das Transformationsproblem der elliptischen Integrale zuriickgefiihrt
werden kann. Fiir alle diese Fille wurden die Parameter der im Tscheby-
scheffschen Sinne approximierenden rationalen Funktionen z, und 2, explizit
ausgerechnet und durch ein umfangreiches Kurvenmaterial®'?) dem Ingenieur,
der Siebschaltungen zu entwerfen hat, zuginglich gemacht.

§7.

Approximation numerisch oder graphisch auf einem Stiick der imaginiren
Achse gegebener komplexer Funktionen durch positive Funktionen *2).

Die allgemeine Problemstellung dieses Abschnittes ist die folgende:

Interpolationsprobleme 2. In einem Intervall der positiven ima-
giniren 1-Achse sind Realteil und Imaginérteil als stetige oder stiickweise
stetige Funktionen gegeben. Gesucht sind rationale pesitive Funktionen,

33) dessen Enden innere Punkte eines der gegebenen Intervalle sind.
#b) Veroflentlicht in der in Anm. %) an zweiter Stelle genannten Arbeit.
3%} Diese Interpolationsprobleme lassen sich natiirlich auch auf positive Matrizen
ausdehnen und sind auch in dieser Verallgemeinerung von praktisch groBer Bedeutung.



392 W. Cauer.

bzw. Funktionen der Klassen B, €, D, welche diese gegebenen Funktionen
approximieren, sowie die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Approximierbarkeit ®%).

Eine Vereinfachung dieser Interpolationsprobleme besteht darin, daf
verlangt wird, w in einer endlichen Anzahl von Punkten der imaginiren
i-Achse durch rationale positive Approximationsfunktionen, bzw. solche Funk-
tionen der Klassen B, €, ® exaks.wiederzugeben. Fiir die Lésung dieser
Aufgaben sind die Resultate der erwihnten Arbeit von G. Pick®*) von
Interesse. Zu beachten ist, daf die von Pick untersuchten Funktionen
nicht fiir reelle 4 reell sind, und daB die Interpolationsstellen bei Pick nach
unserer Redeweise im Innern der rechten i-Halbebene liegen.

Definition 14. Vorgeschriebene Wertepaare (,, w,), (4,,%,), ..., (4,,%,}
heiflen fiir positive Funktionen (Funktionen der Klassen B, €, ®) ,zulissig®,
wenn positive Funktionen (Funktionen der Klassen B, €, ®) existieren,
welche die vorgeschriebenen Werte annehmen.

Im folgenden wird eine praktisch brauchbare Lésung fiir das verein-
fachte Interpolationsproblem **) im Fall der Klasse B mitgeteilt. Durch
Vertauschung von 1 mit A™? erhilt man daraus die entsprechende Losung
fiir den Fall der Klasse 9.

Alle Funktionen ¢,, der Klasse B gestatten die Schreibweise

oo

d
(39) wi= 0+f—~—f’+(?,
Q]

wo C >0 ist, y eine nicht abnehmende Funktion und das Integral im
Stieltjesschen Sinne zu nehmen ist.
Durch die Transiormation i = y? wird

ood
e =vlo= [543
(i}
als Funktion von y eine allgemeine positive Funktion (vgl. (16) §4). Die

3%) Die Ausfihrungen dieses Paragraphen haben wie die des § 6 nur referieren-
den Charakter, da beabsichtigt ist, anf diese fiir die elektrotechnischen Anwendungen
besonders wichtigen Interpolationsprobleme in einer besonderen Arbeit ausfithrlich
zuriickzukommen. Die elektrotechnischen Aufgaben, Nachbildungsschaltungen, Phasen-
und Dimpfungsausgleichsschaltungen, Entzerrungsschaltungen zu entwerfen, fithren
z. B. auf Interpolationsprobleme 2.

) Siehe L c. 18).

8) Das dquivalente elektrotechnische Problem launtet: Einfachste Zweipolschal-
tungen aus Kapazititen und Ohmschen Widerstinden zu finden, deren Wechselstrom-
widerstand fiir eine endliche Anzahl gegebener Frequenzen vorgeschriebene Werte
annimmt. ' '
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Interpolationsstellen i, werden bei dieser Transformation auf die Halbgerade
Ry=3IJy *) >0,

also jedenfalls in das Innere der rechten Halbebene transformiert.

Eine Modifizierung der Uberlegungen von Pick ergibt nun

Satz 7. Sind fir die Punkie 2., 3,,..., 4, der positiv imagingren
Achse die komplexen Werte w,, w,, ..., w, bzw. vorgeschrieben, so lefert
das folgende Interpolationsverfahren nacheinander je zwei rationale Funk-
tionen wu,, v, der Klasse B niedrigsten Grades, welche die Wertepaare
(A, w;) fiir 1 =1,2,...,¢ (e=1,2,...,n) annehmen, vorausgeseizt, dafi
die (A, w;) fir Funktionen der Klasse B zuldssig stnd. Notwendig und
hinreichend fir die Zuldssigkeit ist sowohl, daf die im Verlouf des Inter-
polationsverfahrens ermittelien Konstanten a,, b,, als auch, daf die ¢, d,
nicht negativ ausfallen.

Man bestimme die Konstanten a,, b;; c,, d, eindeutig so, daB

1’1(2') al'z'+b1
1g,(2) T 1

ul—‘
and
_n()y 1
U= 8 (1) _cxl+d1

beide das Wertepaar (4,, w,) annehmen.

Hat man
Pa(i)
U, = L
@ g (X))’
40
( ) v — Ta()')
T s (4)

80 bestimmt, daB beide die Wertepaare (4, w,), (4,, w,), ..., (4,, w,) an-
nehmen, wobei p,, s, Polynome in i vom «-ten Grade mit positiven Koeffi-
Zenten und g¢,,7, Polynome in i vom (¢ —1)-ten Grade mit positiven
Koeffizienten bedeuten, so findet man die entsprechenden u, +12 Vayy durch
die Ansitze
_ (aa+11+ ba+1) Pe+ '“‘a

@t 'l[(aa-;.x'z'f‘ ba+1) 9o + 51’
v - Pa+(ca+11+da+1)7a

e+l Ayt (Caysd+dyyy) e

(41) )

indem man a,,,, b,,,; ¢, .1, d,,, eindeutig so bestimmt, da u,,, und
Y.+, beide auch noch das Wertepaar (4,,,,w,,,) annehmen.

Die in Satz 7 genannten notwendigen und hinreichenden Bedmgungen
fir die Zulassigkeit fir Funktionen der Klasse B lanten mit

A, =1,

) Sy bedentet Imagintrteil von y dividiert darch ;.
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und
Wo =T, + 19,
in den einfachsten Fillen explizit folgendermafen:
(42) a=1. (20, 9, 50;
L20, 9,20,

(43) a=2  ggi(0f + o)) —[(A—R) "+ +9i]o w20,
(W= —gl)oi +20 900, + (L — F — 93) 0 20.
Damit als stetige Kurve gegebener Realteil 3t w = f(w) und Imaginir-
teil Jw =g (w) durch Funktionen der Klasse B approximiert werden
konnen, sind fiir den Kurvenverlauf nach (42) und (43) notwendige, aber
nicht hinreichende Bedingungen
f20,9<0

und (ohne die Bedingungen (43) zu erschépfen) f monoton fallend, ¢
monoton wachsend.

Durch Grenziibergang ergeben sich die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir f und g und die ersten Ableitungen f’ und g’ fiir esnen
vorgeschriebenen Punkt:

f20,9<0,
(44) (f*+9""w*—9* <0,
(2 +g*) e+ (" +¢*) 0 +9° <0.
Realtell und Imagindrteil sowohl von %, als auch von v, geniigen den
beiden Differentialgleichungen, die sich aus den beiden letzten Relationen (44)
fiir den Fall des Gleichheitszeichens ergeben.

(Eingegangen am 20. 8. 1931.)



