
Beweis des Mengersehen Einbettungssatzes. 
Von 

L. Pontrjagin und G. Tolstowa in Moskau *). 

Der Mengersche Einbettungssatz lautet: Jeder n-ellmensionale kom- 
pakte metrisierbare Raum ist einer Teilmenge des R ~'+1 homSomorph. 

Seinen Beweis fiir diesen Satz hat Menger f i i r n  ~-1 durchgefiihrt, 
flit ein aUgemeines n dagegen nut skizziert 1). Selbst im Fa l l en  = 1 ist 
der Beweis sehr umstgndlich und bedarf miihevoller mengentheoretischer 
uncl elementargeometriseher Uberlegungen, die den einfachen u n d -  wie 
wit sehen w e r d e n -  im Grunde genommen kombinatorischen Kern der 
Sache nut verschleierrL 

Im folgenden soll ein einfaeher und - -b is  auf einen dem Wesen der 
Sache nach notwendigen Greaziibergang - - r e in  l~ombinatoriseher Beweis 
des Einbettungssatzes gegeben werden. Es wird sich dabei zeigen, dal] 
dieser Satz als eine unmit~Abare Anwendung des Alexandroiischen allge- 
meinen ApproxlmaLionsverfahrens (flit kompak'te Ri~ume) ~) zu betrachten 
ist und sich mit Hilfe dieses Verf~hrens leieht auf die entsprechende Be- 
hauptung fiir n-dimensionale Komplexe zuriickfiihren liil]t. Letztere Be- 
hauptung aber (el. h. die Tatsaehe, da~ man einen n-dimensionalen Kom- 
plex in den 2n + 1-dimensionalen Euklidisehen Raum topologiseh einbetten 
kann) folgt aus den Elementen der mehrdimensionalen analytisehen Geo- 
mettle und ist l~ngst bekannt. 

*) Der Inhalt cli~er Arbeit wurde im Winter 1929]30 im Topologisehen Seminar 
yon Prof. Alexandroff (Universit~Lt Moskau) vorgetragen. 

Nach Fertigstellung der Arbeit exfuh~n die Verfa~ser, dab inzwischen Herr N~be]ing 
in den Math. Annalen 104 (1980) einen Beweis des Einbettungssatzcs gegeben hat. 
Da aber der Beweis von Herrn l~6beling auf ganz anderen (niLmlich vorwiegend 
mengentheoretischen) Methoden beruht, dfirfte der vorliegende Beweis dennoch sein 
Interesse behalten. 

1) Manger, Dimensionstheorie (Leipz/g, Teubner, 1928), S. 287--303. 
8) Alexandroff, Unt~rsuchungen fiber Gestalt und Lage abge~chlossenex Mengen 

(Annals of Mathematics (2) 30 (1928), S. 101--187); insbesondore Einleitung, w 10 
und Kap. H. 
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Als Zusatz zum Einbettungssatz ergibt sich bei unserez Bewelsmethode 
von selbst s neue Resultat: Jede stetige Abbildung eine~ n-dimen- 
8ionalen kompakte~ metrischen Raumes in einen minde~tens 2n + 1-di- 
mensior~alen Euklidischen Raum l~iflt sich dutch eine beliebiy ldeine 
stetige Abdnderung in eine Homdomorphie verwandeln. 

Es werden benutzt: aus der kombinatorischen Topologie ~ nur die 
Begrille des Komplexes, der baryzentrischen Unterteilung und der simpli- 
zialen Abbildung; aus der Alexandroffsehen Approximationstheorie ~ nut 
de~ Begriff des ProjektionsspekC~ums sowie die Tatsache, dal~ ein n-dimen- 
sionaler kompakter Raum dutch ein n-dimensionales Projektionsspektrum 
approximien werden kanna). 

H i l f s sa t z  I. Es sei ein Projektionsspektxum 

(1) K~,Ko, . . . ,K~, . . . ,  K,,--~g(Km+~) 

gegeben. Man nehme an, dal~ auf Gnmd irgendeiner Eigenschafr gewisse 
Simplexpaare (tin, t~,) aus K~ ausgezeichnet werden, mad zwar soil die Eigen- 
schaft, die die Auszeichnung bedingt, die einzige Fordermag erfiillen, dal3 
die Projektion der Simplexe eines ausgezeiclmeten Paares (t~, ~ )  wiedez ein 
ausgezeiehnetes Paar bilden. Dann gilt die Behauptung: wenn es fiir be- 
liebig grol~e n ausgezeichnete Paare (tn, t~) gibt, so gibt es zwei Projek- 
tionsfo]gen 

t z ,  t~ . . . .  ~ tn ,  . . .  
t ; ,  ' ' 

deren Elemente t~, t~ fiir ~edes n ein auagezeiehnetes~Paax bilden. 

Beweis. Aus unseren Voraussetzungen folgt umnittelbar, dag es f'ti~ 
]edes n in K~ ausgezeichnete Paare gibt, und zwar solche, in die sich aus- 
gezeichnete Paare aus K~, (h ~ n, sonst beliebig) projizierera Somit pro- 
jizleren sich unendlichviele ausgezeichnete Paare in (ausgezeiehnete) Paare 
von K.; da es abe~ in K. iiberhaupt nut endlichviele Simplexpaare gibt, 
mu~ mindestens ein (ausgezeicknetes)Simplexpaar (tn, t~) in K n exist-ieren, 
welches als Projekfion yon unendlichviehn ausgeaeiehnetem Paareax aafge- 
fagt werden kann. Man wghle ein solehes Paar (t~,t~) insbesondere flit 
n~--1. 

Man nehme an, die ausgezeiehneten Paaxe 

(2) (~, t~), (~.,, ~); . . . ,  ( t , ,  t ' )  

seien bereits konstxuier~, mad zwar so, dal] flit 1 ~ i <: m 
p t 

a) Alexandrott a.a.O, S. 107 mad 8. 130-.-t88. 
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und jedes der Paare (2) Projektion yon unendtichvielen au~sgezeichneten 
Paaren ist. Man betraehte nun alle ausgezeichneten Paare (t~, t~), n ~ m + 1, 
die sich auf (tin, t~) projizieren und nerme sie fiir einen Augenblick 
P-Paare. Da es unendhchviete P-Paaxe, abet nur endlichviele Simplex- 
paare in K,~+I gibt, existiert in K~+ 1 mindestens ein (ausgezeichnetes) 
Paar (t~+,, t~+,), in welches unendhchviele P-Paare (also unendlichviele aus- 
gezeictmete Paare) projizier~ werden. Die Induktion geht also welter. 

Auf diese Weise forffahrend, erh~ilt man die ausgezeichneten Paare 

( t , ,  t ; ) ,  t . ; ) ,  . . . ,  ( t , ,  t : 5  . . . . .  

wobei fiir ]edes n das Simplexpam: (t,,, t~') die Proie~ion yon (t~+t; t~'+l) 
ist. Die Folgen (tl, t.,.,..., t~, . . . )  und (t~, t~, . . . ,  t" . . . .  ) sind also Pro- 
jektionsfolgen, w.z.b.w. 

3. Man betraehte wieder alas Projektionsspekt-rum (1) und ein festes 
Simplex t h yon Kh; ein Simplex t~ yon K~, n > h, heiSt Nach/olger yon th, 
wenn r e ( t , ) = t  h ist. Sodann besteht folgender 

H i l f s s a t z  II. Das Proje~ionsspektmm (1) und ein Simplex t~ yon K t 
seien gegeben. Ftir alle hinreiehend groSen n und jedes Simplex t~ aus K~, 
welches mit einem Nachfotger yon t x benaehbart ist, ist re~' ( t .)  im Stern ~) 
um t~ enthalten. 

Wit nehmen an, tier Hilf_ssatz sei falseh, und nennen ein Simplexpaar 
(t~, t;), n > 1, ausgezeichnet, wenn t .  und t~ benachbart sind und t~= re~' (t.) 
ist, w~ihrend re, ( n )  nicht zum Stern um t~ gehSrt; ein Paar (h,  t~) soll 
ausgezeichnet hei~en, wenn es Projektion eines ausgezeictmeten Paares ist. 
Sodann sind aUe Bedingungen des Hilfssatzes I effiillt, und es gibt zwei 
Projektionsfolgen 

(3) t .  . . . . .  . . .  

mad 

( 3 ' )  t ; ,  . . . ,  t ' ,  . . . ,  

so da~ fiir jedes n die Simptexe t~, t~ ein ausgezeiehnetes Paar bilden, 
mad folglich t~ nicht zum Stern um t~ gehSrt. Da aber zwei Simplexe 
eines ausgezeiehneten Pas benachbart sind, sind aueh die Folgen (8) 
und (3 ')  benaehbart, so da~ es eine diese beiden Folgen umfassende 
projektionsfolge 

T~,T~ . . . .  ,T,~, . . .  

4) Unter  dem S~ern des Komplexe~ K um das Simplex t dieses Komplexes ver- 
stehen wit  bier die Vere'migungsmenge aUer (abgeschlossenen) Simplexe yon K, die t 
Ms ihre Seite haben. Wenn t dem Simplex ~" ats eine seiner Seiten angehSrt und t" 
eine andere Seite yon T is~, so h e i ~  t '  ein inneres oder ein Randdement  des Sterne, s, 
j e  nachdem t eine Sei~e yon t '  i s t  oder nicht. 
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gibt~). Somit sind die beiden Simplexe tl und t '  i Seiten desselben Sim- 
plexes T1, folglich gehSrt t~ zu dem S~ern um tl ,  was unserer Annahme 
widersp~ieht. Der Hilfssatz I I  ist damit bewiesen, 

4. Es sei T" ein Simplex mit den Ecl~unkten ao, a 1 . . . .  ,a~ (wit 
schreiben kurz T" -~(ao ,  al ,  . , . ,  a,)~). Unter der ElementarzerZegung 

yon T ~ in bezug auf seine SeRe t ~  (a o, a 1 . . . .  , a~) verstehen wit die 
Zerlegang yon T" in die r ~ 1 Simplexe 

(b, a 1 . . . .  , a~, a~+ 1 . . . .  , a , )  

(a o, b . . . .  , a~, a,+ 1 . . . .  , a , )  
. . . . . . . . .  . . . . 

(a  o, a 1 . . . .  , b, a, .+l  . . . . .  a~) ,  

wobei b der Schwerpunkt yon t ~ ist. 
Dabei wird ausdriicl~lich anch das Simplex T" selbst als seine einzige 

n-dimensionate (,uneigentliche") Seite betrachtet. 
Man nehme eine Elementarzerlegung yon T ~ in bezug anf sich selbst 

vor; es entstehen Simplexe yon der For m (b, a0 . . . .  , a6_ 1, a,,+~, . . . ,  a , ) .  
Wenn man iedes diese~ Simplexe in bezug auf seine a-Seite (d. ]~ die 
Seite (a o . . . . . .  ai,-1, a~, +1, ..-, a~)) etementar-zerlegt, ents~ehen Simplexe 
(b, b,, a 0 . . . . .  a~_ 1, a~.+ l . . . . .  a~_~, ai._+ 1 . . . . .  a , ) .  Wenn man jedes dieser 
Simplexe in bezug auf seine a-Seite zerlegt, entstehen Simplexe, deren 
erste drei Eckpunkte Schwerpunkte :) b, b,, b~, q sind und deren iib~ige Eck- 
punkte zu den ursprfinglichen Eelcpunkten a~ geh6ren. Dutch Fortsetzung 
dieses Verfahrens gelangt man schlie~lich zu den Simplexen v o n d e r  Form 
(b, b~, b~, i,, "-~. b61 ' ' ' ' ~ ' ) 'T  d .h .  den Simplexen der baryzentrischen Unter- 
teflung yon 

5. Es sei j etzt K ein Komplex, t ein Simplex yon K.  Wenn man mit  
jedem Simplex yon K ,  welches t a t s  eigehtliche oder uneigentliehe Seite 
enth~ilt, eh~e ElementarzeEegung in bezug auf t vornimmt und die iibrigen 
Simplexe yon K intake l~i~t, entsteht eine Elementarzerlegung yon K in 

bezug auf t; aus der l~berlegtmg der vorigen Nummer ergibt sieh sodann 
der eigentlich setbstverst~ndliche 

H i l f s s a t z  III. Es seien 
t~, t~ . . . .  , t, 

sdmtl iehe Simplexe aller Dimensionen des Komplexes K, in einer solchen 

5) Alexandroff a. a. 0., S. 107. 
8) Orientierung des Simplexes kommt bier nicht in Frage, die Reihenfolge der 

Eekpmakte is~ -.)so gleiehgiiltig. 
9) Wenn t eine Seite v~a T ist, und a6, a~, . , . ,  a~k <lie]e~igen ECklaunkte yon T 

sind, die nicht zu t gehSren, so bezeivhnen wir den ~r yon tmi t  ~b~,~.~. 
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Reihenfolge geschrieben, dab stets d i m t i ~  dimt~+ l i s t ;  wenn man K =  K o 
setzt und mit K~+~ den Komplex bezeichnet,, welcher aus K, dutch Ete~ 
mentaxzert%oung in bezug aui t~+l entsteht, so ist K, mit der baryzentri- 
schen Unterteilung yon K identisch. 

6. Jetzt gehen wit zum Beweis des wichtigsten Hilfssatzes iiber. 

H i l i s s a t z  IV. Man bet~achte ein Projektionsspektmm 

(1) g l ,  K~. , . . . ,  K~ . . . . .  K m = ~ ( g ~ + l )  

und ein Simplex t yon K r Es sei K~ der Komplex, der dutch die Ele- 
mentarzerlegung von K~ in bezug auf t entsteht. Man bezeictme mit g 
eine (festzudenkende) simpliziale Abbildung yon K~ auf K1, welehe den 
Schwerpunk't b yon t auf einen bestimmten (abet beliebigen) Eelrpunkt a 
von t abbildet und alle iibrigen Ecl~unkte von K~ (die. ]a zugleieh Eck- 
punkte yon K 1 sind) festl~t.  Es existiert sodann ein K~ des Spektrums 
(1) und eine simpliziale lkbbildung f yon K~ auf K~ yon de~ Eigenschaft, 
da~ die Ahbildung g f  yon K~ auf K~ mit der t)ro]ekCion ~ identisch ist. 

Beweis. Man w~hle m so grog, daI~ flit ]edes Simplex t~ yon K~, 
welches mit einem Naehfotgex yon t benaehbart ist, ~ ( t ~ ) z u m  Stern 
um t gehSrt. Nach Hilfssatz II ist ein solches m stets vorhaudem Es sei 
a ~) ein beliebiger Eekpunkt yon K .  Zwei F$11e sind mSglieh: 

1. ~ ( a  r + a; dann setzen wit f ( a  ('~)) = zt~(a(~)); 

2. ~ ( a  (~)) = a ;  dann unterscheiden wit die weiteren beiden F~lle: 

2'. a ('~) gehSrt zu keinem Nachfolger yon t; dann setzen wit 

f ( a  (m~) -~ a (aL~o f ( a  (m~) = zt~ (a(~))); 

2". a (~") gehSrt zu einem Nachfolger yon t; dann sei 

f ( a  ~'~)) = b. 

Fiir jeden Eckpunkt a (~) yon K,, ist offenbar 

gf(a("~)) = ~ ( a ( ~ ) ) ,  

es bleibt also nut zu zeigen, dab die obige Eckpunktzuordnung tats~chtich 
eine simpliziale Abbildung yon K~ auf K~ besfi_mmt. 

Jedes Simplex t= yon K m gehSrt zu einer der drei Iolgenden Kategorie~: 

I. t,~ enth~ilt keinen Naekfolger des Ecklaunl~es a. In diesem Falle 
gehSr~ ~ ( t ~ )  nieht nat  zu K1, sondern auch zu K~, u n d e s  ist 
f ( t , , )  = zt~(t~,).  

II. t~ enttr~tt mindestens einen Nachfolger des Eckpunk~  a, abet 
keiner dieser !gachfolger gehSrt zu einem' Nachfolger yon t. In diesem 
Fatle wird keine Seite yon t~ auf t abgebfldet, folg!ich gehSrt ~t~(t~) 
nicht zu den Simplexen yon K~, die t als Seite enthatten, ist also unter 
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den Simplexen von K~ vorhanden, es ist sodann nach der Vomchrift 
1. und 2'. : 

f ( t , 2  = ~ ( t ~ , ) .  

III. t,~ enth~lt einen Nachfolger yon a, und zwar einen solchen, der 
zu einem Nachfolger yon t gehSrt. Somit ist t~ mit einem Nachfolger 
yon t benaehbart, und laut unserer Voraussetzung fiber die Zahl m gehSrt 
z~(t~) zum Stern um t. Unter den Eckpunk~en yon z ~ ( t , )  ist ferner 
bestimmt der Eckpunkt a enthalten. Wit unter~cheiden nun zwei weitere F~ille: 

III ' .  t enthalt keinen Nachfolger yon t (d. h. n~(t~) enthalt t nicht). 
Dann gehSrt ~ ( t ~ )  ~- (a,  a ~ , . . . ,  a , )  zum Rande des Sternes um t, folghch 
ist das Simplex (b, a, a 1 . . . .  , a~) gewil3 in K~ enthalten. Nun sind abet 
die Bilder der EckTunkte yon t~ bei der Abbildung fun te r  den Punkten 
b, a, a x . . . .  , a r enthalten, so dal~ f(t~) eine echte oder unechte Seite des 
Simplexes (b, a, a~, . . . ,  %) und folgheh ein Simplex yon K~ isk 

III". t m enths einen Nachfolger v o n t  (d. h. ~ ( t ~ )  enth~ilt t). 
Dann wird jeder Eekpunkt von t~, der ein Naehfolger yon a ist, bei der 
Abbildung f auf b abgebitdet; wenn z~(t~) -~ (a, a~ . . . . .  %, a~+~ . . . . .  a~) 
und t --~ (a, a~ . . . .  , a,) ist, so ist f(t,~) ~- (b, a l , . . . ,  a~, as+ l,  . . . .  a~), und 
das ist ein Simplex yon K[.  

Die Eekpunkte von t~ werden also in allen F~llen mittels f auf das 
Eckpunktsystem eines Simplexes yon K~ abgebildet; f i s t  also tats~chlieh 
eine simpliziale Abbildung, und der Hilfssatz IV ist bewiesen. 

7. Wi~ beweisen nun den letzten Hilfssatz, aus dem daun der Ein- 
bettungssatz ganz leicht folgen wixd. 

Hi l f s sa tz  V. Zu jedem Projektionsspektrum 

(1) Zx,  Ko., . . . ,  K~,, . . . .  ( K, ,  = n (g~+x)) 

l~i~t sieh ein ~iquivalent~s (d. h, denselben Raum approximierendes) Pro- 
j ektionsspek~mm 

(4) Q1, Q;, Q~, Q~ . . . . .  Qa, Q~ . . . .  

unter folgenden Bedingungen konstruieren. Die Qh bilden eine Teilfolge 
der K~, Qa-~ Ku~, w~hrend flit jedes h Q~ ein Teilkomplex der bary- 
zentrischen Unterteilung yon Qh ist. Die Projektionen werden als Ab- 
bildungen gk yon Q~ auf Qk bzw. Abbildungen ~ yon Qh+l auf Q~ de- 
finiert, die folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Wenn b ein EchTunkt yon Q~, also der Schwerpunkt eines Sim- 
plexes t h yon Qh ist, so ist ga(b) ein Eclrpunkt yon t h. (Daraus folgt 
insbesondere, dab ein Eekpnnlrt yon Q~, der gleiehzeitig Eekpunkt yon Qh 
ist, bei der Abhildung g~ in sieh selbst fibergeht.) 
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2. Wenn ah+l ein beliebiger Eckpn~kt yon Q~+l = K~,~ ist, so gilt 

Beweis. Es sei K~ (~ K~(~), . . . ,  K~ ~-~), K1 (~), K~~ K~, K ~ ' ) = / ~  die 
endliche Folge von sukzessiven Elementarzerlegungen, die sich dem Hil~s- 
satz IH gem~i3 zwischen K x =  Q~ und seiner baryzentrischen Unterteilung 
K~ = Q~ emschalten l~13t. Dutch sukzessive Anwendung des Hilfssatzes IV 
erh~ilt man ein Projektionsspektrum 

Q1, Q;, K~,,~, K:~+l, . . . ,  

welches auf Grund des Hilfssatzes IV den Bedingungen 1 und 2 des Hilfs- 
satzes V flu: Q~,.Q; und K~,~= Q~ geniigt und im iibrigen mit (1) zu- 
sammenf~illt. Man nehme an, das Projektionsspektrum 

Q1, Q; . . . .  , Qj,, Q;,  K,,,,,, K~h+ 1 . . . .  

w~re bereits konstruiert, so da~ flit Q1, Q~ . . . . .  Qa, Q~, K ~  = Qa+l die 
Bedingungen 1 und 2 effiillt sind und die Pro]ektionen flit K,, (m ~ m~ -~- 1) 
mit denen des Spektrums (1) identisch sind. Man schaltet zwLschen 
K ~ =  Q~+I und geiner ba~yzentrischen Unterteilung Q~.~ wiederum eine 
Kette yon Elementarzerlegungen ein und ezh~ilt (lurch Anwendung des 
H~lfssatzes IV ein Spekt, rum 

Q1, Q1, Qh+~, ' ' . . . ,  Qh+l, K~h+~, K,,~h+~+l . . . . .  

wobei wieder alle Bedingungen erffill~ sind. Die dutch Fortse~zen des Ver- 
fahrens entstehende unendliche Folge 

Q1, Q; . . . . .  Q~, Q~ . . . .  

mit den zugehSrigen Abbfldungen gh und f~ geniigt sodann den beiden 
Bedingungen 1 und 2. Aus der Bedingtmg 2 folgt, dal~ diese l~olge ein 
dem Spektrum (1) ~quivalentes P~ojektionsspektrum bildet, w. z. b. w. 

8. Beweis  des E inbe t tungssa~zes .  'Es sei F ein n-dimensionale~ 
kompak~r metrisierbarer Raum und 

(1) K ~ , K ~ , . . : , K , ,  . . . .  ( K , , - - n ( K , , + x ) ,  dim Kin= n) 

ein ProjektionsspekVrum yon L Auf Grund des IIilfssatzes V besitzt 2' 
ein Proj ektionsspektrum 

(4) Q~, Q;, Q~, Q~ . . . .  ,, Qa, Q~ . . . . .  

welches den Bedingungen dieses Hilfssa~zes geniigt. 
Man betrachte jetzt einen polyedralen Komplex C~ des R ~'+~, welcher 

ein eineindeutiges simpliziales Bild yon Q~ ist; man dad dabei voraus- 
setzen, dal~ die Simp!exe yon C~ s~mt!ich eila~a Du~ehmessex < 1 haben. 
Die baryzentrische Unterteilung von Ci bezeichaen wit mi~ O~; die Sire- 
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t plexe yon Ct sind kl~ner als ~ ~ q.S) tndem man GI bzw. G~ mit 

Q1 bzw. Q~ als identisch betr~htet, kann man yon der Abbildung fx yon 
Q.~ auf C~ sowie yon der Abbildung gl yon C~ auf C 1 sprechen. 

Jedem Simplex T~ yon C 1 orckm man eine feste Umgebung U(T1) 
zu, deren Durchmesser ldeiner als 1 ist. Diese Umgebungen sollen so ge- 
w~ihlt sein, da$ zwei disjunk'~ Simplexe Umgebungen bekommen, die von- 
einander einen positiven Abstand haben. 

Das Bfld fl(t~) eines befiebigen Simplexes t~ von Q~ ist ein Sim- 
plex t~' von C~, also ein baryzentrisehes Teilsimplex eines gewissen Sim- 
plexes T 1 yon C~. Das Simplex gl f~ (t~) ist dabei eine echte oder uneehte 
Seite yon Ta, mad zwar ist diese Seite jedenfalls unecht '(d,  h. sie f~Ut 
mit T 1 zn_sammen), wenn die Dimensionszahlen yon t~ und ~rt 2 gleich sin& 

Man ~ndere jetzt die Abbildung ft yon Q2 auf C~' unter Wahrung 
ihres simplizialen Charak~ers dutch eine kleine Verriiekung der Bi!dpunlr~e 
der Eelrpunkte von Q~ zu einer tapologischen Abbfldung f~ yon Q,z auf 
einen Komplex Co~ ab, und zwar sollen die Verriickunger~ der Bildeelrpunkte 
so gering sein, da~ das Bitdsimplex f~(to-) == Tz in U(T1) ]iegt und noch 
immer ldeiner als q ist. Der Projektionsabbfldung zt-~ glfi yon Q~ auf 
Q~ bzw. C~ entspricht (vermSge der HomSomorphie f~' zwischen Qs und C~) 
eine Abbildung von Co. auf C~, die ebenfalls Projektion genannt und mit 
:r bezeichnet werden soll. 

Dabei gilt die Relation 

(5~) ~ <  U(T~), 

und z~(T~) ist eine echte oder uneehte Seite von T~, die notwendig mit 
T 1 zusammenf~ltt, wenn die Dimensionszahlen yon To- und von.~r(T~) 
gleich sind. 

Schlie]lich w/ihlen wit eine U(TO-)<U(T~) so, da~ dabei disjunkten 
Simplexen positiv-entfernte Umgebungen zugeordnet werden und dal~ der 
Durchmesser yon U(Te) stets < q ist. 

Man nehme jetzt an, ~ die Komplexe Q~, Q~ . . . .  , Q,~ dutch ein- 
eindeutige simpliziale Abbildungen als Polyederkomplexe C~, C~ . . . . .  C,~ 
in den R ~'+~ bereits eingebette~ sind; dai~ den Projektionen yon Q~+~ 
auf Qi (1 =< s" ~ m -- 1) Projektionen yon Q+~ auf Q entsprechen und fiir 
jedes Simplex T~ yon C~ (1 ~< i <~ m) eine feste Umgebung U(T~) gew~hlt 
ist, die klehaer als q~-~ und so beschaffen ist, dal~ disjunkte Simplexe Um- 
gebungen bekommen, die voneinander eine positive Entfernung .l~aben. 

~) Wenn der Durchmesser~eirms n~lime~Aona~en S~nplexes ~ ist, so is~5 ~der 
Durchmesser eines Simplexes seiner baryzentrischen Unterteilung ~ ~ a. 
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Ferner sou U(Tr in elner U(T~) liegen, wobei T~)~r(Ti+l) und ins- 
besondere T~ = n(Ti+l)  ist, wenn die Dimensionen yon T~+ 1 una ~(T~+~) 
zusammenfallen. 

Indem wir zwisehen Q~ und C~ nieht unterseheiden, bebraehten wit 
die Abbildtmg f~ yon Q~+~ auf die baryzentrisehe Unterteilung C~ yon C~. 
Da. die Simplexe yon C,, kleiner als q,~-i waren, shad diese yon C:~ kleiner 
als qm; wenn t~+ 1 ein beliebiges Simplex yon Q~+x ist, so ist f~(t~+l) 
ein ba~yzent~isehes Teilsimplex eines bestimmten Simplexes T,~ yon C,~, 
zu dem aueh g~,f~(t,,,+~)=~(t~+~) als eehte oder uneehte Seite gehSrt; 
wenn dabei tm +1 die gleiehe Dimensionszahl wie n (t~ +~) hat, ist ~ (t~ + ~) = T~. 
Man s jetzt die Abbildung f~ unter Wahrung ihres simplizislen Cha- 
racters dureh e'me ldeine Verriiekung clef Bitdpunkte der Eekpunk~e yon Q.~ + 1 
zu einer topologischen Abbildung f~' yon Q~+I auf einen Komplex C~+ 1 
ab; dabei sollen die Verriiekungen der Bildeekptmkte so gering sein, dal~ 
s  = T~§ in U(T,~) liegt und noeh immer kleiner ats q'~ ist. Die 
Projektion ~=gmf,~ yon Q~+, auf Q~ bzw. C~ geht in die Projektion 
yon 0,~+~ auf C~ fiber, und, wenn man mit T~+ 1 ein willkfiirliches Simplex 
yon G~+~ bezeiehnet, gibe es in C~ ein solehes T~, dab 

(5,J T,~+tCU(2,J, ~ ,  > ~ (T,+ , ) ,  

wobei, wenn die Dimensionszahlen yon T,,+I und ~(T~+I) gleieh sind, 
die Simplexe T~ mad n(T,~+~) zusammenfallen. Sehliel~lieh ws wit 
flit iedes T=+ x yon C.+~ eine U(T,~+I)(U(T,~); diese Umgebuugen 
solIen < q= sein und die Eigensehaft haben, dab disjunkt~n Simplexen 
positiv entfernte Umgebungen entspreehen. 

Die Induktion geht also welter; wit merken mas noeh, dab aus (5~) die 
Ungleiehung 

(6) e ( T : + .  ~ (T:+~)) < q : - I  

folgt. 
9. Jedem Punla x yon F entsprieht eine Kette des Proiekfions- 

spektntms 

also ehae Kette 

(7) 
des ProjektionsspekCw~m~ 
(s) 

Q~, Q.. . . . . .  Q,~, . . . ,  

(TL TL . . . ,  ~ . . . .  ) 

q , C ~  . . . .  ,C,~, . . . .  

Da die Dimensionszahlen der Simplexe yon (7) mit waehsendem m 
jedenfalls nieht abnetmaen kSnnen und audererseits immer h5ehstens gleieh u 
bleaToen, muB yon ehaem bestimmten m~ an -- 

dim T;  = dim T +I . . . .  
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und folglich flit alle m ~ m~ 

U(T~+~)< U( T~) 
sein. Da 6U(T,~) ldeiner als q,~-I ist, konvergieren die Simplexe ~r~ gegen 
den einzigen Durchsctmittspunkt der U(T~) ,  i ~ m ~ ;  diesen bezeiehnen 
wit mit q~(x). Dabei gilt nach (6) iolgende Absch~itzung 

oo ~ g# �9 co . . ~m--I �9 

(9) e (T  (x), T~) =< ~7 [~ (Ti, T~+I)+ 3 (T~+I)]< Z ( q ' - ~ + q  '-1) < 2 1-q  
i=m i=m 

10. Wit beweisen jetzt der Reihe nach folgendes. 

1. Die Abbildung q) ist stefig. 

Man wiihle in der Tat einen beliebigen Punkt x o yon F mid eine 
positive Zahl e. Ihm entspricht eine Kette des Projektionsspektr~ms (8): 

Xo ~ (Tl(O), m(o) q,(o) 

Wi~ wghlen m so groin, dat~ dim ~(O)~m = dim T (~ und 

1-q  

ist. Es sei x ein beliebiger t~ml~ der m-ten Umgebung 9) yon x o, 
d.h. es sei 

x ~. ( T: ,  T: ,  . . . ,  T,~, . . . ) ,  

wobei flit 1 ~ i_< m das Simplex T, ~ eine echte oder unechte Seite 
von Ti (~ ist~ Dann ist zun~ichst 

~(~o)<U(T2)), ~(V(T2)))<q'~-~<~, 
also 

(lO) ~(~ (~o), T2 ~) < ~. 

Wegen (9) ist (unte~ Be~iicksichtigung de~ Relation T ~ (  T~ )) 
qm--1 

(11) e (~ (x), Td )) =< e (~  (x), T;;) < 2 V ~  < 2~, 
a~so naoh (10) ~ d  ( ] ] )  

= m'(~ q~ (xo)) < 4~, e (~ (*), ~ (x,)) < e (~ (x), T$ ~) + ~ (~,(o)) + e ~-~,  

womit die Stetigkeit von ~p bewiesen ist. 
Die Bildmenge ~b yon F ist als stetiges Bild eines kompak~n metrischen 

Raumes in sich kompak~; ~b ist also eine beschr~akte abgeschloasene 
Menge des R "~ 

2. Die Abbildung 9 ist eineindeutig. Denn sind x trod x ~ zwei vet- 
schiedene Punkt~ ~r F, so sind die betreffenden Ketten nicht benachbart, 
d.h. yon einem gewissen m an sind die Simplexe T~ und T~ zueinander 

9) Alexandroff, a. a.O.S. 108. 
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fremd. Wit nehmen dieses m sogleich so grote, dal~ dim T~ dim T ~ 
und dim T~' = dim T~+~ . . . .  ist. Da die zugeh5rigen Umgebungen U(T~) 
und U(T~') voneinander einen positiven Abstand haben und die Pankte x 
uncl x'  in U(T~) bzw. U(T~') liegen, sind sie gewiB verschieden. 

Eine eineindeutige lind in einer Richtung ster Abbildung eines 
kompakten Raumes ist bekanntlich eine HomSomorphie~~ Somit sind E 
mad qb homSomorph, und der Einbettungssatz ist bewiesen. 

Korollar .  Fiir ]eden kompakten metrisehen Raum _~ der Dimension n 
kann man stets im (2n ~-l)-dimensionalen Euklidischen Raum eine Teil- 
folge C1, Ce, ..., C ....... yon n-dimensionalen polyedralen Komplexen linden, 
deren topologischer Limes existiert mad mit F homSomorph ist; dabei kann 
man die Fotge C1, C~ . . . .  , Cm,... so konstruieren, dal~, wenn ein endlicher 
Abschnitt yon ihr (C I, Qo, . . . ,  C~) schon konstruiert ist, der Komplex C,~,+1 
in eine beliebig ldeine Umgebung.von Cm verlegt wird. 

Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus dem obigen Beweis des Satzes. 

11. Z usatz. Eine stetige Abbildung f eines n-dimensionalen kompakten 
metrischen Raumes F in einen Euklidischen Raum R yon einer Dimension 

2n-k  l kann dutch eine beliebig kleine 8tetige Abdnderung in eine 
Homdomorphie ve~,wandelt werden. 

Man betrachte wiede~ die Pr0jektionsspektra (1) bzw. (4) von F. 
Jedes Q~ karm als Nerv einer e~_-Uberdeckung P,,, yon F, bestehend aus 
den Mengen 

aufgefai~t werden. Diesen Uberdeekmagen entspreehen Uberdeekungen 

F{1) f(F~('2)), (E(s.~), r ( , , , )  . . . .  , f ,  ) 

der Bildmenge f (F) ,  und man kann yon vornherein die s~ so klein wii~en, 
daI~ schon die f(F~ i)) s~imtlich k]einer als das beliebig vorgeschriebene 
a ~ 0 sind. Den Eckpmakten von Q,~ sind eineindeutig die Mengen ~,~), 
folglich auch die Mengen f(~(~)) zugeordnet. Man w~hle nun die den Eck- 
punk-ten yon Q1 entsprechenden Eckpu~kte c~ von C1 (Nr. 8) so nahe zu 

i den betreffenden Mengen f (F / ) ,  da~ die Entfernmag yon ci bis f(Fil) kleiner 
Ms a und jedes Simplex T~ von 'C i kleiner als 2a ist; auch die Um- 
gebungen U(T1) wMlle man kleiner a]s 2 r Sodann fiih~e man die Kon- 
strdktion des Projek~tionsspekCrdms 

(8 )  C, ,  C'o . . . .  , C, , , , . . .  

wSrtiich wJe in hT~. 8 aus, mit dem einzigen Unterschied, dab jetzt die 
Umgebung~n U(T;~) der Simptexe von C~ ~inngem~iJ~ k]einer, als 2~.q ~-1 

~o) Siehe z. B. Hausdorff, Mengenlehre (zweite Auflage), S..196, 
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sein sollen, was zur Folge hat, ~ auf der rechten Seite der Ungleichung (6), 
sowie ira legzten Olied der Formel (9) der Faktor 2~ hinzukommt. 

12. Oenau wie friiher unterscheiden wit zwischen Q~ and C~ nicht mehr. 
Das Projekt-ionsspekCrum (8) definiert nach Nr. 9 und 10 eine topo- 

logische Abbildung q yon E auf eine abgeschlossene beschr.inkte Menge 
des Raumes R. Wir behaupten, daft /iir ]eden Punkt x yon F die Ent- 

9a /ernung zwischen f (z )  und ~ ( x) kleiner als ~ ist; mit dieser Behauptung 

ist aach der Zusatz bewiesen: um die stetige Uberfiihrung yon f in 9 zu 
erhalten, braucht man ja nu~ jeden Punkt f (x)  bis zum Punkte ~ (x )  
wiihrend derselben Zeiteinheit gleichfSrmig und geradlinig laufen zu lassen. 

Unsere Behauptung beweist man abet so. Ist 

- ( T L  T:,  . . . .  T~ . . . .  ) 

ein Punkt yon F, c~ ein Eck-punk't yon T~, F 1 4ie diesem Eckpunkt ent- 
sprechende Menge der Oberdeclmug Pl, so liegt x in, Ei, f (x)  in f(Fa). 
Unter Beriicksichtigung der am Schlul~ der vorigen Nummer gemaehten 
Bemerlmng folgt aus (9) 

e ( q ~ ( x ) , T : ) <  4~ also ~(~(z),c~)<~§ 
und 

e (q~ (x), f(x)) < e (q~ (x), c~) + ~ (c~, f(Fx)) + ~f(F~) 

< (i4_-~q + 2a) + ~ + 2r < - 

w.z.b.w. 

9~z 
1 - q '  

(Eingegangen a~ 5. 2. 1931.) 


