
Einige Siitze fiber quadratireie Zahlen. 
Von 

Theodor Estermann in London. 

Eine Formel flit die Anzahl der Damtellungen einer Zahl als Summe 
von zwei quadmtfreien Zahlen ist in einem Satze yon Linfoot und Evelyn 
enthalten, fiir den ich einen sehr einfachen Beweis angegeben habe~). 

Es handelt sich bier nun um die folgenden S~i~ze: 

I. Jede hinreicheud grofle ganze Zahl ldflt sich als Summe eines 
Quadrates und einex quadrat/reien Zahl darstellen~). 

II. Zu jeder poMtiven oder negativen gan~en Zahl I gibt es unendlich 
vide quadrat/reie Zahlen yon der ~'orm z ~ + l, wo z eine natis Zahl i~4. 

Dariiber hinaus werde ich asymptotische Formeln mit l~ehlerab- 
sch~itzungen beweisen, und zwar erstens flit die Anzahl G(n) dex Dar- 
stellungen yon n als Summe yon einem Quadrat und einer quadxatf~eien 
ZaM, zweitens fiir die Anzahl H(n) der quadratf~eien ZaMen yon der 
Form z ~ +  l, die ~ n sind. 

V o r b e m e r k u n g .  Die Zahlen unter den Summenzeichen bedeu~en: 

6. 7. s. 

9. ( s , n ) = l ;  10. t<~[~m-~; 11. t~=~nm-~(mods~); 
o 9s 3 - -  l 12. u < s - ,  -~nm-~(mods~);  13. t ~ u ( m o d s ~ ) ;  14. s >  I/rim- ; 

15. x~'y~; 16. x~y--z~-l; 17. (x,l)=m; 18. #(m)+O, m~I1; 
19. s y ~ n m  "; 20. s ~ y - -  lm-~; 21. ( s , / ) = l ;  

22. - - l m - ~ <  t ~  ( n - -  l ) /a -~ ;  23. t~=~ --lm-~(mods~ 

I) Journal London M~th. Soc. 6 (1931), 37--40. 
~) Unter einem Quadra~ sei bier alas Quadrat einer Tos/t~ven ganzen Zahl ver- 

standen, unter einor quadra~freien Zabl eine positive ganze Zahl, die dumh kein Quadrat 
auik~r 1 teilbar ist~ Im folgendon sollen auch alle Buchst~ben, die als Summations- 
variable ~uf!a'eten, st~tm laosi~ive ganze Zablen bedeuten. 
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/ , (n)  ist die MSbiussche Fan ' ion ,  d(n) die hnzahl de~ positiven Teiter 

1. Be rechnung  yon  G(n). Es ist 

_ ~ / z ( x ) = l  oder 0, 
a :~y  

je nachdem r quadratfrei ist oder nicht. Hieraus ergibt sich 

(1) G(~) = 2 ~(~). 
1 

Ich se re  
(e) 

Dann ist 
(8) 

G = s  ~(*)- 
�9 , y, Z 

1, 

(4) 

Sere  ich 
(5) 

so ist nach (2) 

(6) 

IG(~) - a l l  < 27 1. 
X, $/,2: 

1, 3 

Nan ist x~y+z  ~ die Norm 8) der Zahl x ] / ~  ~-z ira KSrper k ( ) / ~ ) ,  
und die Anzahl der Ideale dieses KSrpers mit der Norm n ist ~ d(n). 
Die Anzahl der Hauptideale mit der Norm n ist also erst ~echt ~d(n) ,  
and da ein imagin~-qua&atischex KSrper hSchstens 6 Einheiten hat, so 
k~nn~ ~ s U ~  6d (n )  gauze Z ~  des g ~  ~(f:-yy) die Norm 
haben. Die Gleichung x 'y -[ -z~=n hat also bei gegebenem n und 
gegebenem y hSclmtens 6d (n )  ganzzahlige LSsungen, und davon sind 
hSchstens -~d(n) positiv. Nach (3) ist also 

i a ( ~ )  - a~l =< 2 d(~)2~ < ~r 
Y 

5r y ,  ;g 
1, 2 , 4  

G =2G(m). 
5 

Nun kanu Ge(m ) selbstverst&ndlich nut dann yon Null verschieden sein, 
wenn m quadtatfrei ist. Aus 1 und 4 folgt abet mtz ~ and daher, falls m 
quadratfrei ist, m] z, and hieraus und aus 1 und 4 folgt m~ln. Sta~ (6) 
kaun man also schreiben 

(7) G1 = 2 G ( m ) .  
6 

s) Im Anhang werde ich zeigen, dab man den Beweis auch ganz elementar 
(ohne Hera~iehung der Theorie de~ algebraischen Zahlen) fiihren kann, 
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ius  (5) und 6 folgt, wenn x-~ms, z = m t  geseCx~ wixd, 

(8) G,(m) = #(m) ~ #(s) =/~(m) ~tt(s)  2 1 ,  
�9 ,y,t $ y,t 
7, 8, 9 8, 9 7 

undes  ist 

(9) 21 =-21= 2 X I =  2{f~m-~-~+ o(1)}. 
y , t  t u t 

Es bezddme ~(a, b) die Anzahl der rood b inkongruen~n LSmmgen 
der Kongruenz u ~ ~ a (rood b). Dann ist 

(lO) ~(a, b ~) ~ 2 a(b) [(~, b) = 1], 
und daher nach (9) 

(11) Z 1  = Jf-nm-~ s-~ ~'(n, s ~) + O{d(s)}. 
~,t  
7 

Nach (8) ist also 

(i2) o~(~) =~(~) f~m-~27~(~)~-~K~.~)+o12~a(~)}. 
8,9 8,9 

Setze ich 
(13) o~(~) =2~(~')~,- '"(~,  ~'), 

so is~ n~h (lO) 

8 
8, 9 i~ 

i,/~i~ (i~) ~t a~o O,(,n)=f;V.(~)~(m)~-~+O(ntlog,~), =a 
daher ist nach (7) 

(it) a~= ~ o~(.) 2~(~)~-~ + o(~+q 
6 

fii~ ]edes positive ~. 
Aus (13) folgg leicht 

(15) Gs(n ) = ~{1 -- p- 'r  (n, p~)}, 
p4"zt  

und es ist, falls p 2 n ,  

(16) , ( n , p ~ ) = { 1 1 + ( ~ )  ( p > 2 ) ,  
+ (--1) �89 (p = 2), 

wo (~) d~ ~ o ~ o  ~ b o ~  ~ .  

Aus (4) und (14) folgt 

(17) ~ = ~ " ( " ) ~ f 2 -  < )  + o(.~+o. 
48* 
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Nach (15) und (16) ist Ga(u ) nieht kleiner als die feste positive 
Zaht / / ( 1 -  2p-~),  und zu jedem positiven ~ gibt es ein no, so dal~ fiir 

n > n o die Ungleichung 1 / ( 1 -  p - ~ ) >  n -~ grit. Naeh (17) ist also 

und hieraus folgt Satz I. 

2. Be reehnung  yon H(n).  Es ist 

(18) H(n) = .Z ~u(x). 
�9 , ~/, Z 
1 5 , 1 6  

Setze ieh 

(19) H x :  Z # (x ) ,  
1 5 ,1 6 ,  2 

so ist 

(20? IH( ) - H,t <= 2 1 = 2 , A ( y ) ,  
�9 , y~ Z y 

1 5 , 1 6 ,  S 3 

wo A(y)  die Anzahl der LSsungen yon 15 und 16 bei gegebenem y ist. 
Es sei y zun~chst ein Quadrat, etwa = u s, wo u eine natiirliche Zahl ist. 
Dann 1st 16 gleichbedeutend mit ( x u - ~ - z ) ( x u -  z ) =  I. Die AnzaM der 
Zahlenpaare x, z, die diese Gleichung befriedigen, ist abet ~ d(] ll), und 
aaher 1st erst recht A(y)=<_d(iZ]). 

Nun sei y kein Quadrat. Dann betrachte ich zu jeder LSsung yon 

15 und 16 die ganze algebraische Zahl a) z+x] / -y  des KS~Ters k(fry). 

Diese hat die Norm --1 und ist > 2 und < 2t/n--~tl ]. Das Ideal 

(z + x 1/-y) hat also die Norm ill. Die Anzahl der ttauptideale mit dieser 

Norm ist ~d(] l i ) .  Da die Grundeinheit des KSrpers k ( ( y )  jedenfalls 
> ~ ist, so ist die Anzaht der Zahlen des KSrpers, die zwisehen 2 mid 

2 ]/n + I l[ liegen und ein gegebenes Ideal erzeugen, < log ]/n + i 11/log ~ + 1. 
Also ist A ( y ) = O ( l o g n )  (gleichm~il~ig in y bei festem l). 

Nach (20) 1st also 

(21) 
Setze ich 

(22) 

H(n) -- H 1 = 0 (nk log n).  

H (m) = 
~:, y ,  g 

1 5 , 1 6 ,  2, 17 

so folgt aus (19) (vgt. den Beweis yon (7)) 

(28) H, = 2 B , ( m ) .  
18 
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Aus (22) m~d 18 folg~, wem~ wieder x =  ms,  z = mt gesetzt wird, 

(2~) & (,,,) = f , (~)  2 ,,(~) = ,,(m) 2 ~ 0 , )  Z' l ,  
a, y, t s y, t 

19, 20, 8, 2 t  8, 21 19, 20 

u~d es ist (vgl. den Beweis yon (11)) 

X1 = s 1 = r _%_2, (_  ~. ,2) + o{g(~)}. 
y, t t 

19, 20 2~, I~3 

Nach (24) ist also 

(25) H~(m) ~- #(m) ]/nm-~2I~(s)s-"~(-- l ,  s ~) + O(~}logn) .  
$ 

8, 21 

~a& 0a)  ,~a (lo) i~t 

Ga(-- l) -- Z, t~(s)s-~ ' (  - 1, ~"){ < 2 Ns-2d(s )  ~ O(n-t logn) .  
8, 21 1r 

~ (25) ist ~o &(~)=aA-~)f~(~)~-~+o(~i1~), 
mad daher ist nach (21) mad (23) 

(26) H(~) ---- a ~ ( - z ) ~ ; / / ( ~  - r  + o ( ~ q o g  ~). 

Nach (15) and (16) ist Ga(--l)> 0. Es ist also 

und hieraus folgt Satz II. 

Anhang. 

1. Bei der Berechmmg yon G(n) wurde die Theorie der algebraisoheaa 
Zahlen nut zttm Beweise der l~ormel 

(27) 21 =< 2 d(n) 
1 

benutet, mit deren Hilfe (4) aus (3) abgeleit~t warde. Im lolgenden werde 
ich (27) auf ganz element~rem Wege beweisen. 

Die Zahlea unter den Summenaeichea bedeuten: 

24. ax2+bz2-~n;  25. ( x , z )=ra;  26. a s 2 + b t ~ r ;  

27. ( s , t ) = l ;  28. h ~ r ;  20, s--=ht(moar); 

30. ah~"+b~O(modr);  31. d l = r ;  32. ] z ( d ) + 0 ;  

. ~ a~ x~ + b ~ m y ~  ~ .  33. ra2dl=n;  34. a lx '+b~z  = % ;  35. -~- m 
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Hi l fssa~z  1~). Es 8ei ]r beliebige nati~rliche Zahlen n, a und b 

(28) Q(n; a, b) ~- 2 1 .  
24 

Dann ist 

(29) Q ( n ; a ,  b) ~ 2 d ( n ) .  

Beweis .  Es sei zungchst 

(30) 

Daun 

Seize ich also 

(31) 

(a, n ) = ( b ,  n ) = l .  

Q ( n ; a , b ) =  ~ ~ 1 .  
24, "25 

Qo(r; a, b) ---- 271 ,  
S,t 

26, 27 

so is~ (wenn wieder x - ~ m s ,  z =  mt  gesetzt wird) 

(32) Q(n;a ,  b) ~- 27 Qo(r;a, b). 
n%r 

7~ ~ ~._~ 

Aus (30) und m ~ r =  n ~olg~ 

(38) (a, ~) = (b, ~) = 1. 

Aus 26 und 27 folgt daher (t,  r ) ~  1. Naeh (31) is~ also 

Qo(r; a, b) = 2:  271 = 2:1  = 2 :  2 : l -  
, , t  h h , s , t  h 8 , t  

26,27 28,29 26,27,28,29,80 $8,30 ~8~27,~9 

(34) 

Nun ~ 

(3~) Z l < a .  
26, 27, 29 

Andernf~lls g~be es n~imlich zwei verschiedene Paste na~irlicher ZaMen s, t, 
die den Bedingungen 26, 27 und 29 geniigen, & h. vier natiirliche Zahlen 
8~, t~, s~, to, so da~ 

(36) a s ~ + b t ~ = a s g + b t ~ = r ,  

abet nivht 

(37) s 1 = %, 
w~e. Aus (36) Iolgt nun 

(38) 

s,---- h t , .  s~---- ht.~ (modr).  

t a ~- t~ 

r ~'-~ (ash-I- b t~) (as~+ bt~) = (asas~+ b t l q ) ' +  ab( ,~t ,  -- %t~)" 

') Zusatz  bei der Korrektur.  Einer mzwischen erschienenen Arbeit der 
Herren IAnfoot und Evelyn (Journal /~r Math. 16~, S. 131--140) entnehme ich, daft 
Herr Rademacher diesen ~ t z  schon ~r~er aufgeste]lt hatte. Mein elemenr 
Beweis scheint indessen neu zu sein. 
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und (wegen 30) 

(89) as,  s, -4- bt, t~ =- (ah ~ + b) t,t~ =-- 0 (rood r ) .  

Wegen ( 3 8 ) w ~ e  0 < a s l s ~ §  b t l t ~ r ,  also naeh (39) asls~ .+bt~t~=r 
. ~ bsitlt~=as~s.2+bs~t~=s~r , und daher s 1 t~ -- s~ t~ = 0, mithin sir = a s~ s~-t- 

also s~= s: and daher nach (36) auch t l =  tz. Die Annahme, da~ (36), 
aber nicht (37) gelte, fiihrt also zu einem Widersprueh, und hiermit ist 
(35) bewiesen. 

Aus (83), (34) and (35) folgt naeh einem bekannten Satze fiber die An- 
zahl der LSsungen einer quadratisehen Kongruenz Q o(r;a, b) <= Z, I <~ 2 z~ 1. 
Nach (32) ~st also h a,z 28, N) 31, 32 

(40) Q ( n ; a , b ) ' < 2 ~ l = 2 Z  Z 1  = 2 . ~ t =  2 d ( n ) ,  
m,d,l 1 m,d l 
32,33 l]n 32,88 l l n  

w. z. b. w. 
Ich gehe jetzt zum allgemeinen Fall fiber. Angenommen, der Hilfs- 

satz sei falseh, und es sei n o das kleinste n, fiir das er falsch ist. Dann 
gibt es ~ Zahlen a o und ?o, so dal~ Q(%;ao,  bo)>2d(no)  ist. Es sei 
a o-~ a1% and bo~  b~ b~, we ax uncl b 1 quadratfrei sind. Darm ist, wie 
man leicht einsieht, Q (no; al, bx) ~__ Q (no; a o, be), also 

(41) Q (n o; a~, b~) > 2 d (no), # (al) =~ 0, /~ (a~) + 0. 

Es ist ferner 

(42) (no, al, bt) = 1. 

Wire nimlieh (no, a~, b i) ~- m > 1, so wire offenbar 

ai  bl Q ( ~ ;  m ' - m ) : Q ( n o ; a , ' b ~ ) > 2 d ( " . > > 2 d ( ~ )  " 

no falsch, entgegen der Definition yon no. Der Satz w~ire also aueh fiiz n ~ - ~ -  

Nach dem ersten Tell des Beweises kann nicht (a~, no) = (b x, no) = 1 
sein. Wir diirfen also ohne Besehr~knknng der Allgemeinheit 

(4a)  ( a .  = > i 

annehmen. Dann ist nach (41) und (42) 

(44) + o ,  = 1.  

Aus (43), 34 and (44) iolgr m]z.  Es ist also (mit z -~  my)  

Q ( n o ; a , , b , ) =  Z l  = ~X'I = Q ( ~ ; - ~ , b , m )  

und daher nach (41) 
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was wiederum der Definition von n o widerspricht. Dex Hi]/ssatz ist also 
�9 iehtig. Setzen wit in ibm a ~ y  und b ~ l ,  so erhalten wit die Formel (27). 

2. Bei der Bereelmung yon H(n) ist die Theorie der algebmischen 
ZaMen nut zum Beweise der Formel 

(45) A(u) = O (logn) 

herangezogen worden, iibrigens nut  fiir den Fall, da~ y kein Quadrat ist. 
Im folgenden werde ich auch diese Formel mit ganz elementaren Mitteln 
beweisen. 

Die Zahten unter den Summenzeichen bedeuten: 

36. a x ~ - - b z ~ - l ;  37. ax~_~n; 38. a s ~ - - b t ~ = r ;  

39. a s ~ c ;  40. ah~ 

Es seien n, a und b natiirliche Zahlen und l eine positive oder nega- 
tive ganze Zahk Dann setze ieh 

(46) R ( n , l ;  a, b) = Z 1 .  
36, 37 

H i l f s s a t z  2. Es sei 1 positiv und ab kein Quadrat. Dann ist 

R (n ,  l; a, b) ~_~ 2d(l)( logn-~ l). 

Beweis .  Es sei zun~ichst 

(a,  l) = (b, l) ~ - 1 .  (47) 
Daun ist 

(48) R ( n , l ; a , b ) :  .~ ~ 1 .  
m~-~'~l 36, 37, 25 

Setze ich also (flit beliebiges c > 0) 

(49) Ro(c, r; a, b) ~- .~ 1, 
8, t 

38, 39, 27 
so ist 

(50) R ( . ,  z; o, b ) =  , ;  a, b). 
m , r  

Aus (47) und m~r = l /olgt 

(51) (a, r) ~-- (b, r) ---~ 1. 

Aus 38 und 27 folgt daher (t, r ) = 1 .  Naeh (49) ist also 
Voraussetzungen (47) und m ~ r ~ / )  

(52) R o ( c , r ; a , b ) =  2 2 1  = .~1 ~ 2 ~:~1 . 
S, t h s, t,, h h s, t 

~,,39,27 28,29 38,39,27,28,'29,40 28,40 :R8,$9,29 

(unter den 
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Ist nun die letzte Summe nieht leer, so gibt es zwei natiirhche 

ZaMen So, to, fiir welehe 

(53) ~ " ~ h t  o (rood r) a s  o - -  bt~ = r ,  s o 

gilt. Es sei %, v o die tdeinste positive LSsung der Pellschen Gleiehung 

(54) u ~ -  a b v ~ =  l ,  

and es sei 

(55) ~ = uo+ Vol/~b. 

Is~ dann u,  v irgendeine ganzzahlige LSsung yon (54) mad u + v ]/a-b > 0, 
so ist bekannffich u-[ -v  a]/a-b eine Potenz yon $. Ist nun s, t irgendein 
Paar natiirlicher Zahlen, das den Bedingungen 38 und 29 geniigt, so ist 
n~ (53) 
(56) ~. V a +  t f f  a f ~ ,  

So Va+ to (g  u + v  
WO 

ist~ Aus 40, 29 und (53) iolgt, dal~ u und v ganz sind, und aus 38, (53) 
und der Identitiit 

( a s s  o -  btto) ~ -  a b ( s o t  - - 8 t o )  ~-~- ( a s  ~  bt  ~) (a d - -  bt~) ) 

folgt (54), so dal3 also u ~-v~a~-b eine Potenz yon ~ ist: 

(58) u + v l Y ~  = ~ ~. 

Jedem Paar natiirhcher ZaMen s, t, das 38 und 29 erfiillt, wird also 
dutch (56) und (58) eine ganze ZaM k zugeordnet, und verschiedenen 
ZaMenpaaren s, t entsprechen wegen der Irrationalit44t yon ]l~/]/b ver- 
schiedene ZaMen k. Were1 s iiberdies 39 erfiillt, so ist 

~ _ < ~ <  2V~ 
~o~ + to)' b ~o ~ +  to~g ' 

log)'~- . . und dieser Ungleiehung geniigen (falls v ~ 1 ist) weniger als ~ T 

gauze Z~3alen k. Da naeh (55) ~ > 2 ist, so ist also Z 1  < l o g c  + 1 
und daher naeh (52) ,,t ~8, 39, ~9 

(59) R o ( c ,  r; a ,  b) ~ (logc + 1 )  2 1  (c ~ 1). 
h 

28,40 

Hieraus und aus (51) mad (50) sehlielSt man wie beim Beweiso yon (40) 

(60) R (u, l; a ,  b) _~ 2d( / )  (log u + 1). 
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I-Iiermit ist tier Hilfssa~ unter der speziellen Voraussetzung (47) be- 
wiesen. Die Ausdetmung des Beweises auf den allgemeinen Fall kann im 
wesentlichen wie beim Hilf~satz 1 erfolgen. 

Hi l f ssa tz  3. E8 ~ei 1 negativ und ab ~ein Quadrat. Dann ist 

R ( n ,  l; a, b) ~ 2d (--1) [log(n -- l) §  

Beweis. Nach (46) und Hilfssatz 2 ist offenbax 

R (n, l; a ,  b) = R (n -- l, --1; b, a) ~ 2 d (-- l)  [log (n -- l) + 1], w. z. b. w. 

Nun ist~ 
A ( y ) = X l = R ( n , l ; y ,  1), 

is, 1~ 

lind hieraus und aus den Hilfs~tzen 2 mid 3 folgt (45) (falls y kein 
Quadrat ist). 

(Eingegangea am 16. 3. 1931.) 


