
I1 problema dei valori ai limiti studiato in grande per le 
equazioni differenziali del seeondo ordine. 

Von 

Giuseppe Scorza Dragoni in Neapel. 

In questa Nora espongo (migliorandone la penetrazione e aumentan- 
done la portata) alcuni risultati persegaiti di reeente 1) per le equazioni 
differenziali del secondo ordine hello studiarne in grande (ciog senza imporre 
limitazioni all'intervallo d'esistenza degli integrali) il classico problema dei 
valori ai limiti. 

Alctmi dei criteri possono ritenersi come noti~). Per6 credo sempre 
di aver portato an certo contributo, oltre che per la semplicit~ dei mezzi 
con cui questi sono ritrova~i, per la novit~ degli altri teorem5, per i casi 
singolari che vengono esaminati e perchg (cosa che non si richiede di rado 
helle applicazioni) aU'intervallo in cui si dimostra potersi definite un inte- 
grale vien lasciata la ]ibertA di eoincidere con una semiretta o con tut to 
Passe delle ascisse. 

w 

1. ~ Le equazioni alle quali mi riferir5 saranno delia forma 

(1) y " =  f(x,  y, y'), 

e la f sars continua nel suo insieme di definizione. 

2. ~ Allora g noto the: 

Se f ~ de/inita neUo strato 

S: ~o~<z~l,  - o c < y < §  - c ~ < y ' < + c o ,  

( - ~  <~0, ~1.< + ~ ) ,  

1) Vedi la mia Memoria in corso di stampa nel ,G/ornale di Battaglini~ e in- 
titolata come la Nora presente. 

~) Birkhoff and Kellogg, In~riant  ~ n t s  i~z junction space. American M. S. ~1'~11s. 
(1922), pp. 96--115. - -  R. Caccioppoli, Un teor ema 9enerale su12 esistenza di dementi 

uuiti neUe tras]ar~z~ionl lunzionali. Rendiconti dei Lintel (6) 11, maggie 1950. 
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e vi ~ limitata, esiste sempre un inteqrale della (1), y ( x ) ,  che veri/ichi 
le condizioni 

(2) Y (x0) = Yo, Y (~ )  = Y, ,  

se x o e x~, (s  o < xz), sono compresi /ra xo e ~ e Yo e y~ sono al ]inito~). 

3. ~ Oh altri criterii d'esisten2a relativi alla medesima equazione si eo- 
struiscono facilmente sulle basi fornite da questo teorema. 

A1 sostrato delle ipotesi comuni aggiungeremo le seguenti: 

a) f ~ deilnita e limitata nell'insieme 

~ :  ~ 0 _ < x _ < ~ ,  ~ o ( x ) = < y = < ~ ( x ) ,  - o o < v ' < + o o ,  
( - o o < ~  0, ~,< +o~), 

dove ~o(X) e Yl(Y) sono continue nel segmento ~ o _ ~ x ~  e, per sem- 
pheits due volte derivabili nell'intervallo Xo < x < ~1; 

{[~g ' ( x ) ~ f ( x , [ C o ( X ) , y ' ) ,  se 5 0 < x < Z , ,  y ' ~ [ t g ( x ) ,  
(3) y ~ ' ( x ) < = f ( x , L ( x ) , y ' ) ,  se ~ o < X < 5 ~ ,  y ' ~ y ; ( x ) .  

~]]o~a: 

Se per i numeri x o, Yo, xx, Yx ~ 

la conclusione del teorema precedente ~ aempre vera. 

Per dimostrarla tale porremo 

f~=f ,  

f,(~,, v, y') = f(~, .~0(,~), v') ,  

f , ( x ,  y, y ')  = f ( x ,  g, (x), y ' ) ,  

in E ,  

se y <  yo(x),  
se y > • ( x ) .  

Con ci6 esiste un integrate dell'equazione y " - ~  f~, y.~(x), che verifica 
le (2); faremo vedere che, se i humeri arbitrarii che compaiono neUe (2) 
sono soggetti alle (4), questa soluzione rappresenta una eurva contenuta 
in E ;  e, poich8 in E f eel f~ eoincidono, ne verr~ il teorema. 

E infatti y~(x) non pu6 mai esser minore di go(x). Poich~ se in x' 
si ha yx(x ' )  < ~o(x') ,  detto x"  il punto a sinis~ra di x '  e a d  x '  pifi pros- 
simo in cui riesca y l ( x ) ~ - g o ( X ) ,  nell'b~tervaUo x " <  x < x" deve esistere 
un ptmto ~ tale che sia 

y~(~) < ~o(~), Y; (x)  < ~ (~) .  

E quindi (giac~h~ ~o =< ~" < ~ < x'__< ~) ,  

(5) V;'(~) = f~(~, Y, (~), Y; (~)) = f (~ ,  ~o (~), V; (~)) s ~ ' (~ )  �9 

s) Confront~ le Note gik citate eli Birkhoff-Kellogg e di Caccioppoli, 
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A destra di ~ sara, almeno in un inferno, 

.vvt  X \ e sars ancora ~o'(X)> Y l ( ) .  E si comp~ende the in queste condizioni 
la Yl(X) non potrebbe mai rimontare ta yo(x) in modo da aversi in x~ 

yl(xl) ---- yx>~ Yo(xl). Duaque ~ go(x) <: yl(x).  
Allo stesso modo si riconosce the ~ y1(x)<= L ( x ) ;  e i l  teorema 

dimost-rato. 

4. ~ Le (3) possono esser sosti~uite rispettivamente da 

~o(X)~ f (X ,~o (X) , y ' ) ,  se 5 o < X < 2 ~ ,  y'>_yo(X), 

~ ; ' ( x ) ~ f ( x , y ~ ( x ) , y ' ) ,  se 5 o < X < ~  1, y ' < ~ ; ( x ) .  

In questo caso le diseguaglianze a cui si mirava ael numero prece- 
dence vanno ottenute procedendo da x~ verso sinistrm 

p ~ r  X Per esempio sia ~ ( x )  ~ f (x ,  Yo (x),  y ' )  se y ~ Yo( ) e x varia nel- 
t'intervallo 50 < x < Z~ ed ammettiamo che in un x '  di x o_<__ x ~ x 1 possa 
aversi 

yl(x') < ~o(x'). 

S e x "  ~ it primo punto a destra di x '  in cui riesce y l (x) -~  yo(x),  
nell'intervalto ~ ' <  x ~ x "  esiste un 5 tale da aversi 

e quindi 
r - -  - - f !  - -  yi'(5) = f,(5, y~(5), yl(x)) = f(2,  ~o(5), y; (5)) ~ yo(vc), 

e a sinist~a di 5 sar~ ancora 

~o(X) - -  y;(x)  =< ~ ( ~ )  - -  y ; ( 2 )  < 0 ,  ~o(X) - -  y , ( x )  :~ ~ o ( 2 )  - -  y 1 ( 5 )  > 0 . . . . .  

5. ~ Si pus vedere di am~liare la po~tata dei teoremi ~recedenti elimi- 
na~do, p. e., l'ipotesi c h e l a  f sia continua in ra t io  S o E;  ma presenti 
mvece clette discont'muit~ o manchi acldirittura eli defi~izione nei ~unti dei 
piani x ~ 5 o, x - ~  2~, par  manSenendosi timitata o mi~ore in valore asso- 
luto di una ftmzione della sola x sommabile in 50 < x < 21. 

Cosl netla mia Memoria citata ~ dimostrato con tut to rigore che: 

Se q~ (x, y, y') ~ de/inita nel~insieme 

~ ' :  2 o < X < 2 ~ ,  - - ~ < y < - ~ c ~ ,  - - ~ x ~ < y ' < ~ ,  

vi ~ continua e si ha 
iV(x,  Y, Y ' ) I ~  g(x) ,  (5o< x < 5,), 

dove g(x) ~ non negativa e sommabile in 5 o <  x < 21, e se i rapporti 
incrementali di q~ risTetto a y e y" sono limitatl in ogni Torzione chiusa 
e limitata r S', eslste sempre un integrale, y (x), della y"-.~ q~ the ri- 
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sulti de]inito in x o < x < x~ e veri/ichi le co~zdizioni 

8e ~ 5 o ~ x o < xl  ~ 51 e Yo e y~ sono due humeri reali arbitrarii. 

Di qui si trae Iacilmente un teorema analogo a quello d d  n. ~ 3, suppo- 
nendo la q~ definita in- 

E ' :  5 o < x < 5  ~, ~ o ( x ) < y ~ ( x ) ,  - - c c < y ' < + ~ . ]  

Inoltre non deve esser difficite liberate questi criterii da ogni residuo 
eli ipotesi sui rapporti incrementali della ~0, per esempio ficorrendo ai me- 
tocli di Caccioppoli e Birkhoff. Del resto nella mia Memoria ~ gis dimo- 
strato senza fax nessun uso di ipotesi del genere fl seguente criterio di 
unicits 

Se q~ (x,  y, y ' )  non decresce rispetto a y ed ~ monotona rispetto a y', 
tutti gli integrali della y " =  ~ the veri/ichino le (6)coincidono nell' inter- 

vallo x o < x < x v 

w  

6. ~ Per l'equazione differenziale lineare de] secondo ordine 4) ~ ormai 
classico il risultato: 

Se ~o(x) e ~ l (x )  sono due suoi integrali, e 5 o e 51 due zeri conse- 
cutivi della di]]erenza ~ o ( x ) - -  ~l(x)5),  per due punti  (xo, Y0), (xl, yl), 
x o < xl,  dell'insieme 

5o<=X<=51, ~ o ( x ) < = y < = ~ ( x )  

passa sempre un'altra sua soluzione. 

Questo teorema presenta affinlts notevoli col criterio enunciato nei 
n i. 3 e 4, quando fl coefficiente di y~ o non ~ mai negativo o non ~ mai 
positivo; ma non rientra affatto in esso. 

Quindi bisogna procedere per altre vie se si vuol dissipaxe lo stmno 
isolamento in cui questo teorema ~ r imas~ flnora. 

Ora le ragioni essenziali per cui esso vale sono che gli integrali del- 
requazione tineare vengono determinati in modo unico dai valori iniziali, 
ne dipendono con continuits e ei mantengono limitati; e che, per quanto 
xl sia prossimo a %, esistono due integrali yo(x)  e y~(x), tali, che sia 

Vo( o)=VA o)=Vo e r  x '  e 
contenuti nell'intervallo aperto x o < x < x~. 

4) L'equazione y"=~) (x )y '+q(x )y+r (x ) ;  p(x),  q(x), r(x) sono supposte 
continue. 

6) Supporremo che ira T 0 e ~ sia sempre Y0 ( x ) < Yl (x). 
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Cos~, p e., 
Se la ]u~zione f ( x ,  y ,  y ' )  ~ assegnata nel vilindro 

vi ~ continua e limitata, vi soddis/a alla condizione di LipscMt$ rispetto 
a y e y ' ,  e l'equazione 

(7) y " - ~ f  
ha ~o(X) e ~ l (x )  come integrali in tutto ~o~__ x ~  6) essa ammette 
sempre una soluzione, y ( x ) ,  per la quale sia 

s ex  o < x~ e se (x o, Yo), (x~, y~) appartengono alla base -- diciamola B -- di C. 

7. ~ Supponiamo (xo, Yo), (x~, y~) entrambi interni a questa base. 
A]]ora ~ evidente che da (x o, Yo) esce una  semiretta r di equazione 

y = r ( x )  ehe incontra la curva ~ ,  d iagramma di ~o(x),  in un punto  di 
ascissa Z < x~ e non incont~a la curva ~ di equazione y ~-- ~ ( x )  prima di 

aver incontrato la co (analit ieamente ci5 vuol  dire che in ~ ~ r (5) = ~o(~) 

e che in x o ~ x ~ 5  ~ r ( x ) < ~ ( x ) ) .  
E se y ( x )  ~ un integrate della y " - ~  f per cui sia y ( X o ) = Y o  con 

~'(~o) < ~'(~o) - ~ ( ~ -  z0) ~), 
sempre a destra di x o 

y ' ( x )  - -  y ' (xo) §  f(t, y ( t ) ,  y ' ( t ) ) d t  
xo 

< ~'(xo) - ~ ( ~ -  xo) + m ( z  - ~o) < ~'(~o),  

x~ 

< "(~o) + f " ( t )  ,~t = ,  (~); 

quindi ~ra le due verticali x -~ x o, x -~ Z la curva c di equazione y ~ y (x)  
non potrs mai incontrare la ~ ,  e poich~ la curva 

= ~ ( ~ ) ,  ~ ' =  ~'(~) 

si pus  protungare fmo alt'incont~o della ~ron$iera di C s), y (x) si po~rh de- 

8) In conseguenza deUe ipot~i fatte, nelI'insiome ~'o <2 x < xl deve essere ~ ( x ) <~ Yl ( x ). 
7) m 6 l'estremo superiore eli 1 f (x, y, y') I in C. 
s) Questo teorema neIle ipotesi pifi generali 6 stato enundato da tLamke in m~a 

Memoria compm-sa nel volume d~l 1929 degli Acq~ Math~m~fjca 52, pp. 327--339. 
Nel easo nostro, poich~ la derivata y'(x) ditm integrale y(x)  della (7) 6 sempre 

fmit~, la frontAera eli C sar~ raggiunta ~ curva y = y ( z ) ,  yP,=y'(x) solo qumado 
z-=5o, x =5~, oppure quaudo in un xt r i ~  y(x')=~to(x'), o y ( x ' ) = ~ ( x ' ) .  

In quest'ultimo caso la c incontcer~ ~o o ~ in ma p~mto della v e ~  x=x ' .  
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finite finch~ la c non abbia raggitmto la Co, come dovrs accadere di ne- 
cessitk, per la (8) e la r ( 5 )  = ~ o ( ~  ), a sinistra della verticale x = ~ ,  e, 
quindi, a sinistra della regta x ~ x 1. 

Allo stesso mode si vedrebbe the da un certo valore in su del coeffi- 
ciente angolaxe della tangente nel punr (x o, Yo) tut~e le curve de1 ripe 

dove u .  dead (7) con V( o)=v o, inco, ,; a o 

la cx a sinistra della verticale x = x t. 

8. ~ Evidentemente una curva integrale, uscente dal punto (Xo, Yo) 
i~terno a B ,  ehe incontri la -co a destra della x =Xo,  a destra della x ~ %  
non potrdt incontrare la -~; e viceversa. 

Infa~ti se una curva integrale e di equazione y • y (x)  della (7) ohe 
esee dal punto (xo, Yo), interne a B ,  incontra per la prima volta la G 0 
in un punto di ascissa ~, sars 

se invece incontra la e 1 sar~ 

v ' (z )  > 

In  ogni ease y ( x )  non si pu6 definite a destra di 5; e di qui segae 
il teorema e si taupe anehe ehe 

Ogni curva integrale della (7) the unisca i due punti  (Xo, Yo), 
( x l ,  Yl) interni a B ~ interna a B/ ineh~ x varia nel segmento x o ~ x ~ x ~ ;  

e ehe 

,Se i~ ~', (=o < :~ < xt) ,  ~ Y(~) < Yl(~), ~/ t,,~ y ( x )  < ~(:~) i~ into 
x o ~ x <_ ~; un teorema analogo sussistendo nel case ehe s i a y  (~) > yo(~). 

9. ~ Consideriamo detle curve integrali della (7)  uscenti da (xo, Yo) 
quelle tali, che, presane una, essa e tuttr  quelle che hanno in (Xo, Y0) una 
tangente di coefficiente angolare minore o incontrano la Co fra le due verti- 
call x = x o, x = x~, o, potendosi definite per x = x~, in xt hanno un valor 
minore di y~. 

Indiehiamo con {c}'  quest'insieme di curve; con I '  l'insieme dei coeffi~ 
cienti angolari in x o eorrispondenti; con {c}"  e I "  gli insiemi delle rima- 
henri curve integrali uscenti da (Xo, Yo) e dei rela~ivi eoefficienti angolafi 
inmia~. 

DaU'analisi fated net n. ~ 7 segue che: 

I" non ~ vuoto, ed ~ limitato superiormente. 

~) !nf..tti 6 eviden~ ehe in g" non pus essere ~ ( ~ ) > y ' ( i ) ,  perch6 a sixfistra 
dJ .~ 6 ~o(x)<y(x) .  E non pu6 nommeno essoro ~ ( ~ ) = y ' ( ~ ) .  perch6 alteimenti 
per il teorema d'unicitk si avrebbe y ( z ) ~ o ( X ) ,  mentre ~ y(zo)=Yo>~o(zo)~ 
quindi . . . .  
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Sia y~ restremo superiore di I ' .  Io affermo che: 

Se yo(x)  ~ l'integrale della (7) de/inito dalle condizioni 

Vo(~o) = re,  y~(~o) = y; ,  

yo(x) si pu3 de/inire in tutto il segmen$o :% ~ x ~ x~ e in xz vale y~ : 

10. ~ Mostriamo c h e l a  curva c o di equazioae y ~ yo(x)  non pu6 in- 
contrare n~ Co n4 ~ fmchd x si mautieme ~ x 1 e > x o. 

Poniamo the per un Z < x, sia yo(Z)-~ ~o(Z) e quindi 

(9) a = yg(~) - yg('2) < 0 .  

_a_Uora in tut to xo ~ x < ~ riesce (n ~ 8) 

~,(~) - yo(~) > 0 ,  

e, siccome L ( x )  e Yo (x) sono continue, sar~ di pifi 

~(~) - yo(~) ~ ~ > 0 ,  (~ = eo~t.); 

date poi che le soluzioni della (7) dipendono con continui~ dai valori 
iniziali, posaiamo fare in mode che sia 

(10) ~l(x )  --  y ( x )  ~ 

in tutt i  i punti eli x o ~  x g ' 2  in cui si l~U6 definite l'integrah y ( x )  della (7) 
col semplice mantenere y ( X o ) ~  Yo e y ' (xo) poco dis~ut~ da y~(Xo), po- 
niamo memo di un numero positive (~. 

Inoltre con lo seegliere opportunamente 5 potremo fare in mode che 
in tut t i  gli s~essi pun~i sia 

l y ( x ) - - Y 0 ( X ) ! < ~ ,  ! y ' ( x ) - - Y ~ ( X ) l =  < ~ ,  

dove e ~ un numero positive prefissato a piacerel~ 
Ci5 posto, le curve integrah ehe consideriamo, o incontrano la eo in 

un punto eli ascissa ~ 5; o altrimemfi, poich~ per un x ~ "2 non possono 
incontrare neramemo la cl, -- per la (10) --, si potranno definite in tutto 
il segmemto x o <~ x ~_~ "2. 

Per queste ultime, cello scegliere ~ in mode opportune possiamo far 
sl che la differenza y ' (~)  -- yg(~)  sia prossima quanto vogliamo al numero 
negative h; e la differenza y ( 5 ) -  ~ o ( 5 ) - = - y ( 5 ) - -  Yo('2) piecola quanto 
ci pare. 

~o) Su questo mode di enunciate il teorvma della dipendenza continua dai valori 
iniziali, err. la mia Memoria: Su//e condizioni su]fivienti Ter l'uuieith . . . .  Rendieonti 
del 0ircolo Matematico di Palermo, 1930. 
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Inoltre sark, a destra di Y., 

11) v(~)  - ,Jo(~) = v(~)  - ~o(~) + f [y ' ( t )  - ~ ( t ) ]  dt 
:r  

= y(~)  - ~o(~) +_f  {v ' (~)  - ~o(~) +_.f [v" (u )  - ~g (~)]~ 
x x 

< u ( ~ )  - ~o (2 )  + f  { y ' ( e )  - ,j; (~ )  + 2 , n ( t  - ~ ) } a t  

= y (~)  - ,)o (~)  + [ y ' ( ~ )  - ~o(~)3  (~ - ~)  + ~ ( ~  - ~,)~'. 
3h _, h 

Noi possiamo supporre che sia ~-  ~ y ' ( ~ )  - -  yo (Y~) ~ :~ < O; ci5 posto 

determiniamo un X ' <  x 1 e > Z per cui si abbia 

, /~.~ x ' - ~  
m ( ~ ' - ~ ) ~  < :.~., ~- 

e supponiamo ancora, come ~ lecito, che y ( ~ ) -  ffo(~) sia tanto piccolo 

da risultare miaore di , h i  

Inoltre se i '  ~ abbastanza prossimo a s noi possiamo supporre che 

in tu t to  �9 ~ x <__ ~ '  sia 

e 

y (z)  - go (~ )  ~ y (~)  - g0(~)  + y ' ( ~ )  - ~ ( ~ )  i ( ~ ' -  ~ )  + m ( ~ ' -  ~)~ 
~"-- ~" 1 

<: hi  -~ ~ ' 2 h l ( ~ ' - - ~ ) - + - l h i  ~ ' - ~  -_ ~ < -~ lye(z) -,~0(z)]; 

e quindi 
~(~) < ~A~),  (~ < ~ < ~')' 

di guisa the  le curve c di equazione y ~ y (x) non possono incontrare la 
~1 in un punto ehe abbia l'ascissa contenuta nel segmento Z ~ x ~ 2'. 

Allora tut te  queste curve si potranno prolungare a destra ~ �9 finch~ 
n o n  abbiano incontrat~ la c o ) come deve aecadere di nece~itA a singst~a 
della verticale x = ~' ,  poichg per z = ~ '  I 'ultimo membro della (11) 6 ne- 
gativo, in virtfi di quanto abbiam supposto. 

In  defmitiva delle curve considerate, (che son tut te  quelle the  hanno 
in x o maa tangente di eoefficiente angolaze superio~e a y~ e a y~ abbastanza 
Drc~aimo), quelle ehe non ine~ntrano la eo a sinistra di z = ~ o sulla x = ~', 

x~) Si ran~enti the nell'int~nrallo Xo<X<~  6 sempre ~(z):>~o(x);  err. la 

")  Err. f l n .  ~ 7 e la  nora ~ .  
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l'incontrano a sinistra della x - ~  ~' eio~ della x = xI; ma allora y~ non 
l'estremo superiore di I ' .  

Allo stesso modo si vede che c o non pu6 ineontrare ~1 in un punto 
di ascissa minore di x 1. 

Quindi yo(x) si pu6 definite in tut to Xo< x <  xl e posto 

yo =l yo 

si riconosce facilmente che la (7) ~ valida anche per x----x~; cio~ yo(X) 
si pub definite anche per x ~--x 118). 

11. ~ Dico che in x 1 non pud essere yo(xi) < Yl. 

Perch~ altrimenti in x o _~ x _~ xx ~, --  n. ~ 8 -- ,  y (x) < ~ ( x )  e quindi 
anche ~) 

y(x)< 7, 

con • positivo e piccolo; e le sotuzioni della (7), y ( x ) ,  ehe hanno in 
x 0 una derivata > yg e abbastanza prossima a yg si debbono mantenere 

minori di ~ l ( x ) -  v .  ~ ,  quindi, o si ha y(x)----~o(x)  in qualche punto di 

x 0 ~ x ~< x~, oppure le y (x) si possono definite in tutto x o =~ x _~ x~ e, 
data ]a dipendenza continua dai valori iniziali, se y ' ( x o ) - - y ~  ~ sufficiente- 
raente piccolo, queste soluzioni avranno in x~ un valor minore di y~. 

E di nuovo y~ non g l'estremo superiore di I ' .  
Allo stesso modo si ha che in x 1 non pub essere Yo ( x ~ ) >  Yl; . . . .  

12. ~ Nel caso che uno dei punti (x o, Yo), (xi, Y~) vada alla frontiera 
di B, si pub vedere di applicare direttamente i ragionamenti fatti, per 
giungere alia stessa conclusione; oppure, e rib ~ pifi conveniente, si possono 
approssimare (xo, Yo) e (x~, y~) con due successioni di punti /~ P~., . . . ;  
Pl'~ P.2' . . . .  interni a B,  considerare una successione di integrali passanti 
per le eoppie Pi, P~'; P~, P.~'; . . . .  estrarne, trattandosi di fmlzioni equicontinue 
insieme con le derivate prime, una successione convergente insieme con 
queIla delle derivate e passare al limite15). 

Con questo artifizio si pu5 tentare di introdurre nell'ambito dei nostri 
eriterii casi singolari stlpponendo che la f manehi di definizione nei punti 
dei piani x ~ xo, x = ~,~. 

Inottre facendo tendere alI'infinito negativo xo e aU'infinito positivo Z1, 
.r o non, si hanno teoremi relativi a integrali definiti 
m una tetra o in una semiretta. 

~) Cfr. la mia Memoria, ]oc. cir. 1), n.O 2. 
14) Data la continuit~ di yo(x) e ~l(x). 
is) In questo pro~dimento non ~ necessario che P1, P~ . . . .  appartengano ad 

s~ssa verticale, e ad ml'al~'~ Pxt~ P~, . . .  �9 
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w  

13. ~ Questo passaggio al limi~e pu6 effettuarsi anche partendo dai ri- 
sultati del w 1; ~ gli altri si ottengono questi teoremi. 

Se ~ (x,  y ,  y ' )  ~ continua nel semistrato 

co~ 
! v (~, u, u') l _-< a (~), 

dove g (x)  ~ de/inita in tutta la semiretta xo < x ed ~ sommabile in ogni 
intervallo limitato ; 

se i ra4rporti incrementali di y~ rispetto a y e y '  sono limitati in 
ogni porzione cMusa e limitata di S~ ; e se ~ y, ( x, y , y '  ) ~ O, yJ(x, yo, 0 ) = 0  
e y3(x, Yo, Y') ~ ]unzione monotona di y',  

dato un punto (Xo, Yo), con Z o ~ Xo, Yo ~-~ Yo ~_~ Yl, esiste almeno un 
integrale dell'equazione y" -~  y~, y ( x ) ,  per it  quale sia lira y ( x ) =  Yo 
e che si possa de/inire in tutta la semiretta x o < x. 

Nel caso nostro esiste anche il limite 

Y l =  lim y ( x ) .  

Orbene: 

Se y~ non decresce rispetto a y ed ~ monotona rispetlo a y', y ( z )  
deterrainato in modo unico da Yo e y~; 

anzi: 

Se ~p non decresce rispetto a y e y', esiste un solo integrale della 
y"  -~ y~ che veri/ichi la ~ o y  (x)  ~ Yo e si possa delinire per ogni x > x o. 

Tutti questi teoremi sono dimostrati nella mia Memoria. Insieme con 
essi vengono dati dei crigerii che pe~mettono in certi casi di indicate 
priori il valore del limito y~. 

In questi casi il problema: dati Xo, Yo, Yl, determinare tm integrale y(x) 
definito in x 0 < x <  ~ o c  per cui sia l i m y ( x ) = Y o ,  ]im y ( x ) = y ~  non 
ammette in generale solu~ione. 

In base a quesfi criterii si ha, p. e,  che l'equazione 
u" = ~ (~, u, ~') 

ammette un integrale, y ( x ) ,  che verifichi le condizioni 

~ u(~)  = u 0 ,  ~m ~(~)  = o ,  
x ~ 0  m--~+co 

se y~ (x,  y, y ' )  ve~fic~ butte le coadizioni dianzi indicate nell'insieme 

x6) !qatur~],r+nte sar~ 0 <: Yo ~ Y~. 
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ed inoltre ~ della Iorma 

dove 2f I non ~ mai inferiore a una funzione della sola x, gl (x),  che assume 
solo valori positivi o nulli e per la quale fiesce 

lira f g ~ ( t ) d t =  + c ~ ,  

e Y.~ ~ tale, the iissato a piaceie 9 nell'intervallo semiaperto 0 < y ____< Yl, 
si po~sa determinate un i > 0, in modo che il suo estremo inferiore nel- 
l'insieme 

sia maggior di zeroS7). 

P .e .  tu t te  queste condizioni sono soddisfatte se V e is funzione 

y P - x  ~ ( p > 0 ,  - - l < q < 0 ) ,  

dove come valori d~ yP e x q si intendono assunte le determinazioni posi- 
tive di queste potenze. 

N a p o l i ,  3 agosto 1930. 

1~) Cfr. il 4. ~ cap. della mia Memoria, loc. cir. 1). 

(Eingegangen am 9. 11. 1930.) 


