
t~ber  d i e  T o r s i o n s z a h l e n  d e r  a l t e r n i e r e n d e n  K n o t e n .  

V o n  

Carl Bankwitz in KSnigsberg. 

Im folgenden soll eine besondere Darstellung der Torsionszahlen des 
zweifach iiberdeckten Knotenaul]enraumes entwickelt werden, 

Es ergibt sich: Die Torsionszahlen lassen sich als die Elementarteiler 
yon s y m m e t r i s c h e n  Determinanten darstellen (w 1). Den Weft dieser 
Determinanten kann man unter gewissen Vorausse~ungen nach unten ab- 
sch~tzen (w 2). Man erh~lt hieraus flit die alternierenden Knoten den von 
K. Reidemeister als Vermutung ausgesprochenen 1) 

Satz:  ,,Die Minimalanzahl der Uberkreuzungen der Projektion eines 
alternierenden Knotens ist h~chstens so gro~ wie das Produkt seiner Tot. 
sionszahlen " (w 3). 

w 

Die Knotengruppe. 

1. u sei irgendeine regul~ire ~') Projektion eines g e r i c h t e t e n  
Knotens. Die Projektion besteht aus n Doppelpunkten und 2 n gerichteten 
Strecken. Die gerichteten Strecken wollen wir A b s c h n i t t e  nennen. Jeder 
Abschnitt wird von zwei Doppelpunkten begrenzt. Die Projektionsebene 
wird durch die Projektion in Gebiete F, die von den Abschnitten and den 
Doppelpunkten begrenzt werden, eingeteilt. Bei einem Doppelpunkt stol~en 
vier Gebiete, 1/ings eines Abschnittes stol~en zwei Gebiete aneinander. 

Wit nehmen nun eine E in t e i l ung  der G e b i e t e / ~  in zwei K la s sen  
und ~ d e r a r t  vor, dab liings e i n e s A b s c h n i t t e s  i m m e r  zwei Ge- 

b i e t e  v e r s c h i e d e n e r  Klassen  ane inanders toBen.  --- Nehmen wir ein 
Gebiet /lo, etwa das Gebiet, in dem das unendlich Ferne der Projektions- 
ebene liegt, willk~rlich zur Klasse 9~. Die Gebiete /7, die mit F o einen 

t) Herrn Reidemeister verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit. 
~) K. Reidemeister, Hamburger Abhandiungen 1926, Heft 1/2, S. 24. 
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Abschnitt gemeinsam haben, gehSren dann der Klasse ~ an. Die Gebie~e, 
die mit einem der Gebiete F,  einen Abschnitt gemeinsam haben, werden 
wieder zur Klasse 9~ gereehnet usw. Diese Einteilung ]st widerspruchsfrei. 
Ein Weg, der von einem Gebiet einer Klasse zu einem anderen Gebiet 
derselben bzw. der anderen Klasse fii/art, muff ns eine gerade bzw. 
ungerade Anzahl yon Ihnakten mit der Knotenproiektion gemeinsam haben 
(Doppelpunkte zweifach gez~hlt). W~re die Einteilung nun widerspruehs- 
roll, dann miil~te also ein geschlossener Weg in der Pr0iektionsebene eine 
ungerade Anzahl yon Punkten mit der Knotenprojektion gemeinsam haben. 
Dies ist abet nicht der Fall. Detormieren wit n~imlich den gesehlossenen 
Weg fiber einen Abschnitt. oder fiber einen Doppelpunkt, darm ~indert sieh 
die Anzahl des mit der Knotenprojektion gemeinsamen Punkte urn .0, =i= 2 
bzw. H-4. Wit kSnnen nun den Weg so deformieren, dal3 er ganz inner- 
halb eines Gebietes Iiegt, also keinen Punkt mit der Knotenprojektion ge- 
meinsam hat. 

An den Doppelpunkten liegen sieh zwei Gebiete jeder Klasse kreuz- 
weise gegeniiber. 

Wir w~ihlen nun m jedem Gebiet der Klasse ~8 einen Grunclpunkt  
mad verbinden die Grundpunkte von je zwei an einem Doppelpunkte sich 
gegeniiberliegenden Gebieten durch einen einfachen S t reckenzug ,  der 
dutch den Doppelpunkt hindurchgeht. Die Gesamtheit der Streckenzibye 
und der Grundpunkte bilden einen ebenen Graphen ( ~). 

Wit unterseheiden zwischen e igen t l i ehen  und u n e i g e n t l i e h e n  Grmad- 
punkten. Einen Grundpunkt wotlen wir uneigentlich nennen, wenn yon ibm 
hSchstens zwei Streckenziige ausgehen. Ein Grundpunkt soll eigentlieh 
heiflen, wenn mindestens drei Streckenziige yon ihm ausgehen. 

Geht yon einem Grtmdpunkt nut ein Streckenzug aus, d.h. !iegt an 
einem Gebiet der Klasse ~ nut ein Doppelpuntr~, dann k6nnen wit dureh 

eine elementare Umformung des Kno- 
l l  ~ - - = [ [  tense) diesen D~ beseitigen" 

�9 Die Anzahl der Gebiete und die An- 
Fig. 1. zahl der Doppelpunkte vermindert sich 

dabei um je eins (Fig. 1 ). Wit kSnnen 
demnach immer erreiehen, dal3 die Grundpunkte dieser Art nieht mehr in 
der Projektion vorkommen. 

Stol~en an einem Grundpunlrt genau zwei Streckenzfige aneinander , so 
woIlen wit die beiden Streckenziige miteinander vereinigen und den Grund- 
punkt zum Streckenzug hln~.ureehnen. 

s) j. W. Alexander, Transactions of the American Mathematical Society, 30, Nr. 2, 
April 1928.- K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. t926, S. 25-28. 
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Der Graph ~ besteht dann nut noch aug Streckeaziigen (ira erweiterten 
Sinn!) and aus eigentlichen Grundpunkten. Daz Gebiet, in dem ein eigent- 
licher Grtmdpunkt liegt, wollen wit Verzwe igungsgeb ie t  nermen 

tn der  Knotenprojektion entsprechen dama den Streekenziigen des 
Graphen die:Proiektionenvon ZweierzSpfen4).  Die Endstrecken derZweier- 
zSpfe slnd so miteinander verkniipft, dal~ in der Knotenprojektion ~L 
keine neuen Doppelpankte hinzukommen. Die Endstrecken bestehen 
aus den Abschnitten, die die Verzweigungsgebiete begrenzcn. 

Die ZweierzSpfe kSnnen wir so deformieren, dab in der.Projektion 
Unter- mad Uberkreuzungen miteinander abwechseln (Fig. 2). Fig. 2. 

Ha td i e  Projektion eines Zweierzopfes nach dieser Deformation keine 
Uberk~reuzungen mehr, so wollen wit den entsprechenden Streckenzug mit 
seinen beiden Grundpunkten zu einem Grundpunkt zusammenziehen und die 
bekten entsprechenden Verzweigungsgebiete zu einem Verzweigungsgebiet 
vereinlgen. Die Projektion des Zweierzopfes geht in die Berandung des 
Verzweigungsgebietes fiber; der Knoten setzt sich dann also aus alternie- 
renden Zweierz6p/en mit mindestens ]e einer [fberkreuzung z~sammen. 

So soll im folgenden jede Knotenprojektion aufgefal]t werden. Die 
Z~eierzSpfe einse]aliel~lich der yon ihnen begrenzten Gebiete der Klasse 
and eines Teiles :der zugehSrigen Verzweigtmgsgebiete sollen S t r s n g e (y;.,) 
heil~en. Die Gebiete der Klazse 9/ nennen wit im folgenden kurz Ge- 
b ie te  ( / I ) .  Der Strang r ~  soil die Gebiete F x and /~  voneinander 
trennen. 

Wit kSnnen den Fall ). = u  ausschliel]en. ). = /~  bedeutet geometrisch, 
dat~ in der Begrenzung des Gebietes Fx der Strang ~'zx 
zweimal auftritt. Die Knotenprojektion besteht in J ~ , ~ ' - ~ ' - ~  

Strang ~,x~ miteinander verkniiplt sind. Drehen wit 
nun den einen Tell in einem bestimmten Sinn um 
eine Achse, die mJt dem Zx~ entsprechenden Strecken- 
zug des Graphen ~ zusammenfiillt, so oft um 180 .~ Fig. 3. 
als auf rXx Uberkreuzangen ]iegen, dann  hat 7'xz 
keine Uberkreuzungen mehr and kann daher zur Berandung eines Verzwei- 
gungsgebietes gerectmet werden. 

2. Wit: gteUen jetzt die F u n d a m e n t a l g r u p p e  des K no t ens  auI. 
Die aufeinanderfolgenden Abschnitte der Kaotenprojek'tion von einer Unter- 
kreuzung big zttr n~ichsten werden zu einer F u n d a m e n t a l s t r e e k e  zu: 
sammengefal~t. Den Fundamentalstrecken wird formal ein System von Er- 
zeugenden C, zugeordnet. GehSrt abet eine 3~mdamentalstrecke mehr als 

4] E. Artin, Hamb. Abhandl. 4, 1925,. pg. 47.-72. 
10" 
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zwei Str~ingen an, dam zerlegen wit sie in Teilstreeken derar~, dab jede 
Teilsttecke genau zwei Str~ingen angehSrt. In diesem Fall ordnen wit jeder 
Teils~recke ein besonderes C zu. 

Die C, entsprechen in der Fundamentalgruppe den gesehlossenen Wegen, 
die eine zugehSrige Ftmdamentalstrecke in einem positiv vorgegebenen Sinn 
umlaufen~). Die Projektion des Punktes, von dem die geschlossenen Wege 
ausgehen, mSge dabei in das Gebiet F o - -  das.~ul3ere der Knotenprojektion -- 
fallen. Jedem Weg l~l~t sich in bestimmter Weise ein Potenzprodukt in 
den C, zuordnen. 

Wit kSnnen diese Wege geometrisch auch folgendermal~en kennzeichnen: 
Zwischen den beiden Teilen des Knotens, die zu einem Strang gehSren, 
spannen wit eine sehlichte Fliiche, ein Band. Dieses Band verwindet sich 
in der L~ngsrichttmg so oft um 180 ~ als der St-rang Doppelpunkte hat. 
Den Strang kSnnen wir als die Projektion des Bandes ansehen. Die  B~inder 
werden nun in der Weise mi~einander verkniipft, wie es die Verzweigungs- 
gebiete der Knotenpro]ektion vorschreiben. Es entsteht dalm eine mehr- 
fach zusammenh~ingende einseitige, vom Knoten berandete Flhche. 

Die C, entsprechen solchen geschlossenen Wegen, die diese Fl~iehe ge- 
nau einmal durehsetzen. 

Die Relationen zwisehen den Q erhalten wit bekanntlich~), indem wir die 
Doppelpunkte der Knotenpro]ektion in einem kleinen Kreis umlaufen. Diese 
Relationen sind von der Gestalt: 

(:) 

und 

(2) 

( s =  4-1) 

G + I  = G ~  

werm C~,Cx+ 1 zwei aneinanderstol]enden Teilfundamentalstrecken ent- 
spreehen. 

3. Unser Ziel in diesem Paragraphen ist es nun, eine a n d e r e  Dar-  
s t e l l u n g  d iese r  Gruppe  zu geben, und zwar du rch  E r z e u g e n d e  und 
R e l a t i o n e n ,  die sieh enger  an die yon  uns b e s c h r i e b e n e  Auffas-  
sung der  K n o t e n p r o j e k t i o n  anschliel3t.  

Wit nehmen ztm~ichst eine E r w e i t e r u n g  zwei te r  Ar t  7) der Knoten- 
gruppe vor. Die Elemente S ~  der Fundamentalgruppe, die einmaligen Um- 
schlingungen der Strange 7x~ in einem beliebigen aber festen Sinne ent- 
sprechen, werden als ~Erzeugende zur Fundamenta/gruppe hinzugenommen. 

~) K. 1Reidemaister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 14. 
6) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 8-23. 
7) H. Tietze, Morn f. Math. u. Phys., 19, S. 65--77. 
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Dem Strang yx~ seien die Erzeugenden 

O~ , C~, + , .. ., e , ,  +~, 

c , , c , ~ §  . . . .  ,c,,,+,. 

zugeordnet (Fig. 4). Jedem Doppelpunkt des Stranges ent- 
spricht eine der Relationen (1). 

Es ist ferner 

wenn der Strang 7,~ 2 r Doppelpunkte hat, und 

(ab) st , ,  c ; ~ c / ~ =  = e  ~, e '~  
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ca,,. ~,,,. 
Fig. 4. 

(q,e =-+ '1 ) ,  

wenn der Strang 2 r q- 1 Doppelpunkte hat. Die Relationen (3) sind dabei 
his auf eine, etwa &,, = C~ ~, C ~, Folgerelationen dieser beibehaltenen Re- 

lationen = a  a ~  R e l ~ t i o ~  (1) b,.w. (~). 
Wit wollen nun dutch R e d u k t i o n e n  zwei te r  Art  diejenigen Q aus- 

driicken, welche Fundamentals~ecken zugeordnet sind, die nicht Enden eines 
Stranges sin& Es folgt aus (1) unter Beriicksichtigung der Relationen (3) 

( 4 a )  CJ.,+2 = J.~;~, C).,+l k~l~.: : S ~ ;  C)., ~).Tu 2v, 

s  cl - , '~  

und analog ftir C~+~ (@= I ... r bzw. r-~ I) 

~ p , + l  = ,o;.r .a~ 2,~, 

( 4 b )  c . , + ~ =  s f ;  c . , s ; ; " ,  

C/11+7 J,~ft~ J~l JO)-.u �9 

Umgekehrt iolgen aus der Definition yon S~  und aus (4a) und (4b) 
die Relationen (1). 

Wit kSnnen jetzt Ca,+e, C,~+o (@ = 1 . . .  r - - 1 )  eliminieren. Die Re- 
lationen (4a) bzw. (4b) fallen dann bis auf die jeweils letzte heraus. Bei 
dem Strang 7~ werden also nut nooh die Erzeugenden 

und &:, beibehalten. 

(5~) 
und 

Zwischen ilmen bestehen die Relationen 

S "~ = C~ C ~ = C'~ O ~ h9 ~u ~ul .%~ +it .u~+r 

= &,,,  (Sk~ & ~  , 
S re I~ ~--re 

~,u,+r ~ 2.a '-.*ta, zOJ..u 
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bzw. 

(5b) 

und 

(65) 

dabei ist je eine 

' C ~ d ~ - -  C ~ C ' i  

Cm+,+ ~ 8 (~+:)~n S-(~*~,~ 

der Relationen (5a), (5b) Folgerelation der anderen 
Relation (5a), (5b) und der Relationen (6a), (6b). 

Nit Hilfe yon (5b) formen wit die Relationen (6b) noeh etwas urn. 
Wenn etwa e = q = e~ = - ~ - 1  ist, sehreiben wir 

~r+l/-y--10--r 

entspreehend in den anderen mSgliehen Fiillen. 

ce,~_/",/',/',/xae 

A 
Ng. 5. 

Alsdann begrenzen C~.,~, 
und C~,,, sowie C,,,+~ und C~.~ je dasselbe Gebiet F. 

Das Gebiet F e sei yon den Striingen Zo,,... Ye .... 
begrenzt (Fig. 5). 

Wir diskutieren den Fall, dab ~ x  = 2ge,.~. 
(2 = 1 .. .  m - -  1) Uberkreuzungen auf Yz~ und 
so,.,, ~- 2 L,,.,~ + 1 Oberkremzungen auf Ye,',~ liegen. 

Cot " (/x ~ 1 . . .  m )  entspreche einer Fun- 
damentalstrecke, die zwei aufeinanderfolgenden 

Str~ingen Ye-~-~, ~'o-~ angehSrt und F o begrenzt. Es ist dann nach (Sa) 

G,= 

( 7 a) -~ S %/i-~ S %,'~e,~. C~,,. S - % ' ~ e  ",. S - % "  so,-., 

I _ m - - 1  

Co~,, =.,,=,,,.~_,HSo,~, % .  ~o,'t,. Co, .,U= o ,'ff " ~'' 

und nach (6c) (e,~ = + 1) 

1 ~ n - 1  

(7) co, c;? - , ,  . ,o , .  = �9 " I [ S o  ~ - ~ . S - " e ' ~ .  
0 ~ m  ,u=~--I e*'/L ~ , ~ 1  . r/~ ~o~ m 

Umgekehrt folgen die Relationen (6), die den ~ begrenzenden Funda- 
mentalstrecken entsprechen, aus den Relationen ( 7 a ) u n d  (7) und kS~men 
daher fortgelassen werden. Die Ausdriicke (7a) fib die Ce~ denken wir 
uns in (5a) bzw. (5b) eingesetzt; dann kSnnen me Relationen (7a) und 
damit die Erzeugenden Ce~ ( #  :I = 1) fortgelassen werden. Analoges ergibt 
sieh fib den Fall, dab auf mehreren 8tr~ngen eine ungerade Anzahl von 
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Uberkreuzungen liegen. Jedem S t ran  9 ?z~, entspricht ~etzt also eine Er- 

zeugende S~.s u n d  jedem Gebiet F e eine Erzeuqende Ce, = G e. Die Rela- 
tionen (7) wollen wir Geb i e t s r e l a t i onen  nennen. 

Die Relationen (5) ordnen wit so an: 

An dem Verzweigungsgebiet Eo mSgen die Fundamentalstrecken liegen, 
denen die Erzeugenden Co,-.. Co, in zyklischer Folge zugeordnet sind. 
Dabei kommen alle Relationen (5a) bzw. (5b) je einmal vor, wenn alle 
Verzweigungsgebiete Eo umlaufen werden. Es ist nach (5) 

--tfl 
C , C %  S %  

--'~'C r 
C ",-, C . . . .  S:~,,_: , 

--gtl 
C " C ' ~  ~;. 

Aus (S) folgt 

Eine der Relationen (8) -- etwa die letzte --  kSnnen wir durch (8a) er- 
setzen. Die Ca in (8) seien durch die Relationen (7@ erkliirt. 

4. Wir wollen zeigen, dal~ die G~ bis auf eines durch  R e d u k t i o n e n  
zwei te r  Art  e l imin ie r t  und Mlein die Re la t ionen  (8a) be ibeha l t en  
werden k6nnen. 

Die Knotenprojektion habe e Verzweigungsgebiete, k Str~inge und 
f Gebiete (ausschlieglich No). Es ist dann nach dem E u | e r s c h e n  Satz 

(O) e § f =  k +  1. 

Wir legen in jedem Gebiet /'~ einen Punkt Pe lest. Ein Punkt, 
etwa Po, soll ausgezeichnet werden. Die Punkte P der F o benachbarten 
Gebiete/"  verbinden wir durch Streckenziige mit Po so, da(] ein Strecken- 
zug nur Punkte des Stranges Yo, mit der Knotenprojektion gemeinsam 
hs.t. Grenzt aber ein Gebiet I~ l~ngs mehreren Str~ngen an No, dann wire 
nut ein Streckenzug yon Po nach P, willkfirlich festgelegt. Wir nehmen 
dann die Gebiete F~, die einem Gebiet F,, benachbart sin& Die Punkte P~ 
verbinden wir in derselben Weise mit P~,, wie P, mit Po mit Ausnahme 
derjenigen Ptmkte PB" zu denen schon ein Streckenzug hinfiihrt. Wir fahren 
so fort, bis zu jedem Pe ein Streckenzug tiihrt. Hierdurch wird ein Weg 
v o n P  o auS zu jedem Gebiet in eindeutiger Weise festgelegt. Die Gesamt-  
he i t  dieser  St reckenzi ige  b i lde t  e inen Baum ~ .  Es entspricht 
j e d e m  Gebiet  /" o eine g e r i c h t e t e  S t t ecke  und umgekehr t .  Die 
Streckenziige schneiden insgesamt also f St-tgnge je einmal. 
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Von den diesen Str~ngen zugeordneten Relationen (8) wird je eine 
- -  nach (5) gehSren zu jedem Strang vorlaufig 2 Relationen, wovon abet 
die eine iiberfliissig i s t -  beibehalten. 

Nach (9) werden yon den Streekenziigen k -- f ~  e -- 1 Strange nicht 
gesctmitten. Diesen Str~ingen kSnnen wit als E r s a t z  fiir die Rela-  
t ionen  (5) ( e - -1 )  Re l a t i onen  (Sa) zuordnen.  Nehmen wir n~imlich 
die von den Streckenziigen des Baumes ~1 geschnittenen Streckenziige des 
Graphen ~ (der ja die KnotenProjektion repr~entiett) aus dem Graphen 
heraus, dann bleibt ein Baum ~2 iibrig. Ware i~  kein Baum, dann 
miii3te man auf mindestens zwei verschiedenen Wegen von einem Eck- 
punkt Q1 zu einem anderen Eekpunkt Q.~ gelangen k5nnen. Diese Wege 
wiirden dann mindestens ein Gebiet F einschliel~en, in das der Baum ~1 
nicht hineinragt. Ebenso kann ~ nicht in zwei Tefle zerfallen; denn dann 
gabe es in ~1 m~ndestens einen geschlossenen Weg, was nach der Definition 
von ~1 nicht mSglich ist. Orientieren wit ~ ,  so endet jede Streeke von 
~ in einer bestimmten Ecke von ~ .  Fiir die ( e -  1) Striinge, die den 
Strecken des Baumes ~ entsprechen, nehmen wit dann als Relationen (5a) 
die den Ecken entsprechenden Relationen (8a) .  Behalten wir alle e Rela- 
tionen (8a) bei, so ist e i n e  Relation Folgerelation der iibrigen. 

Wir kSnnen nun die Ge mit Hilfe der beibehaltenen Relationen (8) 
dutch G o und dutch die S ~  in eindeutiger Weise bestimmen, wenn wit 
die Redukt~on so durctdiihren, wie es die von P0 ausgehenden Strecken- 
ziige vorschreiben. Um etwa G e zu eliminieren, zeichnen wit im Baum ~ 
den (eindeutig bestimmten) Weg, der yon Po nach Pe hinfiihrt. Den Strecken- 
ziigen dieses Weges entspricht eine Fo]ge von eindeutig bestimmten Rela- 
tionen (8), welche dutch die S~:, und G e ausgedriickt, die Form haben: 

(8b) GZ-~ L tGrL  ~, L = L ( S ~ )  (fl 4=7). 

Ich kann daraus einen wohlbestimmten Ausdruek fiir G e 

(8c) Ge= MIGoM ~, M~= M,(S~.,) 

ableiten. Umgekehrt folgen die Relationen (8b) und (8) aus den Rela- 
tionen (8c). 

Setzen wir diese Werte in die Gebietsrelationen (6) ein, dann diirfen 
die Relationen (8c) fortgelassen werden. Die Knotengruppe hat also nut 
noch die Erzeugenden G o und S~,. Zw~'schen ihnen bestehen die Gebiets- 
und die Eckrelationen. 

5. Den Weg yon Po nach einem P l~ings den Streckenziigen des 
Baumes ~ l  kiinnen wit in der Fundamenta]gruppe einem Weg L, zuordnen, 
der yon Po kommend unter dem Knoten lguft, dureh das Gebiet F,  einmal 
hindutchgeht mad oberhalb des Knotens nach Po zuriicldiihr~. Nebznen wit 
speziell einen Weg Po P~, P-~- - -P~ ; und setzen 
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Au~ (1 O) folg, 
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O a  1 

'ea s a  L , _ = S ^  ~S ~ ,  

La~l = S~al S E~- S~a~ 
0 a  I a l ~ 2  * �9 �9 a n _ l a n  " 
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~ a ~  ~ L a  l Oe h 

(11) $2~, = L".La-~ 1' 

S~.. = L . ~ L  -1 . 
a~-i qn a~z- i 

Fiihren wit fiir alle Streckenziige des Baumes ~1 die Elemente L 
ein, so entspricht jedem Gebiet F ein Element L ,  lind es ist allgemein 

L~. S ~  ~ L , ,  
also 

(12) = Z ; ' ,  

wie sich aus (10) bzw. (11) und den Eckrelationen (Sa) ergibt. 
Wit fiihren nun die L, mittels der Relationen (11) und (12) flit S~.,, 

in die Relationen ein. Die Eckrelationen verschwinden identisch. Die Re- 
lationen (12), die Folgerelationen der Eckrelationen sind, verschwinden 
aueh identisch; ebenfalls schlieBlich die Relationen (11). 

Die Reduktion ist jetzt beendet. Die Knotengruppe wird dargestellt 
dutch die Erzeugenden G o und L, .  Zwischen ihnen bestehen die Gebiets- 
relationen 

1 m 
(13) Go f[ (LeL.~ ,  ) (~~ Ge" H ( L e  L~)-~ - " ~ ~  ~ " 

wo die G e dutch (8c) als Produkte aus G O trod S ~  bestimmt sind. Es 
ist [ 1 ] = 0  oder 1, je nachdem so~ ~=2s-e*" oder = 2 ~ e , ~  ~ 1 "  se~ ~ ist 

die Anzahl der Uberkreuzungen des Stranges ~'e-~" Es ist L o ~ 1. Die G e 

lassen sich nach (1) als Transformierte von G O sehreiben: G e = M  ~ Go M,,7 ~ �9 

Wit beschr~nken  uns im fo lgenden auf  a l t e r n i e r e n d e  Kno ten ,  
d.h. wit nehmen an, dab beim Dttrchlaufen der Knotenprojekt~on Unter- 
und Uberkreuzungen miteinander abwechseln. Die Strange um ein Gebiet F 
sind in diesem Fall alle in gleiehem Sinn verdrillt. Daraus folgt, dab alle 
~ in (13) einander gleich sin& 

6. Die Gruppe g~ s) des zweifachen lJberlagerungsraumes des Knotens 
hat als Erzeugende 

(14) L,,  GoZ, G o ~ - ~ L ,  und [G~]. 

�9 ) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. ~ (1926), S. 19 usf. 
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Die Relationen erh~lt man, indem man (13) und die mit G o trans- 
formierten Relationen (13) dutch die Erzeugenden (14) ausdriick~. 

Maehen wit diese Gruppe abelsch und setzen wit [Go ~] ~ 1, dann ist 

G ~ : I  und G e M G , : G O M G o : M - 1 ,  

wo M zu ~ ,  gehSrt. Es ist daher 

und die Relationen, die man aus (13) erh~ilt, sind: 

(15) -1 8 . ( L e L ~  ) e ~ . . . ( L e r ,  -l~'e*-~,* j "~ = 1. 

Grenzen zwei Gebiete Fe, I~,, l~ings mehrerea Str~ngen 7;-~ .-. 7~ .) mit 

' "(~) aneinander, dann kSnnen wit in (15) den Uberkreuzungen %~ . . .%~,  

/ / (L , ,L ,  ")'~',  natiirlich zu (L e L ~ ) ~ e " ,  zusammenfassen. Diese Zusam- 
().)= 1 

menfassung sei in (15) bereits vorgenommen, dann bedeutet s~,~ die Ge- 
s a m t a n z a h l  yon ~)berkreuzungen  auf  den  St r~ngen,  welche  E'o 
und F,z v o n e i n a n d e r  t rennen.  

Bei einem nicht-alternierenden Knoten wiirde man analog die Relationen 

(15a) ( L ~ , L ~ ) % * e ~ . . .  ( L , L ~ )  %'*e~., = 1 

erhalten. 
Die Relationen (15) kSnnen wit anch so schreiben: 

7It  

( 1 6 )  L ' ;  - ' * "  . . .  - 

Dabei kSnnen mehrere L~z gleich L o _----1 sein. Das ist immer darm 
der Fall, wenn ein Strang oder mehrere Strgnge eines Gebietes zum Rand 
yon F o gehSren. 

Die F o entsprechende Relation lautet: 

(16a) i,-] s~ L -~~ = 1 ~ 1 7 6  ~ m  

7. Es mSge noch darauf hingewiesen werden, da~ in der Auszeichnung 
yon F o eine Willkiir enthalten ist. Wit haben bei der Aufstellung tier 
Fundamentalgruppe vorausgesetzt, daI~ der Pun]~t, yon dem die Wege  der 
Fundamentalgruppe ausgehen, in der Projektionsebene in F o liegt. Wit 
kSnnen diesen Punkt na~firlich auch inaerhalb eines anderen Gebietes F,  
annehmen. Dann bilden die Str~inge dieses Gebietes den Rand. 

Die aus den Exponenten der Relationen (16) gebildete Matrix hat 
(e ~-1) Zeilen and e Kolonnen. Wir kSrmen die Zeilen so anorclnen, da~ 
die Gtieder Z s  , die g a u p t d i a g o n a l e  der aus den e ersten Zeilen ge- 

�9 ~ /~ 

bildeten Determinante besetzen. Die ExTonenten der Relation (16 a) stehen 
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dann in der letzten Zeile der Matrix. Die Summe der Glieder jeder Kolomae 
ist Null. Folglieh kann eine Zeile, also etwa die letzte, fortgelassen werden. 

Man erkennt dama, da i]arer Bedeutung nach se~ s ~ s~,,  ist, dab die 
so entstehende e-reihige Determinante s y m m e t r i s c h  ist. 

1. Wir beweisen 
.stair haben: 

w 

Uber Determinanten. 

einige S~itze fiber Determinanten, d i e  folgende Ge- 

A14-  ~ a l .  - -  ai~ . . .  -- ain 

- - a .  n A~, * ..,~a~ --a. ,~ 
c i )  A,, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

-- a,1 . . .  A,, -~ ~ , a  

Dabei sollen die A ,  a~, ~ 0 sein. _X~?ai, bedeute ~ a i ,  m i t a ,  ~ 0. 

Diejenigen Unterdeterminanten yon A,, deren Hauptdiagonale nut aus 
Gliedern der Hauptdiagonalen von A bestehen, bezeiehnen wir als H a u p t -  
minoren .  Die Hauptminoren sind wieder Determinanten von derselben 
Gestalt wie A .  

Sind die a~  von ~ , ,  die in der ).-,/~-, ~ - , . . . - t en  Reihe stehen, bis 
auf  die Glieder, die in dem zugehSrigen Hauptminor stehen, siimtlich gleich 
Null, dann kann man 3 ,  

Beispielsweise ist 

3 

0 

- -  1 

Diese Hauptminoren 

als Produkt von zwei Hauptminoren darstellen. 

0 1 
3 --1 

2 0 : ' '  ~ 2 1 "  --1 1 
0 1 

kann man u.U. welter zerlegen und man wird 
schliel]lich ~,, als ein Produkt yon einer Anzahl von Hauptminoren d ,  die 
sich nicht weiter auf diese Art zerlegen lassen, erhalten. Die A wollen wir 
,,irreduzibel" nennen. 

Wi t  n e h m e n  j e t z t  an, A sei i r r eduz ibe l ,  mZeilen derDetermi- 
nante bilden eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. In ihr kommt ge- 
nau ein m-reihiger Hauptminor vor. 

Ersetzt man eine Kolonne des m-reihigen Hauptminors naeheinander 
dutch die fibrigen Kolonnen der Matrix, dann erhglt man ( n -  m) De- 
terminanten der Matrix, die eine S e h a r  m - r e i h i g e r  N e b e n m i n o r e n  ge- 
nannt  werden soil. Wit beweisen nun die S~itze: 

S a t z  1. Der Hauptminor ist > 0 (m < n).  

Satz  2. Jeder Nebenminor ist ~_ O. 
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Satz  3. Der absolute Barag der Summe der ( n -  m)Nebenminoreu 
einer Schar ist h6chstens gleieh dem Hauptminor. 

Zusatz.  Das Gleichheitszeichen gilt nut, wean sdmtliche A,, die is 
der Matrix vorkommen, gleieh Null sin& 

Diese Siitze stehen fibrigens in engem Zusammenhang mit den Ergeb- 
nissen yon Perron und Frobenius fiber Matrizen mit positiven Elementen~). 

Beweis.  Die Siitze sind riehtlg flit m = l .  Sie seien riehtig fiir 
m Zeilen (m < n - - l ) .  Wir beweisen sie flit (m + 1) Zeilen. 

Es genfigt offenbar, den Beweis flit die letzten (m + 1) Zeilen dureh- 
zufiihren. Wi~ kSnnen uns aul~erdem auf den Fall besehr~nken, dab die 
erste Kolonne des (m + 1 )-reihigen ttauptminors durch die iibrigen Kolonnen 
ersetzt wird. Denn durch Vertauschung der v-ten Zeile mit der #- ten 
Zeile mid der v-ten Spatte mit der/~-ten Spalte (/~, v = 1, 2 . . . .  , 2 )  kann 
jede Zeile von J .  nach unten und jede Spalte nach rechts gebracht wer- 
den, ohne dab Struktur und Vorzeichen der Determinante und der Minoren 
veriindert wird. 

Wit betrachten also die Matrix 

: i  
i l - - a  . . . .  +,,1--- - - a ~ - ~ + l  . . . . .  A,_~+I  + Z a ~ _ , ~ + l ~ . . . - - a , _ ~ +  1 .  (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . . . .  . .  , ,  

i: , - -  a ~ . i  . . .  

Mit ~z, ,,~... wollen wir den Minor bezeichnen, der aus der ~, ~, v . . . - t en  
Kolonne der angegebenen Matrix gebildet wird. Die m-~eihigen Minoren 
werden nur den letzten m Zeilen der Matrix entnommen. Ferner sol] der 
m-reihige Hauptminor mit zl~, der (m + 1)-reihige Hauptminor mit A~+~ 
bezeichnet werden. 

Nach  Vorau ' sse tzung is t  nun: 

(3a) ZM > 0, 

I 
~, ~-~+~..,, ~ 0 

(35) A:'-=+l,n-m+3 n ~ 0  (v = l ... n -- m),  

A , ~ + I  ~-1,, ~ 0  

(3e) 

~) Vgl. G. Frobenitm, Berl. Ber. 1908, XXVI, S. 471--476. 
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Dabei gilt das Gleichheitszeichen in (3c) nut dann, wenn alle A~ von 3~  
gleich Null sind. 

B e h a u p t e t  wird:  

(4a) 
(4b) 

(~o) 

AM+I > 0, 

A~,,~_~+~...,, __~ 0 ( ~ =  1 . . .  n - -  m-]- 1), 
n-~+l 

: , = 1  

Das Gleiehheitszeichen gilt in (4c) nut dnnn, wenn alle A~ von AM+~ 
gleieh Null sin& 

Zum Bewei s  entwiekeln wit die (m-+-l)-reihigen Minoren nach der 
ersten Zeile der Matrix (2). Es ist dana: 

(5) A M  +~ = ( A , - r a  --? .a~ a n - ~  ~)" A ~  

-31- a a _ m , n _ m + l .  ~n_m,n_m+.2 . . .  n - -  aa_m,n_ra+ 2. Z~n_m,n_mTl .n_m+3 . . .  n 

. . . +  -- . . .  ( - - 1 ) " . a . _ ~ , . . . A . _ , .  . . . . .  : 

oder 

(6) 

und, demnaeh 

(7) 

(s) 

9) 

3 ~ + : = ( A,~_n~ + . ~  a n - m ,  ,, ) " z]M + an-n~ , ,~ -~  + l " A , - m ,  , - m  , 2 . . . .  

an-re ,  n -m+2"  Aa-m+l,n-m,n-m+3 ...n 

�9 . .  -~- a n - n u n " d n - m + l . . . n - l , n - m .  

Andererseits ist: 

Z ] ~ , , n - r a + l  . . . n  ~ - -  a n - m ~  " ~ M  -~- a n - ~ * , n - m + l "  ~ ,, n - m + 2 . . . n  

+ . . .  + a , _ , ~ , , . z l , _ ~ + ~  . . . .  -i,-~ 

Z & , . - , . + ~ . . . n = - -  X a~_m.~-d~ 
7 = 1  i , = 1  

n - m - 1  n - m - - I  
t a --~-. 

r = l  i , = l  

Naoh (3c) ist 

C ) - . ;~_ zl~_,~+,,~.,_~+3 .... . ~ A~§ usw. 

Ftir (7) kann man fotglieh sehreiben: 

n - - ~ - - I  n--m-- I  

LJ;,,n-m+ l . . . .  >-~ - ~,, an-m, ,T" Z]M 

-4- a,-,,,,,~-~+l {-- A~ -- A,_~,,,_~+.~...,,} + . . .  

+ a . _ , ~ , . { -  ~ - -  ~._=+~ . . . . .  ~,._,~} 
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oder, wenn man die Glieder mit ~M zusammenfal3t: 

(9a) 
�9 n - - m - - 1  n 

- -  a n - - m , n - - m + l  " / I n - - m , n - - m n - 2 . . . n  - -  �9 �9 �9 - -  a n - - r e ,  n "  " / J n - - m . T - 1  . . .  n - - l ,  n - - , ' ~ .  �9 

Aus (5a) und (9a) folgt dann 

(10) Au+;-~ X A, ...... +1 ..... ,,~__A,,_~.AM. 

(4b) folgt aus (6), da naeh (3) alle Summanden der Determinanten- 
entwieklung hSehstens gleich Null sind. 

(4c) folgt aus (10). Wir d i sku t i e ren  das Gle ichhei tsze ichen.  
Is t  A . . . . .  > 0, dann Nit  in (4e) das Ungleiehheitszeiehen, da naeh (3a) 
A~ > 0. Ist A._~ = 0 und gibt es in A M mindestens ein A. + 0, dann 
gilt in (3c) und fo]glich auch in (8) das Ungleichheitszeichen. Da wir ~ 
als nicht reduzierbar voraussetzen, muB mindestens ein an_.,.~ > 0 sein; 
es gilt also auch in (9) und folglich in (10) and (4c) das Ungleiehheits- 
zeichen. Sind schliel3lich alle A yon AM+I gleich Null, dann steht wegen (3c) 
iiberall in den Determinantenentwicklungen das Gleiehheitszeichen and 
folglich auch in (4c). 

Aus (10) folgt in Verbindung mit (4b) natfirlich AM+I ~ O. (4a) selbst, 
JM.1 > 0, wird weiter unten bewiesen. 

Fiir m = n - -  1 folgt: 

Jede ( n -  1)-reihige Determinante einer ( n -  1)-reihigen Matrix ist 
ihrem absoluten Betraxje nach hdchstens gleich dem (n--1)-reihigen 
Hauptminor, der in der Matrix vorkommt. Daraus ergibt sich fiir die 
n-reihige Determinante die Abschiitzung: 

(11)  A >_~Al.zl _ 1 

und aus der Diskussion des Gleiehheitszeichens fiir (4e) folgt, falls in A _  1 
mindestens ein A, =t= 0 ist: 

(12) z l  > A l . z l  _ 1. 

Gleiehang ( 11 ) gilt aueh flit reduzible Determinanten; Gleichung (12) 
gilt fiir reduzible Determinanten mtr dann, wenn 1. in dem grSl~ten irre- 
duziblen Haupgminor, der die erste Zeile enthiilt, mindestens ein A ~ 0 
(~, =~1) vorkommt; 2. z f  in irreduzible Hauptminoren zerfgllt, in denen 
mindestens je ein A ~= 0 ist. 

Wenn alle A, = 0 sind, ist natiirlich 
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Wenden wir diese Folgerungen auf AM+t an, indem wit A~+t in der 
Form der Determlnanf~ A schreiben und 

~ - - m - - 1  

J . = l  

setzen, dann sehen wir, dab A~+I nur dalm den Weft Null annehmen 
kann, wenn 

A n _ ~ + s  = 0 

ist. Da alle A,, a~, s ~--0 sh~d, folgt hieraus auBer 

A._, ,+s  = 0 
noch 

a._m+s, ~ = 0 
/~ = 1, 2 . . . . .  m + l  ' 

also wKre A reduzierbar, was gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist 

A~+~ > 0 (siehe (4a)).  

2. Wir wenden die bewiesenen Ungleichungen auf D e t e r m i n a n t e n  
aus  ganzen  Zah len  an and zeigen 

Sa tz  4. Wenn 

a) in A,, . ~ A , ~  2 ist; 
fi) in sdmttichen Hauptminoren /iir die .A die gteichen Voraus- 

setzungen gelten wie in A,, ]iir die A ;  dann ist 

(13) A n ~ . Z A . +  2 a ~ , . .  
y u ,  

Beweis. Wir k6nnen d i e  Zeilen und die Spalten so umordnen, dab 
A 1 4= 0 ist; daL~ (erner, wenn wit die erste Zeile und die erste Spalte fort- 
streichen, A e ~- A~ + aoz 4 = 0 ist, usw. Ist A,~ eine reduzible Determinante 
mit A,, 1, so gibt es in dem grSBt~n irreduziblen Hauptminor, der die 
erste Zeile yon A,~ enth~ilt, ein A~ 4 = 0 (j 4= m). Es ist dann naeh (11; 
and (12) 

A >A _i~_~A _t~-i fiir A t = l ,  
3 . > _ A ~ - A _ ~  fiir A 1 > 1 ,  

falls A n _ x > l  ist, also allgemein 

A n >~ A~ + A n_ i" 

Analog ist, fails A ~ > 1 ist, 

also 
A >A~.+A~.-{-  a~l + A ~ 

usf. Da nach Voraussetzung,A 1 > 1 ist, gilt also (13). 
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w 

Anwendung auf die Torsionszahlen der Knoten. 

1. Die Matrix der Exponenten aus den Relationen (16) des w 1 ist 
eine Determlnante yon der Art (1) des w 2. Die a ~ s ~ u  sind die An- 
zahlen der Uberkreuztmgen des Stranges 7z~, der die beiden Gebiete F x 
und F voneinander trennt. Die A sind die Anzahlen der Uberkreuzungen 
auf den Str'dngen, die F o begrenzen. -- Die . 4  ( n -  m < v ~ n ) f l i t  den 
Hauptminor aus den letzten m Zeilen sind die Anzahlen der Uberkreuzungen, 
welehe die Gebiete /~  (0 ~ ~ ~ n -- m) mit einem der Gebiete F,  ge- 
meinsam haben. 

Liegen immer au] den Strdngen, die einem geschlossenen Weg des 
Graphen ~ entspreehen, mindestens zwei D'berkreuzungen, so sind also 
gewifi ]fit die zugeh6rige Determinante die Voraussetzungen yon Satz 4 
er]i~llt und es ist also die Anzahl der Uberkreuzungen hdchstens gleich 
dem Produkt aus den Torsionszahlen des 

Liegt nun auf den Str~ingen, die einem 
entspreehen, nut eine Uberl~reuzmag, dann  

i m m e r  h e r a u s d r i l l e n ;  

Knotens in ~ der Gruppe ~ .  

gesehlossenen Weg des Graphen 
1-~l~t s ieh diese U b e r k r e u z u n g  
die Pro iektion bleibt alternierend. 

Fig. 6 a. 

Seien n~imlieh F ~  (v = 1, 2 . . . .  , r) die Gebiete, die yon 
einem geschlossenen Weg des Graphen ~ begrenzt werden 
(Fig. 6a). In E stSl~ d~nn ein Verzweigungsgebiet mit 
sich selbst zusammen. Wit drehen den Teil des Knotens, 
der F~, entspricht, um 180 ~ so, da$ die Verdrillung bei 
E verschwindet (Fig. 6b). In den Gebieten, die nicht zu 
F ~  gehSren, hat sieh nichts ge~indert. In / '~ ,  sind wegen 

der Drehung die Uberkreazungen in Unterkreuztmgen verwandelt worden; 
der Knoten liegt also bier wieder alternierend. Das gleiche gilt fiir die E 

benaehbarten Doppelpunkte. Der Knoten liegt also wieder 
/ 7_ (?"  f /_ alternierend. Die G e s a m t z a h l  der  U b e r k r e u z u n g e n  

der Knotenprojektion hat sich dabei um eins ve r r i nge r t .  
~ ~ / ~  - -  Diese Deformation der Knotenprojektion ~ihnelt 

iibrigens der auf S. 147 dieser Abhandlung angegebenen 
Deformation, wo der Fall ausgesehlossen wird, dab ein 

Fig. 6b. Strang je ein Gebiet F zweimal begrenzt. Naeh end l i eh  
v ie len  S e h r i t t e n  mi i ssen  wi t  also zu e i n e r K n o t e n -  

p r o j e k t i o n  ge langen ,  die die V o r a u s s e t z u n g e n  des obigen Sa tzes  
erf i i l l t ,  oder  zum Kreis.  

Insbesondere ist also die Minimalzahl m der Uberkreuzungen eines 
alternierenden Knotens h6cl~stenz gleich dem Produla der Torsionszahlen. 
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Der  Kreis  ha t  die Tors ionszah l  Eins. Soll also eine vorgegebene 
alternierende Pro.jektion die Projelction eines Kreises sein, dann mibssen 
sich in endlich vielen Schritten mit Hil]e des angege~enen Ver/ahrens die 
Uberkreuzungen herausdriUen lassen. 

In analoger Weise lSflt sich entscheiden, ob eine vorgegebene alter- 
nierende Projektion die Projelction einer Kleeblattschlinge ist. Denn das 
Produkt der Torsionszahlen hat fiir dieselbe den Weft 3. Die Minimalzahl 
der Uberkreuzungen muI~ also kleiner oder gleich 3, also 3 sein; und ein 
Knoten mit drei Oberkreuzungen ist eine Kleeblattschlinge. 

2. Ffir die n i c h t a t t e r n i e r e n d e n  Knoten erhiilt man nach (15a) 
des w 1 eine Determinante yon der Form ( 1 ) d e s  w 2, wenn man zul~l~t, 
dal] die a ~  mad die A~ auch nega t ive  Werte annehmen diirfen. H ie r  
ge l ten  die AbseMi tzungs fo rmeln  des w 2 n ich t  mehr. Die Deter- 
minante kann beliebige Werte annehmen. 

Nehmen wir beispielsweise einen nichtalternierenden Brezelknoten mit 
zwei Gebieten mad A bzw. B bzw. C Uberkreuzm~gen 

zahlauf denist einzelnen S~i~ngen (Fig. 7). Die Torsions- ? '  

i A + B  - - B I = A B  C ( A + B ) .  Fig. 7. 
', - - B  B - - C  I, 

Fiir A = B ~ 3 ,  C = 2  ist t = 3 .  Von diesem K n o t e n  g ib t  es 
i ibrigens keine a l t e r n i e r e n d e  P ro j ek t ion .  Giibe es niimlich eine 
alternierende Proiektion, so kSnnten wit sie mit I4Alfe der yon uns an- 
gegebenen Deformation in eine alternierende Proiektion re_it hSchstens drei 
Uberkreuzungen iiberfiihren. Der Knoten mii~te also mit der Kleeblatt- 
schlinge oder dem Kreis identisch sein. Das ist abet nicht der Fall, denn 
seine Gruppe ist v o n d e r  Gruppe der Kleeblattschlinge bzw. des Kreises 
versehieden. 

(Eingegangen am 3. 5. 1929.) 


