Uber die Torsionszahlen der alternierenden Knoten.

Von
Carl Bankwitz in Kénigsberg.

Im folgenden soll eine besondere Darstellung der Torsionszahlen des
zweifach iiberdeckten KnotenauBenraumes entwickelt werden.

Es ergibt sich: Die Torsionszahlen lassen sich als die Elementarteiler
von symmetrischen Determinanten darstellen (§ 1). Den Wert dieser
Determinanten kann man unter gewissen Voraussetzungen nach unten ab-
schitzen (§2). Man erhilt hieraus fiir die alternierenden Knoten den von
K. Reidemeister als Vermutung ausgesprochenen?)

Satz: ,Die Minimalanzahl der Uberkreuzungen der Projekiion eines
alternierenden. Knotens ist hochstens so grofl wie das Produkt seiner Tor-
stonszahlen® (§ 3).

§1.
Die Knotengruppe.

1. Vorgegeben sei irgendeine regulire?) Projektion eines gerichteten
Knotens. Die Projektion besteht aus n Doppelpunkten und 2n gerichteten
Strecken. Die gerichteten Strecken wollen wir Abschnitte nennen. Jeder
Abschnitt wird von zwei Doppelpunkten begrenzt. Die Projektionsebene
wird durch die Projektion in Gebiete I, die von den Abschnitten und den
Doppelpunkten begrenzt werden, eingeteilt. Bei einem Doppelpunkt stoBen
vier Gebiete, lings eines Abschnittes stoien zwei Gebiete aneinander.

Wir nehmen nun eine Einteilung der Gebiete I'in zwei Klassen
A und B derart vor, dal langs eines Abschnittes immer zwel Ge-
biete verschiedener Klassen aneinanderstofen. — Nehmen wir ein
Gebiet I',, etwa das Gebiet, in dem das unendlich Ferne der Projektions-
ebene liegt, willkiirlich zur Klasse 9. Die Gebiete I',, die mit I', einen

1y Herrn Reidemeister verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit.
%) K. Reidemeister, Hamburger Abhandlungen 1926, Heft 1/2, S. 24.
Mathem atische Apnalen. 103. 10
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Abschnitt gemeinsam haben, gehoren dann der Klasse B an. Die Gebiete,
die’ mit einem der Gebiete I', einen Abschritt gemeinsam haben, werden
wieder zur Klasse % gerechnet usw. Diese Einteilung ist widerspruchsfrei.
Ein Weg, der von einem Gebiet einer Klasse zu einem anderen Gebiet
derselben bzw. der anderen Klasse fiihrt, muf niimlich eine gerade bzw.
ungerade Anzahl von Punkten mit der Knotenprojektion gemeinsam haben
(Doppelpunkte zweifach gezdhlt). Wire die Einteilung nun widerspruchs-
voll, dann miiite also ein geschlossener Weg in der Projektionsebene eine
ungerade Anzahl von Punkten mit der Knotenprojektion gemeinsam haben.
Dies ist aber nicht der Fall. Deformieren wir nimlich den geschlossenen
Weg itber einen Abschnitt. oder iiber einen Doppelpunkt, dann #ndert sich
die Anzahl der mit der Knotenprojektion gemeinsamen Punkte um 0, -+ 2
bzw. + 4. Wir kénnen nun den Weg so deformieren, dal er ganz inner-
halb eines Gebietes liegt, also keinen Punkt mit der Knotenpro]ektxon ge-
meinsam hat.

An den Doppelpunkten liegen sich zwei Gebiete . jeder. Kla.sse kreuz-
weise gegeniiber.

Wir wihlen nun in jedem Gebiet der Klasse % einen Grundpunkt
und verbinden die Grundpunkte von je zwel an einem Doppelpunkte sich
gegeniiberliegenden Gebieten durch einen einfachen Streckenzug, der
durch den Doppelpunkt hindurchgeht. Die Gesamtheit der Streckenziige
und der Grundpunkte bilden einen ebenen Graphen ().

Wir unterscheiden zwischen eigentlichen und uneigentlichen Grand-
punkten. Einen Grundpunkt wollen wir uneigentlich nennen, wenn von ihm
hchstens zwei Streckenziige ausgehen. Ein Grundpunkt soll eigentlich
heilen, wenn mindestens drei Streckenziige von ihm ausgehen.

Geht von' einem Grundpunkt nur ein Streckenzug aus, d.h. liegt an

einem Gebiet der Klasse B nur ein Doppelpunkt, dann kénnen wir durch
eine elementare Umformung des Kno-

C - tens?®) diesen Doppelpunkt beseitigen, -
' Die Anzahl der Gebiete und die An-

zahl der Doppelpunkte vermindert sich
dabei um Je eins (Fig. 1). -Wir kénnen
demnach immer erreichen, daf die Grundpunkte dieser Art nicht mehr in
der Projektion vorkommen.

Stoflen an einem Grundpunkt genau zwei Streckenziige aneinander, so
wollen wir die beiden Streckenziige miteinander vereinigen und den Grund-
punkt zam Streckenzug hinzurechnen.

Fig. 1.

%) J. W. Alexander, Transactions of the American Mathematical Society, 30, Nr. 2,
April 1928 — K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 1926, S. 25-28.
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Der Graph € besteht dann nur noch aus Streckenziigen (im erweiterten
Sinn!) und aus eigentlichen Grundpunkten. Das Gebiet, in dem em eigent-
licher Grundpunkt liegt, wollen wir Verzweigungsgebiet nennen.

In der Knotenprojektion entsprechen dann den Streckenziigen des
Graphen die Projektionen von Zweierzépfen*). Die Endstrecken der Zweier-
zopfe sind so miteinander verkniipft, da in der Knotenprojektion
keine neuen Doppelpunkte hinzukommen. Die Endstrecken bestehen
aus den Abschnitten, die die Verzweigungsgebiete begrenzen.

Die Zweierzopfe kionnen wir so deformieren, daB in der.Projektion /1
Unter- und Uberkreuzungen miteinander abwechseln (Fig. 2). Fig. 2.

Hat die Projektion eines Zweierzopfes nach dieser Deformation keine
Uberkreuzungen mehr, so wollen wir den entsprechenden Streckenzug mit
seinen beiden Grundpunkten zu einem Grundpunkt zusammenziehen und die
beiden entsprechenden Verzweigungsgebiete zu einem Verzweigungsgebiet
vereinigen. Die Projektion des Zweierzopfes geht i die Berandung des
Verzweigungsgebietes iiber; der Knoten setzt sich dann also aus alternie-
renden Zweierzopfen mit mindestens je einer Uberkreuzung zusammen.

So soll im folgenden jede Knotenprojektion aufgefaBt werden. Die
Zweierzopfe einschlieBlich der von ihnen begrenzten Gebiete der Klasse B
und eines Teiles der zugehorigen Verzweigungsgebiete sollen Stringe (y, )
heiBen. Die Gebiete der Klasse U nennen wir im folgenden kurz Ge-
biete (I',). Der Strang y,, soll die Gebiete I, und I', voneinander
trennen.

Wir konnen den Fall i = u ausschlieen. 2 = 4 bedeutet geometrisch,
daB in der Begrenzung des Gebietes I', der Strang y,, ) .
zweimal auftritt. Die Knotenprojektion besteht in /\__,\\_
diesem Fall aus zwei Teilen (Fig. 8), die durch den (\ /_\'\
Strang y,, miteinander verkniipft sind. Drehen wir ) ¢ yar
nun den einen Teil in einem bestimmten Sinn um &/\/ A
eine Achse, die mit dem y, , entsprechenden Strecken- \ e
zug des Graphen € zusammenfallt, so oft um 1809, Fig. 3.
als auf p;, Uberkreuzungen liegen, dann hat y,,
keine Uberkreuzungen mehr und kann daher zur Berandung eines Verzwei-
gungsgebietes gerechnet werden.

2, Wir stellen jetzt die Fundamentalgruppe des Knotens auf
Die aufeinanderfolgenden Abschnitte der Knotenprojektion von einer Unter-
kreuzung bis zur nichsten werden zu einer Fundamentalstrecke zu-
sammengefaBt. Den Fundamentalstrecken wird formal ein System von Er-
zeugenden C, zugeordnet. - Gehdrt aber eine Fundamentalstrecke mehr als

%) E. Artin, Hamb. Abhandl. 4, 1925, pg. 47—72.
10%
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zwei Stringen an, dann zerlegen wir sie in Teilstrecken derart, daB jede
Teilstrecke genau zwei Stringen angehort. In diesem Fall ordnen wir jeder
Teilstrecke ein besonderes C, zu.

Die C, entsprechen in der Fundamentalgruppe den geschlossenen Wegen,
die eine zugehorige Fundamentalstrecke in einem positiv vorgegebenen Sinn
umlaufen®). Die Projektion des Punktes, von dem die geschlossenen Wege
ausgehen, moge dabei in das Gebiet Iy — das AuBlere der Knotenprojektion —
fallen. Jedem Weg liBt sich in bestimmter Weise ein Potenzprodukt in
den C, zuordnen.

Wir kénnen diese Wege geometrisch auch folgendermaBen kennzeichnen:
Zwischen den beiden Teilen des Knotens, die zu einem Strang gehoren,
spannen wir eine schlichte Fliche, ein Band. Dieses Band verwindet sich
in der Langsrichtung so oft um 1809 als der Strang Doppelpunkte hat.
Den Strang kénnen wir als die Projektion des Bandes ansehen. Die Binder
werden nun in der Weise miteinander verkniipft, wie es die Verzweigungs-
geblete der Knotenprojektion vorschreiben. Es entsteht dann eine mehr-
fach zusammenhingende einseitige, vom Knoten berandete Fliche.

Die O, entsprechen solchen geschlossenen Wegen, die diese Fliche ge-
nau einmal durchsetzen.

Die Relationen zwischen den O, erhalten wir bekanntlich®), indem wir die
Doppelpunkte der Knotenprojektion in einem kleinen Kreis umlaufen. Diese
Relationen sind von der Gestalt:

(1) 01+1=0:0},C;é (‘S:il)
und
(2) Cn-’rl:Cn’

wenn O, C, ., zwei aneinanderstofenden Teilfundamentalstrecken ent-
sprechen,

8. Unser Ziel in diesem Paragraphen ist es nun, eine andere Dar-
stellung dieser Gruppe zu geben, und zwar durch Erzeugende und
Relationen, die sich enger an die von uns beschriebene Auffas-
sung der Knotenprojektion anschlieBt.

Wir nehmen zunichst eime Erweiterung zweiter Art?) der Knoten-
gruppe vor. Die Elemente S, « der Fundamentalgruppe, die einmaligen Um-
schlingungen der Stringe y, . In einem beliehigen aber festen Sinne ent-
sprechen, werden als Erzeugende zur Fundamentalgruppe hinzugenommen.

®) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 14.
¢) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 8-23.
) H. Tietze, Mon. f. Math. u. Phys., 19, S.65—77.
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Dem Strang y,, seien die Erzeugenden Ca, § [
01], 0114‘1’ ey Czl+r, 5"17'7‘/&5/"1”
0:“1’ Cf‘x+1'...’ C")+r U
zugeordnet (Fig. 4). Jedem Doppelpunkt des Stranges ent- Cisr Gugrr

spricht eine der Relationen (1). Fig. 4.
Es ist ferner

(3a) 8ip= 0;,;" O:f‘ = 0:f+1 Ci.a,l T 0;. +r Cu,+r (g8, = £1),

wenn der Strang y,, 27 Doppelpunkte hat, und

(3b) Siu= 081 0. y = 042‘+r+1 Ci?-i-r ’

wenn der Strang 2r 41 Doppelpunkte hat. Die Relationen (3) sind dabei
bis auf eine, etwa S;,= O;f- O’;f‘, Folgerelationen dieser beibehaltenen Re-
lationen und der Relationen (1) bzw. (2).

Wir wollen nun durch Reduktionen zweiter Art diejenigen C, aus-
driicken, welche Fundamentalstrecken zugeordnet sind, die nicht Enden eines
Stranges sind. Es folgt aus (1) unter Beriicksichtigung der Relationen (3)

Cie1= 81,01, 814,

(4a) Ciyre =814 Crir 87 = 854 €1, 87"

Ciyir = 815 C1, Syt s

(o=1...r bzw. r+ 1)
Cos1=285,.C. 85,

(4b) Crre = 8ir Cu, 8127,

Crir =82 Cu, 81"
Umgekehrt folgen aus der Definition von 8;, und aus (4a) und (4b)
die Relationen (1)
Wir konnen jetzt Cj 1o, Cuyrp (0 =1...7r—1) eliminieren. Die Re-
lationen (4a) bzw. (4b) fallen dann bis auf die jeweils letzte heraus. Bei
dem Strang y;, werden also nur noch die Erzeugenden

Ol,: 0,11,: Oll-iv'r) 0y1+r (bZW. Gu,+7‘+l)
und 8;, beibehalten. Zwischen ihnen bestehen die Relationen
(5a) “—C’EZC"“ Cix O

Litr Tt

und analog fir C

ute

und

On+r = 8150, 817,
(ﬁa) 13+ i g7

re -_t
Choir = 855 CL 8¢
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bzw.
(Sb) S - CCIC:;’: = u;+TT10:-1+7‘
und »
Covr =81, C; ‘S_:E’
(6b) 2+ 20 U, 1,

Cy,-{-r—i—l - S(r+1)£c,[‘l S}:—#(r-fl)s’
dabei ist je eine der Relationen (5a), (5b) Folgerelation der anderen
Relation (5a), (5b) und der Relationen (6a), (6b).

Mit Hilfe von (5b) formen wir die Relationen (6b) noch etwas um.
Wenn etwa ¢ =¢, =¢, = -1 ist, schreiben wir
Cer == 8L CLSEL
Cpyer = 853 CISI
entsprechend in den anderen moglichen Fillen. Alsdann begrenzen C; .,
und C,,, sowie C,, +, und C; je dasselbe Gebiet I'.

(6¢)

AR Das Gebiet I, sei von den Striingen y,, ... 7,..,
%/\\/\\/\\/\\/ & begrenzt (Fig. 5).0

II«,§ 7o) §ym., Wir diskutieren den Fall, daB Sov, = 2354,

s\é‘\/\%\/ K (A=1...m—1) Uberkreuzungen auf y,,, und

L, A Spry == ‘)sn,m + 1 Uberkreuzungen auf y,,  liegen.

Fig. 5 Co, (w=1...m) entspreche einer Fun-

damentalstrecke, die zwei aufeinanderfolgenden
Stringen y,,, ., Ye», angehdrt und I', begrenzt. Es ist dann nach (5a)

.3 ~e, .8
Cp, = S::: en.(C, - SO:;‘H (3208
&, 5, .. —-c -8
== SQ;: 9’~~002-SM*= e
$

7a _ a"éo’_ :-E,‘,_ Q5,3 QT .
( ) _—Sg:: ory Se:: en 00‘ ng:‘ [<x 4% ng:z 07’

]]S i Foru. - ][S V,u Fov

—mi

und nach (6¢) (e, = +1)

(T) G iyt TS w5 TS o w0
p=m- 18

Umgekehrt folgen die Relationen (6), dJe den I', begrenzenden Funda-
mentalstrecken entsprechen, aus den Relationen (7a) und (7) und kénnen
daher fortgelassen werden. Die Ausdriicke (7a) fiir die Ce, denken wir
uns in (5a) bzw. (5b) eingesetzt; dann kénnen die Relationen (7a) und
damit die Erzeugenden Cp, (u 4 1) fortgelassen werden. Analoges ergibt
sich fiir den Fall, daB auf mehreren Stringen eine ungerade Anzahl von
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Uberkreuzungen liegen. Jedem Strang y,,. enispricht jelzt also eine Er-
zeugende S;, und jedem Gebiet I', eine Erzeugende C, = G,. Die Rela-
tionen (7) wollen wir Gebietsrelationen nennen.

Die Relationen (5) ordnen wir so an:

An dem Verzweigungsgebiet X, mogen die Fundameutalstrecken liegen,
denen die Erzeugenden C,,...C,, in zyklischer Folge zugeordnet sind.
Dabei - kommen alle Relationen (5a) bzw. (5b) je einmal vor, wenn alle
Verzweigungsgebiete E, umlaufen werden. Es ist nach (5)

C—sal 05(2 . Sc,l
Gy

Ayay?

() e e e
C' iy 10 on ES S ln—l

G-y Ap-rin

C "o ov:-s;in.
Gn ")

Aus (8) folgt ’
(3a) S 8% ., 8ty i =1,

Ayha T Aghs Ap-rhn Az

Eine der Relationen (8) — etwa die letzte — konnen wir durch (8a) er-
setzen. Die C, in (8) seien durch die Relationen (7a) erklirt.

4. Wir wollen zeigen, daB die G, bis auf eines durch Reduktionen
zweiter Art eliminiert und allein die Relationen (8a) beibehalten
werden kdnnen.

Die Knotenprojektion habe e Verzweigungsgebiete, k Stringe und
f Gebiete (ausschlieflich I'j). Es ist dann nach dem Eulerschen Satz
{93 e+-f=k+1.

Wir legen in jedem Gebiet I', einen Punkt P, fest. Ein Punkt,
etwa P,, soll ausgezeichnet werden. Die Punkte P, der I', benachbarten
Gebiete I', verbinden wir durch Streckenziige mit P, so, dafl ein Strecken-
zug nur Punkte des Stranges y,, mit der Knotenprojektion gemeinsam
hat. Grenzt aber ein Gebiet I'; lings mehreren Strangen an I'y, dann wird
nur ein Streckenzug von P, nach P, willkiirlich festgelegt. Wir nehmen
dann die Gebiete I';, die einem Gebiet I, benachbart sind. Die Punkte Py
verbinden wir in derselben Weise mit P, , wie P, mit P, mit Ausnahme
derjenigen Punkte P, zu denen schon ein Streckenzug hinfiihrt. Wir fahren
so fort, bis zu jedem P, ein Streckenzug fiihrt. Hierdurch wird ein Weg
von P, aus zu jedem Gebiet in eindeutiger Weise festgelegt. Die Gesamt-
heit dieser Streckenziige bildet einen Baum 3B,. Es entspricht
jedem Gebiet I', eine gerichtete Strecke und umgekehrt. Die
Streckenziige schneiden insgesamt also f Stringe je einmal
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Von den diesen Strangen zugeordneten Relationen (8) wird je eine
— nach (5) gehdren zu jedem Strang vorliufig 2 Relationen, wovon aber
die eine iiberfliissig ist — beibehalten.

Nach (9) werden von den Streckenziigen k — f= e — 1 Stréinge nicht
geschnitten. Diesen Strangen kénnen wir als Ersatz fiir die Rela-
tionen (5) (e —1) Relationen (8a) zuordnen. Nehmen wir namlich
die von den Streckenziigen des Baumes %, geschnittenen Streckenziige des
Graphen € (der ja die Knotenprojektion repriisentiert) aus dem Graphen
heraus, dann bleibt ein Baum B, iibrig. Wire B, kein Baum, dann
miilte man auf mindestens zwei verschiedenen Wegen von einem Eck-
punkt €, zu einem anderen Eckpunkt @, gelangen konnen. Diese Wege
wiirden dann mindestens ein Gebiet I' einschlieBen, in das der Baum B,
nicht hineinragt. Ebenso kann B, nicht in zwei Teile zerfallen; denn dann
gibe es in B, mindestens einen geschlossenen Weg, was nach der Definition
von B, nicht moglich ist. Orientieren wir B,, so endet jede Strecke von
B, in einer bestimmten Ecke von $B,. Fiir die (e — 1) Stringe, die den
Strecken des Baumes %, entsprechen, nehmen wir dann als Relationen (5a)
die den Ecken entsprechenden Relationen (8a).. Behalten wir alle ¢ Rela-
tionen (8a) bei, so ist eine Relation Folgerelation der iibrigen.

Wir kénnen nun die G, mit Hilfe der beibehaltenen Relationen (8)
durch G, und durch die S;, in eindeutiger Weise bestimmen, wenn wir
die Reduktion so durchfiihren, wie es die von P, ausgehenden Strecken-
ziige vorschreiben. Um etwa &, zu eliminieren, zeichnen wir im Baum B,
den (eindeutig bestimmten) Weg, der von P, nach P, hinfiihrt. Den Strecken-
ziigen dieses Weges entspricht eine Folge von eindeutig bestimmten Rela-
tionen (8), welche durch die Si. und G, ausgedriickt, die Form haben:

(8b) Gy=L,G,L,, L,=0L/(8,) B+y).
Ich kann daraus einen wohlbestimmten Ausdruck fiir G,
(8¢c) G,= MG, M,, MV=M7(SZ;A)

ableiten. Umgekehrt folgen die Relationen (8b) und (8) aus den Rela-
tionen (8c). ’

Setzen wir diese Werte in die Gebietsrelationen (6) ein, dann diirfen
die Relationen (8¢) fortgelassen werden. Die Knotengruppe hat also nur
noch die Erzeugenden G, und 8;,. Zwischen thnen bestehen die Gebiets-
und. die Eckrelationen. »

5. Den Weg von P, nach einem P, lings den Streckenziigen des
Baumes B, kénnen wir in der Fundamentalgruppe einem Weg L_ zuordnen,
der von P, kommend unter dem Knoten liuft, durch das Gebiet I', einmal
hindurchgeht und oberhalb des Knotens nach P, zuriickfiihri. Nehmen wir
speziell enen Weg Py P, P, ... P, ; und setzen
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L., =83,
(10) Lo, =8, 8.%,

Lo, = 8;a 8% ... 8o

Cn—1¢n

Aus (10) folgt

£,
So:: = La,,
o, — -1
( 11 ) S“x ay La’ Lal ?
fay =
San—xan La” Opy "

Fiihren wir fiir alle Streckenziige des Baumes P, die Elemente L
ein, so entspricht jedem Gebiet I', ein Element Z,, und es ist allgemein
L;-8; i =1L,,

also
(12) 8=L, L,
wie sich aus (10) bzw. (11) und den Eckrelationen (8a) ergibt.

Wir fiilhren nun die L, mittels der Relationen (11) und (12) fiir S;,,
in die Relationen ein. Die Eckrelationen verschwinden identisch. Die Re-
lationen (12), die Folgerelationen der Eckrelationen sind, verschwinden
auch identisch; ebenfalls schlieBlich die Relationen (11).

Die Reduktion ist jetzt beendet. Die Knotengruppe wird dargestells
durch die Erzeugenden G, und L,. Zwischen thnen bestehen die Gebiets-
relationen
(18)  @= I (L L) Cen ) g T (L, L) e

=m
wo die G, durch (8c) als Produkte aus Go und §;, bestimmt sind. Es
ist [1] =0 oder 1, je nachdem Sov, = 2840, oder = 25,,, + 1L &, ist
die Anzahl der Uberkreuzungen des Stranges Yory: Es ist L= 1. Die G,
lassen sich nach (1) als Transformierte von G, schreiben: G,=M, Go M, .

Wir beschrinken uns im folgenden auf alternierende Knoten,
d. h. wir nehmen an, daB beim Durchlaufen der Knotenprojektion Unter-
und Uberkreuzungen miteinander abwechseln. Die Stringe um ein Gebiet I”
smd in diesem Fall alle in gleichem Sinn verdnllt Daraus folgt, dal alle

in (13) einander gleich sind.

6. Die Gruppe ®,5) des zweifachen Uberlagerungsraumes des Knotens
hat als Erzeugende

(14) L, G LG =L und [Gs].

) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), 8. 19 wusf.
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Die Relationen erhilt man, indem man (13) und die mit G, trans-
formierten Relationen (13) durch die Erzeugenden (14) ausdriickt.
Machen wir diese Gruppe abelsch und setzen wir [G5] =1, dann ist

Gi=1 und G, MG,= G MG, = M,
wo M zu R, gehort. Es ist daher

L=L",
und die Relationen, die man aus (13) erhilt, sind:
(15) (Lo Li'Yen .. (L, Lyt)%e% = 1.

Grenzen zwel Gebiete I, n, lings mehreren Stringen y,,, ... /(e’,i mit
den Uberkreuzungen s,,, ... sgi,)‘ aneinander, dann kémnen wir in (15)
(3) —psl L RN .
. )[Z 1(L:, .L’f‘ )¢« natiirlich zu (Z, L, )1°¢"s zusammenfassen. Diese Zusam-
menfassung sei in (15) bereits vorgenommen, dann bedeutet Sov, die Ge-
samtanzahl von Uberkreuzungen auf den Stringen, welche I,
und F,# voneinander trennen.

Bei einem nicht-alternierenden Knoten wiirde man analog die Relationen

(153) (LQ L;l)‘rlsgvl . (Lg L;;nl)t,,mse,m =1
erhalten.
Die Relationen (15) kdnnen wir auch so schreiben:

3 sow
(16) LS Lsen | Ltem = 1.

Dabei kénnen mehrere L,, gleich L, =1 sein. Das ist immer dann
der Fall, wenn ein Strang oder mehrere Stringe eines Gebietes zum Rand
von I, gehbren.

Die I', entsprechende Relation lautet:

(16a) L% Lg% =1,

7. Es moge noch darauf hingewiesen werden, daf in der Auszeichnung
von I'y eine Willkiir enthalten ist. Wir haben bei der Aufstellung der
Fundamentalgruppe vorausgesetzt, daB der Punkt, von dem die Wege der
Fundamentalgruppe ausgehen, in der Projektionsebene in I'; liegt. Wir
konnen diesen Punkt natiirlich auch innerhalb eines anderen Gebietes I,
annehmen. Dann bilden die Stringe dieses Gebietes den Rand.

Die aus den Exponenten der Relationen (16) gebildete Matrix hat
(e +1) Zeilen und e Kolonnen. Wir konnen die Zeilen so anordnen, daf
die Glieder Zse,y die Hauptdiagonale der aus den e ersten Zeilen ge-
bildeten Determinante besetzen.. Die Exponenten der Relation (16a) stehen
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dann in der letzten Zeile der Matrix. Die Summe der Glieder jeder Kolonne
ist Null. Folglich kann eine Zeile, also etwa die letate, fortgelassen werden.

Man erkennt dann, da threr Bedeutung nach s,,, =s,,, ist, dal die
so entstehende e-reihige Determinante symmetrisch ist.

§2.
Uber Determinanten.

1. Wir beweisen einige Sitze iiber Determinanten, die .folgende Ge-
stalt haben:

A‘l R Zau Ay Qin
; — Gy A‘.‘ =+ -Za‘lv ‘ a‘Jn
(1) N
]
- anl An RE Zanv

Dabei sollen die 4,, @, 2 0 sein. Ya,, bedeute Zai, mit a;;, = 0.
=1

Diejenigen Unterdeterminanten von 4,, deren Haul;tdiagonale nur aus
Gliedern der Hauptdiagonalen von A_ bestehen, bezeichnen wir als Haupt-
minoren. Die Hauptminoren sind wieder Determinanten von derselben
Gestalt wie 4, .

Sind die @, von 4, die in der i-, u-, -, ...-ten Reihe stehen, bis
auf die Glieder, die in dem zugehdrigen Hauptminor stehen, simtlich gleich
Null, dann kann man 4, als Produkt von zwei Hauptminoren darstellen.

Beispielsweise ist

3 0 —1
, - J
0 2 0 =2 :
S T |

-1 0 1

Diese Hauptminoren kann man u. U. weiter zerlegen und man wird
schlieBlich 4, als ein Produkt von einer Anzakl von Hauptminoren 4,, die
sich nicht weiter auf diese Art zerlegen lassen, erhalten. Die 4, wollen wir
irreduzibel“ nennen.

Wir nehmen jetzt an, 4, sei irreduzibel. m Zeilen der Determi-
nante bilden eine Matrix mit m Zeilen und » Spalten. In ihr kommt ge-
nau ein sm-reihiger Hauptminor vor.

Ersetzt man eine Kolonne des m-reihigen Hauptminors nacheinander
-durch die iibrigen Kolonnen der Matrix, dann erhélt man (n — m) De-
terminanten der Matrix, die eine Schar m-reihiger Nebenminoren ge-
nannt werden soll. Wir beweisen nun die Sitze:

Satz 1. Der Houpiminor ist >0 (m < n).

Satz 2. Jeder Nebenminor ist < 0.
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Satz 3. Der absolute Betrag der Summe der (n — m) Nebenminoren
esner Schar ist hichstens gleich dem Hauptminor.

Zusatz. Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn simtliche A,, die in
der Matrixz vorkommen, gleich Null sind.

Diese Sitze stehen iibrigens in engem Zusammenhang mit den Ergeb-
nissen von Perron und Frobenius iiber Matrizen mit positiven Elementen?®).

Beweis. Die Sitze sind richtig fiir m = 1. Sie seien richtig fiir
m Zeilen (m < n—1). Wir béweisen sie fiir (m + 1) Zeilen.

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir die letzten (m +- 1) Zeilen durch-
zufithren. Wir konnen uns auBlerdem auf den Fall beschrinken, da8 die
erste Kolonne des (m -{- 1)-reihigen Hauptminors durch die iibrigen Kolonnen
ersetzt wird. Denn durch Vertauschung der »-ten Zeile mit der u-ten
Zeile und der »-ten Spalte mit der u-ten Spalte (u,v=1,2,..., n) kann
jede Zeile von 4, nach unten und jede Spalte nach rechts gebracht wer-
den, ohne daf Struktur und Vorzeichen der Determinante und der Minoren
verdndert wird.

Wir betrachten also die Matrix

—an—m,l “'An-m+ 2an~m,v’ ._an~m,n—-m-l-1 “ee _a’n—m,n h
- an—m+),1"' —an—m+1,n—m’ An—m+1 +2an-m+1,v"'—'an—m+l,n “
(2) :‘ ..................................... ]I-
Hoe e e e e e e e e L L L e e e e e e e s e i
!I a’n 1 an,n—-m an,n~m+1 An +2an,r 1!

Mit 4; ... wollen wir den Minor bezeichnen, der aus der A, u, »...-ten
Kolonne der angegebenen Matrix gebildet wird. Die m-reihigen Minoren
werden nur den letzten m Zeilen der Matrix entnommen. Ferner soll der
m-reihige Hauptminor mit 4y, der (m —+ 1)-reihige Hauptminor mit Ay, ,
bezeichnet werden.

Nach Voraussetzung ist nun:

(3a) dy >0,
‘ Av,m.-—m-}—?...n é 0
(3b) An—m+1,v,n—m+3...n§0 (2’:] n_m),

R—1R

A_‘:;idv,'ﬂ.—m-l-?;..n, é AM;
(3¢) -~
' 2 [ dn-mit,mnemss...n| < Ay usW.

®) Vgl. G. Frobenius, Berl. Ber, 1908, XXVI, 8. 471—476.
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Dabei gilt das Gleichheitszeichen in (3¢) nur dann, wenn alle 4, von Ay
gleich Null sind.

Behauptet wird:

(43) AM-}-I >0’

(4b) A n-mi1..a 20 (P=1...n—m-+1),
a—m+1

(40) _4_?1 IA;,n—m+1...n|§ Apir.

Das Gleichheitszeichen gilt in (4c) nur dann, wenn alle A, von Ay,
gleich Null sind. ‘

Zum Beweis entwickeln wir die (m --1)-reihigen Minoren nach der
ersten Zeile der Matrix (2). Es ist dann:

v .
(0) AM+1=(An—mT2an—-m,v)'AM
T G, w1 An—m,n——m-*—'z‘..n it an—m,n—m+2'An-m,n—m+1.n—m+3 an
n
B i (_ 1) 'an—'m,'n'An—m...n—l
oder

(53) Ay = (An——m + Zan—m.v)'AM +Gpmn-mit dpema—miz...n
+ Gpomn-mi2 dn-mttn—mn—m+3...n
+ oot Qe da—mit =1 n—m -
Andererseits ist:
(6) Aynemttn=—COpm5 s F Cen-m+1" D n—mr2.. 0

+ .o + Ap—m, 0 An——m+1 ceen—=1,7%
und, demnach

n—m-—1 n—m—1

K

(7) _2 A;,n—m+1...n: . a'n—m,i'AM
¥y =1 y=1
n-—m-1 n—m—1
+ Qp—m,n—m+1"° P jl AF.n—m+2 e + e a/n—m,n' _2 An-m+1 e
y= =1
Nach (3c¢) ist
n—m—1
(\8) - < _21 AF,n—m+2...n) é Ay + dyemin-me2...n
y=

n—m—1
- ( 2 An—m+l,¥.n—m+3...n> é Ay -+ An--m+1,-n—m,n-—m+3...n UsSwW.
=1 ‘

Fir (7) kann man folglich schreiben:
n—m—1 n—m—1
(9> _2 A;,n—m+1...ng - 2 an—mx)T'AM
r=1 =1

+ aﬂ—m,n—m+1 {_ AM - An—m,n—m{—?.‘.n} + e

+Grmn {"' Ay — An—m+1...n—1,n—m}
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oder, wenn man die Glieder mit 4,, zusammenfalt:

n—m—1 2
(93) 2 Av n—m+1...n 2 - Zan—m,v'AM
b »=1
- an—m,n—m+1‘A'n—-m,n—m-‘r:’...n T T @y wt An—m-‘rl e~ m—r
Aus (5a) und (9a) folgt dann
‘ n—m—1
(10) AM+1 + ‘_7 AT-.n—m-:—l....,ngAn—m‘AM-

v=1

(4b) folgt aus (6), da nach (3) alle Summanden der Determinanten-
entwicklung hochstens gleich Null sind.

(4c) folgt aus (10). Wir diskutieren das Gleichheitszeichen.
Ist 4, ,, >0, dann gilt in (4c) das Ungleichheitszeichen, da nach (3a)
dy>0. Ist 4,_, =0 und gibt es in 4y mindestens ein 4, &= 0, dann
gilt m (3¢) und fo]glich auch in (8) das Ungleichheitszeichen. Da wir J,
als nicht reduzierbar voraussetzen, muB mindestens ein a,_ m,» >0 sein;
es gilt also auch in (9) und folglich in (10) und (4c¢) das Unglelchhelts—
zeichen. Sind schlieBlich alle 4, von 4y, gleich Null, dann steht wegen (3¢)
iiberall in den Determinantenentwicklungen das Gleichheitszeichen und
folglich auch in (4¢).

Aus (10) folgt in Verbindung mit (4b) natiirlich 4y ., > 0. (4a) selbst,
Ayiy > 0, wird weiter unten bewiesen.

Fir m —=n — 1 folgt:

Jede (n — 1)-rethige Determinante einer (n — 1)-reshigen Matriz ist
threm absoluten Betrage nach hichstens gleich dem (n —1)-reshigen
Hauptminor, der in der Matrixz vorkommi. Daraus ergibt sich fiir die
n-rethige Determinante die Abschitzung:

(11} Akg An'An—:l

und aus der Diskussion des Gleichheitszeichens fiir (4¢) folgt, falls in 4, _|
mindestens ein 4, 4 0 ist:

(12) 4,>4,-4,_,.

Gleichung (11) gilt auch fiir reduzible Determinanten; Gleichung‘(IQ)
gilt fir reduzible Determinanten nur dann, wenn 1. in dem groBten irre-
duziblen Havptminor, der die erste Zeile enthilt, mindestens ein A4, + 0
(»+1) vorkommt; 2. 4, in irreduzible Hauptminoren zerfillt, in denen
mindestens je ein A4, 4= 0 ist.

Wenn alle 4, = 0 sind, ist natiirlich

/'/]n = 0.
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Wenden wir diese Folgerungen auf Ay, an, indem wir 4y, in der
Form der Determinante 4, schreiben und

A—m—1 _
An—m+y+ 1% a’n—-m+p,l=An—m+|u

setzen, dann sehen wir, dall A4y .; nur dann den Wert Null annehmen
kann, wenn

jn——m-*—,u:()
ist. Da alle 4,,a, , =0 sind, folgt hieraus auller
A, =0
noch . _
Ai=1,2,....m—1
a’n—'m-&—/a,).:o ( . )’
#_1:2:'-'>m+1

also wire 4, reduzierbar, was gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist
Ay, >0 (siehe (43)).

2. Wir wenden die bewiesenen Ungleichungen auf Determinanten
aus ganzen Zahlen an und zeigen

Satz 4. Wenn

a)in 4, A, >2 ist;

B) in simtlichen Hauptminoren fir die A, die gleichen Voraus-
setzungen gelten wie in A_ fir die A,; dann ist

u>r
(13) AngZAy+2ayr'

Beweis. Wir konnen die Zeilen und die Spalten so umordnen, dall
A, +0 ist; daR ferner, wenn wir die erste Zeile und die erste Spalte fort-
streichen, A, = A, + a,, &0 ist, usw. Ist 4, eine reduzible Determinante
mit fIm =1, so gibt es in dem groBten irreduziblen Hauptminor, der die
erste Zeile von A, enthilt, ein A; 40 (j 4+ m). Es ist dann nach (11,

und (12) A oed 4
n

a4, 41 fir 4 =1,
4,>4,-4,_, fir 4,>1,
falls 4, ' >'1 ist, also allgemein
4,24, +4,_,.
Analog ist, falls 4, _, >1 ist,
An—-l 2"{2 -+ An—e = A‘z + Q) + An—s!
also

4,24, +4,+a,+ An-‘:
~usf. Da nach Voraussetzung 4, > 1 ist, gilt also (13).
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§3.
Anwendung auf die Torsionszahlen der Knoten.

1. Die Matrix der Exponenten aus den Relationen (16) des §1 ist
eine Determinante von der Art (1) des § 2. Die a;,=8;, sind die An-
zahlen der Uberkreuzungen des Stranges y, x» der die beiden Gebiete I',
und I', voneinander trennt. Die A4, sind die Anzahlen der Uberkreuzungen
auf den Stringen, die I', begrenzen. — Die 4, (n —m < » < =) fiir den
Hauptminor aus den letzten m Zeilen sind die Anzahlen der Uberkreuzungen,
welche die Gebiete I’ (0 < u <n—m) mit einem der Gebiete I, ge-
meinsam haben.

Liegen immer auf den Stringen, die einem geschlossenen Weg des
Graphen € entsprechen, mindestens zwei Uberkreuzungen, so sind also
gewifS flir die zugehorige Determinante die Voraussetzungen vom Saiz 4
erfillt und es ist also die Anzahl der Uberkreuzungen hichstens gleich
dem Produkt aus den Torsionszahlen des Knotens in der Gruppe §&,.

Liegt nun auf den Stringen, die einem geschlossenen Weg des Graphen §
entsprechen, nur eine Uberkreuzung, dann 148t sich diese Uberkreuzung

immer herausdrillen; die Projektion bleibt alternierend.
\/if Seien ndmlich I, (v=1,2,...,r) die Gebiete, die von
/“\/—— einem geschlossenen Weg des Graphen & begrenzt werden

7
g

L, (Fig. 6a). In Z st6Bt dann ein Verzweigungsgebiet mit
Q_’ J/ sich selbst zusammen. Wir drehen den Teil des Knotens,
T der I';, entspricht, um 180° so, daB die Verdrillung bei

Fig. 6a. E verschwindet (Fig. 6b). In den Gebieten, die nicht zu
I., gehdren, hat sich nichts geéindert. In I, sind wegen

der Drehung die Uberkreuzungen in Unterkreuzungen verwandelt worden;
der Knoten liegt also hier wieder alternierend. Das gleiche gilt fiir die E

benachbarten Doppelpunkte. Der Knoten liegt also wieder
alternierend. Die Gesamtzahl der Uberkreuzungen

_',// " der Knotenprojektion hat sich dabei um eins verringert.
R C ' — Diese Deformation der Knotenprojektion #hnelt
\C&;”,‘ iibrigens der auf S.147 dieser Abhandlung angegebenen

Deformation, wo der Fall ausgeschlossen wird, daB ein

Fig. 6b. Strang je ein Gebiet I' zweimal begrenzt. Nach endlich

vielen Schritten miissen wir also zu einer Knoten-

projektion gelangen, die die Voraussetzungen des obigen Satzes
erfiillt, oder zum Kreis.

Insbesondere ist also die Minimalzahl m der Uberkreuzungen eines
alternierenden Knotens hochstens gleich dem  Produkt der Torsionszahlen.
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Der Kreis hat die Torsionszahl Eins. Soll also erne vorgegebene
alternierende Projektion die Projektion eines Kreises sein, dann miissen
sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe des angegebenen Verfahrens die
Uberkreuzungen herausdrillen lassen.

In analoger Weise @Bt sich enischeiden, ob eine vorgegebene alter-
nierende Projektion die Projektion einer Kleeblatischlinge ¢st. Denn das
Produkt der Torsionszahlen hat fiir dieselbe den Wert 3. Die Minimalzahl
der Uberkreuzungen mul also kleiner oder gleich 3, also 3 sein; und ein
Knoten mit drei Uberkreuzungen ist eine Kleeblattschlinge.

2. Fir die nichtalternierenden Knoten erhdlt man nach (15a)
des § 1 eine Determinante von der Form (1) des § 2, wenn man zuldBt,
daB die a,, und die 4, auch negative Werte annehmen diirfen. Hier
gelten die Abschitzungsformeln des § 2 nicht mehr. Die Deter-
minante kann beliebige Werte annehmen.

Nehmen wir beispielsweise einen nichtalternierenden Brezelkmoten mit
zwei Gebieten und 4 bzw. B bzw. C Uberkreuzungen
auf den einzelnen Stringen (Fig. 7). Die Torsions- C /
zahl ist _ % %( )

{A—}—B — B
i —B B--C:

Fir A= B=3, C=2 ist t=3. Von diesem Knoten gibt es
iibrigens keine alternierende Projektion. Gibe es nidmlich eine
alternierende Projektion, so kénnten wir sie mit Hilfe der von uns an-
gegebenen Deformation in eine alternierende Projektion mit héchstens drei
Uberkreuzungen iiberfiihren. Der Knoten miilite also mit der Kleeblatt-
schlinge oder dem Kreis identisch sein. Das ist aber nicht der Fall, denn
seine Gruppe ist von der Gruppe der Kleeblattschlinge bzw. des Kreises
verschieden.

—AB C(A+B). Fig. 7.

(Eingegangen am 3. 5. 1929.)



