
Die permanenten Wellen in ringfiirmigen Kanalen. 
Von 

Haratd Geppert in Giei~en, z. Zt~ Rom. 1) 

Das Problem der permanenten Welten, d.h. soleher Welten, bei denen 
sich die freie Oberflgche einer Fliissigkeit ohne ~nderang der Form fort~ 
bewegt, ist in letzter Zeit vielfaeh behandelt women. Den Fall eines gex~d- 
linig gestreckten Kanals hat Herr Levi-Civita in einer Reihe yon Arbeiten 
untersucht ~') und neuerdings seine strenge LSsung gegeben a). In tier Praxis 
ist man jedoch, um Wellen des genannten Typus zu studieren, gezwungen, 
die gera~ilinigen Kani~le dutch ringfSrmige yon grol]em Kriimmungsradius 
zu ersetzen. Auf Veranlassung yon Herrn Levi-Civita untersuchen wit da- 
her im fotgenden den theoretisch und prak-tiseh wiehtigen Fall der kreis- 
ringfSrmigen Kan~le. 

Ausgehend von dem allgemeinsten Ausdruek fiir das Geschwindigkeits- 
potential werden wit dutch die Annahme, daJ3 es sich um relativ niedrige 
und schnetle Wellen handelt, eine sinusfS~nige Oberfl~chenwelle heraus- 
sch~len kSnnen, wobei wir auf ein neues Eigenwertproblem stoBen. Wit 
verfolgen die Entartung dieser Wellen bei schwach gekriimmten Kan~len; 
sie geht in zwei Richtungen vor sich: einmal ent~pringen Airysche WeUen, 
die in der Ldngsrichtung des Kanals fo~Cschreiten, und fiir die die Ai~ysche 
Relation bis auf eine Korrektion zweiter Ordnung erfiitlt ist, andererseits 
WeUen, die in clef Querrichtung laufen und sich als Superposition zweier 
entgegengesetzt taufender Airy-Wellen da~stelten lassen. Unsere Wellen sincl 
an der Oberfl~ehe yon einem leicht angebbaren Massentransport begleitet, 
wodureh ein bekazmtes Resultat yon tterrn Levi-Civita verallgemeinert wird*). 

1) Fellow of the International Education Board. 
2) Rendiconti della R. Ace. dei IAncei 16,2, 1907, S. 776; Fragen der klassisohen 

und reIativis$ischen Mechanik, Berlin 1924, S. 26. 
a) Math. Annalen 93 (1925), S. 26s 
4) Vorta~ge aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Berlin 1923, S. 85. 
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w 

.~lgemeine Lfisung. 

Es sei ein kreisfSrmiger Kanal vorgelegt, der Ra~us tier ~utleren 
Wand werde mit R1, der der inneren Wand mit Rs bezeiehnet, so da~ 

R~ < R1 

ist. Dieser Kanal sei mit einer inkompressiblen Fliissigkeit der Diehte 1 
angefiitlt, deren Tiefe im Ruhezustand gleieh h sei. Dutch irgendeine ~ugere 
Beeinflussung wird die Fliissigkeit in Wellenbewegung versetzt; wit wollen 
bier speziell die permanenten Wellen studieren, die dadureh ausgezeiehnet 
sind, dab sich die ]reie Oberfldche ohne ~nderung der Form mit einer 
kon~tanten Geschwindigkeit c/ortbewegt, die sehr groB ist gegeniiber der 
mittleren Gesehwindigkeit der einzelnen Fliissigkeitsteilehen, die dureh ihre 
Sehwingungen eben jene Wellenbewegung hervormfen. Es sei m die Winkel- 
geschwindigkeit, mit der die freie Oberit~che ~ in unserem Kanal l~uft; 
wir fiihren zwei Koordinatensysteme ein: 

1. ein festes System, dessen x y-Ebene in die Oberfli4che der ruhenden 
Fliissigkeit f~llt und dessen Anfangspunkt daselbst im Mittelpunkt des 
Kreisringes liegt; r, v~ seien die Polarkoordinaten der xy-Ebene, die ttShe z 
werde nach unten hin positiv genommen, so dab 

R ~ _ ~ r ~ R t , .  z ~ h  
ist; 

2. ein mit der konstanten Winkelgesehwindigkeit m um O rotierendes, 
gleiehorientiertes System r, 01, z, das sich vom vorangehenden nur im 
Argument 

( 1 . 1 )  O~ = 0 - o~t 

unterseheidet und ffir t ~ 0  mit dem ersten System zusammenf~llt. In 
diesem bewegten System ruht die freie OberflEehe ~. 

Uber die zu untersuehenden Bewegungsvorg~nge maehen wit zun~ehst" 
die fotgenden Voraussetzungen: 

I. Die Bewegung ist wirbd/rei, es existiert mithin ein Gesehwindig- 
keitspoten~ial ~ ( r , ~ , z , t ) .  Im rotierenden System soil die Bewegung 
stationer, d. h. nut vom Orte abh~ngig sein, 9 Ningt also yon t nur dutch 
~ ab, es ist somit 

(1,2) qo(r, v ~, z, t) = qg(r, ~1, z). 

Die absoluten Gesehwindigkeitskomponenten der l~lilssigkeitsteflehen sind dann 

(1.3) ~ 1 ~r 1 Oq, ~o 
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II. Die Fliissigkeit ist inkompressibel, also geniigt 9~ der Potential- 
gleichung: 

A g = O ,  

die in Zylinderkoordinaten ausgedriickt tautet: 

(1 .4)  7 a~ t ~ )  + -~o oe: ~ ~'-: o. 

An den Seitenw-Xnden des Kanals mug ottenbar die radiale, am Boden 
die vertikate Geschwindigkeitskomponente verschwinden, d.h. ~ geniigt den 
fotgenden Randbedingungen: 

(1.5) a ~ = 0  Iiir r = R o ,  r = R ~  

(1.6) ~ m = 0  fiir z - h .  
o z  

III. Au/ die Fliissigkeit wirkt nur die Schwerkra/t mat dem Poten- 
tial g z, infotgedessen gilt die den Druck definierende Gleichung 

t g z -v ~ v" -7 p == konst. 

Da auf der Ireien Obertt~ehe o der Druck konstant ist, lautet die Glei- 
ehung yon a: 

(1.7) eo~O + g z - -  lv~=konst .  

Die Konstante bestimmt sich hierin aus der Forderung, dab z == i) die 
Oberfl~che der ruhenden Fliissigkeit bilden soil, also 

/Q 2 ~  

(1.s) .f J '~+dr=o  
R._ 0 

sein mug. 
Wit versuehen, die aagegebenen Bedingungen in mSglichster Allgemein- 

heir zu befriedigen. Offenbar mug q) seiner Bedeutung nach in va~ periodisch 
"mit der Periode 2~ sein, kann also in eine Fourierreihe entwickelt werden: 

(1.9) V(r ,O , , z )=~{~ , , ( r , z ) eosnv%-} -  ~,,(r, z) smn  0~}. 
~ 0  

Der Natur des Problems entspreehend diirfen wir ~ und seine beiden ersten 
Ableitungen ats stetig ansehen, so da$ die reehte Seite gleichm/~$ig kon- 
vergiert und wir dnrch Einsetzen in (t .  4) fiir q~,, ~ die Differential- 
gleichungen finden: 

(1.10) (n = 0, 1, 2, 3 . . . .  ) 
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und aus (1.5), (1 .6)  die Randbedingtmgen entspringen: 

(1.11) ~r - -  ~r 

~ ~ - - - - - 0  ffir z = h .  (1 .12)  0-~ ~ 

Es geniigt hiernach, atlein die Funktionea q~ zu betrachten, zu deren 
Bestimmung mm der Bernoullische Ansatz 

(1 .13 )  ~ (r, ~) = c~ ( r ) . z ~  (~) 

fiihrt, mittels dessen aus (1 .10)  die Gleichung 

t ~d~-C~, 1 tiC,, n "~ ~ ~ 1 d~Z. konst. 

folgt. Je nachdem die hierfi~ auf~retende Konstante negativ, null oder 
positiv ist, ergeben sich verschiedene LSsungen. 

a) Die Konstante ist negativ = -  2~, es folgt 

(1 .15 )  ~ v ~  1 d e .  , d'~Z~ " ~  

woraus unter Beriicksichtigung yon (1.1 2) entspringt: 

(1 .16)  C , , ( r ) = g ~ ( 2 j ) T c . Y . ( 2 ~ r ) ,  

-" ~ e -~'(~-~)) ">a,~e-~"h~.o~2,,(h z); (1.17) z . ( ~ ) = ~ . ( ~  " ~ -  = _  - 

hierin ist r eine beIiebige Integrationskonstante, c. noch dtttch (1 .11)  zu 
bestimmen. Die Randbedingungen (1 .11)  ergeben die ]~orderungen: 

J'.().. R...) @ c,,r,: ( 2,, R~) - - 0 ,  

' " ' ~. r ' (~ , ,R, ) - - - -  o ,  J;(~.  R~)-F 

so dab sich 2~ aus der transzendenten Gleichung 

(1 .18)  f . ( 2 .  R~)Y~,(2 R~) J,:(.,,R~):F'.(2.R~) 0 

und dann % aus 
g.' (z~ R~) _ J.' (z. R~) 

I . I 

ergeben. 
Wit werden im w 3 zeigen, da~ (1 .18)  fiir jedea Index n abz44htbax 

unendlich v ide  Wt~zetn besitzt, die wit mit ~, , ~, . . . .  , ~ )  . . .  be~eiclmen. 
Da es in C , ( r )  auf einen konstanten Faktor nicht a n k o m m t -  wir k5rmen 
uns dcnsetben in ~ atffgenommen denken --,-witct:  

(1.19) Cn~ (r)  (a) , @ r.(,~(fr)j:(2(.a)R~), =g.(~. '  ,)Y;(~.~ R ~ ) -  
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und die allgemeine LSsung yon (1.10) 

(1 .20 )  J=~ 
% ( ,', ) = ._. , ( ," ) { o + } . 

j= l  

b) Der Fail, dat~ die Konstante der Gleichung (1.14) verschwindet, 
kann nicht eintrete~ da die Differentialgleichung flit O,,(r) die Form 
annhhme 

d~C. q_ 1 dO. n "~ 

mithin die allgemeine LSsung 

V. (r) = c~ ~ ~ + % r - "  

b~tte, die die beiden Randbedingungen (1 .11)n ich t  gleichzeitig erfiillen 
kann. 

c) Die Konstante in (1.14) ist positiv = + / ~ ,  dann wird 

z . ( z )  = h) ,  

worin I~, K~ die modifizierten Besselschen Funktionen flit imagin~res 
Argument bedeuten ~) und #~ mull sich aus der (1.18) entsprechenden 
Gleichung 

(1.21) I:  (Z, R.~_)K" (~, R~)--  1" (~,R~) X: (~ ,R~)  = 0 

berechnen, v o n d e r  wit im w 3 zeigen werden, dal~ sie keine reelten LS- 
sungen besitzt. Mithin ist auch das Vorkommen dieses Falles ausgeschlossen. 

Aus (1.9) ergibt sich somit der allgemeinste Ausdruck des Geschwin- 
digkeitapotentials: 

(1.22) 9 ( r , O , z ) = ~  2C~ z@ 
n=03=l  

worin die a. ~ fl~;) Int~grationskonstanten sind, die sieh aus dem )~nfangs- 
zustand der Bewegung fiir t = 0 bestimmen lassen. 

Fiir t -  0 kaIm niimlieh das Gesehwindigkei~pogential eine beliebig 
vorgelegte Funlc~ion F(r, O, z) sein, die nat  der Einsehr~nkamg unter- 
worfen ist, der Differentialgleichung (I. 4) und den Randbedingtmgen (1.5),  

~) Vgl. etwa: Andrew Gray and G. B. Mathews, A Treatise on Bessel Functions, 
London 1922, S. 20-22; G. N. Watson, Theory of ]~essel Functions, Cambridge 1922, 
S. 77-80. 
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(1.6) gehorchen zu miissen, so dab aus (1.22) folgr 

mithin: 

(L2~)  

4,29 

~(r ,  ~, z) = ~ )2~ C:, r (r){e-~' . ' )=+e -~:'e'~-~) } 
n=O ~-I 

~Tg 

]=I 0 

" f t e - ' .  + e - *  - i = -  F(r ,v%z)  c~ 
i =1 0 

~ ' e o  ~ o(3)(r~ {e -~: '~ ,+  e-~.'~~ --L F(r. 9. z)sinnOdO. 
j= l  0 

(n : 1 ,  2 . . . .  ) 

wird. Fiix einen bestimmten Weft yon z, z.B. z = h, ertfiilt man also: 
2~ 

" A f  e-'o -O~(r)  - F (r , , ~ ,h )dO,  
j=l  0 

(1.24) _o~ 

0 

( n = l ,  2 . . . .  ). 

Nun geniigen die C~)(r) flit ein Iestes n elner Orghogonalitiit~be- 
dingtmg; es befriedigen niimlieh 6"(j ) und O(~ ) die Ditterentialgleiehtmg 
(1.15),  in die resp. ~(3) (~) , ,  2, einzusetzen sind. Sind cliese verschiedene 
Wurzeln yon (1.18),  so gibt (1.15) 

R_, 
R~ 

f {  (k) d .-,(j) t , d , .,.4k)" } = v:  (r)~(ro<_y(r))-~'= cr)~t~,= (,)) dr, 

so dab wegen der l~ndbedingtmg (1.11)folg~: 

R, 

Man erh~ilt d ~ e r  schliei~lich aus (1.24) die gesuchten Bestlmmungsglei- 
chungen der Integrationskonstant~n in der Form: 
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/t~ 0 R, 

R~ %z 

fi(.j)~=~-~, e ~'~')~ r F ( r , O , h ) q  (r)sinn•dOdr: rC~3(r)~'dr. 

Setzt man diese Gleiehungen oben ein, so erh~lt man ein Entwieklungs- 
p~oblem naeh unsern Orthogon~lfunktionen, auf das wir bier nieht weiter 
eingehen. 

w 

Die Ober~laehengleiehung. 

Den gefundenen Ausdruek i l .  22) haben wit nun in die Gleiehung 
(1.7) der freien Oberfliiehe o einzusetzen. Wegen (1.3) lautet letztere 

~ _!(~_~"_ 1 ! ~ :  !(~/~" 

und aus ihr ist z als l~anktion yon vql, r zu entnehmen. Wir machen 
nun der Natur der v~l  uns untersuchten WeUen entsp~echend die .~m- 
nahme 

IV. Die Geschwindigkeit v eines 2~'giissigkeitsteilchens soll klein 8ein 
gegeniiber der Fortpflanzungsgeschwindigkelt der Oberflb~her~wdle, d. h. 
es ist 
(2.2) 1 ~r 1 ~ 1 ~ 

derar% da~ die Quadrate der linken Seiten gegen 1 vernaehl~ssigt werden 
kbnnen. Dann lautet (2.1) in erster N~herm~g 

(2.3) g z  ' ~ w- to ~h~ --  konst., 

also wegen (1.22) explizit 

Y n = l  j = l  

Man ersieht daraus, da$ das flit n = 0 in q ( r ,  .~, z) auftre~ende, yon ,~ 
unabh~iagige Glied fiir die Bildung yon o in erster N/ihertmg belanglos 
ist. Die Gleichung (2.4) ist einer Aufl6sung naeh z nut  im Falle ldeiner z 
zug~nglieh; wit machen daher die wei~ere Annahme: 

V. Die Weltenhdhe soll klei~ sein gegeniiber der Tie/e des Kanals, 
d.b.  es karm auf a die GrbSe h -  z dutch h ersetzt werden, 

(1.26) 
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Die Fordertmg (1.8) ergibt dann 

konst. ~- 0, 

und aus (2.4) erh~lt man in der vertangten N~iherung die gesuehte 
Gleichung von a: 

O~ 
(2.5) z =  ~ ~ - '  ~-~nC:J)(r)(1 + e-~Z2'h) (eel')sin n O , - - f i ? '  cos n~ , ) .  

n~l ]=i 

Hiernach entsteht die Oberfliche aus der Superposition derjenigen Wellen, 
die den einzelnen Entwicklungstermen yon ff (r, ~t, z) entsprechen. 

Die Bedingungen IV~ V bedeuten eine GrSBenbesckr~nkung (fir die 
Koeffizienten r und damit zufolge (1.26) fiir den Ausgangswert 
F ( r , O, z) des Gesehwindigkeitspotentials. 

Zu den bisherigen Bedingungen tritt nun eine letzte physikalisehe 
Forderung, die besagt, da$ ~ offenbar eine Stromfl~he der Fliissigkeit 
sein muB, d.h. da$ sieh ein Fliissigkeitsteilchen, das im Augenbtiek t aufa  
lag, sich auch zu~ Zeit t +  dt a u f ~  befinden solt; es ist dies gleich- 
bedeutend damit, dal~ neben (2.1)bzw. (2.3)auch die naeh t differenzierte 
Gleichung gelten soll. 

VI. Die Ober/ldche ~ ist eine Strom/hiche der Fliissigkeit, d. h. 
auf a gilt: 

(2.6) I i ~  i ( ~ ' ~  (o~ ~ ~ i ~ ( ~ f  

Unter den Voraussetzungen III, IV tauter diese Gleichung in erster 
Niherung 

(2.7)  a~ o) "~'~ = 0, 
g ~  - ~i~ 

worin q~ aus (1.22 I) und z aus (2.5) einzusetzen sind; es folgt, wem~ man 
z ~ 0 setzt : 

ct~ 

~I j~-I 

und hieraus schlieBt man vermittels der Or~hogonali~4taretationen der tri- 
gonometrischen Funktionen einerseifa, derjenigen der (7~~ (vgl, (1.25)) 
andrerseits, da~ die konstanten FaX'toren verschwinden miissea; wit werden 
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nun sp~ter zeigen, claf die ~ )  stets positiv angenommen werden kSnnen, 
so daft ein Verschwinden der die GrSl~e h enthaltenden Klammern ausge- 
schlossen ist, also Iotgt: 

(2. s )  - o (j - 1 . . .  

und damit das Problem einen Sinn babe, ist notwendig, daft flit ein be- 
stimmtes Indexpaa~ n, i gilt: 

und aUe nicht zu diesem Indexpaax gehSrigen a~ i), fl]) verschwinden: 

(2 .10)  a2 ) = 8 ]  ) = 0 ,  {(It --- n) :  ~- (j - -  i)" =b 0 ) ,  

Da die L~ ) schon als Wurzeln der Gleichung (1.18) festgdegt sind, 
bedeutet (2. 9) eine. Einschrdnkung /iir die mdglichen Winkelgeschwindig- 
lceiten ~) : 

g l(n~) (2.11)  eo~'--:- 
762  " 

Mittels (2.8}, (2.10)  reduzier~ sich der Ausdruck fiir das Potential und 
die Oberithche: 

= C~ (r) {e (2.12) io (r ,O, , z )  (i) - ~ z ,  {an cosn~l-~p~(i)~;'~ n , a , } , , ~  

(2,13)  z:= T~~ ->. e-'~22 a) (a,(')sin nO, - -  fl~') cos nO,) ,  

worin 

(2.14) O ~ - - t ~ o ~ t : = O  - n t 

zu setzen ist. 
Von den unendlich vielen Entwicklungstermen in ~0 und z ist also 

nut einer iibrig geblieben - -  es hat sich eine, beziiglich v~ sinusfSrmige, 
Wetle herausgeschglt. Ubrlgens enthglt (2. 12) die Aussage, daf  das Poten- 
tial eine abnehmende ~unkt ion der Tie/e ist. Wi~ werden nunmehr die 
)(it und mittels ihrer die ~(~[) berechnen und somit den expliziten Ausdruck 
fiir die permanenten Welle~ hersteUen. 

w 

Die Eigenwerte. 

Wi~ gehen nun an die Diskussion der Gleichungen (1.18) und (1.21); 
dazu merken wit zungchst folgende Formeh~ an6): 

6) In dex iiblichen Definition yon Y~(x), .K~,(x) hat man, um die Realit~t zu 
wahren, an St~Re yon log x die GrSt~e ]og~x zu substitnieren. 
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J , ( - -  x) = ( - -  1 )~J , (x ) ,  r ~ ( - -  x) -~ ( -  1) ~ Y,,(x), 
(3.1) 

I , , ( - -x):(--1)"I , , (x) ,  K,~(--x)~-(--1)"K,,(x); 

es en~spricht daher ]eder negativen Wurzel der Gleichungen (1.18) und 
(1.21) eine gleichgrol~e positive Wurzel. Wie man aus (1.17) und (1.19) 
ersieht, wird o~ 2~) C~ (r)  durch Vertauschung yon 2, ~ mit - -  iiberhaupt 
nicht, Z ,  (z) nu~ um einen konstanten Faktor ge~ndert, wit dii~fen daher 
in allen vorangehenden Formeln die Summation anf die positiven Wurzeln 
)~(1) beschr~inken. 

Zundchst zeigen wit, daft (1.21) i~berhaupt keine reellen Wurzeln 
zulgflt. Nach Definition ist nimlich 7): 

I,,(x) = ~ 1 JF 2 (2n + 2) -~ 2.4.(2n + 2) (2n + 4) + ' ' "  

offenbar eine flit positive x monoton wachsende ~'unktion, mid dins gleiche 
gilt fiir I" (x), so dab also t ib positive #~ - -  und solche diilffen wit nach 
obigem voraussetzen - -  

(3 .2)  /~'(~R~) < 1 

ist. 
Die Funktion K,  (x) kaml man anclrerseits dutch die Formet definieren s): 

Ko = �89 j -i~ 
0 

derzufolge K~(x) flit alle positiven x auch positiv ist; flit die Ableitung 
fmdet man: 

, 1 [  n~ n-~ d K~(x) ~ e -�89247 = -  (~ ~-~ ) ~ ( ~ 1 ) ,  
i ]  
O 

d.h. K~(x) ist immer negativ und nimmt offenbar seinem Absolutbetrage 
nach ab, wenn x w~chst, woraus wit folgern, dab 

(3 .3)  K~' ( ~ / h )  > 1  

ist. In Verbindmig mit (3 .2)  b e s ~  dies, dab die Gleichung (1.21)  fiir 
n ~ 1 u~mSglich ist. Fiir n-~-0 abet gelten die Formeln*): 

I g ( , ) =  ,(x), Kg(~) K,(x), 

~) Vgl. Gray-Mathews, a~a. 0., S. 20; Watson, a.~O., S. 70. 
s) Vgl. Gray-MaShers, a a. 0., S. 51 ; Watson, S. 82. 
~) Vgl. Gmy-Mathews, a. a. O., S. 20, 22; Watson, S. 79. 

Mathematische Annalen. 101. 28 
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und die Gleichung 

- -  1, R , )  = 0 

ist unmSglich, da I~(x) eine monoton ~aehsende, Kx(x) eine monoton ab- 
nehmende Funktion ihres Avgumentes istl~ 

Wit gehen nun zur Behandlung yon (I. 18) fiber. Man karm sich zu- 
n ~ h s t  graphisch eine Einsicht in das Verhalten ihrer Wurzeln verschaffen. 
Zeichnet man nSmlich die ~anktion 

(3.4)  f (x)  = Y ' ( x ) :  J~(x), 

deren Ableitmlg sich vermittels der D i f f e r e n t ~ i c h u n g  zu 

ergibt, so erh/ilt man eine aus unendlich vielen getrennten Zweigen, die je 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von J,~(x) verlaufen, be- 
stehende Kurve. Die erste dieser Nullstetlen ist bekanntlieh 11) grSl~er als 
V n ( n +  2) , ,das  Bild des ersten Zweiges ist also folgendes: er beginnt mit  
dem Werte --cx~ in x ~ 0, stelgt dann his zur Stelle x ~-~n, an d e r e r  
sein Maximum annimmt, und f/f i t  hinter diesem Punkte bis zum Werte 
- - c ~  in der ersten Nullstelle yon J~(x);  bier beginnt der zweite Zweig 
bei -~- co und f/fi t  monoton his zum Werte -- co in der zweiten Nullstelle 
yon J~(x). Die andern Zweige verlaufen diesem entsprechend und haben - -  
wie auch aus den asymptotischen Ausclriicken ersichtlieh - -  die Gestal$ 
der cotang- Kurve. 

Schreiben wit nun (1.18) in der Form 

(3. 5) W(2=R~) ~- f(2=R~), 
so kommt es also darauf an, auf der beschriebenen Kurve zwei Punkte in 
gleieher HShe zu linden, deren Abszissenverh/iltnis R~:R~ gegeben ist. 
Man sieht hiernach so]art, daft (1.18) unendlichvide Wurzeln hat. Mit 
Sicherheit gibt es auf dem ersten Zweige ein solehes Punktepaar,  fiir 
das dann 

( 3 . 6 )  < n < 

sein mug, und das immer enger an n heranrfickt, je n~aer das Verh~ltnis 
R~ : Rt  der Einheit tiegt. Ferner gibt es unendlieh v ide  Punktepaare tier- 
art, da~ die beiden Punkte auf zwei yore ersten verschiedene Zweige fallen, 
und deren Abszissendifferenz ~ . (R~- -R,z )  anniihernd ein Vielfaches yon 

z0) Letztexe TaCsache is~ bekannt, vg|. Gray-Mathews, a. a. O., S. 82. 
t~) Vgl. Paul Schafheittin, Die Theocie der Besselschen ~anktionen, Leipzig 1908, 

S. 117; Watson, S. 486. 
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ist. Schlie~lieh ist noeh der Fall mSglich, dab der erste Punkr auf dem 
ersten, der zwei~e auf einem der andem Zweige liegt; er kann abex nut 
dann eintreten, wenn das Verhgltnis R ~ : R  x einen gewissen echten Bruch 
nicht iiberschreitet. 

Um nmamehr die Bereclmung der Wurzeln 2~ zu leisten, entwiekeln 
wit nach Taylor: 

J,~(x)Y,~(x ' ~) J,~(x-~)~r,~(x) ' " J~,'(x) ~- - = ~ {J~(~) Y~ (~) - r~(~)}  
(a. 7 ) 

+ �89 g {J" (~) y " ( ~ )  - a : ' (x )  r "  ( . )}  + . . . .  

Man finder abet unter Benutzung der Differentialgleichung mad bekannter 
a 

Relationen 1~): 

J ' ( z )  r . ( x )  - - J . ( x )  r ' ( x )  

Jg (x) Y" (x) -- J" (x) Y(,(x) = - - 2 ( 1  $g,X ,,~ 2 ] 

(a.s)  
J;(~)  r~"(~) - J ;  (~) r ~ ( . )  = ~  ~ 1 - - ~ - ) ,  

a.'(~) r.~V ( . )  - J.~(~) r ~ ( . )  = = .  

so dab (3.7) lautet: 

J'(~)  r ' ( ~  + 2) - J;(~ + 2) r ' ( . )  

- -  2 t - -  = '  a ='~ -a- 1 -'k q -  

Substituieren wix hierin die Werte 

(3.10) x = a,,R, = L,/i~, ~ = 2 . ( R ~  - - / r  = 2 .L  

wo R den inneren Kriimmungsradius, 1 die Breite des Kanals bedeuten, 
so wird 

Z.'(a.R~) r : (2 .R~)  -- J.'(~.R~) r. '(2.R~) 

l 
( 3 . 1 1 )  --=a:R.[--2(Z2R~'--n~)§ "(~R~-3n~) 

- ( ~ , d +  a) ~ n  "~ .], + ~ a ~'-" + n ~ ( n ~ + a I ) }  + '"  

l 
man erh~ilt also eine naeh Potenzen van ~ for~chreit~nde Reihe. 

Uber ihre Konvergenz bemerken wit folgendes: Die Taylo~EnCwiek- 
lung (3. 7) konvergiert bei festem x in einer Kreisumgebung yon x, die 
bis an den n~ichsten singul~ixen l~unkt der lir~en Seite heranreicht. Nun 

1~) Vgl. Sohaiheitlin, a.a. 0., S. 47; Watson, S. 76. 
28* 
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sind J~, J~ ganze transzendenbe 
lichen nut die eine Singularit~t 
gehenden Reihen, solange 

(3.12) 

ist, und zwar um so besser, je 
Um die Gleichung (1.18) 

H. Oeppert~ 

F~ionen, und Y~, Y~ bedizen hn End- 
im Nullpunkt, also konvergieren alle voran- 

-= )~- < 1 

kleiner dieses VerMl~ais ist. 
zu 15sen, hag man (3.11) gleieh Null zu 

1 setzen mad hieraus die Wurzeln 2~ nach Potenzen von ~ zu entwickeln. 
Man erh~lt in erster N/iherung 

~b 
(3.13)  2~ = ~-, 

das isg die durch (3 .6)  Iestgelegte, dem ersten Zweige yon f(x) ent- 
sprechende Wurzel; die zweite N/~herung ergibt far diesdbe den Weft 

2 , ,=  2 1 - - g  ; 

aus der dritten NpproxlmaNon fmdet man hingegen zwei Wefts: 

(3.14) ~2 ) ~ ( 

(3. ( 1 - - -  
\ 

1 1 1 ~ 

1 I 7 n ~ l 2 ) 
. . . .  

Man erNilt dutch Fortsetzung dieses Verfahrens offenbar unendlich 
vide Wurzeln, unter denen 2~ a>, wie schon graphisch ersichtlich war, eine 
Sonderstellung einnimmg; ihr Verh/~ltnis zu den andern Wurzdn ist yon 

GrSSenordnung ~ ,  die andern Wurzeln enthalten s/imtlich 1 im Nenner. tier 

Den atlgemeinen Ausdruck flit letztere finden wit aus den asympto- 
tischen Formein Iiir J~(x), Y,(x). Es gilt ngmlich fiir jedes positive x: 1~) 

(3 .16 )  

worin 
L ( x ) =  ~) co~ ~ 4 

, ( ~) + Q,,(x) cos x - e~-14 

~ ) -  Q . ( x ) s i n ( •  2n-t4 

4~ , -1  -F S . ( z )  
(3 .17)  P~(x)=l  ff-R,,(x), Q,,(x)-  8z 

zu set~en ist, und fiir groBes x der Ausdruck R,~(x) klein yon der Ord- 
1 1 

nung--z~, S,~(x) klein yon der Ordnung ~-~ ist. Daher wird x~) 

~a) Vgl. Seha~heitlin a. a. 0., S. 48ff.; Watson, S. 206ff. 
J*) Vgt. Schafheiflin a. a. 0., S. t5. 
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' ~ (a._~ - a.+~) a,i(x)= ~ 

= t ; ,  (x )  4 4 :~ 
(3.~8) 

r ~ ( x ) = ~  - 

] ~ {  * cos(~ ~ - ~ )  * . (~ 2,~-~ )}  - -  Q ; ( x )  s m  ~ , = P; (~) ~ 4 
worin man zu setzen hat 

(3.19) 

p;* (x) = ~-1 (P ._~(x )+P.+~(x) )  

1 ' R - - - - l + y ( R . _ ~ ( x ) ~  .+a(x ) )=l  + R * ( x ) ,  
. 1 Q;(x) = 2-(Q,~_~(z)+ Q,~+a(x)) 

= 4~+as__~ + ~1 (s ._~(~)  ~_ ~, +~ (~)) 4~.+ ~ ,  s~ + s, (z), 
und R* (x), S* (x) yon derselben GrSSenor4anng wie t& (x), s (x) sind. 
Man erh~lt daher 

2 {cos~. P* * * * - -  [ . ( x + ~ ) Q . ( x ) - - P ~ ( x )  _ _  Q~ ( x  + ~)] 

-- sin~.[P* (x)P* (x + ~) + Q* (x)Q*(x + ~)]}, 

und die Gleichung (1.18) nimmt die Gestalt an 

(x)-- P~ (x)Q~ (x-t-Z) (3.20) t a n g S =  -Pn (*+~) Qn* * * 
P~ (x)P.~ (x-i-~)+Q~ (x)Q~ (x-f-~) 

worin man (3. 10) and (3. 19) zu substituieren hat. Die erste N~herung gibt 

tang ~ -~ 0, 

k~ (k = ganze ZaM), (3. 21) 2 , - -  l 

worin k nut der Bedingung unterliegt, so grol] sein zu miissen, da~ 
B 

x = & R = k u  T 
1 die hinreichende Gr51~e hat, um Z- vernachl~ssigen zu kSnnen. Die zweite 

N~herung gibt 
4n~+3 4n~+3 4n~+3 

tang~-~ 8x 8 ( x + ~ ) - -  8z~ $ +  . . . .  

(3.22) 4n~+ 3 le 
~{1+ ,~ +...}. 2. = T  8 ~  ~ 

Dies ist der asymp~isehe Ausdruek fiir die unendlich vielen Wurzeha 
yon (1.18), die den cofang-i~hnlichen Zweigen yon f (x)  entspreehen. 
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w 

Der Fall sehwaeher Kanalkriimmung. 

Die im vorangehenden ermittelten Eigenwerte haben wit nun in (1.19) 
zu substituieren. Setzen wit im folgenden 

(4.1) r = R + e ,  o<=e<=~, 
so gibt eine Taylor-Entwicldung unter Benutzung yon (3. 10), (3.8) 

O.(r)-~ Jn (2nr) Y~(2nR) -- Y.(2nr)J~(2nR) 

= {J.,(x) Y~(x) -- Yn(x)J'~(x)} 
1 . e  ~ ,, y ~  , ,, . . .  

§  {J~(x) (z)-a~(z)Y~(z)}§ 
(4.2) 

- - 2  ~ O ~ 1 . . ~ . ~  0 s 

} 1 R ~ ,3)22R..§247247 + ~ ( z ~  - ( 2 ~  ~"~ ...  , 

and diese Entwicklung ist konve~gent, solange 0 < R, also afortiori, wenn 
(3.12) erfiitlt ist. Fiir 2, miissen wit die oben gefundenen Ausdriicke 
(3. 14), (3. 22) einsetzen. Mittels (3.14) finder man die Entwicklung: 

(4" 3) V~(~)(r) ~-- ~R2 ).(a)l {1 § n~6 e'(3/--2O)R a n'12 e~ (5/~ 2/~ § . . . .  } 
~t 

Eine Kontrolle der Reektmng bietet die Tatsache, dab die Ableitmag C(f ' (r) 
fiir O ~-0 und 0 = 1 versehwinden mull 

Die den andern 2, entsprechenden C,(r) werden wir kov_se( uenter 
mittels der Formeln (3. 16) berechnen, womit sieh ergibt: 

2 {  ( G ( r ) =  ~ } r ~  P . (2 . r )  sin 2 . r  

2 cos (2, r (4.4) ~ a ~  r--K {p" (2" r) 

2 
~k, Vrtt 

2 y 1  ) _ _ Q n ( 2 n ~ .  ) sill(2nr 

* " cos (2n R 2.-4 3 ~) + Q. (~. R) 

{ s i n  * ~ - * " --- 2ne'[P• (,~R)Q,~(2nr) Pn(2,~r) Q, (xnR)] 

2.-14 "~)} 

2.-14 ")} 

2.-34 ~)} 

~30f~ ~ * ~ * - -  o'[P.(2~r)P~ (2,~R) + Qn(anr)Q,~ (L~R)]}- 
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In arster N~herung wird also flit hinreichend groBe Werte yon x 

~ k R  cos k~ ; 

die zweite N~iherung ergibt: 

Wit wollen nun die im vorangehenden entwickelten Formeln auf 
den praktisch wichtigen Fall anwenden, daft es sich um einen schwavh ge- 
kriimmten Kanal handelt, d. h. wir warden untersuchen, wie sich die Re- 
sultate vereinfaehen, wenn wir die Kanatbreite l konstazlt halten, dagegen 
den inneren Kriimmungsradius R unbegrenzt wachsen lassen. Vorab zwei 
Bemerkungen: 

1. Das Verhgltnis R e :R 1 n~ihart sich dann unbegrenzt der Einheit, 
und demnach gibt es, wie wit schon oben bei Besprechung der Kurve f ( x )  
hervorhoben, nu t  die beiden Typen yon Wurzeln 2,, die in (3.14) bzw. 
(3. 22) effai~t sin& 

2. Bei dem ~bergang zu groBen Werten yon R ist die ZaM n in 
(4. 3) keiner Besch~gnkung unterworfen, dagegen liegt den an (3. 16) an- 
gekniipften Ableitungen die Voraussetzung zugrunde, dal~ es sieh um ein 
festes endhches n handelt und R hinreichend grol~ genommen wird; man 
sieht in der Tat solon, dal~ (4. 5) bzw. (4.6) nut dann dar vorgeschriebenen 

n 
Differentialgleichung (1.15) geniigt, wenn ~ klein yon arster Ordnung ist. 

Man finder aus (2. 11), (3. 14), (3. 22), dab die mSglichen Warte der 
Winkelgesehwindigkeit (lurch die Gteichungen 

g (1 _ 1  / ' 7 /~ ) (4.7) o,' = ~-~ ~ - + ~ - V +  . . . .  

(4.s) ) 
tn= \ + 8k== ~ R" ~-' '" 

bestimmt warden; flit R--+ oo strebt der erste Wer~ gegen Null, dar zweite 
naeh dem endlichen Grenzwart 

~ �9 

Die in den vorangehenden Paragraphen gegebenen Entwicldungen sind 
unter den gemaehten Varaussetzungen konvergent, und man sieht aus (4. 3), 
da~ C(~ 1) (r) bei endliehem n his auf Glieder &itter Ordnung konstant ist~ 
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Denkt man sich (4.3) und (4.6) in die Gleichung (2. 13) der freien Ober- 
fl~che a subs$ituiert, so sieht man, daft im ersten ~alle die Wellenhdhe in 
der r -Ric, htung anndhernd konstant, im zweiten Falle dagegegen cos./Srmig 
gekrduselt ist; man wird daher vermuten, da~ erstere die den Airyschen 
Wellen in gestreckten KanKlen entsprechende Bewegung liefern. 

Um den Grer, ziibergang flit grol~e R durchzufiihren und zu ve~- 
wendbaren Resultaten zu gelangen, fiihren wit die an Wellen mel~baren 
GrSI~en ein: wit messen 
geschwindigkeit 

(4.9) 
und die Wellenliinge 

(4. 10) 

in der Mitre des Kanals 

L = - ~  R §  . 

die Fortpflanzungs- 

Fiir den ersten Eigenwert wird also mittels (4. 7): 

c ~ =  R~o~ ~ 1 +  2-~ =-~ -g  1 §  ~. ~ § ~ ~ , . . .  , 

n 2~ 4_~" "'" ' 

und somit schlieBlich: 

( 4 . 1 1 )  c~ .qr, f l  , 1 z ~ 

Diese Beziehung zwischen der Fortp/lanzungsgeschwindigkeit und der 
Wellenlgnge ist o/]enbar die Verallgemeinerung der bekannteu Airyschen 
Gleichung /fir permanente Wellen in gestreckten Kan~ilen15); sie bleibt also 
his auf einen Effekt zweiter Ordnung in der Kriimmung erhalten. 

Man erh~lt ferner aus (4. 3), wenn man L start n einfiihrt: 

(4.12) C ~ l ' ( r ) = k o n s t . { 1 - ~ 2  a 2 e ' ( 3 l - 2 e ) _ ~  1 a ~ e~( l~-6e l+4e  ')_~ } 
3 L ~ R 3 L ~ R ~ ' "'" 

uncl aus (2.11), (4.11): 

Um jetzt die entsprechenden Werte yon q~(r,~l,z  ) und z zu berechnen, 
setzen wit noch: 

~s) V~ Le~i-Civita, loc. cir. ~. 



Welten in ring~iirmigen Kan~en. 44~-  

worin x die Bogenlhnge auf dem Mittelkreis des Kanats bedeutet, die also 
bei der Streckung zu dex in die Fortschreitungsrichtung fallenden Abszisse 
wircl. Beschrfiaaken wit uns auf den FaJ_t unendlicher Kanaltiefe, so wird 
also das Geschwindigkeitspotential: 

2~r 

(4.15) 
1 z ~ e~(l~--6o/+4e ~) "~ 2at 

+ 3 L ~ R ~~ + . . . .  ) c ~ 1 7 6  

was iiir R--* ~ in den bekannten Ausdruck ffir das Potential der Airy- 
schen Wellen iibergeht. Die Gleichung der freien Obedi~iche abet wird: 

(4.a6) 
z ~ k o n s t ; . ~ l +  -2 n~ e~(3 t -2e )  

( 3 L ~ R 

1 ~ ~(/~--6~1+4~ ~) } 2Jr 
R +"" sin-F(z-- x~ 

Fiir ~--= 0, d. h. am inneren Rand des Kanals, verschwinden die 
Zusatzglieder, die Konstante m ~ t  daselbst die maximale WellenhShe. 
Diese gShe der Wellenberge ist eine wachsende Funktion yon 0, die ihr 
Maximum 

g~2~3 / 
konst. 1 + - -  2 --  .. 

( 

auf dem iiuBeren Kanalrand erreicht. Das VerIuiltnis der maximalen 
Wellenhdhe au] dem Auflen- und Innenrand ist also in zweiter Ndhe- 
rung gleich 

(4.17) 1 + ~  L.,R ~ 

und dies ist elne experimentell priifbaxe Beziehung. 

In gleieher Weise untersuchen wir nun, was der zweiten Gruppe (3. 22) 
yon Eigenwer~en entspricht. Wir bemerkten schon oben, da~ mit wachsen- 

dem R das Verhiiltnis ~- gegen Null gehen muB, es streben also sowoM L 

als auch c gegen unendlich grol]e Werte mad verlieren somit ihren eigent- 
lichen Sinn~ Mittels (4. 5) erhalten wit flit den Fall unendlicher Tiefe in 
erster N~herung: 

/~Tr 

~(r,O~,z).---konst,.e z .cos k ~  eo.s- -K(x--x~--e t ) ,  
(4.1s) 
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worin zu substituieren ist 

c~ - - - - (R+  ~o*-=~qL~( l+  8 , ~ '  R ~ + ' " ) "  

Fassen w~r ein endliches Stiick des Kanals, also beschr'dnkte Werte yon 
x --  x o ins Auge, and lassen R, mithin L gegen co gehen, so gibt die erste 
N&herung 

k ~  

,~ (r, #~, z) = konst, e �9 cos 

z ~-konst. cos (It ze ~-)sin ] / / ~  t 
(4. 

= konst. {sin-~/~- (e q- l / / ~  t) --  sin~- @ -- V ~ t  t) }. 

Es handelt sich demnach um die C]berlagerung zweier in Richtung des 
Radius mit gleicher Amplitude und entgegengesetzter Geschwindig]ceit ]ort- 
schreitender Wellen und zwischen ihrer Wellenl~inge 

2/ 
A _ _ _ _ _  k 

einerseits und ihrer Fortschreitungsgeschwindigkeit 

andererseits besteht wieder die/i~r Airysche WeUen charakteristische Beziehung 

( 4 . 20 )  r*" = gA 
2 ~ r  ~ 

Es handelt sich im iibrigen um Wellen mit festen Knotenpunkten, die denen 
entsprechen, die wit erhalten h&tten, wenn wir in unserem Problem R~-~ 0 
gesetzt, also eine kreisfSrmige Wanne zugrunde gelegt h~tten. 

w  

Der Massentransport. 

Die gefundenen Formetn wollen wit noch benutzen, um den Massen- 
transport unserer permaaenten Wellen zu berechnen. Nehmen wit ein Quer- 
schnit'~selement dr dz mit dem festen Argument #, das stets in der Fliissig- 
keit eingetaucht bleibt, so ist die im Zeitintervall yon 0 bis t hinclurch- 
gestrSmte Fliissigkeitsmenge: 

t ~ 

(5.1) drdz  f % d t =  ~r~z (1  ~q~ d# ~rdz, ~ ,  
0 
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be~utzen wit (2. 12), so wird also diese Durchilui~menge: 

(5.2) o.drdz~I~  -~'<~-z)} 

Man schtieBt hieraus folgendes: 

1. Die Durchfluflmenge ist eiue abnehmende Funl~ion der Tie]e z, 
2. Sie ist eine periodische Funktion der Zeit and verschwindet nach 

Ablauf de~ Zeit 2 ~  in der Tat sind nach Ablauf dieser Epoche alle Ver- 

h~ltnisse die gleichen wit zur Zeit t----0. Die Fliissigkei~ flieI~t bald in 
positiver, bald in nega~iver v%Richtung dutch da~ Element trod im Mittel 
ist die durehge/is Menge Null. 

Trotzdem fmde~ ein M~sentransport start, der yon den Elementen 
herriihrt, die nicht dauemd eingetaueht bleiben, also a~n der Oberfl~iche 
liegen. Nehmen wit eiaen festen Querschnitt mit dem Argument z~, so ist 
die zwischen 0 und t durchgettossene Flfissigkeitsmenge 

f ff,o  
0 tG  z (a) 

die mittlere absolute DurchfluBmenge in der Zeiteinheit defmieren wit dutch: 

f f f '+ M = l i m  ~ d.O~ -/ ~+~ - ~ d r d z .  (5.4) Q = l i m  -y +~.:: ~ - a  
R2 z(a) 

TeLlt man das Inte~al fiber z in eines iiber die Strecke 0 bis h, and eines 
iiber z (a) bis 0, so e~h~lt man den dem ersteren entsprechenden Tell yon 
Q dutch Integration yon (5.2) fiber r u n d  z, und da d ~  Resultat rein- 
periodisch in 01 - - v  ~ ist, verschwindet dieser Tell yon Q; es ble~t  also 

1 9q~ dr dz. 
# .l~: z W) 

Unter Anwendung des Mittelwertsatzes mad der Formeln (2. 12), (2.13) 
wi~d nun in erster Approximation 

0 

(5.6) 
o 
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Man kann diesem Ausdruck die Form geben 

so dal~ 

0 

dz = -~ k0~g~= o, 
z (a) 

oJl +o~ 
(5.7) Q ~ - ~ . v +  

~2 V2 wird, worin v+ den Mit~elwer~ yon + fiber den im Kanal liegenden Tefl 
der Fl~che z-~  0 bedeutet. Dieser Ausdruck ist ein Analogon der Levi. 
Civitaschen Formel /iir gestreckte Kandle16). 

Unter Beriicksichtigung des unperiodischen Teils finder man aus (5.6):  
/G 

Q-=~-g (1-r-e-  a)~(~"~ �9 J -~ C(~i)(r)~ 

Es liegt nach (2. 13) nahe, hierin den Ausdzmck fiir die grSBte WellenhShe 
einzufiihren; diese ist niimlich auf dem Mi~te]kreis des Kanals: 

, , , 0 - o , , , .  a =  g~ m p n  " R +  

so dab man finder 

= g a  2 1 ~ C ( n ~ ( r ) ~ d r "  
j r 

X - - I  

Wit wenden diese Formel auf die verMlgemeinerten Airyschen WeUen 
an. Dann gibt der Mittelwertsatz fiir den Fall schwacher K_riimmung in 
erster NAherung 

(5.9) Q --__ ela ~ _ gla~ 

was der Levi-Civitaschen Fo~mel im lda~sischen Falle entspficht l: ). Mittels 
(4. 12) erhalten wit his auf sich weghebende konstante Faktoren: 

R~ 

fo(~l ' (r) 'dr  / { 1 +  / i  1 , 2 , l  "7, 
R~ 

..~ l ~ V1 327~ ~ l ~ . . . } ,  

~e) Vgk a. a. O. 4), 8. 03. 
~ Vgl. a. a. O. *), S. 05. 
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und somit aus (5.8) die Beziehung: 

2~R{ 1 l r l  19 l~ ~ 17 xe~147 l ~ } 

oder schtieBlich wegen (4. 9): 

a~gl { l~ r l 19 " t~ " 17 41"~ } 
(5.10) Q = - - i f /  l+R--~L12 g 6 ~ " ~ + g i g  z ~ T j +  . . . .  

Diese Formel driickt die mittlere Durch/luflmenge, die dnen E//e~t zweiter 
Ordnung darstellt, dutch lauter meflbare Grdfien aus and ist die Ver- 
altgemeinerung des Levi-Civitaschen Resultates. 

Rom, den 21. Mai 1928. 

(Eingegangen am 26. 5. 1928.) 


