Die permanenten Wellen in ringformigen Kanilen.
Von
Harald Geppert in Gieien, z. Zt. Rom.%)

Das Problem der permanenten Wellen, d. h. solcher Wellen, bei denen
sich die freie Oberfliche einer Fliissigkeit ohne Anderung der Form fort-
bewegt, ist in letzter Zeit vielfach behandelt worden. Den Fall eines gerad-
linig gestreckten Kanals hat Herr Levi-Civita in einer Reithe von Arbeiten
untersucht®) und neuerdings seine strenge Losung gegeben3). In der Praxis
ist man jedoch, um Wellen des genannten Typus zu studieren, gezwungen,
die geradlinigen Kanile durch ringformige von grolem Kriimmungsradius
zu ersetzen. Auf Veranlassung von Herrn Levi-Civita untersuchen wir da-
her im folgenden den theoretisch und praktisch wichtigen Fall der kreis-
ringférmigen Kanile.

Ausgehend von dem allgemeinsten Ausdruck fiir das Geschwindigkeits-
potential werden wir durch die Annahme, dafl es sich um relativ niedrige
und sehnelle Wellen handelt, eine sinusférmige Oberflichenwelle heraus-
schilen konnen, wobei wir auf ein neues Eigenwertproblem stofen. Wir
verfolgen die Entartung dieser Wellen bei schwach gekriimmten Kanilen;
sie geht in zwei Richtungen vor sich: einmal entspringen Airysche Wellen,
die in der Lingsrichtung des Kanals fortschreiten, und fiir die die Airysche
Relation bis auf eine Korrektion zweiter Ordnung erfiillt ist, andererseits
Wellen, die in der Querrichtung laufen und sich als Superposition zweier
entgegengesetzt lanfender Airy-Wellen darstellen lassen, Unsere Wellen sind
an der Oberfliche von einem leicht angebbaren Massentransport begleitet,
wodurch ein bekanntes Resultat von Herrn Levi-Civita verallgemeinert wird *).

Y Fellow of the International Education Board.

2) Rendiconti della R. Ace. dei Lincei 16,2, 1907, 8. 776; Fragen der klassischen
und relativistischen Mechanik, Berlin 1924, S. 26.

%y Math. Annalen 93 (1925), 8. 264.

4 Vortrige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Berlin 1923, 8. 85.
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§ 1.
Algemeine Lisung.

Es sei ein kreisférmiger Kanal vorgelegt, der Radius der auBeren
Wand werde mit B,, der der inneren Wand mit R, bezeichnet, so da§
R, <R,
ist. Dieser Kanal sei mit einer inkompressiblen Fliissigkeit der Dichte 1
angefiillt, deren Tiefe im Ruhezustand gleich & sei. Durch irgendeine duBere
Beeinflussung wird die Flilssigkeit in Wellenbewegung versetzt; wir wollen
hier speziell die permanenten Wellen studieren, die dadurch ausgezeichnet
sind, dafl sich die frete Oberfliche ohne Anderung der Form mit einer
konstanten Geschwindigkeit ¢ fortbewegt, die sehr grof ist gegeniiber der
mittleren Geschwindigkeit der einzelnen Fliissigkeitsteilchen, die durch ihre
Schwingungen eben jene Wellenbewegung hervorrufen. Es sei o die Winkel-
geschwindigkeit, mit der die freie Oberfliche ¢ in unserem Kanal liufs;
wir fithren zwei Koordinatensysteme ein:

1. ein festes System, dessen zy-Ebene in die Oberfliche der ruhenden
Fliissigkeit fillt und dessen Anfangspunkt daselbst im Mittelpunkt des
Kreisringes liegt; r, & seien die Polarkoordinaten der zy-Ebene, die Hohe z
werde nach unten hin positiv genommen, so dafl

. R, Er<RB,. 25h
ist;

2. ein mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um O rotierendes,
gleichorientiertes System », #,,2, das sich vom vorangehenden nur im
Argument
(1.1) &y =& — wt
unterscheidet und fiir =0 mit dem ersten System zusammenfillt. In
diesem bewegten System ruht die freie Oberfliche o.

Uber die zu untersuchenden Bewegungsvorginge machen wir zuniichst
die folgenden Voraussetzungen:

L. Die Bewegung tst wirbelfrei, es existiert mithin ein Geschwindig-
keitspotential ¢ {r,#,2,2). Im rotierenden System soll die Bewegung
stationdr, d. h. nur vom Orte abhingig sein, @ hingt alse ven ¢ nur durch
@, ab, es ist somit

(1.2) . Co(r,d,2,t)=@(r, 8, 2).
Die absoluten Geschwindigkeitskomponenten der Fliissigkeitsteilchen sind dann

(1'3) » o _lag 1 08¢ o9

r=Fr YT 758 r a8, Y. =%
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1. Die Flissigkest ist inkompressibel, also gentigt ¢ der Potential-
gleichung:
do =0,

die in Zylinderkoordinaten ausgedriickt lautet:

(1.4) =

An den Seitenwinden des Kanals mufl offenbar die radiale, am Boden
die vertikale Geschwindigkeitskomponente verschwinden, d. h. ¢ geniigt den
folgenden Randbedingungen:

PPN 2 .
{1.3) —a%s() fir r=R,, r=2R,,
(1.6) %% _ 0 fir z=h.

re

1. Auf die Fliissigkeit wirkt nur die Schwerkraft mit dem Poten-
tial gz, infolgedessen gilt die den Druck definierende Gleichung

é 1 4
& —gz+ 5v° — p = konst.

Da auf der freien Oberfliche ¢ der Druck konstant ist, lautet die Glei-
chung von o:

1.7 wéﬂ—i—gz-—— lv'Z:konst.
o, 2

Die Konstante bestimmt sich hierin aus der Forderung, daf z == 0 die
Oberfliche der ruhenden Fliissigkeit bilden soll, also
R, 2z ’

(1.8) [ fzd0dr—=o0
sein muf. e

Wir versuchen, die angegebenen Bedingungen in moglichster Allgemein-
heit zu befriedigen. Offenbar muB ¢ seiner Bedeutung nach in &, periodisch
‘mit der Periode 2x sein, kann also in eine Fourierreihe entwickelt werden:

(1.9) @(r,d,2)= j{@n(r, Z)cos nd, + ¥, (r,2)sinnd,}.
n=0

Der Natur des Problems entsprechend diirfen wir ¢ und seine beiden ersten
Ableitungen als stetig ansehen, so daf die rechte Seite gleichmifig kon-
vergiert und wir durch Einsetzen in (1.4) fiir &,, ¥, die Differential-
gleichungen finden:

10/ 80, w2, | 3°6,

T ) T m G =0,
(1.10) (n==0,1,2,38,..)
N 1 i(raw,‘ My P

¥ ar m) S I P
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und aus (1.5), (1.6) die Randbedingungen entspringen:
0P, 0¥,

(1.11) Br  or =R, r=2R,;
) id, 0V, .
(1.12) az’"* pral =h.

Es geniigt hiernach, allein die Funktionen @, zu betrachten, zu deren
Bestimmung uns der Bernoullische Ansatz

(1.13) D, (r,2) =0, (r)-Z,(2)
fithrt, mittels dessen aus (1.10) die Gleichung
1 §d3C, , 1dC, n? 1 a2z,
(1.14) 0,,{71?2’"7—7 71';**:,:2 ,,}:;' -~ZWA:komt.

folgt. Je nachdem die hierin auftretende Konstante negativ, null oder
positiv ist, ergeben sich verschiedene Ldsungen.

a) Die Konstante ist negativ = — iy, es folgt
; d 0 1 CIC,, P n? . d'ZZ" "y .
(1'15) dre T dr ( - ;2) C[n"‘o» 'j;?""'tnzn—o:

woraus unter Beriicksichtigung von (1.12) entspringt:
(1.16) O, (r)y=d, (2,7r)+ ¢, Y, (4,7},
(1.17)  Z,(2) —a, (e =) — 24 ™" §of 1, (A — 2);
hierin ist ¢, eine beliebige Integrationskonstante, ¢, noch durch (1.11) zu
bestimmen. Die Randbedingungen (1.11) ergeben die Forderungen:
J (4, R,)+ ¢, ¥ (i, R,) =0,
(4, B) + ¢, Y, (4, B, ) =0
so dafl sich 1, aus der transzendenten Gleichung
(1.18) Jo (2, R)Y. (A R)—d. (2, B)Y. (4, R, =0

und dann ¢, aus

o — — BB LR
" FiiaBy)  Yi(mR)

ergeben.

Wir werden im § 3 zeigen, daf (1.18) fiir jeden Index n abzihibar
unendlich viele Wurzeln besitzt, die wir mit L‘l) 18,49 .. bezeichnen.
Da es in O, (r) auf einen konstanten Faktor nicht ankommt — wir kénnen
uns denselben in «, aufgenommen denken —, wird:

(1.19)  CP (1) =T, (37" ¥, (47 By) — Y, (37 ), (47 R,),
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und die allgemeine Losung von (1.10)

@ (7‘, z) =§'u(ﬁ C('{)(T){e—}"fnz + 8_4’51}(2;‘_2)}’
(1.20) jzl .
¥ (r,z) -_=2;ﬁiﬁ O:LJ)(T){B-;“'{I)Z + e.«l’g.?)(gh_z)}.
J=

b) Der Fall, da8 die Konstante der Gleichung (1.14) verschwindet,
kann nicht eintreten, da die Differentialgleichung fiir C (r) die Form

annihme N
#0140,

dr? r dr 2

0,

mithin die allgemeine Lisung
C (ry=¢r"+cr "

hatte, die die beiden Randbedingungen (1.11) nicht gleichzeitig erfiillen
kann.
¢) Die Konstante in (1.14) ist positiv == -+ u), dann wird

On (T) :In (lu'nr) +c:r’an(lun’r)’
Zn(Z)z}’nCOSﬂn(Z‘—k),

worm I, K, die modifizierten Besselschen Funktionen fiir imaginires
Argument bedeuten®) und g, muB sich aus der (1.18) entsprechenden
Gleichung

(1.21) 5w, B,) K, (pp, B,) — L (12, By) K, (1, By) =0

n

berechnen, von der wir im § 3 zeigen werden, daB sie keine reellen Lo-
sungen besitzt. Mithin ist auch das Vorkommen dieses Falles ausgeschlossen.

Auns (1.9) ergibt sich somit der allgemeinste Ausdruck des Geschwin-
digkeitspotentials :

(1.22) @(r, 9, 2)= % Jg‘i; O (1) {24 g4 CR=2)

=< {u(’)

(3

cosn @, + BV sinnd, },

worin die &', g7 Integrationskonstanten sind, die sich aus dem Anfangs-
zustand der Bewegung fiir = 0 bestimmen lassen.

Fiir 1 =0 kann namlich das Geschwindigkeitspotential eine beliebig
vorgelegte Funktion F(r,d,2) sein, die nur der Einschrinkung unter-

worfen ist, der Differentialgleichung (1.4) und den Randbedingungen (1.5),

% Vgl. etwa: Andrew Gray and G. B. Mathews, A Treatise on Bessel Functions,
London 1922, 8. 20-22; G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922,
8. 77--80.
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(1.6) gehorchen zu miissen, so daB aus (1.22) folgt

F(r, 9, z) — j jo’({i) (T){e-—l,fﬂz_%_e-l;”(‘_’h—-z)}
n=0 j=1
< {aePcosn®+ psinnd},
mithin:

Z“éﬂoéj)(r){e_léﬁz_[_ ﬁj,oi)(ol;-z)}__ fF(r, 19‘ Z)d'ﬁ

j=1

(1.23) D a? 0P (r){e 24 e W I} = J%IF(?, 9, z)cosnd dd,
j=1 0

Zﬂi‘j) 0“(")(7’) {6_1’17)?’—!— ew-(ﬂ(‘_’h—Z)} :A};IF(?, 29, z)sinnc?d'z?,
=1 H

(n=12,...)

wird. Fiir einen bestimmten Wert von z, z. B. z =}, erhalt man also:

2 D=1’ b 0P (p) = _1; fF(r, &, h)d?d,
(1.24) .
} EFTCY G(J) -2_1_fF(r 3, k){ nédd,

3

= ﬂ(})
(n=1,2,...).
Nun geniigen die OV (r) fiir ein festes n einer Orthogonalititsbe-

dingung; es befriedigen namlich C!” und C¥ die Differentialgieichung
(1.15), in die resp. 4%, 1 einzusetzen sind. Sind diese verschiedene

£

Waurzeln von (1.18), so gibt (1.15)
R

(AP — 2% fo‘” (r) O (r)rdr
&

= [{o® ) L (1) — 02 () - (r O (41) ) ar,
B,

so daB wegen der Randbedingung (1.11) folgt:

~

B,
(1.25) Jr09(r)0® (r)dr = 0.
kR,

Man erbslt daher schlieBlich aus (1.24) die gesuchten Bestimmungsglei-
chungen der Integrationskonstanten in der Form:
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Rl 2 By

— ;‘mkfffF('T,'ﬁ ) “’(r)dﬂdr:frosﬁ(r)?dr,

.26) £

“’| ””‘f‘ff’ 9, 8)CP (r) . nddddr: I ()

ﬂ“)f rF(r, & h)C," (r )si n r:|rCr(r) dr.
Setzt man diese Gleichungen oben ein, so erhilt man ein Entwicklungs-
problem nach unsern Orthogonalfunktionen, auf das wir hier nicht weiter
eingehen.

v

§2.
Die Oberflichengleichung.

Den gefundenen Aunsdruck {1.22) haben wir nmun in die Gleichung
(1.7) der freien Oberfliche o einzusetzen. Wegen (1.3) lautet letztere
; 2 1 /8¢ 1 709\ 1 /3¢
(2.1) CO%*I‘ — gz 2 (07> ;-)’?2 Kg"l‘) (sz—) —~kOIlSt.,
und aus ihr ist z als Funktion von #,,r zu entnehmen. Wir machen
nun der Natur der von uns untersuchten Wellen entsprechend die An-
nahme

IV. Die Geschwindigkeit v eines Fliissigkeitsteilchens soll klein sein
gegendiber der Fortpflanzungsgeschwindigkert der Oberflichenwelle, d. h.
es ist

(2.2) 1 2

1 o¢
Fr z9<1 rw8z<1’

rw or

<1,

rwa

derart, daf die Quadrate der linken Seiten gegen 1 vernachlissigt werden
kénnen. Dann lautet (2.1) in erster Niherung

{2.3) gz—-a)al}rr——konst
also wegen (1.22) explizit
(2‘4) 5 — kOBSt} wZZn 071(]')(r~){e-2'§1)z+ 64;"23) (2b~z)}

n—l =1 . .
>x<{ & sinnd, — P cos nd,}.

Man ersieht daraus, dafl das fiir n =0 in ¢ (7, 4, 2) auftretende, von &,
unabhiingige Glied fiir die Bildung von ¢ in erster Niherung belanglos
ist. Die Gleichung (2.4) ist einer Auflosung nach z nur im Falle kleiner z
zuginglich; wir machen daher die weitere Annahme:

V. Die Wellenhohe soll Elein sein gegeniiber der Tiefe des Kanals,
d. h. es kann auf o die Grofle & — 2 durch % ersetzt werden.
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Die Forderung (1.8) ergibt dann
konst. == 0,

und aus (2.4) erbélt man in der verlangten Niherung die gesuchte
Gleichung von o:

@« kel
(2.5) 2= %ZZn O (r) (L + e %" ) (¢ sin n 9, — B cos nd, ).
a=1 j=1
Hiernach entsteht die Oberfliche aus der Superposition derjenigen Wellen,
die den einzelnen Entwicklungstermen von ¢ (r, d,, z) entsprechen.

Die Bedingungen IV, V bedeuten eine GroBenbeschrinkung fiix die
Koeffizienten «Y, % und damit zufolge (1.26) fiir den Ausgangswert
F(r, 8, z) des Geschwindigkeitspotentials.

Zu den bisherigen Bedingungen tritt nun eine letzte physikalische
Forderung, die besagt, dal o offenbar eine Stromfliche der Flissigkeit
sein muB, d. h. daB sich ein Fliissigkeitsteilchen, das im Augenblick ¢ auf o
lag, sich auch zur Zeit f-}-dt¢ auf o befinden soll; es ist dies gleich-
bedeutend damit, daBl neben {2.1) bzw. (2.3) auch die nach ¢ differenzierte
Gleichung gelten soll. '

V1. Die Oberfliche o ist eine Stromfliche der Fliissighkeit, d. h.
auf o gilt:

B 209, fip 9 | dp e 1 09 itg
9% a2 @ \er 87361+ z 39,02 ' 1% 70, 287
2 52 ’ PO IPe YRS P 1a PURN-
o (R G L)
\ar) ar2 7 ¥ \04, PEN 8z) éz%  r® or \9d,/
L2089 29 P9 | 2 0piy g | 50909 52?’}:0
oy ar 39, 0709, ' 12 8%, 2z 08, 0z r dz 0rdz

Unter den Voraussetzungen III, IV lautet diese Gleichung in erster
Niherung

g dp 357_22’1 —

(2.7) 95, —@ Mf-—(),

worin ¢ aus (1.22) und z aus (2.5) einzusetzen sind; es folgh, wenn man

2 =0 setzt: .

gf’aé”lom%ﬁ{r){l He_gzg»k} +§ :;:,03)(7) (gl,ﬁ")—wwﬁng) {l_e-«-’l,?)h)
7=1 n=1j=1

=< {czf""cosné‘l + ﬂ;ﬁsinnﬁl} =0,

und hieraus schlieft man vermittels der Orthogonalititsrelationen der tri-
gonometrischen Funktionen einerseits, derjenigen der O (7) (vgl. (1.25))
andrerseits, daB die konstanten Faktoren verschwinden miissen; wir werden
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nun spiter zeigen, daB die i stets positiv angenommen werden konnen,
so dafl ein Verschwinden der die Grifie 4 enthaltenden Klammern ausge-
schlossen ist, also folgt:

(2.8) g =B =0 (j==1...00),
051(3)(9'2,?)_ 2n ﬁu)(g S a)"ne)z() (nz?'_—_—l,,,oo},

und damit das Problem einen Sinn habe, ist notwendig, dafl fiir ein be-

stimrates Indexpaar n, ¢ gilt:

(2.9) giY = win?

und alle nicht zu diesem Indexpaar gehongen ad /Sﬁ) verschwinden :
(2.10) o =g =0, {(k—mn)"+(j—i)=+0}.

Da die 27 schon als Wurzeln der (leichung (1.18) festgelegt sind,
bedeutet (2.9) eine.Binschrankung fir die moglichen Winkelgeschwindig-
keiten w:

2

(2.11) wre T

Mittels (2.8), (2.10) reduziert sich der Ausdruck fiir das Potential und
die Oberfliche:

(2 12) <P('I’, 191:2) — 0{5&)(1‘_) {e—J.,(é)z , “47& (Zh—z}}{ (‘)cosnﬂlTﬂwsmnﬁl},
(2.13) - 2200+ e "esinnd, — g7 cosnd,),

worin

Vo1

(2.14) ﬂlzﬁv—wi:ﬂm-vv-t
Zu setzen ist.

Von den unendlich vielen Entwicklungstermen in ¢ und z ist also
nur einer iibrig gebliecben — es hat sich eine, beziighch 9, sinusférmige,
Welle herausgeschilt. Ubrigens enthélt (2.12) die Aussage, da8 das Poten-
teal eine abnehmende Funktion der Tiefe ist. Wir werden nunmehr die
1% und mittels ihrer die C’ff’ berechnen und somit den expliziten Ausdruck
fiir die permanenten Wellen herstellen.

§ 3.
Die Eigenwerte.

Wir gehen nun an die Diskussion der Gleichungen (1.18) und (1.21);
dazu merken wir zunichst folgende Formeln an):

%) In der iiblichen Definition von Y,.(z), K,(x) hat man, um die Realitit zu
wahren, an Stelle von logz die GriBe log's zu substituieren.
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J(—2)=(=1",(2), Yi(=2)=(—1)"Y, (),

BL o) = (=1 L), K.(—2)— (1)K, ();

es entspricht daher jeder negativen Wurzel der Gleichungen (1.18) und
(1.21) eine gleichgrofe positive Wurzel. Wie man aus (1.17) und (1.19)
ersieht, wird Cf(r) durch Vertauschung von 47 mit — 4 iiberhaupt
nicht, Z (z) nur um einen konstanten Faktor geéindert, wir diirfen daher
in allen vorangehenden Formeln die Summation auf die positiven Wurzeln
47 beschranken.

Zundchst zeigen wir, dafi (1.21) dberhaupt keine reellen Wurzeln
zuldft. Nach Definition ist nérmlich?):

r® x? x
L(z) =g {1+ smnrn T rrmar o @nsn o)

offenbar eine fiir positive # monoton wachsende Funktion, und das gleiche
gilt fiir I, (x), so daB also fiir positive u, — und solche diirfen wir nach
obigem voraussetzen —
(3.2) Lt g
) Iz (4 By)
1st.

Die Funktion K (#) kann man andrerseits durch die Formel definieren 8):

@

K”(x):_%fe"%m(ﬁ-l-’évl).é.n—ldf (n;O)*,
0
derzufolge K, () fiir alle positiven z auch positiv ist; fiir die Ableitung

findet man:

Kie)=—§ [ ¥ e r e @2,
0

d.h. K,(z) ist immer negativ und nimmt offenbar seinem Absolutbetrage
nach ab, wenn x wichst, woraus wir folgern, dafl

Kz:(:ualg?) > 1
K. (un Ry)

ist. In Verbindung mit (3.2) besagt dies, daB die Gleichung (1.21) fiir
n =1 unmdglich ist. Fiir n =0 aber gelten die Formeln?):

L(z)=L(z), Ki(x)=—K(2),

(3.8)

% Vgl. Gray-Mathews, a.a. O, S. 20; Watson, s.a. 0, 8. 70.

% Vgl. Gray-Mathews, a.a. O, 8. 51; Watson, S. 82.

9 Vgl. Gray-Mathews, a.a. 0, S. 20, 22; Watson, S. 79.
Mathematische Annalen. 101 ‘ 28
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und die Gleichung
L (o Ra) Ky (o By) — 1, (1o By ) Ky (1o By) =0
ist unmoglich, da I,{z) eine monoton wachsende, K, () eine monoton ab-
nehmende Funktion ihres Argumentes ist?).
Wir gehen nun zur Behandlung von (1.18) iiber. Man kann sich zu-
nichst graphisch eme Hinsicht in das Verhalten ihrer Wurzeln verschaffen.
Zeichnet man nimlich die Funktion

(3.4) f(2)=Yi(e): Ji(a),
deren Ableitung sich vermittels der Differentialgleichung zu
’ 2 n® 1
(@) == (=2 5
ergibt, so erhilt man eine aus unendlich vielen getrennten Zweigen, die je
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von J,(x) verlaufen, be-
stehende Kurve. Die erste dieser Nullstellen ist bekanntlich!) gréfer als
Yn(n+ 2),.das Bild des ersten Zweiges ist also folgendes: er beginnt mit
dem Werte — oo in 2 =0, steigt dann bis zur Stelle x =n, an der er
sein Maximum ammimmt, und fillt hinter diesem Punkte bis zum Werte
—oco in der ersten Nullstelle von J,(z); hier beginnt der zweite Zweig
bei - oo und fillt monoton bis zum Werte — oo in der zweiten Nullstelle
von J,(«). Die andern Zweige verlaufen diesem entsprechend und haben —
wie auch aus den asymptotischen Ausdriicken ersichtlich — die Gestalt
der cotang-Kurve.
Schreiben wir nun (1.18) in der Form

(3.5) f(4,Bs) =1 (4, B,),

80 kommt es also darauf an, auf der beschriebenen Kurve zwei Punkte in
gleicher Hohe zu finden, deren Abszissenverhiltnis R, : R, gegeben ist.
Man sieht hiernach sofort, dap (1.18) unendlichviele Wurzeln hat. Mit

Sicherheit gibt es auf dem ersten Zweige ein solches Punktepaar, fiir
das dann

(3.6) LBy <nm<i,R,
sein mufl, und das immer enger an » heranriickt, je niher das Verhiltnis
R, : R, der Einheit liegt. Ferner gibt es unendlich viele Punktepaare der-

art, daB die beiden Punkte auf zwei vom ersten verschiedene Zweige fallen,
und deren Abszissendifferenz 1, (R, — RB,) anndhernd ein Vielfaches von =

10) Letztere Tatsache ist bekannt, vgl. Gray-Mathews, a.a. 0., 8. 82.
1) Vgl. Panl Schafheitlin, Die Theorie der Besselschen Funktionen, Leipzig 1908,
S. 117; Watson, 8. 486.
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ist. SchlieBlich ist noch der Fall mdighch, dal der ersite Punkt auf dem
ersten, der zweite anf einem der andern Zweige liegt; er kann aber nur
dann eintreten, wenn das Verhiltnis B, : B, einen gewissen echten Bruch
nicht iiberschreitet.

Um nunmehr die Berechnung der Wurzeln i, zu leisten, entwickeln
wir nach Taylor:

T2) Vi(m+ &) — iz -+ E) Va(z) = {Ja(2) B () — ¥ (z) Fa(a)}
LB (@) B (@) — () Vi) + ..

Man findet aber unter Benutzung der Differentialgleichung und bekannter
Relationen ?):

Jo(2) Yu(z) — dulz) Yu(z) = n_ga_:’

(3.7)

oy HOHE R =502
R ) - 5@ ) - (1-22),

Jri(-’ﬂ) Y,}V(x) — J,}v(x) Y,;(x) —_ ;—?{i (1 _ 2n;+3+ n‘z(n;j-ll))’
so daB8 (8.7) lautet:
In (@) Yu(2 + &) — Jn(x + &) V()
(3-9) £ < 2 £ g n? E? 9 213 2?11
T

8 x? x4
Substituieren wir hierin die Werte
(3.10) x=A Ry, =2,R, §&=I1 (R —Ry)=41,,
wo B den inneren Kriimmungsradius, ! die Breite des Kanals bedeuten,
so wird
To (1, By) ¥y (4, B,) — I, (2, R,) ¥, (4, R,)

(5.11) = [~ 2R )+ (2R — 3a7)

+ 1%%{1:1%‘— (22 +3) g R +0®(n® +11)} +1

man erhilt also eine nach Potenzen von -1% fortschreitende Reihe.

Uber ihre Konvergenz bemerken wir folgendes: Die Taylor-Entwick-
lung (3.7) konvergiert bei festem z in einer Kreisumgebung von z, die
bis an den nichsten singuliren Punkt der linken Seite heranreicht. Nun

12) Vgl. Schafheitlin, a.a. 0., S. 47; Watson, 8. 76,
B 28*
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sind J,, J; ganze transzendente Funktionen, und ¥, Y, besitzen im End-
lichen nur die eine Singularitit im Nullpunkt, also konvergieren alle voran-
gehenden Reihen, solange

(3.12) £

Z

Z

ist, und zwar um so hesser, je kleiner dieses Verhiltnis ist.
Um die Gleichung (1.18) zu lésen, hat man (3.11) gleich Null zu

setzen und hieraus die Wurzeln J, nach Potenzen von ?lz zu entwickeln,
Man erhilt in erster Niherung

(3.18) 2, =

2

R

das ist die durch (3.6) festgelegte, dem ersten Zweige von f{x) ent-
sprechende Wurzel; die zweite Naherung ergibt fiir dieselbe den Wert
n 11
=% (- g3%)

aus der dritten Approximation findet man hingegen zwei Werte:

P 63} » 11,7 12 \
(3.14) P *—F(l‘ayﬁ‘ﬂ;;“%--')’
@ ]’_ﬁ_ 112 7 n?\ 12
(8.15) A “_T(l*ZE“’(ﬁ'f'E)};‘f’“-)-

Man erhilt durch Fortsetzung dieses Verfahrens offenbar umendlich
viele Wurzeln, unter denen i, wie schon graphisch ersichtlich war, eine
Sonderstellung einnimmt; ikr Verhiltnis zu den andern Wurzeln ist von

der GroBenordnung %, die andern Wurzeln enthalten simtlich [ im Nenner.

Den allgemeinen Ausdruck fiir letztere finden wir aus den asympto-
tischen Formeln fiir J, (), Y, (z). Es gilt namlich fiir jedes positive z: 1)

(5.16) J, ()= V%{P" (z) sin <a: — -2”4_1- n) + @ () cos (x — 2?:—1 n)},
Y, (z)= V;%{Pﬂ(x) cos(a: — 27&4“1 n) — @, (z)sin (m — 2n4_1 n)},
worin

(317) P (2)=1+R,(2), @ (2)="""118,()

zu setzen ist, und fiir groBes z der Ausdruck R (z) klein von der Oxd-

nung ;I;, 8, (x) klein von der Ordnung ;13 ist. Daher wird!#)

13) Vgl. Schafheitlin a. a. 0., S. 48ff.; Watson, S. 2061
) Vgl. Schafheitlin a. a. 0., S. 15.
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Ja(2) = 5 (Js — duss)
Y24
lez(x :'21“ (Ya-1—Yp11)
= V%{P:(x) cos(ac — 2”;3 n> — @ () sin (x — 2”;3 n)},
worln man zu setzen hat
P} (2) =4 (Pas(2) + Para (2))
=14 5 (Bues(2) + Buus (@) = L+ B (2),
@ (2) = § (Que1(2) + Quis(2))
= L (Baa(®) F Spa (2) = 2R ¥ (a),

8z

und B (2), S, (x) von derselben GroBenordnung wie R, (), S, (z) sind.
Man erhalt daher

5.15) 3 az) + Qx (%) cos (:z: —_ 2”4—3 Jz)}

(3.19)

Jo(2) Yo (z+ &) — Tz + &) Yo (2)
= iy (eonE [P (2 6) Q) (2) — P (2) @3 (w+ £)]
— sin £ [Py (2) P (= + &) + Qu (2) @a (2 + £)1},
und die Gleichung (1.18) nimmt die Gestalt an

Py (z+§)Qn (2)— Pa (2) Qu (2 +&)
Py () Pa (z+E)+Qn (2)Qn (2+8)

worin man (3.10) und (8.19) zu substituieren hat. Die erste Niherung gibt

(3.20) tang & =

tang £ =0,
3.21
( ) A= If{f (k = ganze Zahl),

worin k£ nur der Bedingung unterliegt, so grof} sein zu miissen, dafl
x=1,R=Fkan —Ili
die hinreichende Gréfle hat, um ;— vernachlissigen zu kénnen. Die zweite

Niherung gibt
40243 4n%+ 3 47243
tang§ = —g—— R TS Rk §4 ..

kn 47&3-}—3 2
2":_{1_}' spar BT }
Dies ist der asymptotische Ausdruck fiir die mendlich vielen Wurzeln
von (1.18), die den cotang-ahnlichen Zweigen von f(z) entsprechen.

(8.22)




(4.4)

C,(r)=
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§ 4.

Der Fall sehwacher Kanalkriimmung.

Die im vorangehenden ermittelten Eigenwerte haben wir nun in (1.19)
zu substituieren. Setzen wir im folgenden

(41) r=R-4o 0Zo<i,
so gibt eine Taylor-Entwicklung unter Benutzung von (3.10), (3.8)
On(r)= (1) Yo (i B) — Yo (2n7) I (An R)
={% (93) Y'(x) — Yo (2)du(2)}

(4.2) + {J (2)7Y, nkx n(x)Y (%)} + ..

—2 .._l 3 2 Q 2 2 _9
— R{1 (BB =)L ( PR 8n%)-L
1 o4 ps 2 3 p2 2.9 ) et
+ o, (BB — (20 + 3) 1R+ (4 11)- 2 }

und diese Entwicklung ist konvergent, solange p < E, also a fortiori, wenn
(3.12) erfiilllt ist. Fiir 4, miissen wir die oben gefundenen Ausdriicke
(3.14), (3.22) einsetzen. Mittels (3.14) findet man die Entwicklung:

ii{ n? g2(31-29) _ n® o® (314 2o—de®) | }
xR 21(‘]) 6 R® 12 Rt veafe
Eine Kontrolle der Rechnung bietet die Tatsache, daB die Ableitung €’ (r)
fiir p = 0 und ¢ =1 verschwinden muf.

Die den andern 4, entsprechenden C,(r) werden wir konsequenter
mittels der Formeln (3.16) berechnen, womit sich ergibt:

(4.8) 02 (r) = —

2n—

P (i,r) sin{2,r — >+Qn(}.mr) cos(lnr —=3

S

(
{P*(l R)cos(Z.nR 22 a) — QIUnR)sin (R — 21T
ﬂ:“R{P (4,7) cos(i,r — 2271 a) — Q,(4,7) sin (2,7 — 2271
><{ P (i B)sin (1, B — 272 ) + QT (1n R) cos (1 B — 2
= 2 G0 [P (n B) Qular) — Pala) 03 (i )]

— €082 0 [ Pa (A7) Pf (A R) + Qu (A7) Qi (4 B)]}-
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In erster Niherung wird also fiir hinreichend groBie Werte von =

(4.5) Gn(r)=———~;z—22—£—é oos(kn%);

die zweite Naherung ergibt:

6= a1 =2 &)~ oo+ (557 — i) indue

QZLR{cos(lm >+2L {sm(k g) kn cos< )}+ J

Wir wollen nun die im vorangehenden entwickelten Formeln auf
den praktisch wichtigen Fall anwenden, daB es sich um einen schwach ge-
kriimmien Kanal handelt, d. h. wir werden untersuchen, wie sich die Re-
sultate vereinfachen, wenn wir die Kanalbreite ! konstant halten, dagegen
den inneren Kriimmungsradius B unbegrenzt wachsen lassen. Vorab zwei
Bemerkungen:

1. Das Verhiltnis R,:R, nihert sich dann unbegrenzt der Einheit,
und demnach gibt es, wie wir schon oben bei Besprechung der Kurve f(x)
hervorhoben, nur die beiden Typen von Wurzeln 1, die in (3.14) bzw-
{3.22) erfaBit sind.

2. Bei dem Ubergang zu groflen Werten von R ist die Zahl » in
(4.3) keiner Beschrinkung unterworfen, dagegen liegt den an (3.16) an-
gekniipften Ableitungen die Voraussetzung zugrunde, daf es sich um ein
festes endliches n handelt und R hinreichend grof genommen wird; man
sieht in der Tat sofort, dafi (4.5) bzw. (4. 6) nur dann der vorgeschriebenen

Differentialgleichung (1.15) geniigt, wenn % klein von erster Ordnung ist.

Man findet ams (2.11), (3.14), (3.22), daB die moglichen Werte der
Winkelgeschwindigkeit durch die Gleichungen

IO A T AL A BN
(4.7) @ “nR( +24R*+ )
. gak in+3
(4.8) w? =L (1+8m2 R2+.Q,)

bestimmt werden; fiir B — oo strebt der erste Wert gegen Null, der zweite
nach dem endlichen Grenzwert

gk
In® "

Die in den vorangehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen sind
unter den gemachten Voraussetzungen konvergent, und man sieht aus (4.3),
daB CP(r) bei endlichem = bis auf Glieder dritter Ordnung konstant ist.
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Denkt man sich (4.3) und (4.6) in die Gleichung (2.13) der freien Ober-
fliche o substituiert, so sieht man, daf im ersien Falle die Wellenhéhe in
der r-Richtung anndhernd konstant, tm zweiten Falle dagegegen cos-formig
gekrduselt ist; man wird daher vermuten, daf erstere die den Airyschen
Wellen in gestreckten Kanilen entsprechende Bewegung liefern.

Um den Grenziibergang fiir groBe R durchzufiihren und zu ver-
wendbaren Resultaten zu gelangen, fithren wir die an Wellen meBbaren
Groflen ein: wir messen in der Mitte des Kanals die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit

(4.9) c=(R+3)o
und die Wellenlinge
2z {
(4.10) L="2(R+5).
Fiir den ersten Eigenwert wird also mittels (4.7):
SRR O O
o =Ew (I‘Lﬁ) n9<1+2 BT ar )
R L i1 1
W=l TIE T AR )
und somit schhieBlich:
gL (4
(+1h) =51 Té}uﬁ’f— )

Diese Beziehung zwischen der Foripflanzungsgeschuwindigkeit und der
Wellenldnge ¢st offenbar die Verallgemeinerung der bekannien Airyschen
Gleichung fiir permanente Wellen in gestreckien Kandlen®); sie bleibt also
bis auf einen Effekt zweiter Ordnung in der Kriimmung erhalten.

Man erhalt ferner aus (4.3), wenn man L statt n einfithrt:

09 () — x? 2(%—2@) o (P-Seltte”) |
(4.12) O (#) = konst. {1+ kst + L S e }
und aus (2.11), (4.11):

4.13 A= =
(4.13) =TT

7% w? 47;%2 )
( + 24 RQ +

Um jetzt die entsprechenden Werte von ¢ (7, 9,,2) und z zu berechnen,
setzen wir noch:
(4.14) nd =nd —not=n——r — 22 t=?—f(x—cz},

1 1 L
R—}—?Z R+§Z

15) Vgl. Levi-Civita, loc. cit. 9).
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worin z die Bogenlinge auf dem Mittelkreis des Kanals bedeutet, die also
bei der Streckung zu der in die Fortschreitungsrichtung fallenden Abszisse
wird. Beschrinken wir uns auf den Fall unendlicher Kanaltiefe, so wird
also das Geschwindigkeitspotential:

2

— Ty = I (127 e2(31—20)
(4.15) P B,2) =konst.¢ <1 12LR'3Z+”') Sy R
1 =% I*—6pl+40*
+§;ﬁ *W(ﬁ%—j- el -+ ) COS-—*(:IJ—-a?O ct),

was fiir B — oo in den bekannten Ausdruck fiir das Potential der Airy-
schen Wellen iibergeht. Die Gleichung der freien Oberfliche aber wird:

2 a® p*(81—20)

=k0nst.{1 :
# T3 P

(4.16) 1 2% o (IP—6plt4o?)
‘f—é‘ﬁw—l—g‘;’"‘—l— }Sm—(x xo—ct).
Fir p=0, d. h. am inneren Rand des Kanals, verschwinden die
Zusatzglieder, die Konstante miBt daselbst die maximale Wellenhohe.
Diese Hohe der Wellenberge ist eine wachsende Funktion von o, die ibr

Maximum .
o (17055 1) .

auf dem 3uBeren Kanalrand erreicht. Das Verkdlinis der mazimalen
Wellenhohe auf dem Aufen- und Innenrand ist also in zweiter Nihe-
rung gleich

(4.17) +§ﬁ(2~~é),

und dies ist eine experimentell priifbare Beziehung.

In gleicher Weise untersuchen wir nun, was der zweiten Gruppe (3.22)
von Eigenwerten entspricht Wir bemerkten schon oben, daB mit wachsen-
dem R das Verhiltnis - % gegen Null gehen mu8, es streben also sowohl L
als auch ¢ gegen unendhch grofle Werte und verlieren somit ihren eigent-

lichen Sinn. Mittels (4.5) erhalten wir fiir den Fall unendlicher Tiefe in
erster Niherung: -~

km
—g
(4.18) @(r, 9y, z) = konst.e * ~cos(kn%>cqs27”(a:~xﬂ-—ct),

z = konst. cos (]caz )sm-—(:c Z,— ¢1),
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worin zu substituieren ist

N, gLik/, , 4n®4+3 I® ;
s —_— 2 — -—
= (B+y) =71+ 0004
Fassen wir ein endliches Stiick des Kanals, also beschrinkte Werte von
x — x, ins Auge, und lassen R, mithin L gegen co gehen, so gibt die erste

Néherung
kx

-z
@(T, '19'1,2) == konst. e l 'COS(]G.‘II-?—> OOSVE%%,

gk=n
!

. k= ra kx gl
== konst. {smT (g -+ VH t) — sin—- (9 — l/ Ht>}
Es handelt sich demnach um die Uberlagerung zweier in Richtung des

Radius mit gleicher Amplitude und entgegengesetzter Geschwindigkest fort-
schrestender Wellen und zwischen ihrer Wellenlinge

z = konst. cos (k p %\) sin t

(4.19)

21
A=
einerseits und ihrer Fortschreitungsgeschwindigkeit
— /9
7= ’ kx
andererseits besteht wieder die fiir Airysche Wellen charakteristische Beziehung
2 4
(4.20) yi=5=.

Es handelt sich im iibrigen um Wellen mit festen Knotenpunkten, die denen
entsprechen, die wir erhalten hitten, wenn wir in unserem Problem R, =0
gesetzt, also eine kreisformige Wanne zugrunde gelegt hitten.

o

§ 5.
Der Massentransport.

Die gefundenen Formeln wollen wir noch benutzen, um den Massen-
transport unserer permanenten Wellen zu berechnen. Nehmen wir ein Quer-
schnittselement dr dz mit dem festen Argument ¢, das stets in der Fliissig-
keit eingetaucht bleibt, so ist die im Zeitintervall von 0 bis ¢ hindurch-
gestromte Fliissigkeitsmenge:

3

B
(5.1) waf%wxm““f

w
0

d

a9, =

U
129
r ovy

22 19 (o (8) — 9 (8,)):
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benutzen wir (2.12), so wird also diese Durchflulmenge:

(5.2) drdzom( ){ -3l

T it en- z)}
o gip 20— 19){ .n(#m—ﬁ) @ n(ﬂai@}

Man schlieft hieraus folgendes:
1. Die Durchflufimenge ist eine abnehmende Funkiton der Tiefe z.
2. Bie ist eine periodische Funktion der Zeit und verschwindet nach

Ablanf der Zeit %; in der Tat sind nach Ablanf dieser Epoche alle Ver-

hiltnisse die gleichen wie zur Zeit { = 0. Die Flilssigkeit flieBt bald in
positiver, bald in negativer ¢-Richtung durch das Element und im Mittel
ist die durchgefiihrte Menge Null.

Trotzdem findet ein Massentransport statt, der von den Elementen
herriihrt, die nicht dauernd eingetaucht bleiben, also an der Oberfliche
liegen. Nehmen wir einen festen Querschnitt mit dem Argument &, so ist
die zwischen 0 und ¢ durchgeflossene Fliissigkeitsmenge

(5.3) M= — *fdﬁ ff‘ % dr dz;

R, z(o)

die mittlere absolute Durchflubmenge in der Zeiteinheit definieren wir durch:

9 Bk
(5.4) @=1lm ¥ —tim —ﬂ—i—gfdﬂlff};,f drdz.
&> w Gyrw U1 y- AR 1

Teilt man das Integral iiber z in eines iiber die Strecke 0 bis &, und eines
itber z (o) bis 0, so erhdlt man den dem ersteren entsprechenden Teil von
@ durch Integration von (5.2) ither r und z, und da das Resultat rein-
pertodisch in &, — & ist, verschwindet dieser Teil von §; es bleibt also

By RO
(5.5) Q=1tm -~ {as, | | 12%arqe.
/ Dy P 1 r ed,
! s B, z(o}

Unter Anwendung des Mittelwertsatzes und der Formeln (2.12), (2.13)
wird nun in erster Approximation

0
j §§~dz == n(}g){r) (1 + e—-‘zl}flk) (ocf)si_n 7275 ﬁ(i) 005%79‘1) -Z(O‘)
1

(5.6) *©@
-——~—(1+e "‘“’")30@(?) (e sin nd, — AP cosnd, ).
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Man kann diesem Ausdruck die Form geben
0
29 gp 2 (22
89, dz = g <5791>z=0’

z (o)

so daB
(5.7) Q=—v,

wird, worin ;)e: den Mittelwert von v; iiber den im Kanal liegenden Teil
der Fliche z = 0 bedeutet. Dieser Ausdruck ist ein Analogon der Levi-
Civitaschen Formel fir gestreckte Kandle®).

Unter Beriicksichtigung des unperiodischen Teils findet man aus (5.6):

Ry
D1 e W ) [ TP () ar,
B,
Es liegt nach (2.13) nahe, hierin den Ausdruck fiir die grofite Wellenhohe
einzufithren; diese ist namlich auf dem Mittelkreis des Kanals:

on —22(» CEREFTCE CERFgIC]
a =20 (14 e Vo 4 p ‘(R+)

so daB man findet

Ry
[¢3] 2
- ga? 1 G, (r)
(0.8) Q='2—w~' @ IR J. ﬂT dr.
c <R+—2-) F

Wir wenden diese Formel auf die verallgemeinerten Airyschen Wellen
an. Dann gibt der Mittelwertsatz fiir den Fall schwacher Kriimmung in
erster Naherung

{5.9) Q=

gla® __gla?
T 2¢
2w <R+§>

was der Levi-Civitaschen Formel im klassischen Falle entspricht??). Mittels
(4.12) erhalten wir bis auf sich weghebende konstante Faktoren:

R,
o (r)® Z o1 2,
f“?““=f9+fkﬁ+§ﬁﬁj

pr1_ 32 .1 | 52,1
+—[§*‘4_5 75 T357 E]+"‘}’

Z2 2 l2 1 l lz
R T EE R WS SV BENEE

18 Vgl a. 2. 0. %), 8. 93.
%) Vgl a5 0. %), 8. 95.
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und somit aus (5.8) die Beziehung‘

gl 19
Q=a’ ZwR{ R +L3
oder schlieBlich wegen (4.9):
. _a gl l r1_ 1 s 2 L

Diese Formel driickt die miitlere Durchflufimenge, die einen Effekt zwester
Ordnung darstellt, durch lauter mefbare Grofen aus und ist die Ver-
allgemeinerung des Levi-Civitaschen Resultates.

2 1
2 t ha
R L

Rom, den 21. Mail 1928.

(Eingegangen am 26. 5. 1928.)



