Uber ein topologisches Theorem.

Von

Witold Hurewicz in Amsterdam.

Bei dem Aufbau der Topologie der hoher-dimensionalen Euklidischen
Riume spielt eine wichtige Rolle das folgende Theorem, das von Lebesgue?)
aunsgesprochen und von Brouwer?) zum erstenmal bewiesen wurde:

(A) Zerlegt man ein beschrinktes abgeschlossenes Gebiet®) des Euklids-
schen n-dimensionalen Zahlenraumes R, in endlich viele abgeschlossene
Mengen, deren Durchmesser hinreichend klein sind*), so giblt es Punkte,
die mindestens n -1 dieser Mengen gemeinsam sind.

Aus diesem Theorem kann nach Lebesgue®) sehr einfach der be-
rithmte Brouwersche Invarianzsatz®) gefolgert werden, welcher die Un-
moglichkeit einer ein-eindeutigen stetigen Abbildung zwischen einem n-
und einem m-dimensionalen Gebiet fiir n ==m behauptet. Einerseits bleibt
namlich die im Satz (A) ausgedriickte Eigenschaft des n-dimensionalen
Gebietes bel ein-eindeutigen stetigen Abbildungen erhalten?); anderseits
kommt diese Eigenschaft einem m-dimensionalen Gebiet fiir m < » nicht

1) In Math. Ann. 70, 8. 166—168. Vgl. ferner Fund. Math. 2, 8. 257,

?) Im Crelleschen Journal 142 (1913), 8. 150. — Ein zweiter Beweis findet sich
bei Lebesgue in Fund. Math. 2, 8. 257.

3) Unter einem offenen Gebiet (des Euklidischen n-dimensionalen Raumes) ver-
steht man eine Menge, die aus lauter inneren Punkten besteht. Ein abgeschlossenes
Gebiet ist per Definition ein offenes Gebiet mitsamt seinem Rand. — Formal gilt der
Satz auch fiir nicht-beschrankte Gebiete, dieselben lassen sich doch iiberhaupt nicht in
endlich viele beschrinkte Mengen zerlegen.

4) D. b. kleiner als eine gewisse nur von dem betrachfeten Gebiet abhingige
Schranke.

%) VgL die sub ) zitierten Arbeiten von Lebesgue.

8) Vgl. Bronwer, Math. Annalen 70, 8. 161

7) Dies ergibt sich sofort ans der Tatsache, daBl jede ein-cindeutige stetige Ab-~
bildung einer beschrinkten abgeschlossenen Menge gleichmifig stetig ist.
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zu: jedes beschrinkte abgeschlossene Gebiet des R 1iBt sich vielmehr in
endlich viele beliebig kleine, abgeschlossene Teile zerlegen, deren je m -2
(also a fortiori je » -+ 1, wenn m < n ist) keinen gemeinsamen Punkt be-
sitzen®).

Eine wichtige Anwendung findet ferner der Satz (A) in der auf der
rekursiven Definition der Dimensionszahl beruhenden Dimensionstheorie®),
indem er die Grundlage fir den von Brouwer bewiesenen ,Rechtferti-
gungssatz des Dimensionsbegriffes” bildet, wonach dem Euklidischen R,
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, einem beschrinkten Gebiet des E,)
auch im Sinne der genannten Theorie die Zahl 7 als Dimension zugewiesen
wird?). Der wesentliche Inhalt dieses Theorems steckt in der Behauptung,
daB die Dimension des R, nécht kleiner ist als n'*). Nun fiihrt sich aber
die letztere Behauptung auf Satz (A) zuriick auf Grund der Tatsache, da8
ein kompakter Raum von einer Dimension < n die im Satz (A) formulierte
Eigenschaft nicht besitzt'?).

Im folgenden wird ein Beweis des Lebesgue-Brouwerschen Satzes (A)
gegeben, der sich von den bisherigen Beweisen hauptsichlich durch Ver-
wendung der sog. (siehe unten) _ziegelartigen® Kombination von n-di-
mensionalen Intervallen unterscheidet, was einen glatten InduktionsschluB
nach der Dimensionszahl erméglicht und eine bedeutende Vereinfachung
des Beweises bewirkt. Im iibrigen kniipft unser Beweis sehr eng an die
Darstellung von Lebesgue®) an1s?),

#) Vgl. Lebesgue, Fund. Math. 2, 8. 265#. .

®) Vgl. etwa Menger, Bericht iiber die Dimensionstheorie, Jahresber. d. D. Math.-
Ver. 35 (1926), 8. 118.

%) Das erste Mal wurde das Theorem von Brouwer (in der sub 2) zitierten
Arbeit) bewiesen. Uber weitere Literatur vgl. Menger 1 c. ?), 8. 123. — Aus dem ge-
nannten Theorem in Verbindung mit der fast trivialen Tatsache, daB die Dimension
eine topologische Invariante von Punkétmengen ist, folgt der oben angefiibrte Bronwer-
sche Invarianzsatz®.

) Da8 die Dimension des R, nicht grofer ist als n, ist hochst einfach za
zeigen; vgl. etwa Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 34 (1924), 8. 152

*} D. h. ein kompakter Raum von einer Dimension < = ist in endlich viele be-
Liebig kleine abgeschlossene Teile zerleghar, die zu je n+1 fremd sind (vgl Menger,
letztes Zit., 8. 158; Urysohn, Fund. Math. 8, S. 292). Von Urysohn (vgl. die soeben
zitierte Abhandlung, 8. 294) wurde gezeigt, daB dieses Verhalten fiir die weniger als
n-dimensionalen kompakten Riume auch charakteristisch ist, so daB8 also zwischen
dem Satz (A) und der Behauptung, daf der R, mindestens n-dimensional ist, eine
vollstindige Aquivalenz besteht.

) Vgl. Fund. Math. 2 (1921), S. 257.

3%) In dem withrend der Korrektur dieser Arbeit erschienenen Awufsatze von
E. Sperner (Abhandlungen des Hamburgischen Math. Sem. 6, 8. 265—272, eingereicht
im Juni 1928) findet sich ein Beweis des Lebesgue-Brouwerschen Theorems, welcher
mit dem hier dargelegten eine weitgehende Analogie aunfweist.

14%
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§1.

Wir betrachten ein n-dimensionales Intervall I"**), d. h. die Gesamt-
heit aller Punkte (z,,2,,...,#,) des Zahlenraumes E,, deren Koordi-

naten n Ungleichungen:
o, <z, <Y (i=1,2,..,n)

befriedigen, wo a;, b, vorgegebene reelle Zahlen bedeuten und @, < b; vor-
ausgesetzt wird.

Denken wir uns das vorgelegte n-dimensionale Intervall I in eine
Anzahl von n-dimensionalen Teilintervallen

0) Z,, 2, ..., Z

mn

zerlegt, die zu je zwei keine inneren Punkte gemein haben. Wir nennen
diese Zerlegung ziegelartig®), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Kein Punkt gehért mehr als % - 1 verschiedenen Intervallen Z; an

2. Sind irgendwie £ von den Intervallen (') gegeben, wo 2 <k <n+1
ist, und haben diese % Intervalle gemeinsame Punkte, so bilden die letz-
teren ein (n + 1 — k)-dimensionales Intervall; insbesondere haben also je
n -+ 1 der Intervalle Z;,, wenn iiberhaupt, dann npur einen Punkt ge-
meinlﬁ)l’i).

Die beigefiigte Figur gibt ein Beispiel einer ziegelartigen Zerlegung
des Quadrates. Man erkennt leicht die allgemeine Giiltigkeit der folgen-
den, in den Fillen n = 2,3 anschaulich evidenten Tatsache: Ein #-dimen-
sionales Intervall I" kann ziegelartig in Teilintervalle zerlegt werden,
deren Kantenlingen kleiner sind als eine willkiirlich vorgegebene positive
Zahl &, *8)

14} Den Index » werden wir, wofern keine Miflverstindnisse entstehen kénnen,
weglassen. :

15y Diese Zerlegungen wurden zum anderen Zwecke bereits von Lebesgue 1 ¢. §)
verwendet. Vgl oben FuSnote 8) und die zugehdrige Stelle im Text.

18) Wir bezeichnen namlich eine aus nur einem Punkte bestehende Menge als
ein 0-dimensionales Intervall.

17} Es sei der Vollstindigkeit halber bemerkt, daB die Bedingung 2. von selbst
erfitlllt ist, wenn 1. gilt und idberdies die Teilintervalle Z; so klein sind, daf keines
von ihnen zwei gegenitberliegende Seiten des Intervalls / verbindet. Im folgenden
findet diese Bemerkung keinerlei Anwendung.

18) Vgl. Lebesgue a. a. 0. 8.266. — Man kann dies anders zeigen, indem man
sich auf die folgende Bemerkung stiitzt: Es liege eine ziegelartige Zerlegung des
Intervalls I in die Intervalle Z,(i =1, %, ..., m) vor. Zerlegt man eines der letzt-
genannten Intervalle, etwa Z,, in zwei Intervalle Z! und Z!, so ist auch die Zer-
legung von I in die m-+ 1 Intervalle Z{, Z!’, Z; (:=2, 3, ..., m) ziegelartig, wofern
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Im folgenden werden I als ein festes n-dimensionales Intervall und
Zy, 2y s 2y alS Teilintervalle einer beliebigen, aber ebenfalls festgewihlten
ziegelartigen Zerlegung von I voransgesetzt. Es
gelten folgende einfache Behauptungen:

(a) Projiziert man auf eine (% — 1)-dimen-
sionale Seite B des Intervalls 7 alle an B an-
stoBenden Intervalle (), so erhilt man eine ziegel-
artige Zerlegung des (n — 1)-dimensionalen Inter-
valls B.

(b) Ist die Strecke s Durchschnitt von »
Intervallen Z,*?), so ist jeder der beiden End-
punkte von ¢, wofern derselbe im Innern von I liegt, gemeinsamer Punkt
von n -+ 1 Intervallen Z; *°). Alle iibrigen Punkte von s gehéren hingegen
nur n Intervallen Z;, an?!).

§2.

Indem wir jetzt die Intervalle (") irgendwie in Gruppen verteilen und
die Vereinigungsmenge der Intervalle jeder Gruppe bilden, bekommen wir
eine neue Zerlegung:

I=D,+D,+...+ D,

nur die Z; und Z{' trennende (% — 1)-dimensionale Ebene mit keiner der Grenzebenen
der Intervalle Z,, ..., Z, zusammenfsllt. Wenn man nun von einer beliebigen ziegel-
artigen Zerlegung von I ansgeht (etwa von der frivialen ,Zerlegung¥, bei der I selbst
als das einzige Teilintervall anftritt) und durch wiederholte Anwendung der obigen
Bemerkung die Intervalle der Zerlegung sukzessiv verkleinert, gelangt man schlieBlich
zu einer Zerlegung von dem vorgeschriebenen Feinheitsgrad.

1*) Wir erinnern daran, daB je n Intervalle (') entweder keinen gemeinsamen
Punkt haben, oder eine (zu einer der Koordinatenachsen parallele) Strecke als Durch-
schnité baben.

) Sei etwa s der Durchschnitt der Intervalle

(X) Zp Zg:---, Zn

und sei p ein im Innern von I gelegener Endpunkt von s. Setzen wir s iiber p hin-
aus um eine kleine Strecke s’ fort, so kann s’ nicht allen Intervallen (z) angehiren.
Nehmen wir an, s’ liege auBerhalb Z,. Die im Punkte p senkrecht zu s errichtete
(n—1)-dimensionale Ebene bildet Grenze zwischen Z, und einem Intervall Z,, das
von sémtlichen Intervallen () verschieden ist. Also ist p n-+1 Intervallen Z; ge-
meinsam.

) Angenommen nimlich, der Punkt p der Strecke s gehort auBer den Inter-
vallen Z;,, Z;,, ..., Z;,, deren Durchschnitt s ist, noch einem Intervalle Z, an. Dann
ist p der einzige Punkt des Durchschnittes Zi,-Zi, ... Ziy-Zk, also der einzige ge-
meinsame Punkt des n-dimensionalen Intervalls Z; und des ein-dimensionalen Inter-
valls s, was nur dann méglich ist, wenn p Endpunkt von s ist.
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_wo also jede der Mengen D, entweder mit einem der Intervalle Z;, zu-
sammenfillt oder Summe von mehreren Z; ist, und jedes Z, nur einem
der Komplexe D, angehort. Wir wollen zeigen:

(A") Unter der Vorausselzung, daf3 keiner der Intervallbomplexe D,
Punkie auf zwei gegeniiberliegenden Randseiten von I besitzt, gibt es Punkie,
die n 41 der Mengen D, gemeinsam sind®®).

Diese Behauptung ist nichts anderes als der Lebesgue-Brouwersche Satz (A),
ausgesprochen fiir die Zerlegungen des Intervalls I in die speziellen Mengen D,.

Zum Beweise numerieren wir zunichst die Seiten von [

B,B,,...B, B. B... B,

und zwar so, daB mit B; und B} (¢=1, 2, ..., %) zwei gegeniiberliegende
Seiten bezeichnet werden. Sodann verstehen wir unter E; fiir 4 =1,2,...,n
die Summe aller derjenigen Dj, die die Seite B, beriihren, aber zu simt-
lichen Seiten B, B,, ..., B, _, punktiremd sind. Die Summe jener D, die
mit keiner der » Seiten B, gemeinsame Punkte haben (d. h. in keine der
bisher definierten Mengen K, eingehen) bezeichnen wir mit &, _,. Es gilt dann:

(*) EBl=0(i=1,2,...,n), EB, ,=0(i=23, .. ,n-+1). =)

Ein Punkt, der allen #» 4 1 Mengen E, gemeinsam ist, gehort zu minde-
stens » -~ 1 verschiedenen Mengen D,, denn jedes D, ist in genau einem
E; enthalten. Daraus ergibt sich, daf die Behauptung (A’) von dem
folgenden Satz impliziert wird:

(A") Ist jede der m-+-1 Mengen
E,B,. . E

n+1
Summe von Intervallen (’), bzw. mit einem dieser Intervalle identisch,
wobet jedes Z; einem und nur einem J; angehort, und sind die Bedingungen
(*) erfiillt, so haben die Mengen E, mindestens einen gemeinsamen Punkt.
Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes (A”) zu. Wir fithren den
Beweis durch Induktion nach der Dimensionszahl n, was dadurch ermog-
licht wird, daB wir gleichzeitig mit (A”) noch die folgende Zusatzbehaup-
tung beweisen: Der Durchschnitt E,, E,, ..., £, , (der, wenn nicht leer,
jedenfalls nur endlich viele Punkte besitzt%) besteht aus einer ungeraden
Anzahl von Punkien.

#7) Bei Lebesgue, Fund. Math. 2, 8. 257 wird die ansloge Behauptung fiir Kom-
plexe ans Intervallen einer ,Gitterzerlegung® bewiesen. Fiir ziegelartige Zerlegungen
gestaltet sich der Beweis, wie wir sogleich sehen werden, wesentlich einfacher.

224} Dagegen erfiillen die Mengen &; fiir n>> 1 die Voranssetzung des Satzes (A”) nicht.

%) Denn jeder seiner Punkte ist Schuittpunkt von » 41 Intervallen Z;, die Anzahl

dieser Schnittpunkte ist aber endlich (niimlich = { nnf 1), wo m die Anzahl aller Z; ist) .
T
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Tiir # =1 ist die Bebhauptung (A”) nebst Zusatz trivial. In der Taf,
die nulldimensionalen Seiten B, bzw. B; des eindimensionalen Intervalls
I={[a, b] sind bei passender Bezeichnung die Endpunkte a bzw. b, also
enthilt der Intervallkomplex E, a, aber nicht b, und ein Punkt, der sich
lings der Strecke I von a mach b bewegt, gelangt aus E, in E,, mufl
demnach eine ungerade Anzahl von Malen die Grenze zwischen E, und E,
fiberschreiten. Mit andern Worten haben die Intervallsummen E, und E,
eine ungerade Anzahl von Punkten gemein.

Sei nun n>1. Wir nehmen unsere Behauptungen fiir » —1 als
bewiesen an und wollen daraus ihre Giiltigkeit fiir » herleiten.

Wegen B,-E,,, =0 ist B,— 3B, B, Nach der Bebauptung (a)
i=1

in §1 sind die Mengen B, -Z, Summen von Teilintervallen einer ziegel-

artigen Zerlegung des (» — 1)-dimensionalen Intervalls B,. Ferner erfiillen

diese Mengen, wie man leicht sieht, die den Bedingungen (*) analogen

Bedingungen in bezug auf die entsprechend numerierten (n — 2)-dimen-

sionalen Seiten von B _,?*) woraus sich vermdge der Induktionsannahme
n

ergibt, da8 der Durchschnitt ﬁBn"Ei = B_- JE, nicht leer ist und aus
=1 i=1

einer ungeraden Anzahl von Punkten besteht. Setzen wir zur Abkiirzung

P= ﬁ E, und bemerken wir, daf (nach den Annahmen (*)), die Seite B,
=1

ausgenommen, keine Seite des Intervalls I von P berithrt wird, so haben wir:

I. Die Menge P ist nicht leer und besitzt eine ungerade Anzahl von
Punkten auf dem Rande von I.
P setzt sich aus einer Anzahl von Strecken
815 85 - S,

zusamnmen (wir nennen sie Teilstrecken von P), wo s, (1=1,2,...,7)
Durchschnitt ist von n Intervallen

(1) Zis 2y .y Z,,
die bei entsprechender Anordnung die Beziehungen erfiillen:
(2) Z;, CE, (k=1,2,...,n).

Betrachten wir die Endpunkte der Strecken s;, oder, wie wir uns
kurz ausdriicken wollen, die Eckpunkte von P.?%) Wir sprechen von einem

“) Die Rolle der Seiten B; bzw. B/ (¢ =1,..., n—1) wird ndmlich von den
Projektionen dieser Seiten auf B, iibernommen,

*) Avs der Bemerkung (b) in § 1 folgt, daB ein Punkt von P dann und nur
dann ein Eckpunkt ist, wenn in ihm u+1 Intervalle Z; zusammenstoSen.
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Eckpunkt m-ter Ordnung, wenn m die Anzahl der Strecken ist, welche
ihn als Endpunkt besitzen. Wir zeigen:

II. Jeder Eckpunkt von P hat hochstens die Ordnung 2. Eckpunkte
von der Ordnung 1 sind erstens die auf der Grenze von [ gelegenen Punkte

von P und zweitens die Punkte des Durchschnittes IJ = ]I E’ 26) Alle iibni-
gen Eckpunkte sind von zweiter Ordnung.

DaB jeder auf der Grenze von I liegende Punkt von P Eckpunkt
erster Ordnung ist, st klar. Sei jetzt p ein im Innern von I gelegener
Eckpunkt von P, etwa Endpunkt der Teilstrecke s, von P, die als
Durchschnitt der Intervalle (1) definiert ist. Nach der Bemerkung (b) im
vorigen Paragraphen gehort p aufler den n Intervallen (1) noch einem
Intervall

Z

YR+
an, das in (1) nicht vorkommt. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. p hegt in II=P-E, ,. Dann ist eines der p enthaltenden Inter-
valle Z, in B, , enthalten. Nach (2) kann dies nur das Intervall Z;,
sein, es ist also Z;, ., CE,, ,, und daher ist das System (1) das einzige
n-tupel aus in p zusammenstoBenden Intervallen Z;,, in dem Intervalle
aus jedem der n Komplexe E,, E,, ..., E, vertreten sind. Dies bedeutet

»
aber, dafl s,= ]/ Z; die einzige in p miindende Teilstrecke von P ist.
k=1

Somit ist p ein Eckpunkt ersier Ordnung.

2. p liegt auBerhalb I7, also auBerhalb E,  ,. Dann ist Z;,  in einem
E, fir k < n enthalten. Aus dem System der n+1 Intervalle Z;, kann
man dann aufler dem n-tupel (1) noch ein und nur ein n-tupel hera.us-
greifen, in dem je ein Intervall aus jedem der » Komplexe E,, E,, ..., E,
vorkommt, ndmlich das n-tupel

(3) Zil""’ Zil;—x’ Z‘k+1’ trex Ziﬂ+l'

In p miinden somit zwei Teilstrecken von P: die Strecke s; und die als
Durchschnitt des n-tupels (3) definierte Strecke s{.%7) Folglich ist p ein
Eckpunkt zwedter Ordnung. Damit ist die Behauptung 11272} bewiesen.
Sei @, bzw. &, die Anzahl aller Eckpunkte erster bzw. zweiter Ord-
nung von P. Da «, -+ 2, die verdoppelte Anzahl aller Teilstrecken von

26) Mit Ricksicht auf *%) ist jeder Punkt von I7 Eckpunkt von P.

27) Dafl p Endpunkt der letzteren Strecke ist, folgt aus der Behauptung 2 in § 1.

272y Man kann II auch in der Gestalt aussprechen: Die Menge P besteht aus
einer Anzahl von (geschlossenen oder nicht geschlossenen) Streckenziigen, deren im
Innern von I gelegene Endpunkte mit den Punkten ven IF Gibereinstimmen.
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P ist, ist die Zahl o, gerade. Vonr den «, Eckpunkten erster Ordnung liegt
aber nach I eine ungerade Anzahl auf der Grenze von I und daher eine
ebenfalls ungerade Anzahl im Inmern von I. Nach II bedeutet dies, daB
IT nicht leer ist und aus einer ungeraden Anzahl von Punkten besteht,

Damit ist (A”) und folglich anch (A’) bewiesen) 282),
§ 3.

Den Ubergang von dem kombinatorischen, finiten Satz (A’) zu dem
mengentheoretischen, infinitesimalen Satz (A) vollziehen wir durch eine fast_
wortliche Wiederholung des entsprechenden Lebesgueschen Schlusses??):

Sei G ein abgeschlossenes Gebiet des R . G enthilt ein n-dimensio-
nales Intervall von einer Ka,ntenlénge 1. Wir wollen zeigen, daB bei jeder

Summendarstellung G = 244,, wo A4, abgeschlossene Mengen mit Durch-

=1
messern <} sind, Punkte existieren, die n 4 1 dieser Mengen gemein-

sam sind.

Nehmen wir zu dem Zwecke eine gegen Null konvergierende Folge
positiver Zahlen ¢, ¢,, &, ..., die alle so klein gewdhlt sind, dall fiir jedes
A, die Umgebungen U(4,, ¢ ]/n) (k=1,2,...)3) Durchmesser < I haben.
Fiir jedes natiirliche m nehmen wir eine ziegelartige Zerlegung (o, ) des Inter-
valls 7 in Intervalle mit Kantenlingen < ¢, %) vor und bilden bei gegebenem
m zu jedem A, die Summe Sy, aller derjenigen Intervalle von 6, die mit
4; gemeinsame Punkte haben. Es ist S, U(4,, ¢, Vn), d&her Smd die
Durchmesser der 8, Kleiner als I, und keines der 8% beriihrt zwei gegen-
iiberliegende Seiten von I. Nach (A') gibt es bei jedem m eimen Punkt p,,,
der n+1 der Mengen S\ angehort. Dieser Punkt hat offenbar die fol-
gende Eigenschaft: Der n-dimensionale Wiirfel von der Kantenlinge 2¢,

*) Es sei nachdriicklich auf den rein kombinatorischen Charakter aller bisherigen
Uberlegungen hingewiesen. Daf wir scheinbar die Geometrie der kontinuierlichen
Mannigfaltigkeiten verwendeten, diente nwr zur Vereinfachung.

%) (Zusatz bei der Korrektur) Der angefithrte Beweis wurde auf Grund
meiner miindlichen Mittellungen von Menger in seinem unlingst erschienenen Buche
»Dimensionstheorie® (Leipzig 1928) reproduziert (S. 254—258). Zu beachten ist, daB
sich in die Mengersche Darstellung ein Fehler eingeschlichen hat, indem dort die
Giiltigkeit der fiir die Mengen D; (bei Menger heiBlen dieselben 4;) im Satz (A’) vor-
ansgesetzten Bedingung auch fir die Mengen Z; (bei Menger B;) des Satzes (A”) an-
genommen wird- Vgl oben FuBnote 22).

%) Vgl Lebesgue, a.a. 0. S. 259, Im Gegeusatz zu den hisher verwendeten
»liniten® Schliissen hat dieser Schluf einen infinitesimalen Charakter.

%) Unter einer Umgebung U(4,p) versteht man die Menge aller Punkte, die
von der gegebenen Menge A einen Abstand kleiner als p haben.

M) DaB eine derartige Zerlogung existiert, haben wir in § 1 gesehen.
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mit dem Punkt p, als Mittelpunkt besitzt gemeinsame Punkte mit min-
destens n -1 Mengen A4,.

Betrachten wir einen H&aufungspunkt p der wunendlichen Folge
Prs Doy oovs Ppps -+, 50 enthilt offenbar jede belicbige Umgebung von »
Punkte aus #» -+ 1 verschiedenen 4;. Da es aber mit Riicksicht auf die
Abgeschlossenheit der 4, eine Umgebung von p gibt, die Punkte nur aus
jenen A, besitzt, die den Punkt enthalten, so liegt p in mindestens n 41
der Mengen 4,. Damit ist (A) bewiesen.

Bemerken wir noch, dafl sich aus den vorstehenden Uberlegungen die
Giiltigkeit des folgenden Satzes ergibt: Wird ein n-dimensionales Intervall
in n -1 abgeschlossene Mengen E, £, ... K, , zerlegt, so daf die ,Rand-
bedingungen® (¥) in § 2 erfiillt sind, so haben die n 1 Mengen £, min-
destens einen Punkt gemeinsam,

(Eingegangen am 15. 1. 1928)



