
Uber ein topologisches Theorem. 
Von 

Witold Hurewicz in Amsterdam. 

Bei dem Aufbau der Topologie der hSher-dimensionalen Euklidischen 
R~ume spielt eine wichtige Rolle das folgende Theorem, das von Lebesgue 1) 
ausgesprochen und  yon Brouwer :) zum ers tenmal  bewiesen wurde:  

(A)  Zertegt man ein beschrdnktes abgeschlossenes Gebiet 3 ) des Euklidi- 
schen n-dimensionalen Zahlenraumes R,, in endlich viele abgeschlossene 
Mengen, deren Durchmesser hinreichend klein sind~), so gibt es Punkte, 
die mindestens n-+-1 dieser Mengen gemeinsam sind. 

Aus diesem Theorem kann  nach Lebesgue '~) sehr einfach der be- 
r i ihmte Brouwersche Invarianzsatz 6) gefolgert  werden, welcher die Un-  
mSgliehkeit  einer ein-eindeutigen stet igen Abbi ldung zwisehen einem n -  
und einem m-d imens iona len  Gebiet  fiir n ~= m behaupte t .  Einerseits  bleibt  
niimlich die i m  Satz (A) ausgedriickte Eigenschaf t  des n-dimensionalen  
Gebietes bei ein-eindeutigen stet igen Abbi ldungen erhal~enT); anderseits 
k o m m t  diese Eigensehaft  elnem m-dimens iona len  Gebiet  flit m < n nicht  

1) In Math. Ann. 70, S. 166--168. Vgl. ferner Fund. Math. 2, S. 257. 
9) Im Crelleschen Journal 142 (1913), S. 150. - -  Ein zweiter Beweis finder sich 

bei Lebesgue in Fund. Math. 2, S. 257. 
3) Unter einem offenen Gebiet (des Eul~idischen n-r!imensionalen Raumes) ver- 

steht man eine Menge, die aus lauter inneren Punk:ten be~teht. Ein abgesehlossenes 
Gebiet ist per Definition ein offenes Gebiet mitsamt seinem Rand. - -  Formal gilt der 
Satz auch fiir nicht-beschr~nkte Gebiete, dieselben lassen sich doch iiberhaupt nieht in 
endlich viele besehriinkte Mengen zerlegen. 

~) D. h. kleiner als eine gewisse nut yon dem betracht'eten Gebiet abhiingige 
Sehranke. 

5) VgL die sub 1) zitierten Arbeiten yon Lebesgue. 
~) Vgl. Brouwer, Math. Annalen 70, S. 161. 
9) Dies ergibt sich sofort aus der Tatsache, dab jede ein-eindeutige stetige Ab- 

bildung einer besehr~lkCen abgeschlossenen Menge gleichmKBig stetig fist. 
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zu: jedes besehr/~nkte abgeschlossene Gebiet des R~ l ~ t  sieh vielmehr in 
endlieh vide beliebig kleine, abgeschlossene Teile zerlegen, deren je m + 2 
(also a fortiori je n A-1, wenn m < n ist) keinen gemeinsamen Punkt be- 
sitzenS). 

Eine wichtige Anwendung finder ferner der Satz (A) in der auf der 
rekursiven Definition der Dimensionszaht beruhenden Dimensionstheorleg), 
indem er die Grundlage fiir den yon Brouwer bewiesenen ,Rechtferti- 
gungssatz des Dimensionsbegriffes" bfldet, wonach dem Euklidischen R~ 
(oder, was auf dasselbe hinanskommt, einem beschr~nkten Gebiet des R=) 
aueh im Sinne der genarmf~n Theorie die Zahl n als Dimension zugewiesen 
wirdl~ Der wesentliehe Inhalt dieses Theorems steekt in der Behauptung, 
da$ die Dimension des R~ nicht kleiner ist als n~). Nun fiihrt sich abet 
die letztere Behauptung auf Satz (A) zuriick auf Grund der Tatsache, daft 
ein kompakter Raum yon einer Dimension < n die im Satz (A) formulierte 
Eigenschaft nicht besit~tx~). 

Im folgenden wird ein Beweis des Lebesgue-Brouwe~schen Satzes (A) 
gegeben, der sieh yon den bisherigen Beweisen haupts~chtich dutch Ver- 
wendmlg der sog. (siehe unten) ,ziegelartigen" Kombination yon n-di- 
mensionalen Intervallen unterscheidet, was einen glatten Induktionsschlul~ 
nach de~ Dimensionszahl ermSghcht und eine bedeutende Vereinfachung 
des Beweises bewirkt. Im iibrigen lnliipft unser Beweis sehr eng an die 
Darstellung yon Lebesgue is) an~3a). 

s) Vgl. Lebesgue, Fund. Math. 2, S. 265ff. 
9) Vgl. ctwa Menger, Bericht fiber die Dimensionstheorie, Jahresber. d. D. Math.- 

Vet. 85 (1926), S. 113. 
10) Das erste Mal wurde das Theorem yon Brouwer (in der sub ~) zitierten 

Arbeit) bewiesen. Uber weitere Literatur vgl. Menger L c. ~), S. 123. - -  Aus dem ge- 
nannten Theorem in Verbindung mit der fast trivialen Tatsache~ dab die Dimension 
eine topologische lnvariante von Punkianengen ist, folgt der oben angefiibrte Bronwer- 
sche . Invarianzsatz ". 

11) DaB dm Dimension des / ~  nich$ grSi~er ist als n ,  ist h5chst einfach zu 
zeigen; vg]. etwa Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 8~ (1924), S. 152. 

x~) D. h. ein kompakter Raum yon siner Dimension < n ist in endlieh viete be- 
tiebig kleine abgeschlossene Teile zerlegbar, die zu je n + l  fremd si~d (vgl. Menger, 
letztes Zit., S. 158; Urysohn, Fund. Math. 8, S. 292). Von Urysohn (vgl. die soeben 
zitierte Abhandlung, S. 294) wurde gezeigt, dab dieses Verhatten flit die weniger als 
n-dimensionalen kompakten R~ume auch eharakteristisch ist, so dab also zwisc~en 
dem Satz (A) und der Behauptung, daB der Ra mindestens n-dimensional ist~ eine 
volls~ndige )~quivalenz besteht. 

~a) Vgl. Fund. Math. 2 (]921), S. 257. 
laa) In dem w~hrend der Korrek~ur dieser Arbeit erschienene~ Aufs~tze vo~ 

E. Sperner (Abhandlungen des Hamburgischen Math. Sem, 6, S. 265-272, eingereicht 
im Juni !928) finder sieh ein Baweis des Lebesgue-Brouwerschen Theorems~ weleher 
mit dem bier dargelegtea~ eine weitgehende Analogie aufweist. 

14" 
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w  

Wit betrachten ein n-dimensionales Intervatl  1"1~), d. h. die Gesamt- 
heir aller Punkte (x l ,  xo. . . . .  , x~)  des Zahlenraumes R~, deren Koordi- 
naten n Ungleichungen: 

a , ~ a : ,  <~ bi ( i :  1 , 2 ,  . . . ,  n )  

befriedigen, wo ai, bi vorgegebene reelle Zahlen bedeuten uncl a, < b~ vor- 
ausgesetzt wird. 

Denken wit uns das vorgelegte n=dimensionale Inte~va]l I in eine 
Anzahl von n-dimensionalen Teilinte~vaUen 

(') Z ,  Z .  . . . . .  Z., 

zerlegt, die zu j e zwei keine inneren Punkbe gemein haben. Wit nennen 
diese Zerlegaug ziegelartig~),  wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1. Kein Punkt  gehSr~ mehr als n -~ 1 verschiedenen Intervai len Z~ an 

2. Sind irgendwie/c yon den Intervallen ( ')  gegeben, wo 2 ~ k ~ n + 1 
ist, und haben cliese /c ]ntervalle gemeinsame Punkte,  so bflden die letz- 
teren ein (n + 1 -  k)-dimensionales Intervall ;  insbesondere haben also je 
n + 1 der Intervalte Zi, wenn iiberhaupt, dann nut  einen Punkt  ge- 

meinl~) 1:). 

Die beigeftigte Figur gibt ein Beispiel einer ziegelartigen Zerlegung 
des Quadrates. Man erkennt leicht die allgemeine Giiltigkeit der folgen- 
den, in den F~llen n ~ 2,3 anschautich evidenten Tatsache: Ein n-dimen-  
sionales In~ervall /~ kann ziegelartig in Teilintervalle zerleg~ werden, 
deren Kantenl~ngen tdeiner sind als eine willkiirlich vorgegebene positive 
Zatfi ~, 18) 

14) Den Index ~ werden wir, wofern keine MiBverst~ndnisse entstehen kSnnen, 
weglassen. 

15) Diese Zerlegungen warden ~am anderen Zwecke bereits yon Lebesgue 1. c. 8) 
verwende~. Vgl. oben Fui~note 8) und die zugehSrige Stetle ira Text. 

18) Wir bezeiehnen n~alieh eine aus nut einem Punkte bestehende Menge Ms 
ein 0-dimensionales Intervall. 

1~) Es sei der Vol t~digkei t  tmlber bemerkt, dab die Bedingung 2. yon selbst 
efffillt is~, wenn 1. gilt und fiberdies die Teilintervalle Z~ so klein sind, dal~ keines 
yon ihnen zwei gegeniiberliegende Seiten des Intervalls I verbindet. Im folgenden 
finder diese Bemerkung keinerlei Anwendung. 

18) Vgl. Lebesgue ~. a. O. S. 266. - -  Man kann dies anders zeigen, indem man 
sich a~f die folgende Bemerkung stiit~t: Es liege eine ziegelartSge Zerlegung des 
Intervalls I in die Intervalle Z,(i~-1,  ~ . . . .  , m) vor. Zerlegt man eines der letzt- 
genannten In~ervatle, etwa Z1, in zwei Intervalle Z~ und Z~ p, so ist auch die Zer- 
legung yon I in die m-~-I Ymterva]te Z, p, Zff, Z~ ( 1 : 2 ,  3, . . . ,  m) ziegelar~ig, wofern 
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I m  fotgenden werclen I als ein festes n-dimensionales  Intexval l  und  
Z~, Z ~ , . . . ,  Z=  als Teilintervalle einer beliebigen, abe t  ebenfalls festgew~ihlf~n 

ziegelartigen Zerlegung yon I vorausgesetzt .  Es  

(a) Projiziert  man  auf eine ( n -  1 ) -d imen-  
sionale Seite B des Interval ls  I alle an B a m  , [ [ [ ~ 
stoBenden In~ervalle ( ' ) ,  so erh~l~ m a n  eine ziegel- I I 
artige Zerlegung des (n  - -  1)-dimensionalen In te r -  [ ] I 
valls B .  

(b)  I s t  die 8trecke s Du~chschnit t  von  n [ 1 [ 
Interval len Z~ t9), so is$ jeder der beiden End-  
punkte  yon s,  wofe~n derselbe im Inne rn  yon  I lieg$, gemeinsamer  P u n k t  
yon n ~- 1 Interval len Z~ ~o). A]le iibrigen P u n ~ e  yon  s ge]lSren hingegen 
nu t  n Interval len Z~ an~l).  

w  

Indem wiz je tz t  die In tervat le  ( ' )  irgendwie in G~uppen vertei len und 
die Vereinigungsmenge der In te rva l le  ]eder Gruppe  biklen, b e k o m m e n  wit  
eine neue Zerlegung: 

I =  D 1 q - D ~ - k . . . - b D k ,  

nur die Z" undZ"  arennende ( n -  1 )-dimensionale Ebene mit keiner der Grenzebenen 
der Intervalte Z~ . . . . .  Z~, zusammenf~lt. Wenn man nun yon einer beliebigen ziege]- 
artigen Zerlegung yon I ausgeht (etw~ yon der trivialen ,Zerlegung", bei der Iselbst  
als das einzige Teilintervall ~uftritt) und dureh wiederholte Anwendung tier obigen 
Bemerkung die IntervaUe der Zerlegung sulmessiv verkleinert, gelangt man schlielllich 
zu dner Zerlegung yon dem vorgeschriebenen Feinheitsgrad. 

19) Wit erinnern daran, dab je n Intervalle (') entweder keinen gemeinsamen 
Punkt haben, oder eine (zu einer derKoordinabenachsen parallele) Strecke alsDurch- 
schnit~ haben. 

.2o) Sei etwa s der Durchschnitt der Intervalle 

(x) & ,  & . . . . .  & 

und sei p ein im Innern yon I gelegener Endpunkt yon s. Setzen wit s fiber p hin- 
aus um eine kleine Strecke s '  fort, so kann s' nicht allen IntervaUen (x) angehSren. 
Nehmen wir an, s" liege auSerhaIb Z1. Die im Punk%e p senkreoht zu s errichtete 
(n-1)-dimensionaIe Ebene bildet Grenze zwischen Z z und einem IutervaJl Z~, da~ 
yon sgmtlichen Iatervallen (x) verschieden ist. Also ist ~ n + l  Interv~llen Z~ ge~ 
meinsam. 

~) Angenommen n~iznlich, der Punkt p der Streeke s gehSr$ auller den Inter- 
va]len Zi~, Z/~ . . . .  , Z~,  deren Durehsehnitt s ist, noch einem InterwAle Z~ am Daun 
ist p der dn~ige Punkt des Durohschnittes Zi~.Z~ . . .  Z~-Z~,  also der einzige ge- 
meinsame Punk~ des n-dimensionalen Intervalls Zk mad dea ein-dimensionalen Inter- 
valls s, was nut dana mSglich ist, wenn p Endpunkt yon s ist. 
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wo also jede der Mengen D i entweder mit  einem der Intervalle Zi zu- 
sammenfiillt oder Summe yon mehreren Zi ist, und ]edes Z~ nut  einem 
der Komplexe D i angeh6rt. Wit wolten zeigen: 

(A') Unter der Voraussazung, daft keiner der Intervallkomplexe D~ 
Punlae au] zwei gegeni~berliegenden Randseiten yon I besitzt, gibt es Punlae, 
die n + 1 der Mengen D i gemeinsam , i n d ' ) .  

Diese Behauptung ist nichts anderes als der Lebesgue-Brouwersche Satz (A), 
ausgesprochen flit die Zerlegungen des Intervalls I in die spezieUen Mengen D~. 

Zum Beweise numerieren wit zuniichst die Seiten von I 

B l a B  ~ . . . . .  B,,, B ; , B ' , , . . . , B ~ ,  

und zwar so, dal~ mit B~ lind B,[ ( i  = 1, 2 . . . .  , n)  zwei gegeniiberliegende 
Seiten bezeietmet werden. Sodann verstehen wit miter E~ flit i - -  1 , 2 , . . . ,  n 
die Summe aller deljenigen Dj, die die Seite B i beriihren, aber zu siimt- 
lichen Seiten B~, B e, . . . ,  B~_~ punktffemd sin& Die Summe jener Dj, die 
mit keiner der n Seiten B i gemeinsame P t m ~ e  haben (& h. in keine der 
bisher definierten Mengen Ei eingehen) bezeiehnen wiz mit E~+ t. Es gilt dann: 

(*) E ~ B ; = O  ( i = 1 , 2 , . . . , n ) ,  E , B , _ ~ - O  ( i = 2 , 3 , . . . , n + l ) . ~ e ~ )  

Ein Punkt, der allen n + 1 Mengen E i gemeinsam ist, gehSrt zu minde- 
stens n + 1 versehiedenen Mengen D~, denn jedes Di ist in genau einem 
Ej enthMten. Daraus ergibt sihtf, dab die Behauptung (A') yon dem 
folgenden Satz impliziert wird: 

(A") Ist  jede der n + 1 Mengen 

S,  E_.,...,  o+1 
Summe yon Intervallen ('), bzw. mit einem dieser Intervalle identisch, 
wobei jedes Z~ einem und nut  einem E~. angehSrt, und sind die Bedingungen 
(*) erfiillt, so haben die Mengen E i mindestens einen gemeinsamen Punkt, 

Wit wenden uns nun dem Beweis des Satzes (A") zu. Wit fiihren den 
Beweis dutch Induktion nach der Dimensionszahl n, was dadureh ermSg- 
licht wird, dal~ wit gleichzeitig mit  (A") noch die folgende Zusatzbehaup- 
tung beweisen: Der Durchsehnitt E~, E.~, . . . ,  E.+~ (tier, wean nieht leer, 
jedenfalls nut  endheh viele Punkte besitzt~ besteht aus einer ~ngeraden 
Anzahl yon Punkten. 

~) Bei Lebesgue, Fund. Math. 2, S. 257 wird die analoge Beh~uptung ffir Kom- 
plexe aus Intervallen einer ,Oit~erzerlegung" bewiesen. Ffir ziegelattige Zerlegungen 
gesf~t~t sich der Beweis, wie wir sogleich sehen werden, wesenflich einfacher. 

~ )  Dagegen er~llen die Mengen E~ ffir ~> 1 die Voraussetzung des Satzes (A ~) nieht. 
~a) Denn jeder seiner Punkte is~ Schnittpunkt "con n + 1 Intervallen Zi, die Anzakl 

/ m a l l e r  Zi is~. dieser Sehnittpunkte is~ abet endlioh (ngmlich "~- \n-r  t ] "  ' ~, wo ~r die An~ahl ] 
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Fiir n ~---1 ist die Behauptung (A") nebst Zusatz t~iviaL In der Ta~, 
die nulldimensionalen Seiten B~ bzw. B~ des eindimensionalen Intervalls 
I ~- [a, b] shad bei passendex Bezeichnung die Endpunkte a bzw. b, also 
enthi41t der IntervaUkomplex E~ a, abet nicht b, und ein Punk*, der sich 
l~ngs der Strecke I yon a nach b bewegt, gelangt aus E I in Es, mu~ 
demnach eine ungerade Anzahl yon Malen die Grenze zwischen E 1 und Es 
iiberschreiten. Mit andern Worten haben die Interval]summen E 1 und E~ 
eine ungerade Anzahl von Ptmkten gemein. 

Sei nun n ~ 1. Wit nehmen unsere Behauptungen fiir u -  1 Ms 
bewiesen an mad wollen daxaus ihre Giiltigkeit flit n herteiten. 

Wegen B~.E~+~-~0 ist B ~ =  Z B ~ . E  i. Nach der Behaup~ng (a) 

in w 1 sind die Mengen B~.E  i Summen von Teflintervallen einer ziege|- 
axtigen Zerlegung des (n ~ 1)-dimensionalen Intervatls Bn. Ferner e~4ilten 
diese Mengen, wie man leicht sieh~, die den Bedingungen (*) ana~ogen 
Bedingungen in bezug auf die entsprechend numeriel~en (u ~ 2)-dimen- 
sionalen Sei~en yon B~, ~4) woraus sich vermSge clef Induktionsannattme 

ergibt, dab der Durchschnitt I I B ~ . E  i = B ~ . H E  i nicht leer ist and aus 
r 1 i = 1  

ehler lmgeraden Anzahl yon Punkten besteht. Setzen wit zur Abkiirzung 

P--j~rE~ und bemerken wit, da~ (nach den Annahmen (*)), die Seite B~ 

ausgenommen, keL'~e Seite des Intervalls I yon P beriihrt wird, so haben wir: 

I. Die Menge P ist nicht leer und besitzt eine ungerade Anzahl yon 
~mkten auf dem Rande von I.  

P setzt sich aus einer Anzahl yon Strecken 

81, 8e~ .. . ,  8 r 

zusammen (wit nennen sie Teilsireclcen yon P), wo s i ( i -~ 1, 2, . . . ,  r) 
Durchschnitt ist yon n Intervallen 

(1) Z,~, Z~ . . . . .  Z~, 

die bei entsprechender Anordnung die Beziehungen erfiillen: 

(2 )  (k = 1, 2 . . . . .  n) .  

Betrachten wit die Endpunkte der Strecken sl, oder, wie wix uns 
k'~rz ausdriicken wollen, die Eclcpun~e yon P.~"~) Wit sprechen yon einem 

s4) Die Rolle der Seiten B~ bzw, B[ (i-~ 1 . . . .  , n--1) wird ~ c h  yon den 
Projektionen dieser Seiten auf B, iibexnommen. 

~) Aug der Bemerkung (b) in w 1 foIgt, dat~ ein Punkt yon p dann und nut 
dann ein Eckpunkt ist, wenn in ibm n-~ 1 Intervalle Z~ m~sammen~toBen, 
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Eckpunkt m-ter Ordnung, wenn m die Anzahl der Strecken ist, welche 
ihn als Endpunkt besitzen. Wit zeigen: 

II. Jecler Eekpnn~t van P hat hSchstens die Ordnung 2. Eckpunkte 
yon der Ordnung 1 sind erstens die auf der Grenze yon I gelegenen Punkte 

yon P und zweitens die Punkte des Durchschnittes H = / / E ~ .  ~.6) Alle iibri- 
gen Eek-punkte sind yon zweiter Ordnung. i=I 

Da6 jeder auf der Grenze yon 1 liegende Punkt yon P Eekl3unkt 
erster Ordnung ist, ist klar. Sei jetzt p ein im Innern yon I gelegener 
Ectrpunkt von P, etwa Endpunkt der Teilstreeke s~ yon P, die als 
Dorchsehnitt der Intervalle (1) definiert ist. Nach der Bemerkung (b) im 
vorigen Paragraphen gehSrt p auJler den n Intervallen (1) noch einem 
Intervall 

an, das in (1) nicht vorkommt. Wit unterscheiden zwei Fiille: 

1. p ]Jegt in II----P.E~+ 1. Dann ist eines der lo enthaltenden Inter- 
valle Z~ in E,+I  enthatten. Naeh (2) kann dies nor das Intervall Z~,+, 
sein, es ist also Z~+, < E,+x, und daher ist das System (1) das einzige 
n-tupel aus in p zusammenstvJ~enden IntervaUen Zi, in dem Intervalle 
aus jedem der n Komplexe El, E~ . . . .  , E~ vertzeten sind. Dies bedeutet 

abet, daJ~ s~ ~ jr~Z~ k die einzige in p miindende Teilstrecke von P ist. 
k = l  

Somit ist p ein Eclrpunkt erster 0rdnung. 

2. p tiegt aul~erhatb 1-i, also auJ~erhalb E ,  +i. Dann ist Z~,+, in einem 
E~ flit k ~ n enthalten. Aus dem System der n-}-1 Intervalte Z~k kann 
man dann auJ~er dem n-tupel (1) noch ein und nor ein n-~upel heraus- 
greifen, in dem je ein Intervall aus jedem der n Komplexe E 1, E~ . . . . .  E,~ 
vorkommt, n/imlich das n-tupel 

(3) z~ . . . . . .  z~_,, z , ,+ . . . . ,  z~+,. 

In p miinden somit zwei Teilstreeken yon P :  die S~recke s+ und die a]s 
Durchsehnitt des n-tupels (3) definierte Strecke s~. ~) Folgtich ist p ein 
Eckpunkt zweiter 0rdnung. Damit ist die Behauptung II "~) bewiesen. 

Sei r bzw. e~ die Anzahl aller Eckpunkte erster bzw. zweiter Oral- 
hung yon P. Da a~ ~ 2a~ die verdoppelte Anzahl after Teilstxecken yon 

~) Mit Riicksicht auf u~) ist jeder Punkt y o n  I /E c kpunk t  van P .  
u~) DaB p F.m&pun/ct der leVz~ren Stxecke ist; folgt aus der Behauptung 2 in w 1. 
~ )  Man kann II auoh in der Gestalt au~prechen: Die Menge P besteht aus 

einer Anzabl yon (geschlossenen oder nicht geschlossenen) Stxeckenziigen, deren im 
Innern yon I gelegene Endpun~e mit den punldeen yon H fibereinsr 
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P ist, is~ die Zahl u~ gerade. Von den a x Ecklmnkten e~ste~ Ordnm~g liegt 
abet nach I eine ungerade Anzahl auf der Grenze von 1 und  da~er eine 
ebenfalls tmgerade Anzahl im Innern yon I .  Nach I I  bedeutet dies, dab 
/ /  nicht lee~ ist und aus einer ungeraden Anzahl yon Punkten bes~eht, 
Damit is$ (A") und folgtich auch (A') bewiesen ~s) esa). 

w 

Den Ubergang yon dem kombinatorischen, finiten Satz (A') zu clem 
mengentheoretischen, infinitesimalen Satz (A) vollziehen wit clutch eine fast 
wSrtliche Wiederholung des ents~rechenden Lebesgueschen ScMusses~9): 

Sei G ein abgeschlossenes Gebiet des R~. G en~h~ilt ein n-c]imensio- 
nales Intervall von einer KanCent~nge l. Wit wollen zeigen, da~ bei jeder 

Summendarstellung G ~ - ~  A i, wo A i abgescMossene Mengen mit  Durch- 

messern < 1 sind, Punkte existieren, die n + 1 dieser Mengen gemein- 
sam sind. 

Nehmen wit zu dem Zwecke eine gegen Null konvergierende Folge 
positiver Zahlen ,I ,  %, q , . . . ,  die alle so klein gew~ihlt sincl, dal] fiir jedes 
A~ die Umgebungen U(A, ,  e k l/n) (k = 1, 2 . . . .  ) zo) Durchmesser < 1 haben. 
Fiir jedes natiirliche m nehmen wit eine ziegelaxtige Zerlegung (%)  des Inter- 
vails I in IntervaUe mit Kantenl~ingen < %, a&) vor und bilden bei gegebenem 
m zu jedem A~ die Summe S~ aUer der~enigen Intervalle yon %,  die mit  
A~ gemeinsame Punkte haben. Es ist Z~ ( U(A~, % l/n), dahe~ s~nd die 
Durchmesser der S~ kleiner ats l, und keines der S~ ber"uh~t zwei gegen- 
iiberliegende Seiten y o n / .  Nach (A') gibt es bei jedem m einen Punkt p~, 
der n + 1 der Mengen S~ angehSrt. Dieser Punkt hat offenbar die fol- 
gende Eigenschaft: Der n-dimensionale Wiirfei yon der Kantenl~nge 2e~ 

-~) Es sei nachdriicklich auf den rei~ kor~natori~he~ Uhara~er alter bisherigen 
Uberlegungen h~ngewiesen. DaB wir scheinbar die Geometrie der kontinuiertichen 
Mannig~altigkeiten verwendeten, diente nut zur Vereinfachung. 

~s,) (Zusa~z bei der Korrektur.)  Der angefiihrte Beweis wurde auf Grund 
meiner mfindlichen Mitt~ilungen yon Menge~ in seinem unt~ngst erschienenen Buche 
~Dimensionstheorie" (Leipzig 1928) reproduziert (S. 254--258). Zu beachten is~, dab 
sieh in die Mengersche Darstellung ein Fehler e~ngeschlichen haL, indem dor~ die 
Gii]tigkeit der f~r die Mengen D~ (bei Menger heiBen dieselben -~h) im Satz (A') vor- 
ausgesetzten Bedingung auch ffir die Mengen Et (bei Menger Bi) des Satzes (A") an- 
genommen wird. VgL oben Fal~note ~). 

~9) Vg]L Lebesgue, a .a .O.S.  2.59. Im Gegonsatz zu den bmher verwendef~n 
,finiten" Schlfissen hat diese~ Schlus einen infinit~imalen Charaktcr. 

ao) Unter einor Umgebung U (21, p) versf~ht man die Menge atle~ Punktr die 
yon der gegebenen Mengo 2t einen Abstand kleiner als ~ h abe~ 

3t) Da6 eine demrtige Zerlegung e~xistiert, haben w~r in w 1 gesehen. 
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mit dem Punkt p ,  als Mittelpunkt besitzt gemeinsame Punkte mit rain. 
destens n q - t  Mengen A~. 

Betrachten wir einen H~ufungspunk-t p der unendliehen Fotge 
P~, P~ . . . .  , Pro,-",  so enth~ilt offenbar jede beliebige Umgebung yon p 
Punkte aus n-}-1 verschiedenen A~. Da es abet mit Riicksicht auf die 
Abgeschlossenheit der A~ eine Umgebung von p gibt, die Punkte nut aus 
jenen A~ besitzt, die den Punkt enthalten, so liegt p in mindestens n q-1 
der i~Iengen A~. Damit ist (A) bewiesen. 

Bemerken wit noch, da~ sich aus den vorstehenden Uberlegmngen die 
Giiltigkeit des folgenden Satzes ergibt: Wird ein n-dimensionales Intervall 
in n-~--1 abgesch]ossene Mengen E 1 E~.... E~,+I zerlegt, so daf~ die ,,Ra~d- 
bedingungen" (*) in w 2 erfiillt sind, so haben die n q-1 Mengen E~ min- 
destens einen Punkt gemeinsam. 

~Eing~gangen am 15. L 1928.) 


